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RESUMO

A teoria de jogos modela estratégias entre agentes (jogadores), 0s quais possuem
recompensas ao fim do jogo conforme suas a¢des. O melhor par de estratégias para os
jogadores constitui uma solucdo de equilibrio. Porém, nem sempre se consegue estimar
os dados do problema. Diante disso, os parametros incertos presentes em modelos de
jogos sao formalizados pela teoria fuzzy. Assim, a teoria fuzzy auxilia a teoria de jo-
gos, formando jogos fuzzy. Dessa forma, pardmetros, como as recompensas, tornam-se
numeros fuzzy. Mais ainda, quando hé incerteza na representacdo desses numeros fuzzy
utilizam-se os nimeros fuzzy intervalares. Entdo, neste trabalho modelos de jogos fuzzy
intervalares sdo analisados e métodos computacionais sao desenvolvidos para a resolucao
desses jogos. Por fim, realizam-se simula¢des de programacao linear para observar mel-

hor a aplicacao das teorias estudadas e avaliar a proposta.

Palavras-chave: Teoria de Jogos; Logica Fuzzy Intervalar; Programacdo Linear.



ABSTRACT

Game theory modeling strategies among agents (players), which have rewards at
the end of the game as their actions. The best pair of strategies for the players constitutes
an equilibrium solution. However, can not always estimate the data of the problem accu-
rately. Before addition, the inaccurate parameters present in game models are formalized
by fuzzy theory. So, fuzzy theory assists in game theory, forming fuzzy games. Thus, pa-
rameters such as the rewards become fuzzy numbers. Moreover, when there is uncertainty
in the representation of fuzzy numbers using the interval fuzzy numbers. Then, this paper
models of interval fuzzy games are analyzed and computational methods are developed
for solving these games. Finally, simulations are carried out linear programming to better

observe the application of the theories studied and evaluate the proposal.

Keywords: Games Theory; Interval Fuzzy Logic; Linear Programming.
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1 INTRODUCAO

Em diversos problemas complexos de conflitos de interesse, a teoria de decisdo é
empregada. A teoria de jogos (FIANI, 2009), a qual faz parte da teoria de decisao, envolve
interacoes estratégias entre duas ou mais entidades, busca uma solugdo de equilibrio para
essas entidades.

Apesar da teoria de jogos tratar de inimeras aplicagdes praticas, quando ocorrem
dados incertos no problema, a teoria fuzzy (ZADEH, 1965) pode contribuir na modelagem
dessa incerteza presente em jogos. Assim, jogos fuzzy considera nimeros fuzzy como
recompensas. Entretanto, caso exista incerteza nos graus de pertinéncia dos nimeros
Jfuzzy, esses serdo representados por ndmeros fuzzy intervalares.

Diante disso, este trabalho visa desenvolver métodos para solucionar jogos do
tipo fuzzy intervalares. Para tanto, diversos outros conceitos e modelos foram definidos,
tais como a ordem fuzzy intervalar baseada na ordem Ezzati (EZZATI et al., 2012) e a
extensdo do modelo de Campos (CAMPOS, 1989) para resolugdo de jogos fuzzy inter-

valares, conforme sera discutido no decorrer do texto.

1.1 Contextualizacao e Justificativa

A teoria dos jogos surgiu por volta de 1940 em trabalhos de J. Von Neumann e
O. Morgenstern. Essa teoria modela diversas situacdes de conflito de interesse, onde en-
tidades (jogadores) agem estrategicamente para atingir um objetivo (FIANI, 2009). Ex-
istem vdrias aplicacOes de jogos, no entanto, em computagdo as dreas de pesquisa desta-
cadas sao inteligéncia artificial e sistemas multiagentes.

Em 1965, Zadeh introduziu a teoria fuzzy, a qual trata de dados que possuem
incerteza (ZADEH, 2008, 1965, 1973). Assim, em modelos de jogos quando ndo ha

exatidao nos dados, como as recompensas, utiliza-se nimeros fuzzy para contornar esse
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problema, formando os jogos fuzzy (AMARAL, 2007).

Conforme (CAMPOS, 1989), em jogos fuzzy de soma zero ndo cooperativos, 0s
quais possuem elementos da matriz de pagamento nimeros fuzzy, pode-se encontrar uma
solucdo de equilibrio. Também, nesses jogos pode-se aplicar métodos de ordenacio de
numeros fuzzy (BUCKLEY; ESLAMI, 2002),(EZZATT et al., 2012),(ASMUS; DIMURO,
2013a), (ASMUS; DIMURO, 2013b), (KULISCH; MIRANKER, 1982) para transformar
a programacao linear fuzzy em uma programacao linear cldssica.

Por outro lado, a teoria intervalar por Moore, formaliza as imprecisdes e as aproxi-
macoes através de intervalos (MOORE et al., 2009). Dessa forma, constitui-se a teoria
fuzzy intervalar (BEDREGAL et al., 2010), cuja incertezas estdo tanto nos dados do prob-
lema quanto na configuragao do préprio ndmero fuzzy.

Logo, determinam-se os jogos do tipo fuzzy intervalares, com recompensas sendo
ndmeros fuzzy intervalares. Diante disso, este trabalho busca estimar solugdes para jogos

que possuem incertezas nos dados do problema real.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver modelos de solugdo para jogos fuzzy
intervalares, onde recompensas e restricoes sao fuzzy intervalares.

Diante disso, buscam-se alcancar os seguintes objetivos especificos:

e desenvolver uma relacdo de ordem total para nimeros fuzzy intervalares trape-

zoidais, simétricos ou ndo, visando a aplicagdo em jogos fuzzy intervalares;
e abordar dois modelos de solu¢do para jogos fuzzy;

e apresentar exemplos de jogos fuzzy, analisando as solu¢des obtidas em cada modelo

utilizado;
e estender as definicdes de jogos fuzzy para jogos fuzzy intervalares;
e cstender o modelo de Campos para um modelo de Campos Intervalar;

e desenvolver um modelo de solucdo para jogos fuzzy intervalares, cujo método de

ordenacao utilizado serd a relagdo de ordem total proposta;

e apresentar exemplos de jogos fuzzy intervalares, analisando as solugdes obtidas em

cada modelo utilizado.



13

1.3 Metodologia

Primeiramente, estudaram-se os principais topicos na drea da Légica Fuzzy, a qual
trata de incertezas. Nesses estudos, houve uma busca para conceituar e operar conjuntos
Sfuzzy. Além disso, pesquisaram-se diversos métodos de ordenacdo, no objetivo de trabal-
har com nimeros fuzzy do tipo trapezoidais, e simétricos ou nao simétricos.

Em seguida, revisaram-se bibliografias sobre a Matematica Intervalar, cuja teo-
ria modela imprecisdes através de intervalos. Também, nessa teoria estudaram-se as
operacoes e as ordenagdes entre intervalos.

Por outro lado, o tema Fuzzy Intervalar surgiu da jun¢do da Teoria Fuzzy com
a Matematica Intervalar. Assim, pode-se definir conjuntos fuzzy intervalares e nimeros
fuzzy intervalares. Nessa dissertacdo, desenvolveu-se um método de ordem total de nime-
ros fuzzy intervalares trapezoidais, o qual foi demonstrado baseado nas ordens totais de
Ezzati (EZZATI et al., 2012) e de Costa (COSTA, 2012).

Em Teoria de Jogos, conceitos de elementos, tipos e solucdes sdo revisados. Para
tratar de incertezas em jogos, aplicaram-se nebulosidades nas matrizes de recompensas e
nas restricdes. Entdo, para resolver a programacao linear fuzzy utilizaram-se o modelo de
Campos e de Campos-Ezzati.

Mais ainda, estenderam-se a teoria de jogos fuzzy para jogos fuzzy intervalares.
Diante disso, para resolver jogos do tipo fuzzy intervalares, adotaram-se os modelos de
Campos Intervalar e Loi-Dimuro-Machado, desenvolvidos nessa dissertagao.

Por ultimo, exemplificaram-se cada modelo para comparar os resultados obtidos a

partir da implementagdo dos algoritmos.

1.4 Organizacao do Trabalho

No capitulo 1 foram apresentadas como secdes a contextualizacdo e justificativa
dessa dissertacdo, os objetivos, as metodologias e a organizagdo do trabalho.

O capitulo 2 introduz os conceitos basicos da Teoria Fuzzy (ZADEH, 1965), como
defini¢des e operacdes de conjuntos e nlimeros fuzzy. Nesse mesmo capitulo, mostram-se
diversos métodos de ordenagdo de numeros fuzzy, necessdrios para os capitulos seguintes.

No terceiro capitulo, a Teoria Fuzzy Intervalar (BEDREGAL et al., 2010) € ap-
resentada, a qual é uma extensdo da Teoria Fuzzy. Também, nesse capitulo descreve-se
a Teoria da Matemadtica Intervalar, para justificar os conceitos de conjuntos fuzzy inter-

valares e métodos de ordenacdo de nimeros fuzzy intervalares.
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Por outro lado, o capitulo 4 envolve a Teoria dos Jogos (FIANI, 2009), onde
métodos sdo propostos para a solucdo dos jogos. Os tipos de jogos destacados foram:
os Jogos Fuzzy e os Jogos Fuzzy Intervalares.

Ainda mais, no quinto capitulo, desenvolvem-se os algoritmos de solucdo para os
jogos ja citados. Além disso, apds resolver as programagdes lineares, através de exemplos,
comparam-se os modelos para cada jogo.

Por fim, o sexto capitulo possui as principais contribui¢cdes dessa dissertacdo e
comentdrios sobre trabalhos futuros.
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2 TEORIAS PARA MODELAR INCERTEZAS

2.1 Introducao

Neste capitulo serdo apresentadas duas teorias, Logica Fuzzy e a Matematica In-
tervalar, as quais tratam de incertezas presentes em diversos problemas computacionais.

As proximas secoOes apresentardo conceitos bdsicos de conjuntos fuzzy como os
elementos, as operacoes, os tipos e as ordenacdes. Também, a teoria intervalar apresenta

defini¢des bésicas, ordenagdo e operacdes de intervalos.

2.2 Matematica Intervalar

Em 1914, iniciou-se pesquisas sobre a Teoria Intervalar, onde intervalos numéricos
representavam valores de distancia e de tempo. Porém, somente no ano de 1959 que essa
teoria firmou-se diante dos trabalhos de Moore (MOORE, 1979; MOORE et al., 2009).

Primeiramente, nessa se¢do defini-se um intervalo na reta real, para conseguir

operar e relacionar intervalos.

Definicao 1 Seja R o conjunto dos niimeros reais e elementos m e my de R, tais que

m < . O intervalo no conjunto dos reais formado por esses elementos é denotado por:

II=[m,m]={reR|m <7 <m}.

Os intervalos da forma [, 7], isto é, possuem os extremos iguais sdo nomeados
de intervalos degenerados. Também, pode-se dizer que esses intervalos representam um
numero real 7. Logo, intervalos sdo representacdes ou aproximacdes de nimeros reais.

Em seguida, definem-se as operagdes intervalares considerando II = [m, 7] e
U = [¢)1, 1] dois intervalos reais (OLIVEIRA; CLAUDIO; DIVERIO, 2005).
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Definicao 2 (Adicdo)
N+V={r+¢|rellep € U} =[m + 1,7 + o]

Definicao 3 (Subtragdo)
M-V =II+ (V) ={r—¢[melley € V} = [m — by, m + ¢1].

Definicao 4 (Multiplicacdo)
H'\If:{ﬂ"@/}|7T€H€¢€\I/}:[min{ﬂ'l'¢1,7T1"17Z)2,7T2'77ZJ1,7T2'¢2},
max{m : 1/)1,71 : ¢2,7T2 : 1/1177T2 : ¢2}]

Definicao 5 (Divisdo)
§=mut={3|nelley e} = [mn{z 33 2 mae {3 3 53]
para 0 & [11, o],

Definicao 6 (Intersecgdo)

TNV = [max{m, ¢}, min{m, P }].
Se 1 > 1)y ou )y > o, entdo II NV = ().

Definicao 7 (Unido)
MU WY = [min{7, ¢ }, max{my, ¥ }].

Definicao 8 (Distdncia)
d(I1, W) = max{[m — ¢, [r2 — o[}

Definicao 9 (Modulo)
(L] = [y, mo]| = d(IL, [0, 0]) = max{|m|, [m|} > 0.

Definicao 10 (Didmetro)

diam(I1) = diam([my, ma]) = m9 — m > 0.

Definicao 11 (Ponto Médio)

med(IT) = med([m, mp]) = B2,

Exemplo 1 Sejam os intervalos 11 = [1,3] e ¥ = [4,6] sdo calculadas as seguintes

operagoes aritméticas:

I+ =[1+43+6 =509

-0 =[1-63—4] =[-5,—1];
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-0 =[min{l-4,1-6,3-4,3-6},maz{l-4,1-6,3-4,3-6}] = [4,18];

= [min{1/4,1/6,3/4,3/6}, max{1/4,1/6,3/4,3/6}] = [1/6,3/4];

Sl =

[IN¥ = [max{1,4}, min{3,6}] = 0;
ITU W = [min{1,4}, max{3,6}] = [1, 6];
d(I1, ¥) = max{|1 — 4], |3 — 6/} = max{3,3} = 3;
[} = |1, 3]| = d(IL, [0, 0]) = max{[1],|3[} = 3 > 0;

diam(IT) = diam([1,3]) =3 -1 =2 > 0;

med(IT) = med([1,3]) = 1;—3 = 2;

Supondo dois intervalos [my, ms] € [t1, 1], algumas relagdes de intervalos serdo
apresentadas (MOORE, 1979; KULISCH; MIRANKER, 1982; COSTA, 2012). Mas,

nessa dissertacdo serd utilizada a relacdo de ordem total de Costa (Def. 15).

Definicao 12 (Relagdo de Inclusdo)
[, 2] C [th1,9ha] & by <y e my < iy,

Definicao 13 (Relagdo de Ordem de Kulisch-Miranker)
[m1, m2] <k [1h1,a] & m < ihy e my < iy,

Definicao 14 (Relacdo de Ordem de Moore)
(71, o] <ar [th1, 0] & T < 9.
Logo, se [m1,ma] <pr [th1,102] entdo ([my, o] <pr [11, 2] ou [my, o) = [t01,4s]).

A ordem de Moore <,; ndo satisfaz a condic¢ao de reflexividade, mas o seu fecho

reflexivo € uma ordem parcial sobre IIR.

Definicao 15 (Relacdo de Ordem Total de Costa)

(11, o] Qb1 o] & mo < g ou (my =1y e Yy < ).

2.3 Logica Fuzzy

Em 1870, Cantor introduziu a teoria cldssica de conjuntos, onde os elementos
pertencem ou niao a um conjunto, ou seja, ndo hd duvida quanto a pertinéncia desses

elementos.
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Diante disso, a teoria fuzzy foi proposta por Lofti Zadeh em 1965 (ZADEH, 1965),
na necessidade de trabalhar-se com incertezas presentes em diversos problemas. Por ex-
emplo, na teoria fuzzy pode-se modelar a classificacdo da altura de pessoas conforme os
termos linguisticos baixo, médio e alto. Para contornar esses problemas, determinou-se
graus de pertinéncia para cada elemento do conjunto, dessa forma representa-se a in-

certeza desses elementos.

2.3.1 Conjuntos Fuzzy

Um conjunto fuzzy formaliza matematicamente elementos, os quais possuem informagoes
incomuns e pertencem a conjuntos diferentes. Assim, através de uma fungdo de per-

tinéncia consegue-se modelar objetos que possuem limites flexiveis em seus conjuntos.

Definicao 16 Um subconjunto fuzzy A de U (conjunto universo) tem sua fungdo de per-
tinéncia definida a seguir (ZADEH, 1965, 1990):

HA - U— [07 1]7 (2.1)
sendo [0, 1] o intervalo dos valores dos graus de pertinéncia.

Dessa forma, p4(z) = 0 indica que ha certeza de que o elemento x ndo pertence
ao conjunto fuzzy A e ua(x) = 1 indica que ha certeza de que o elemento x pertence a
esse conjunto. Assim, se a imagem da fun¢do j14 possuir apenas os graus de pertinéncia
0 e 1, entdo o conjunto descrito € um conjunto classico. Logo, um conjunto fuzzy é uma
extensdao de um conjunto cléssico.

Além disso, pode-se representar um conjunto fuzzy A de U por um conjunto de
pares ordenados seguinte (BARROS; BASSANEZI, 2010; BUCKLEY, 2005a):

A=A{(z,pa(x)) |z € U}. (2.2)

Para melhor visualizacdo dos elementos de um conjunto fuzzy, ilustra-se a Figura
2.1 abaixo:
Definem-se trés tipos de conjuntos: o suporte, o nucleo e os a-cortes de um con-

junto fuzzy A.

Definicao 17 O suporte de A é o conjunto dos elementos do conjunto universo que pos-

suem graus de pertinéncia maior que zero, isto €,

suppA = {x € U | pa(z) > 0}. (2.3)
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Grau de Pertinéncia

Figura 2.1: Exemplo de conjunto fuzzy (COSTA, 2012)

Definicao 18 O niicleo de A é um conjunto no qual elementos possuem graus de per-

tinéncia igual a um, isto é,
coreA={x €U | pa(x) = 1}. (2.4)

Definicao 19 Os a-cortes de A é um conjunto no qual elementos fazem parte de classes

divididas conforme o valor de « tal que:

A= {x €U |palx) > a}, paraca e (0,1]. (2.5)

Se o é igual a zero, o a-corte de A é o fecho do suporte de A, ou seja, [A]° =

o —

suppA.

Entdo, outra forma de um conjunto fuzzy ser representado por completo é pelos

Seus «-cortes.

Exemplo 2 Seja A = {x € R | xé proximo de 2} o conjunto dos niimeros préximos a

2, cuja funcdo de pertinéncia ji4 : R — [0, 1] € definida:

(I—|xz—2]), sel<z<3

Halw) = 0, sex & [1,3] (20)
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0.8 —|

0.6 —|

0.4 —

0.0 7 T T T T T T T
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0

Figura 2.2: Conjunto dos nimeros proximos a 2

suppA={z €U | (1-|x—2]|) >0}paral <z <3
l—z+2>0el+2—-2>0—2x>1lex<3— suppA=(1,3)
coreA={zxeU|(1-|xz—2])=1}paral <z <3
l—z+2=1—2=2— coreA ={2}
A*={zeU|(1-|z—-2]) > a} paraca € (0, 1]
l—z+2>ael+x—-2>a—ar<3—aex>a+1—=[A"=[1+0a,3—q]

Assim, como em conjuntos cldssicos existem em conjuntos fuzzy as operacoes

basicas de unido, intersec¢ao e complemento que serdao apresentadas, respectivamente:

Definicao 20 Unido
Sejao A e B conjuntos fuzzy de U. A unido e A e B é o conjunto fuzzy cuja funcdo

de pertinéncia é definida como: pap(r) = max{pa(z), pp(x)}.

Definicao 21 Intersecgdo
Sejdo A e B conjuntos fuzzy de U. A interseccdo e A e B é o conjunto fuzzy cuja

fungdo de pertinéncia é definida como: panp(x) = min{pa(z), up(x)}.

Definicao 22 Complemento
Seja A um conjunto fuzzy de U. O complemento de A é o conjunto fuzzy cuja

fungado de pertinéncia é definida como: jiyc(x) = pia(x) = 1 — pa(x).
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4+ )
1,0

0,5

v

Figura 2.3: Unido dos conjuntos fuzzy A e B (SILVEIRA, 2002)

A N
1,0

0,5

Figura 2.4: Intersec¢@o dos conjuntos fuzzy A e B (SILVEIRA, 2002)

Logo, A serd um subconjunto fuzzy de B, caso pua(z) < pp(x),Vo € U. Entdo,
hc Ae A CU,pois pg(x) = 0 e puy(z) = 1 para qualquer elemento x de U.

2.3.2 Numeros Fuzzy

Os nuimeros fuzzy sdo um tipo especial de conjuntos fuzzy e possuem uma relevancia
na resolucdo de problemas que envolvem incertezas de dados. Os intervalos fechados, os

quais serdao abordados no préximo capitulo, € os nimeros reais sdo casos de nimeros
Suzzy.

Definicdo 23 Um conjunto fuzzy N de universo R é considerado um niimero fuzzy se a
fungdo de pertinéncia pi5; : R — [0, 1] é tal que (BARROS; BASSANEZI, 2010):

1. O suporte de N ¢é limitado.
2. O core de N é nao vazio.
3. Os a-cortes de N sdo intervalos fechados e limitados.

Ento, o suporte de N ndo permite os intervalos [n;, 00|, [—00, ny] € [—00, oc]. No

conjunto coreN existe pelo menos um elemento, onde a funcdo de pertinéncia atinge o
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4 1)

0,5

Figura 2.5: Complemento do conjunto fuzzy A (SILVEIRA, 2002)

valor 1. Por outro lado, os a-cortes podem ser representados por um par de valores n{ e
n4 formando um intervalo.

Usualmente, trabalham-se com os numeros fuzzy triangulares e trapezoidais, pois
esses numeros tornam mais simples a manipulacdo computacional. Além disso, esses
ndmeros sdo nomeados devido ao gréfico das suas funcdes de pertinéncia.

Primeiramente, consideram-se os ndmeros fuzzy trapezoidais, pois sao mais gerais
que os triangulares, ou seja, todo nimero fuzzy triangular € um numero fuzzy trapezoidal.
Seja um niimero fuzzy trapezoidal N definido por quatro valores (a | b | ¢ | d), onde a é
o limite inferior do suporte de N, b é o limite inferior do nicleo (core) de N, ¢ é o limite
superior do ntcleo (core) de N e d é o limite superior do suporte de N. Entdo, sua funcado

de pertinéncia € representada a seguir:

0, se t<aoux>d

T —a
, o sea<xr<b

b—a

py(@) =9 d—2 2.7)

, sec<x<d

d—c

1, se b<z <c.

\

Para, a,b,ce d € R, o grifico dessa fun¢do de pertinéncia estd na Figura 2.6.

Apresentam-se trés casos especiais de ndmeros fuzzy trapezoidais:
e Simétrico: a = —deb= —c
e Crisppa=b=c=d

e Triangular: b = c.
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st Trap(x,a,b,c.d)

Grauda Partnéncia
1

=]
o
7
0
A

Figura 2.6: Numero fuzzy trapezoidal (SILVEIRA, 2002)

Assim, um nimero fuzzy triangular pode ser expresso pela notacio N = (a | 1| b),
onde n» = b = c. Além disso, pode-se denotar um numero fuzzy trapezoidal N =
(11, 7m2, 0, B), tais que [11,7:] é o nicleo de N, o a distncia a esquerda de 7; e ( a
distancia 2 direita de 7,. Também, para um nimero fuzzy trapezoidal N os a-cortes sio

denotados como:

[N = [a+ a(b—a),d — a(d — ). (2.8)

Logo, as operagdes dos nimeros fuzzy por seus a-cortes, se resumem em operagdes
intervalares. As operagdes de soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo entre nimeros

fuzzy N e M serdo definidas, respectivamente:

[N + M* = [N]* + [M]° (2.9)
[N — M]* = [N]* — [M]® (2.10)
[N M]* = [N]* - [M]° 2.11)
[N/M]* = [N]*/[M]°. (2.12)

Tal que, considera-se () ndo pertencente ao suporte de M na divisao.

Exemplo 3 Os niimeros fuzzy triangulares N e M, do conjunto R, possuem as fungdes
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de pertinéncia g : R — [0,1] e ;7 : R — [0, 1], respectivamente:

0, se r<—lex >3

pi(z) =< (@+1)/2, se —1<x<1 (2.13)
B3—x)/2, sel<zx<3

0, se x<lex>5H
() = (r—1)/2, sel<x<3 (2.14)
(5—1x)/2, se3 <z <b5h.
Para operar esses niimeros obtém-se os a-cortes, a partir da equagdo (2.8):

[N]® = [2a — 1,3 — 2a] e [M]* = [2a. + 1,5 — 2a].

Conforme, as equagoes (2.9)-(2.12) realizam-se as operagoes intervalares:

[N + M]* = [4o, 8 — 4a] para a € (0, 1]

[N — M]* = [4a — 6,2 — 4a] para « € (0, 1]

[—4a? 4+ 12a — 5,4a? — 16a + 15], para a € [0,0.5]

(NN =
[4a? — 1,40® — 16a + 15], para o € [0.5,1]
o (20— 1)/(2a+1),(3—2a)/(2a+ 1)], para a € [0,0.5]
[N/M]* =
[(2a —1)/(5 —2a), (3 — 2a0)/(2ac + 1)], para a € [0.5,1].
Logo,
0, parax < 0ex > 8
(g + pyg) () = x/4, para 0 < x <4

(8 —x)/4, parad <z <8
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0, parax < 6Gex > 2

(g — py) (@) =< (@+6)/4, para —6 <z < -2
(2—x)/4, para —2 <x <2

0, paraxr < —dex > 15
[3—(4—2)Y%]/2, para —5<x<0
(kg - piyy) () = (14222, para 0 <z <3
[4— (1+2)Y2)/2, para3 <z <15
\
(0, parax < —lex >3
(x+1)/(2—-2x), para —1<x<0
(/i) () = (52 +1)/(2¢ +2), para0 <z <1/3
\ (B3—x)/(2x+2), paral/3<x<3.

2.3.3 Relacoes de Ordem entre Niimeros Fuzzy

Em problemas de tomada de decisdo, onde as matrizes de recompensas (paga-
mentos) sao numeros fuzzy precisam-se ordenar esses nimeros. Diante disso, estudam-se
varios métodos de ordenacdo (ASMUS; DIMURO, 2013a,b; BUCKLEY; ESLAMI, 2003;
BUCKLEY, 2005b; EZZATI et al., 2012), os quais serdo apresentados nessa se¢do. A es-
colha do método a ser utilizado depende do problema a ser alcangado. Entre os quatros
métodos estudados, o método de Ezzati (EZZATI et al., 2012) seré aplicado na solugao de
jogos. Esse método € definido e demonstrado como uma ordem total para nimeros fuzzy

simétricos ou nao.

2.3.3.1 Ordem de Inclusao

Sejam os nimeros fuzzy N, M e P, cujos a-cortes sao

[N]% = [n1%,n2? | [M]* = [m;%, my®] e [P]* = [p1%, p2“]. (2.15)

Entao,

N <M VYacl0,1]: [N]*C[M]. (2.16)
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Essa ordem, Eq. (2.16), é baseada na inclusdo de intervalos que pertencem a
Matematica Intervalar (BUCKLEY; ESLAMI, 2003). Também, € uma relacao de ordem

parcial, porque satisfaz as seguintes condi¢oes (MOORE, 1979; MOORE et al., 2009):
(a) Reflexdo: N < N ;

(b) Anti-simetria: N < Me M < N =

(c) Transitividade: N < Me M <
2.3.3.2 Ordem de Kulisch-Miranker

Considerando N e M niimeros fuzzy e a Eq. (2.15). Obtém-se,

N <M & VYae (0,1]: [N]* <x [M]* tal que,
[N]* <g [M]* < ng <m$ en§ <ms.

(2.17)
Como a relacao de ordem acima Eq. (2.17), possui as propriedades de reflexao,
anti-simetria e transitividade citadas anteriormente, determina-se que <y é uma ordem
parcial (BUCKLEY, 2005b).

2.3.3.3 Ordem de Asmus-Dimuro

O método de ordenacdo de numeros fuzzy triangulares simétricos introduzido por

Asmus e Dimuro (ASMUS; DIMURO, 2013a,b), consiste na extensido da ordem definida
em (2.17) e na reinterpretacdao da ordem (2.16).

Sendo os niimeros fuzzy triangulares simétricos N = (a1 | 11 | b1) e M = (ay |
n2 | ba), cujos a-cortes serdao baseados pela Eq.(2.8) como:

[(m — a1)a + ay, (m — br)a + by (2.18)
[M]* = [(m2 — az)a + ay, (2 — ba)a + by).

(2.19)
Essas representacdes de a-cortes sdo utilizadas para melhor visualizagdo em casos
de ordenacdo ndo triviais.

Por outro lado, a relacdo de ordem estrita < € definida a partir de um grau de im-

precisdo p € [0, 1], o qual estabelece a influéncia dos niicleos na ordenagdo dos nimeros
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Sfuzzy muito préximos. Desse modo, quando os valores de p sdo proximos a zero, a pre-
cisdo da informagdo do nudmero fuzzy terd mais importancia do que o valor nimerico
desse nimero. Ou seja, nimeros fuzzy “estreitos” possuem melhor informacao e por con-
sequéncia sao maiores (BEDREGAL et al., 2010; DIMURO et al., 2011, 2000). Entdo, a
ordem estrita < € definida, considerando o grau de imprecisao p que depende do problema

e todas as possiveis posicdes entre dois nimeros fuzzy triangulares simétricos (ASMUS;
DIMURO, 2013a,b).

Apresentam-se as quatro condi¢des, onde uma delas é satisfeita, o restante sera
verdadeiro:

NZM & (2.20)
(a1 < az) e (by < bg)

ou (a; < az) e (by <by)e (n <o)

ou (a; <az)e (by<by)e(n<m)e

Va:(0<a<p)e(m—a)a+a < (n—a)a+ a

[Fa:(0<a<p)e(m—a)a+a < (e —az)a+ as).

Pela equagdo (2.20), pode-se definir a ordem =< para ndmeros fuzzy triangulares

simétricos N e M, tal que:

N<M < N =DMouN<M (2.21)

Como essa ordem satisfaz as propriedades de reflexdo, anti-simetria e transitivi-
dade, desse modo determina-se uma ordem parcial. Também, a seguinte relacao de ordem
total é satisfeita (ASMUS; DIMURO, 2013a,b):

VN,M: N =M ou N<M ou M<N.

2.3.3.4 Ordem de Ezzati

Nessa sec¢do, apresenta-se um método para ordenar nimeros fuzzy (EZZATI et al.,
2012) simétricos ou nao, cujo método serd base para ordenagdo de numeros fuzzy inter-

valares.
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A tupla N = (m1,m2, 0, 8), a qual representa um nimero fuzzy trapezoidal, possui
a forma paramétrica através do par ordenado (N (), ﬁ(t)) = (m —o+oat,n+ 5 — Bt),
para 0 <t < 1. Essa representacdo da forma paramétrica desse nimero fuzzy € utilizada
no célculo da magnitude e da derivada da magnitude de NV, respectivamente:

Mag(N) = % /0 1(&@) + N(t) + N(1) + N(1)F(t)dt e (2.22)

=

Mag/(N) = ¢ / (N'(t) — N(t) + N (1) — N(1))dt, (2.23)

onde a fungdo F(t) é crescente e ndo negativa no intervalo de [0, 1], com F(0) =0

e fol F(t)dt = 5. Assim, por exemplo pode-se considerar que F'(t) = ¢.

Pelo método de Abbasbandy (ABBASBANDY; HAJJARI, 2009), comparam-se
os valores das magnitudes encontradas obtendo a ordem dos niimeros fuzzy.

Mas, por Ezzati (EZZATI et al., 2012) calcula-se ainda mais o valor R(N,d) =
Mag(N) 4+ 6 Mag'(N), tal que:

:{ 0, Mag(N) # Mag(M)
1, Mag(N)= Mag(M).

Definicdo 24 Sejam N e M conjuntos dos niimeros fuzzy em U ordenam-se esses niimeros
da seguinte forma (EZZATI et al., 2012):

R(N,8) < R(M,6), se e somente se, N < M.

Observacdo:
Nt]\;[seesomentese]v> MouNNM,
Nj M se e somente se N < M ou N ~ M.

Teorema 1 A relacdo de ordem < é uma ordem total sobre os niimeros fuzzy N,MeP

em U, entdo satisfazem as propriedades:

e Reflexiva: Para qualquer niimero fuzzy N, entdo N < N.

Prova: Diretamente pela Definicdo 24 R(N,6) < R(N,5). Logo, N < N.
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e Anti-Simétrica: Para quaisquer niimeros fuzzy NeM , se N = Me M = N , entdo
N = M.
Prova: Sendo N < M e M < N, entdo pela Defini¢do 24 R(N,5) < R(M, J)
e R(M,8) < R(N,0). Segue que, pela definicdo dos niimeros reais R(M,d) =
R(N, 9). Logo, se a condi¢do sobre os R for injetiva, entdo N = M.

e Transitiva: Para quaisquer niimeros fuzzy N,MeP,se N<MeM = P, entdo
N = P.
Prova: Sendo N < M e M < P, entdo pela Definicio 24 R(N,8) < R(M, )
e R(M,8) < R(P,6). Segue que, pela definicdo dos mimeros reais R(N,8) <
R(P,6). Logo, pela Defini¢do 24 N < P.

e Total: Para quaisquer niimeros fuzzy N e M, entdo N < M ou M < N.

Prova: Supondo por contradicdo que N £ Me M £ N, entdo pela Definicdao 24
R(N,8) £ R(M,68) e R(M,8) & R(N,6). Segue que, pela definicdo dos niimeros
reais R(N,8) > R(M,8) e R(M, ) > R(N,6). Falso, porque R(N,6) e R(M, 6)

sdo numeros reais. Logo, N = M ou M = N.

Exemplo 4 Sendo A = (3,2,2) e B = (3,1, 1) niimeros fuzzy, consideram-se 3 o niicleo
e os valores 2 e 1 as distdncias ao niicleo de cada niimero. Entdo, pelo método Ezzati,

R(A,0) =5e R(B,6) = 4. Logo, A = B.

0.8 —|

0.6 —|

0.4 —|

0.2 —|

0.0

Figura 2.7: Ndmeros fuzzy A e B simétricos
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Exemplo 5 Consideram-se dois niimeros fuzzy A = (0.5,0.1,0.5) e B = (0.9,0.5,0.1),
sendo os valores de niicleos 0.5 € 0.9, e as distdncias ao niicleo de cada niimero 0.5 e 0.1.

Entdo, substituem-se esses valores nas formas paramétricas:

(A(t), A(t)) = (0.4 + 0.1¢, 1.0 — 0.5¢),

(B(t), B(t)) = (0.4 + 0.5¢, 1.0 — 0.1¢).

0.8 —

0.6 —

0.4 —

0.2 —

0.0

T T
0.0 0.5 1.0 15

Figura 2.8: Numeros fuzzy A e B ndo simétricos

Assim, essas formas paramétricas juntamente com as condi¢des F'(0) = 0, fol F(t)dt =

1 e F(t) = t, resultam nas magnitudes de A e B:

- 1 [t
Mag(A) = 3 / (2.4 —0.4t) t dt = 0.5334,
0

- 1 [t
Mag(B) = 3 / (3.2+0.4t) t dt = 0.8666.
0

Como Mag(A) # Mag(B), entdo § = 0 e os valores de R tornam-se: R(A,§) =
0.5334 ¢ R(B, ) = 0.8666. Logo, A < B.

2.3.3.5 Outras Ordens

Adicionalmente, estudou-se os seguintes métodos de ordenacao de nimeros fuzzy:
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Ordem D-distancia
Conforme Abbasbandy (2009), essa ordem considera apenas nimeros fuzzy pos-
itivos, sem perder a generalidade. Entdo, uma fungio de pertinéncia p 5, (z) do nimero

Jfuzzy No, pode ser definida como:

0, z#0
N _ 2.24
MNO(f) { 1 z=0 ( )

Para ordenar os nimeros fuzzy N e Ny utilizando esse método, determina-se a

distancia entre eles pela féormula:

D(N,Ny) = { /0 l(ﬁ(t)Q + ﬁ(t)%dt} - . (2.25)

Onde, N (t) = —a+ateﬁ(t} =1+ [ — ft.
Definicao 25 Assim, dois niimeros fuzzy N e M serdo ordenados pelas seguintes condicoes:

e N >p M se e somente se D(N, Ny) > D(M, Ny);
o N <p M se e somente se D(N, Ny) < D(M, Ny);

o N = M se e somente se D(N, Ny) = D(M, Ny).

Sendo, um ntmero fuzzy triangular N' = (n, o, B) e um trapezoidal N = (m,m2,0,08),

a partir da Defini¢ao 25 pode-se representar a equagao da distancia (2.25) desses nimeros,

respectivamente:
D(N,No) = [20% + 6%/3+ 8°/3+ (B —0)]* ¢ (2.26)
D(N, No) = [m® + no® + 0%/3 + 2/3 — mo + me8] /. (2.27)
Ordem de Valor Integral

Primeiramente, nesse método de Liou e Wang (1992), define-se a funcao de per-

tinéncia do nimero fuzzy N = (a | b | ¢ | d):
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Fig(x), a<z<b

Fy(z) b hewsc (2.28)
g(r) = .
N Fyi(z), e<az<d

0, caso contrario

tal que F 5 () : [a,b] — [0,1] e Fy5(x) : [¢,d] — [0, 1]. Além disso, definem-se

as fungdes G, y(x) e G5 (x), fungdes inversas de F) 5 (z) e F,5(z), respectivamente.

Definicao 26 Seja N um niimero fuzzy, onde suas funcoes de pertinéncia esquerda e
direita sdo I, e F, 5. Entdo, determinam-se as fungoes inversas de I' a esquerda G5 e

a direita Gy5. Dessa forma, calculam-se os valores das integrais de N:

5 1
T, (N) = / Gy (y)dy (2.29)
1

I,(N) = / Gy (y)dy (2.30)
0
Pelas equacoes (2.29) e (2.30) defini-se o valor integral:

T%(N) = oZy(N) + (1 — a)Zy(N), para o € [0, 1]. (2.31)

Sendo, « o grau de otimismo em uma tomada de decisdo, ou seja, se « = 0
representa uma decisdo pessimista € ja para & = 1 uma decisdo otimista. Logo, essa

equagdo sera utilizada para ordenar os numeros fuzzy.

Definicao 27 Considerando dois niimeros fuzzy N e M, a ordenacdo desses niimeros

serd de acordo com:
o Se I*(N) > I*(M) entdo N >; M:;
o Se I*(N) < I*(M) entdo N <; M:;

o Se I*(N) = I*(M) entdo N ~ M.

2.4 Consideracoes Finais

Nesse capitulo foi apresentada uma introducao das teorias Fuzzy e Intervalar, onde
incertezas e/ou imprecisoes, presentes em problemas reais, sao representadas. Essas in-

certezas serdo aplicadas em parametros de modelos de jogos nos préximos capitulos.
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Mais especificamente, a Matematica Intervalar foi abordada, com suas principais defini¢des,
operacoes e relacdes de ordem de intervalos.

Além disso, caracterizou-se definicdes de conjuntos fuzzy, tipos especiais de con-
juntos fuzzy e operacgdes elementares desses conjuntos. Também, enfatizou-se os con-
ceitos de numeros fuzzy e suas formas triangulares e trapezoidais.

Analisou-se diversos métodos de ordenacdo de nimeros fuzzy, onde se utilizam
na ordem de inclusdo, no¢des da matemaética intervalar, na ordem D-distancia, a distancia
entre dois numeros fuzzy e na ordem valor integral, integrais de fun¢des inversas com
parametro de otimismo.

Por outro lado, o método Asmus-Dimuro trabalha com ndmeros fuzzy triangulares
simétricos, juntamente com a grandeza e a precisdo da informacdo que esse nimero pos-
sui. Por fim, o método de Ezzati ndo tem restricio quanto a simetria e nem a forma
do nimero fuzzy. Diante disso, pretende-se nos capitulos seguintes aplicar o método de

Ezzati em problemas de otimizacao.
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3 TEORIA FUZZY INTERVALAR

3.1 Introducao

Diante, da necessidade de trabalhar-se com dados mais precisos e erros menores,
originou-se a Computacdo Intervalar. Dessa forma, trata-se de erros de dados iniciais,
de arredondamento e de truncamento em problemas computacionais. Para resolver esses
problemas, desenvolvem-se softwares com técnicas apropriadas na busca da minimizagao
dos erros e modelos computacionais, os quais analisam e controlam os erros resultantes.

As aplicagdes da matematica intervalar estd presente em diversas areas da com-
putacdo. Por exemplo, nas dreas de inteligéncia artificial, computacdo grafica e robdtica,
porém serd destacada nessa dissertacdo a teoria fuzzy.

Nesse capitulo apresentam-se a Matemdtica Intervalar juntamente com a Teoria
Fuzzy, possibilitando tratar de incertezas e imprecisdes ao mesmo tempo (BEDREGAL
et al., 2010). Entdo, os conceitos da Teoria Fuzzy tornam-se base para os conceitos de

conjuntos e nimeros fuzzy intervalares e seus métodos de ordenacao.

3.2 Conjuntos Fuzzy Intervalares

Na Teoria Fuzzy consegue-se contornar o problema da incerteza presente em da-
dos, estipulando graus de pertinéncia nos elementos do conjunto. Porém, quando ha
nebulosidade nos graus de pertinéncia representam-se esses graus através de intervalos
reais, justificando a utilidade da Teoria Fuzzy Intervalar.

Dessa forma, na definicdo de um conjunto fuzzy intervalar o grau de pertinéncia
¢ um subintervalo do intervalo [0, 1] (BEDREGAL et al., 2010; DIMURO et al., 2011).

Assim, defini-se um conjunto fuzzy intervalar a seguir:
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Definicao 28 Seja A um conjunto fuzzy intervalar de U, entdo
A= {(JI,QOA(J})) | S U}7
sendo 10, 1] = {[m,m] € IR |0 < m < m < 1} e pa(x) €10, 1].

Definicao 29 Também, representa-se um conjunto fuzzy intervalar A pela seguinte fungcdo

de pertinéncia:

pa(@) = [pa(x), pau(2)],
onde  z1 € Y ou sdo fungoes de limite inferior e superior, respectivamente.
Exemplo 6 Para um conjunto fuzzy intervalar de temperaturas 40°, 50° e 60° (igura 3.1)

supbéem-se que os intervalos de graus de pertinéncia dessas temperaturas sdo: [0.1,0.25],
[0.18,0.65] e [0.4,0.8].

-

o [lemp_Ouanta)

Relevanda

-

] I [ T I T T I
10 20 30 40 50 60 70 B8O 90 100

Temperatura|"c)

Figura 3.1: Conjunto fuzzy intervalar de temperaturas (SILVEIRA, 2002).

Logo, estendem-se os conceitos e as operagdes de conjuntos fuzzy para os conjun-
tos fuzzy intervalares.
Pela Defini¢do 28, tem-se que

Definicao 30 (Suporte de A)
suppA = {z € U | [pai(), pau(x)] > [0,0]}.

Ou seja, suppA={z € U | 0 < pp(x) < pau(x) <1},
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Definicao 31 (Niicleo de A)
coreA={z €U | [pu(r), pau(x)] = [1,1]}.
Ou seja, coreA ={x € U | pu(x) = pau(x) = 1}.
Defini¢ao 32 ([, as]-cortes de A)
[AJlereel = Lo € U | pa(x) > [0, 0]}, onde 0 < ay < ay < 1.
Ou seja, (A1 = {z € U | [, 5] < [p (), pau()]}.

Definem-se as operacdes de conjuntos fuzzy intervalares com base nas operagoes
de conjuntos fuzzy por Zadeh (ZADEH, 1973). Sejam dois conjuntos fuzzy intervalares A

e B com as seguintes representacdes:

A= {(z,pa(x)) |z € U}, e pa(x) €100, 1],

B = {(z,¢5(x)) | z € U}, e pu(x) € 1[0, 1].

Sendo que, p4(z) = [pai (), pau(z)] € vp(z) = [P (x), ppu(x)], sd0 intervalos
com limites inferiores e superiores.

Definicao 33 Unido
O conjunto fuzzy intervalar AU B ¢ denotado pela seguinte funcdo de pertinéncia

e supremo com respeito a <g:

waup(r) = sup{wa(r), ¢p(r)} = [maX{WAl(z), SOBl(x)},maX{SOAu(x), @Bu(x)}]

Definicao 34 Intersecgdo
O conjunto fuzzy intervalar AN B ¢ denotado pela seguinte funcdo de pertinéncia

e infimo com respeito a <y:

wanp(r) = infl{oa(r), op(r)} = [min{<PAl(x), ¢Bl(x)}7min{¢Au(x)7 SOBu(a:)}]
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Figura 3.3: Intersec¢@o dos conjuntos fuzzy intervalares A e B (SILVEIRA, 2002).

Definicao 35 Complemento
O conjunto fuzzy intervalar A€ é denotado pela seguinte funcdo de pertinéncia:
pac () = p-a@) =1 —a(z) = [1 = pau(2), 1 = pu(r)]
f%jj?"\
f\

1.0

0.5

Figura 3.4: Complemento do conjunto fuzzy intervalares A (SILVEIRA, 2002).

3.3 Numeros Fuzzy Intervalares

Um nidmero fuzzy intervalar € definido a partir do conceito de um conjunto fuzzy

intervalar e de um nimero fuzzy. Desse modo, apresenta-se:

Definicao 36 Seja N um subconjunto fuzzy intervalar de R, entdo esse subconjunto serd

um niimero fuzzy intervalar se satisfazer as condicoes:
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e O conjunto suporte de N é limitado;
e O conjunto core de N ¢é diferente de vazio;

e Os oy, aw]-cortes de N sdo fechados e limitados.

Entre diversas representacdes, pode-se denotar um nimero fuzzy intervalar como
um par ordenado de nimeros fuzzy da seguinte forma: N = (N!, N%).
Diante disso, considerando a Defini¢do 32 expressam-se os intervalos [av, -

cortes de N:

[N]lerezl = [NT]or o [NY]e2, (3.1)

O tipo de nimero fuzzy intervalar triangular é denotado N = (a,b | ¢ | d,e)

(Figura 3.5), tal que pelas equagdes (2.8) e (3.1), os [, as]-cortes desse nimero serdo:

[N][alm] =[b+ai(c=0b),d+ ai(c—d)]Na+ as(c—a), e+ a(c—e).

0.8 —

0.6 —|

0.4 —

02 —|

0.0 —

Figura 3.5: Numero fuzzy intervalar triangular A.

Por outro lado, o niimero fuzzy intervalar trapezoidal N = (a,b | ¢,d | e, f)

(Figura 3.6), possui os respectivos [ay, ap]-cortes:

[N][al’aﬂ =Db+ai(c—0b),e+ar(d—e)Na+as(c—a), f+ a(d— f)]
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0.0

Figura 3.6: Ndmero fuzzy intervalar trapezoidal A.

3.4 Relacoes de Ordem entre Numeros Fuzzy Intervalares

Nesta secdo, apresentam-se dois métodos de ordenacdo de ntimeros fuzzy inter-

valares, buscando a aplicacdo em Jogos Fuzzy Intervalares.

3.4.1 Ordem de Asmus-Dimuro Intervalar

Essa ordem trabalha com nimeros fuzzy intervalares simétricos, os quais sdo ndme-
ros fuzzy simétricos, inferior e superior, com mesmo valor de nucleo. Consideram-se 0s
nimeros fuzzy simétricos N' e N, geradores do nimero fuzzy intervalar N, e 0s ndmeros
Sfuzzy simétricos M'e M geradores do niimero fuzzy intervalar M. Entdo, definem-se a

relacdo de igualdade entre esses nimeros:

NZM < N'=M' e N'=Mv, (3.2)

Assim, todo nimero fuzzy intervalar serd igual a outro, caso seus geradores forem
iguais. Para a relagdo < representam-se os nimeros fuzzy intervalares da seguinte forma:
N = (N, N eM = (M', M%).

N&M < (NUZMY) ou (N“=M*" e N'<M") (3.3)

Logo, a relagdo é ¢é denotada:

N<M < N2Mou NSM (3.4)
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Pelas relacdes (3.2), (3.3) e (3.4), a relagdo de ordem = € parcial, pois estabelece
areflexividade, a antissimetria e a transitividade. Finalmente, essa ordem parcial torna-se
ordem total, por satisfazer a seguinte sentenga (ASMUS; DIMURO, 2013a):

VYN, M : N=M ou N<M ou M<N.

3.4.2 Ordem Proposta

Desenvolveu-se a relacdo de ordem total (BRIaO; DIMURO, 2012) para ordenar
numeros fuzzy intervalares baseado nos artigos (EZZATI et al., 2012; ABBASBANDY;
HAIJJARI, 2009). Esses niimeros podem ser triangulares ou trapezoidais, sendo simétricos
ou nao simétricos.

Um ndmero fuzzy intervalar N = (N L N “), possui a forma paramétrica inferior
(N(t), NU(1)) = (n} — o' + o't 7, + B — B't) e superior (N*(t), Nu(t)) = (i — o +
avt,me + [ — "), sendo 0 < ¢ < 1. A partir das formas paramétricas apresentam-se as

magnitudes e suas derivadas, inferior e superior, abaixo:

Mgy =3 [ ) + ) + B(1) + R Py

Mag (V) = [ (@0 - N0+ Fiew) - 8

Mag¥¥) = 3 [ (40 + Fo() + 24(0) + B Fiopr,
N 1 bos ! N Nu N
Mag (8 = 5 [ (86 = () + Fo(1) = T

Onde, a func¢@o F'(t) é crescente e ndo negativa no intervalo de [0, 1], com F'(0) =

Oe fol F(t)dt = 3. Entdo, conforme essas condi¢des considera-se que F(t) = t.

Finaliza-se esse método, calculando os valores de R(N', 8') = Mag(N')+6'Mag' (N')
e R(N“,6") = Mag(N") + 6*Mag'(N*), considerando-se:

5 0, Mag(Nl)#Mag(Ml)
1, Mag(N') = Mag(M?),
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5u_{o Mag(N") # Mag(1")
1, Mag(N*) = Mag(M").

Defini¢io 37 Dados N = (N', N*) e M = (M", M*) niimeros fuzzy intervalares entdo:
N < M se e somente se (N* < M" ou (N* ~ M" e M' < NY)).

Proposicao 1 Sejam dois niimeros fuzzy intervalares N e M, a ordem total desses niimeros

fica definida como:

~

N =< M se e somente se [R(N', '), R(N",6")] < [R(M",8"), R(M", §*)]

Prova: Pela Definicao 37,
N =< M see somente se (N* < M* ou (NUNM“eMl < NY)
Entio, por Def. 24 (R(N*,5%) < R(M®",5*) ou (R(N*, ") = (M e R(M', ) <
R(N',4"))). Logo, [R(N',8"), R(N",6")] < [R(M", 51) R(M",6")].

Corolario 1 Os niimeros fuzzy intervalares N e M sdo ordenados da seguinte forma:
o [R(N!, 6", R(N™,6")] > [R(M', "), R(M*™,5%)] se e somente se N = M;
o [R(N', 8", R(N™,&6")] <1 [R(M', "), R(M",6")] se e somente se N < M;
o [R(N', 8", R(N™,6")] = [R(M!,8"), R(M™,5")] se e somente se N ~ M.

Logo, estendeu-se a defini¢do de ordenar numeros fuzzy (EZZATI et al., 2012)

para ordenar nimeros fuzzy intervalares.

Teorema 2 A relacdo de ordem < é uma ordem total sobre os niimeros fuzzy intervalares

N,M e P, os quais satisfazem as propriedades:

e Reflexiva: Para qualquer niimero fuzzy intervalar N, entdo N < N.

Prova: Supondo por contradicdo que (N, N*) £ (N', N*), entdo pela Defini¢éo
I (N* £ N"e (N* = N*ou N' £ NY). Segue que, (N* £ N* e N*
N“) ou (N* £ N* e N! £ NY). Falso, pelas propriedades de niimeros fuzzy.
Logo, N = N.



42

o Anti-Simétrica: Para quaisquer niimeros fuzzy intervalares NeM, se N<Me
M = N, entdo N ~ M.

Prova: Sendo N < M e M =< N, entdo pela Definigdo 1 (N“ < M" ou (N“ ~
M* e M' < NY)) e (M* < N* ou (M* ~ N* e N < M")). Segue que, pelas
propriedades de nimeros fuzzy N* ~ M" e N' ~ M'. Logo, N ~ M.

e Transitiva: Para quaisquer niimeros fuzzy intervalares N,M e P, se N < M e
M < }5, entdo N < P.

Prova: Sendo N < M e M = P, entdo pela Definicdo 1 (N“ < M" ou (]\7“ ~
M*e M' < NY) e (M* < P* ou (M* ~ P*e P < M")). Segue que, pelas
propriedades de niimeros fuzzy (N* < P ou (N* ~ P* e P! < N')). Logo,
N < P.

e Total: Para quaisquer niimeros fuzzy intervalares N e M, entdo N < M ou M =

A

N.

Prova: Supondo por contradi¢do que N 4 M e M # N, assim (N', N*) £
(M', M*) e (M', M*) £ (N', N*). Segue que, pela Definicdo 1 (N* £ M"e (N*
M® ou M* £ NY)) e (M* £ N* e (M* = N* ou N' 4 M")). Entdo, (N =
M® ou (N* £ M* e M' 4 NY) e (M* = N* ou (M* £ N*e N' £ M")). Falso,
pelas propriedades de niimeros fuzzy. Logo, N < ]\:/:f ouM < N.

3.4.3 Exemplos

Exemplo 1

Definidas as fun¢des de pertinéncia dos nimeros fuzzy intervalares A e B:

(O, se <2
x — 2, se2<zr<3

ulr) = 3.5
Pal) —r+4, sed<xr<A4 (5-3)

0, se = >4,



© qu(T)

¢ pu(T)
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se x <1
sel <z <3

sed3<z<H

se x> 5,

se <4
sed <z <5h
sebh<r<6

se x > 06,

se x <3
sed<r<5h

sebh<x <7

se T > 7,

(3.6)

(3.7

(3.8)

Figura 3.7: Nimeros fuzzy intervalares A = (Al A*) e B = (B!, B*) (triangulares e

simétricos)
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As formas paramétricas de A sdo os pares ordenados:

(A(t), Au(t)) = (1 +2t,5 — 2t), (A (1), AL(t)) = (2 + t,4 — 1)

ede B

(BY(t), Bu(t)) = (3+2t,7—2t), (B'(t), B'(t)) = (4 +t,6 — 1).

Conforme essas formas paramétricas e as condi¢des F'(0) = 0, fol Fit)ydt =1e
F(t) = t, as magnitudes de A e B sio:

- 1
Mag(Al)zé/ (2+t+4—t+3+3)tdt=3
0

- 1 [t
Mag(A“):§/ (1+2t+5—-2t+3+3)tdt =3
0

1 1
Mag(Bl)zé/ 2+t+4—t+3+3)tdt=5
0

. 1 [t
Mag(B“)za/ (1+2t+5—2t+3+3)tdt=5.
0

Para encontrar os valores de R calcula-se:

~ 1 1 _ 1 1
Mag’(Al):§/(1+1+3—3)dt:1,Mag'(A“)25/(2+2+2—3)dt:2
0 0

1 /[t _ 1 /!
]\/[ag/(Bl):é/ (1+1+3—3)dt:1,Mag’(B“)25/ (24242 3)dt =2.
0 0

Diante disso, Mag(A') # Mag(B') e Mag(A*) # Mag(B"), entdo ' e 6"
possuem valor zero.

Logo,
R(AL 6 =3+0-1=3,R(A*6")=3+0-2=3,

R(B'6)=5+0-1=5e R(A",6")=5+0-2=5

Assim, pela Proposicdo 1 [R(AL, 8), R(A*, 6*)] = [3,3] e [R(B', 8'), R(B*, §%)] =
[5,5], entdo [3,3] < [5, 5], portanto A < B.



45

Exemplo 2

Seja o nimero fuzzy intervalar A, formado pelos nimeros fuzzy trapezoidais infe-
rior Al = (—1,1,2,2) e superior Av = (—1,1,3,3), e o nimero fuzzy intervalar B, com
niimeros fuzzy trapezoidais B' = (0,1,1) e B* = (0,2,2). Onde, a representago desses
numeros fuzzy fica na ordem: intervalo dos nucleos e distancias desses intervalos. Dessa

modo, apresenta-se o grafico abaixo:

Figura 3.8: Nimeros fuzzy intervalares A = (A!, A*) (trapezoidal) e B = (B!, BY)
(triangular)

Substituindo-se os valores de A!, A%, B' e B" nas formas paramétricas, tais que:

(A“(t), Au(t)) = (=4 + 3t,4 — 3t), (A4(t), AL(t)) = (=3 + 2t,3 — 2t)

ede B

(B“(t), Bu(t)) = (-2 4 2t,2 — 2t), (B(t), B!(t)) = (=1 +t,1 —t).

Assim, essas formas paramétricas juntamente com as condi¢des F'(0) = 0, fol F(t)d

: e F(t) = t, resultam nas magnitudes de Ae B:

o 11 N
Mag(Al)zé/ Otdt:0,Mag(A“):§/ 0tdt=0
0

0

I - 1!
Mag(Bl):§/ Otdt:o,Mag(B"):§/ 0tdt=0.
0 0
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Finaliza-se o método encontrando os valores de R, para isso calcula-se:

) 1 . 1
Mag' (A" = 5/ 6dt = 3, Mag'(A") = 5/ 8dt =4
0 0

Mag'(B') = 1/1 2dt = 1, Mag'(B") = l/1 4dt = 2.
2 Jo 2 Jo
Como Mag(A') = Mag(B') e Mag(A*) = Mag(B"), segue que &' e 6* pos-
suem valor um.
Entio, pelo método proposto nesse artigo [R(A!, §'), R(A*, 6*)] = [3,4] e [R(B', §'),
R(B*,6")] = [1,2]. Logo, B < A.

3.5 Consideracoes Finais

Como a Teoria Intervalar auxilia na modelagem de incertezas e imprecisoes, juntou-
se a Teoria Fuzzy formando a Teoria Fuzzy Intervalar. Diante disso, formou-se os con-
juntos fuzzy intervalares, os quais possuem operacdes e propriedades representadas nesse
capitulo.

Um conjunto destacado foi os nimeros fuzzy intervalares, onde tipos, operagoes,
exemplos e figuras foram mostrados. Por fim, apresentou-se dois métodos de ordenacdo
de nimeros fuzzy intervalares, sendo que o ultimo método foi desenvolvido e demonstrado
nessa dissertagdo. O contetido do proximo capitulo serd a Teoria de Jogos, a qual aplicara

as teorias dos capitulos anteriores.
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4 TEORIA DOS JOGOS

4.1 Introducao

Neste capitulo, apresentam-se conceitos da Teoria dos Jogos, onde destacam-se as
teorias de Jogos Fuzzy e de Jogos Fuzzy Intervalares.

Jogo é um modelo que representa interagdes entre entidades ou agentes, chama-
dos de jogadores, sendo que esses jogadores agem de forma estratégica conforme suas
preferéncias.

Na teoria dos jogos, os jogadores sdo considerados racionais pelo fato que eles
procuram obter uma menor perda ao término do jogo, assim eles tomam decisdes a partir
de premissas, ndo distorcendo os fatos ou omitindo as evidéncias (FIANI, 2009).

A teoria dos jogos possui diversas aplicagdes, como por exemplo, nas dreas da
economia, da engenharia, da computacio e da politica. Porém, seus estudos cientificos
sdo recentes e se referencia Von Neumann e John Nash como principais autores que de-
senvolveram essa teoria (FIANI, 2009).

4.2 Conceitos basicos de um jogo

Um jogo possui como elementos basicos conjuntos de agentes, de acdes e de rec-
ompensas para cada jogador. Essa recompensa ou pagamento € o resultado que o jogador
recebe ao atingir um objetivo, sendo negativo (perda) ou positivo (ganho).

As estratégias sdo escolhas de agdes em determinados momentos, as quais podem
ser mistas ou puras. As estratégias mistas variam as tomadas de acdes ao longo do jogo.
Isso ocorre porque um jogador pode tentar surpreender ou evitar ser surpreendido. J4 as
estratégias puras mantém uma mesma escolha de acdo durante todo o jogo.

A representacdo mais comum de um jogo finito de dois jogadores é por uma ma-
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triz de recompensas com dimensdes conforme o nimero de acdes de cada jogador (AMA-
RAL, 2007).

A solugdo de um jogo é um par de estratégias que otimiza os ganhos de cada
jogador, a qual € chamada de solucdo de equilibrio de Nash. O método minmax busca
a solu¢do 6tima de um jogo através de solucdes de equilibrio e a implementagcao desse
método resulta em uma programacao linear.

Os jogos podem ser classificados em simultaneos ou sequenciais, onde nos jogos
simultaneos os jogadores ignoram ou ndo sabem as acdes que o outro jogador fez, antes
de tomar a sua decisdo. Por outro lado, nos jogos sequencias a acdo de um jogador €
baseada através da decisdo do outro.

Um jogo € dito de informacao perfeita quando € de conhecimento comum as a¢oes
passadas de cada jogador, sendo, é dito de informacdo imperfeita. Entdo, consideram-se
nessa dissertagdo jogos simultaneos de informacgdo imperfeita, onde os jogadores nao
compartilham decisdes, ou seja, s20 jogos ndo cooperativos.

Ainda mais, na préxima se¢do serdo apresentados jogos do tipo soma zero cujas
recompensas somadas de cada jogador com seu oponente resulta em zero, isto €, quando
um jogador ganha em uma dada estratégia o outro perde.

Logo, nessa dissertagdao consideram-se jogos nao cooperativos de soma zero que

possuem dois jogadores.

4.3 Jogos de Soma Zero

Nos jogos de soma zero, as matrizes de recompensas de dois jogadores quando
somadas resultardo em uma matriz nula. Ou seja, se um jogador recebe um valor de
recompensa o seu adversdrio recebera o valor inverso dessa recompensa (FIANI, 2009).

Sejam os jogadores I e II, os quais possuem conjuntos de a¢des I = {1,2,...,n}
e J ={1,2,...,m}, respectivamente. Entdo, a matriz de recompensas .4 do jogador I é
definida:

A= &+ - 4.1
Am1 .. Amn

Sendo, m o niimero de a¢des do jogador I e n o nimero de acdes do jogador II.
Dessa forma, em jogos de soma zero e dois jogadores, a matriz de recompensas 5 do

jogador II serd a matriz negativa de A, isto é, B = —A.
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Também, pode-se representar um jogo através de uma tabela, onde as células sdao
as recompensas que os jogadores recebem apds realizar uma a¢do considerando a agdo de

seu adversario, determinando uma estratégia (Tabela 4.1).

Tabela 4.1: Recompensas dos jogadores I e I em um jogo

Jogador I
JogadorII | 1 | .- n
1 aix |~ | Qin
2 Q21 |~ | Q2n
m Am1 | =" Amn,
As estratégias mistas z = (z1, -+ ,Tpm) €y = (Y1, ,y,) dos jogadores I e 11

sdao uma distribui¢cdo de probabilidades de estratégias puras. Dessa forma, representam-se
as estratégias mistas a seguir (NISHIZAKI; SAKAWA, 2001):

X ={z= (a1, ,a:m)ERm|in:1,xi20,i:1,-~ ,m} 4.2)

i=1

Y={y=@n - u) ER"|D y;=1,4;>0,j=1,--- ,n} (4.3)

j=1

Assim, considerando estratégias mistas, pode-se sempre determinar pelo menos

uma solucgao de jogos, mas em forma de probabilidades.

Definicao 38 A recompensa esperada ao final de um jogo soma zero, apds realizadas
as estratégias dos jogadores, é calculada através da expressdo (NISHIZAKI; SAKAWA,
2001):

m n

Hx,y) = Z inaijyj =z Ay 4.4)

i=1 j=1

O jogador I busca maximizar a recompensa minima, assim o valor esperado de

recompensa ao final do jogo, solucao 6tima, desse jogador é:

v = max Iy%l}l/l(l‘fly) 4.5)
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Como o jogo é de soma zero, os objetivos sdao opostos dos jogadores. Entdo, o

valor esperado de recompensa do jogador II €:

= Iy%l? rg?g?(xAy) (4.6)

Nas igualdades (4.4), (4.5) e (4.6), omitem-se o vetor transposto z’ para simplificar
a notacdo, sempre quando ndo causar confusdao. Diante disso, apresenta-se um teorema
fundamental da teoria dos jogos, o qual determina a existéncia da solugcdo de equilibrio

de um jogo.

Teorema 3 A solucdo de equilibrio de um jogo soma zero de dois jogadores, com ma-
triz de recompensas A, é o par de estratégias (x,y) que satisfaz a seguinte condi¢cdo
(NISHIZAKI; SAKAWA, 2001):

i = mi 47
max min(z.Ay) = min max(z.Ay) (4.7)

Para encontrar o valor de vy, sendo a;; > 0e A.j = [ay;, agj, ..., amy)', utilizam-se

as igualdades:

vr = maxmin(z.Ay) = maxmin(z.A.j) = max min Z a;;T;, (4.8)
rzeX yey zeX jeJ zeX jeJ “

Assim,

. m
maXgex M g Zizl Qi T;
sa:x1+To+ ...+, =1 4.9)

Z; ZO,izl,...,m

Para simplificar a programacao introduze-se uma varidvel auxiliar z, da seguinte

forma:

max 2
84 : a1y + o+ ATy, > 2, =1,...,n
$1+I2+...+$m:1

T; > O,Z = 1,...,m.

(4.10)

Como max z € equivalente a min 1/z = s + ... + $,,, entdo pode-se reescrever o

problema de encontrar a solu¢do 6tima na seguinte programacao linear:
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min(sy + -+ + sp)
sa:ay81+ -+ amism > 1L, 7=1,...,n 4.11)

s;>0,i=1,...m
Analogamente, para o jogador II:
max(ry + -+ +1y)

sa:apri+ -t a,r, <li=1,....m 4.12)
r,>01=1,...,n

Diante disso, conceitua-se uma programag¢ao linear como um problema onde pos-
sui (GANDOLPHO, 2005):

e uma funcdo objetivo linear, a qual € uma meta a atingir;

as variaveis de decisdes, as quais determinam qual medida serd solu¢do do prob-

lema;

as restri¢des, as quais limitam os valores das varidveis de decisoes;

e a regido vidvel, onde todas as restricdes sdo obedecidas para encontrar a solucao
final;

a linearidade, a qual aparece nas representacdes do problema.

Exemplo 7 Jogo de cobranca de penalidade

Nesse jogo soma zero e simultdno hd um batedor (jogador 1) e um goleiro (jo-
gador Il). Além disso, possui as acoes do batedor de chutar a bola para o lado direito ou
esquerdo e do goleiro de ir defender a bola para o lado direito ou esquerdo do gol, como

mostrado na Tabela 4.1.

Tabela 4.2: Recompensas dos jogadores no jogo de cobranca de penalidade

Goleiro

Batedor Lado Direito | Lado Esquerdo
Lado Direito 7,7 1, -1
Lado Esquerdo 2,-2 —6,6
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4.4 Jogos Fuzzy

Em situacdes reais pode-se ndo conseguir determinar precisamente os valores das
recompensas e das restricoes. Entdo, a Teoria Fuzzy (ZADEH, 1965) juntamente com a
Teoria de Jogos (FIANI, 2009) formularam os jogos do tipo fuzzy, os quais consideram
parametros fuzzy. Assim, consegue-se modelar as incertezas presentes nos dados relativos
do problema real.

Diante disso, representam-se um jogo fuzzy de soma zero com dois jogadores pela

matriz m X n:

aipy ... Qip
A=1| + - (4.13)
Gl - G

Onde, m e n determinam a quantidade de a¢des de cada jogador e os elementos
a;; da matriz A sdo nimeros fuzzy.

Logo, um jogo fuzzy é uma extensao de um jogo clédssico representado por uma
matriz de nimeros fuzzy.

Também, pode-se definir a matriz A= [A;, A, As] pelo limite inferior, nicleo e
limite superior, respectivamente. Em jogos fuzzy, defini-se a condi¢do de existéncia de

equilibrio a partir da igualdade:

in(zAy) = mi A 4.14
rggrgg(x/ly) ryrg;lrgg(xfly) (4.14)

Para solucionar a igualdade (4.14), encontrando a solu¢@o 6tima, deve-se resolver

os problemas para o jogador I e II, respectivamente:

min(sy; + -+ + S,
8a: G181+ -+ amism = 1,7 =1,...,n 4.15)

S; ZO,izl,...,m

max(ry + -+ +1y)
54 G4 A G < Li=1,...,m (4.16)
ri > O,Z = 1,...,71

Sendo, < e > restri¢des fuzzy. Por fim, o valor esperado do jogo fuzzy é expresso:

¥ = xAy. 4.17)
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Como os problemas (4.15) e (4.16) tratam de parametros fuzzy, ndo necessari-
amente as solugdes de cada serdo iguais. Ou seja, ndo € garantido a dualidade desses
problemas, no entanto em programacoes lineares cldssicas ocorre a dualidade.

No préximo capitulo, apresentam-se dois modelos de resolucdo dos problemas
(4.15) e (4.16).

4.5 Jogos Fuzzy Intervalares

Em problemas reais, onde hd incertezas nos valores das recompensas e nas dis-
persdes dessas recompensas, utiliza-se a Teoria Fuzzy Intervalar para modelar esses prob-
lemas. Diante disso, jogos fuzzy intervalares sao modelos de tomada de decisdes, cujas
recompensas sao nimeros fuzzy intervalares. Nesta secdo estende-se a abordagem de jo-
gos fuzzy apresentada em Amaral (AMARAL, 2007) para jogos fuzzy intervalares.

A matriz de recompensa fuzzy intervalar A, pode ser representada pelo par de
matrizes de recompensas fuzzy inferior e superior, como A= (Al, fl“)

Um jogo fuzzy intervalar de soma zero com dois jogadores € denotado por duas

matrizes de recompensas fuzzy, inferior e superior:

~1 ~1

ay ... aj,

A= ¢ (4.18)
iy o.odl,

) v, ...oay,

Av=| o (4.19)
at, ...oal,

Sendo, os elementos dﬁj da matriz Al e cf“l-j da matriz A% nimeros fuzzy.
Logo, um jogo fuzzy intervalar € uma extensao de um jogo fuzzy representado por
duas matrizes de nimeros fuzzy. Para esse jogo, a solu¢do de equilibrio é determinada

pelas seguintes igualdades:

. 1 . 1l
- 4.2
in(zA"y)) = mi Av 421

Solucionam-se as igualdades (4.20) e (4.21) através dos métodos de programacao
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linear fuzzy abaixo, os quais formam a programacao linear fuzzy intervalar.

min(s; + -+ + Sp) max(ry + -+ +7y)

sa:dlljsl—l----—kdlmjsm =1,j=1,..,n sa:ayr +---+a,r, X1i=1..,m

s;=0,i=1,....,m ri=0,i=1,...,n

(4.22)
min(s; + -+ + Sp) max(ry + -+ +7y)
sa:ay;sy+ -+ agsm = L,j=1,.,n sa:ajri+---+apr, 2 Li=1..,m
s;=0,i=1,....,m r;=0,i=1,..,n

(4.23)

Assim, como em jogos fuzzy a dualidade em jogos fuzzy intervalares também nao
¢ garantida. Além disso, as equacdes para encontrar as recompensas esperadas, ao fim do

jogo, da matriz A' e A¥ sdo:

9 =z Aly e 9 =z A%y. (4.24)

Finalmente, encontram-se os valores finais do jogo, formando um intervalo com

os valores obtidos.

9 = [, 9] (4.25)

4.6 Consideracoes Finais

Apresentou-se nesse capitulo uma introducao a Teoria de Jogos com as defini¢des
de jogadores, estratégias, agdes e recompensas. Ainda mais, nessa teoria abordou-se os
jogos de tipo soma zero, simultdneo e nao-cooperativos. Também, exemplicou-se um
jogo de soma zero de dois jogadores.

Além disso, destacou-se 0s Jogos fuzzy e os jogos fuzzy intervalares, os quais mod-
elam incertezas presentes em dados de problemas reais. O proximo capitulo mostrara os

modelos de algoritmos que resolvem os jogos ja apresentados.
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5 ALGORITMOS

5.1 Introducao

Esse capitulo apresenta algoritmos para solucionar jogos do tipo soma zero e
ndo cooperativos, os quais possuem dois jogadores com objetivos opostos. Além disso,
consideram-se os modelos de jogos fuzzy e de jogos fuzzy intervalares, introduzidos no
capitulo anterior, cujos parametros do jogo sdo incertos. Também, através de exemp-
los comparam-se dois modelos de resolugdo de jogo fuzzy e dois modelos de jogos fuzzy

intervalares.

5.2 Jogos Fuzzy de Soma Zero

Apresentam-se nessa secdo, dois modelos para solucionar jogos fuzzy de soma
zero, os modelos de Campos (CAMPQOS, 1989) e o modelo de Campos modificado nesta
dissertacdo para a ordem de Ezzati, que serd denominado, no seguimento do texto, de
modelo Campos-Ezzati.

Observa-se que, na literatura ((AMARAL, 2007),(CAMPOS, 1989)), os exemp-
los encontrados utilizando o modelo de Campos lidam somente com nimeros triangu-
lares simétricos. A utilizacdo da ordem de Ezzati permite maior flexibilidade ao utilizar
numeros fuzzy trapezoidais, simétricos ou ndo. Diante disso, comparam-se esses modelos
realizando uma analise dos resultados obtidos.

A partir, da definicdo de jogos de soma zero pode-se deduzir que a soma das
recompensas de dois jogadores resulta em zero, porém em jogos fuzzy de soma zero as
recompensas somadas resultam em nimeros fuzzy proximos de zero.

Ainda mais, os modelos de resolucdo desses jogos resultam em programacoes

lineares, nas equagdes (4.15) e (4.16), as quais podem ser formuladas conforme o método
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minmax seguinte:

min s
sa: Y disi = bj=1,..,n (5.1)
s;=0,1€el

max ) | 7;
sa:y iy dyry 2 bi=1,..,m (5.2)
] ~ 0,] e J

onde < e > sdo ordens fuzzy.

A solugdo de equilibrio, encontra as solu¢des Otimas z* e y*, pela resolucdo das

seguintes equagdes:
si=uzifz,0 €1 e r;=y;/w,j € J (5.3)

5.2.1 Modelo de Campos

O modelo de Campos (CAMPOS, 1989) € um método de resolucao de jogos fuzzy
que considera fuzzy as desigualdades, o vetor coluna b e a matriz de pagamentos A, da
seguinte forma:

(~111 ... Qp
A=| + -~ (5.4)
Aml -+ Qmn

Diante disso, 0 método minmax de um jogo fuzzy de dois jogadores ndo coopera-

tivos de soma zero € descrito como a seguinte programacao linear fuzzy:

min) ", s; max ) 7 7;
sa: S s = bj=1,...,n sa: > i @iy = bi=1,...m (5.5)
s; >0,iel r; >0,5¢€J

Primeiramente, nesse método transformam-se as desigualdades fuzzy no conjunto

convexo:

as >b+p(l—a)ear <b+g(l—a), paraa € [0,1]. (5.6)
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Sendo, p e ¢ nimeros fuzzy, cujos valores expressam o maximo que os jogadores

podem atingir submetendo-se as restri¢oes.

Entdo, substituindo as desigualdades (5.6) em (5.5) a programacdo linear fuzzy

torna-se:
miny ", s max i ;7
sa: S s >b+p(l—a),j=1,...n sa: D i iy < b+G(l—a)i=1,..,m
s >0,iel,acl01] r; > 0,5 € Jaclol]

(5.7)

Os ndmeros fuzzy presentes em (5.7) sdo ordenados conforme os métodos, abaixo:

a;x < b+ hi(1 — a); (5.8)
[(Ili + agi + ai]x S [blZ + bQZ + bl] + [hll + hQZ + hl](l — Oé). (59)

Desse modo, as matrizes fuzzy tornam-se matrizes cldssicas apds o uso dos métodos
de ordenacdo. Portanto, a resolucao desse método iniciou-se por uma programacao linear

fuzzy e finalizou-se em uma programacao linear cldssica.

Para, o jogador I conforme o método 5.8 obtém-se a programagao linear:

min) s
sa: Yy ais; >bi+h(l—a),j=1..n (5.10)
s$i>0,iel,ael01]

e para o jogador II:

max 7
sa:y i yairy <bi+h(l—a)i=1,..,m (5.11)
r; >0,j€Jaecl0,1]

Por outro lado, o método 5.9 para o jogador I obtém-se a programagao linear:

max 7
Sa Z;L:l[&li + &Qi + (Zi]Tj S [blZ + bQZ + bz] -+ [hl’l -+ hQZ + hl](l — Oé),i = 1, ., Mm
r; >0,5 € J,aecl0,1]

(5.12)
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e para o jogador II:

min ) " s
Sa . Zzl[ali —f- CLQi + CLZ‘]SZ‘ Z [bll —I— bgl + bz] + [hl’L + th + hz](l — Oé),j = 1, .., n

s;>0,iel,acl0l]
(5.13)

Logo, resulta em uma programagdo linear cldssica, a qual encontra as estratégias

Otimas x* e y*, conforme as equagdes:

rr=sxXzey ' =rxuw. (5.14)

Por fim, o valor final do jogo € calculado como:

¥ =" Ay*. (5.15)
Resume-se o algoritmo do modelo de Campos (CAMPOS, 1989) na seguinte or-

dem:

1. atribuir valores para «, A, b, peq;

2. escolher o método de ordenacao;

3. transformar em programacao linear cldssica;
4. encontrar estratégias 6timas;

5. calcular o valor final do jogo.

5.2.2 Modelo de Campos-Ezzati

Esse modelo atribui termos fuzzy a matriz de pagamentos A, ao termo indepen-

dente b e as restricoes < e >. Entdo, como no modelo de Campos, a matriz fuzzy e a

programacao linear fuzzy sdo denotados:

ai;p ... QAip

(5.16)

N
I

Am1 .- Amn
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min ) " s; max Z?Zl T
sa: Y ags = bj=1..n sa:Y ayr; X bi=1..m (5.17)
SZ‘ZO,Z'EI TjZO,jEJ

Substituindo as restri¢des fuzzy em (5.17), por desigualdades nao fuzzy:

min " max ) i 7;
sa: Y s >b+p(l—a),j=1,....n sa: > iy Gy < b+d(l—a)i=1,..,m
s> 0,i€el,acl01] r; > 0,5 € Jaclol]

(5.18)

Diante disso, considera-se o método de ordenacgdo de Ezzati (EZZATI et al., 2012)
aplicado ao modelo de Campos (CAMPOS, 1989). Assim, a matriz inicial Aé adaptada
para a matriz R(A, §):

R(an,0) ... R, o)
R(A,6) = : : (5.19)
R(@m1,6) ... R(@mn,0)

Os elementos dessa matriz sdo representados pela equagao:
R(aij, 6) = Mag(a;;) + 0Mag'(ai;)- (5.20)
Entdo, substituindo a equagdo (5.20) em (5.19) a matriz R(.[l, J) torna-se:
Mag(ay) + 6Mag'(a11) ... Mag(ay,) + dMag'(a1,)

R(A,6) = : : (5.21)
Mag(am) + 0Mag' (am) .. Mag(amn) + IMag (Gmn)

Onde, os termos M ag(a;;) e Mag'(a;;) sdo calculados em (2.22) e (2.23). Também,

pode-se representar a matriz (5.21) como:

R(A,8) = Mag(A) + dMag'(A). (5.22)
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Para,
Mag(ay;) ... Mag(ay,)
Mag(A) = : - : (5.23)
Mag(am) .. Mag(amn)
e
Mag'(ay1) ... Mag'(a,)
Mag/(A) = : . : (5.24)
Mag'(am) ... Mag'(Gmn)

Sendo, 0 = 0 quando os elementos Mag(a;;) sdo diferentes e caso houver uma
igualdade nos elementos Mag(a;;) considera-se § = 1.

Dessa forma, definiu-se uma nova matriz de pagamentos iniciais para resolver
problemas tomada de decisdes. Assim, o método de ordenagao para esse modelo é deno-
tado:

R(as, 8)z < R(bi,8) + R(hi,6)(1 — ) (5.25)

Conforme, o método acima representam-se a programacao linear classica para o

jogador I e II, respectivamente:

min) ", s;
sa: Y™ R(a;,0)s; > R(b;,8) + R(hi,6) (1 —a),j=1,...,n (5.26)
s;>0,iel,aec|0,]1]

max y 7, 7j
sa: Y0 R(a;,0)r; < R(bi,0) + R(h;, 6)(1 —a),i=1,..,m (5.27)
r; > 0,5 € J,ael0,1].

Assim, como em jogos cldssicos as solugdes 6timas sao obtidas:

rr=sxzey ' =r xuw. (5.28)

Logo, a recompensa esperada ao final do jogo € calculada:

¥ =2*R(A,6)y*. (5.29)

O algoritmo do modelo de Campos-Ezzati é resumido da seguinte forma:
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1. atribuir valores para «, A, 5, peq;
2. calcular a matriz R(A, 0)
3. utilizar o método de ordenacao de Ezzati (5.25);
4. transformar em programacao linear cléssica;
5. encontrar estratégias 6timas;

6. calcular o valor final do jogo.

5.2.3 Exemplos

Exemplo 8 Nesse exemplo de jogo fuzzy de soma zero, utilizam-se os modelos de Campos
e Campos-Ezzati na resolugdo. Primeiramente, atribuem-se valores para a matriz de

pagamentos A:

180 156 90
A=1 90 180 155 (5.30)
180 156 177

Em seguida, estipulam-se valores para as matrizes de dispersdo a direita e a es-

querda, respectivamente:

179 155 89
87 177 150 (5.31)
179 154 174

Ay

180 160 91
Ay =1 91 181 160 (5.32)
181 158 180

A partir, das matrizes A (5.30), Ay (5.31) e As (5.32) origina-se a seguinte matriz
fuzzy:

(180,1,0) (156,1,4) (90,1,1)
A= (90,3,1) (180,3,1) (155,5,5)
(180,1,1) (156,2,2) (177,3,3)

Para o modelo de Campos, consideram-se o termo independente b = (1,0,0) e 0

método de ordenagdo 5.8.
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Assim, a programacdo linear desse modelo para o jogador I, adotando o pardmetro
p = (0.10,0.02,0.01), é denotada

min(s; + so + $3)

sa : 180s7 + 90sy + 180s3 > 0.9

156s; + 180s2 + 15653 > 0.9 (5.33)
90s1 + 15589 + 17753 > 0.9

S1, 82,83 > 0.

Por outro lado, para o jogador II é estipulado G = (0.15,0.01, 0.02), entdo

max(ry + ro +73)

sa : 18071y 4+ 156719 4+ 90r3 < 1.15

907r; 4 18079 + 15513 < 1.15 (5.34)
18071y + 15679 4+ 177r3 < 1.15

r1,72,73 Z 0.

Logo, resolvendo essa programacdo linear cldssica, para o modelo de Campos,

obtém-se as solugées otimas e o valor do jogo apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Resultados do modelo de Campos com nimeros fuzzy diferentes
x* y* )
(0.1301, 0.2104, 0.6594) | (0.2104, 0.7893, 0.0000) | 161.0026

O modelo de Campos-Ezzati é determinado pela matriz R(/i, ) (5.21), através

dos cdlculos dos elementos Mag(a;j) e Mag'(a;;). Entdo, calcula-se

179.91 156.25 90
MagA = | 89.83 179.83 155
180 156 177

Porém, como os valores das magnitudes sdo diferentes , ) serd igual a zero pela

regra desse modelo. Diante disso, ndo hd necessidade de calcular a matriz Mag'(A).

Nesse exemplo, Mag(b) = 1 e Mag(p) = 0.0991, considerando o jogador I

temos:
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min(s; + s + s3)

sa 1 179.91s1 4 89.83s, + 180s3 > 0.9009

156.25s; + 179.83s9 + 15653 > 0.9009 (5.35)
90s1 + 15559 + 17753 > 0.9009

51, 82,83 = 0.

Por outro lado, para o jogador Il temos que Mag(q) = 0.1508, entdo

max(ry + 73 + 73)

sa: 179.91r + 156.25r5 + 905 < 1.1508

89.83r1 4+ 179.83r5 + 15573 < 1.1508 (5.36)
180r1 4+ 15615 4+ 177r3 < 1.1508

T1,72,73 Z 0.

Tabela 5.2: Resultados do modelo de Campos-Ezzati com nimeros fuzzy diferentes
x* y* )
(0.1303, 0.2102, 0.6596) | (0.2082, 0.7896, 0.0020) | 161.0241

Exemplo 9 Seja a matriz de pagamentos A exemplificada a seguir:

(180,1,0) (156,1,4) (90,1,1)
A= (90,3,1) (180,1,0) (156,1,4) (5.37)
(180,1,1) (156,2,2) (177,3,3)

Onde, dois niimeros fuzzy triangulares, elementos da matriz, sdo idénticos, o que
implica na igualdade das magnitudes. Entdo, pelo método de Ezzati ¢ terd valor um e

calculam-se as matrizes Mag(A) e Mag'(A).

179.91 156.25 90
MagA= | 89.83 179.91 156.25
180 156 177

05 25 1
MagA=1| 2 05 25
2 0 1
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Assim,

180.41 158.75 91
R(A,8) = MagA+ Mag'(A) = | 91.83 180.41 158.75
182 156 178

A programagao linear desse exemplo de jogo fuzzy de soma zero considera M ag' b=

0, Mag'p = —0.015 e Mag'q = 0.015. Diante disso, para o jogador I temos:

min(s; + s + s3)

sa : 180.41s1 4+ 91.83s5 + 18253 > 0.8859

158.75s1 + 180.41s9 + 15653 > 0.8859 (5.38)
91s; + 158.75s9 + 178s3 > 0.8859

51, 82,83 = 0

e para o jogador Il

max(ry + ro + r3)

sa 1 180.41r; + 158.75r9 + 91rs < 1.1658

91.83r; + 180.4179 + 158.75r5 < 1.1658 (5.39)
1827y + 15619 + 178713 < 1.1658

ri,1r2,73 > 0.

Logo, resolve-se o método minmax e obtém-se os resultados mostrados na Tabela

5.3.

Tabela 5.3: Resultados do modelo de Campos-Ezzati com numeros fuzzy iguais

x* y* 0,
(0.1373, 0.2216, 0.6409) | (0.2051, 0.7740, 0.0206) | 161.7087

Pelo método de Campos, a matriz de pagamentos A em (5.37), é substituida pela

seguinte matriz A:

180 156 90
A=1 90 180 156
180 156 177

Considerando os elementos b; = 1 e p; = 0.10, entdo b; — p; = 0.9 parai € I =

{1,2,3}. Assim, para o jogador I temos a programagdo linear:
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min(s; + s + s3)

sa : 180s1 + 90sy + 180s3 > 0.9

15651 + 180s5 4 15653 > 0.9 (5.40)
90s; + 15659 + 17753 > 0.9

51, 82,83 = 0.

Por outro lado, a programacdo linear para o jogador Il com b; + q; = 1.15, pois
q; = 0.15, fica:

max(ry + ro +73)

sa : 180ry 4+ 15619 4+ 9073 < 1.15

90r, 4+ 180ry 4+ 15673 < 1.15 (5.41)
180ry + 15679 4+ 177r3 < 1.15

r1,72,73 2> 0.

Portanto, as solugéoes obtidas resolvendo o método minmax sdo representadas na
Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Resultados do modelo de Campos com nimeros fuzzy iguais

* *

x Y )
(0.1324, 0.2104, 0.6569) | (0.2104, 0.7893, 0.0000) | 160.9560

Exemplo 10 O iltimo exemplo dessa se¢cdo considera niimeros fuzzy trapezoidais na ma-

triz de recompensas A, como:

(179,180,1,1) (156,158,1,4) (89,90,1,1)
A= (87,90,3,1) (178,180,1,2) (155,156,1,4) | . (5.42)
(180,182,1,1) (156,158,2,2) (177,178,3,3)

Analisando essa matriz, verifica-se que os nimeros sao diferentes. Entdo, calcula-

se a seguinte matriz M ag(.A), pelo método de Ezzati:

179.5 157.25 89.5
Mag(A) = | 88.33 179.08 155.75 | . (5.43)
181 157  177.2

Assim, para o jogador I com Mag(p) = 0.0991, a programagio linear é denotada:
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min(s; + s + s3)

sa :179.5s1 + 88.33s9 4 181s3 > 0.9009

157.25s5; + 179.08s9 + 15753 > 0.9009 (5.44)
89.551 + 155.75s9 + 177.2s5 > 0.9009

51, 82,83 = 0

e para o jogador I, com Mag(q) = 0.1508:

max(ry + 3 + 13)

sa : 179.5r1 + 157.2579 + 89.5r3 < 1.1508

88.33r1 + 179.08r + 155.757r3 < 1.1508 (5.45)
181ry + 157ry 4+ 177.2r3 < 1.1508

ri,1r2,73 > 0.

Portanto, resolve-se essa programacao linear e obtém-se os dados apresentados na
Tabela 5.5.

Tabela 5.5: Resultados do modelo de Campos-Ezzati com nimeros fuzzy trapezoidais

* *

x Y )
(0.0000, 0.2091, 0.7908) | (0.1929, 0.8081, 0.0000) | 161.7635

5.2.4 Analise dos modelos

Os modelos para solucionar jogos fuzzy de soma zero de dois jogadores transfor-

mam as programacoes lineares fuzzy em programacoes lineares.

Dessa forma, o modelo de Campos inicia com uma matriz fuzzy, mas ap0s utilizar
os métodos de ordenacdo de nimeros fuzzy, finaliza com uma matriz classica. Alids, esse

modelo trabalha com niimeros fuzzy triangulares e com parametros de violagdo maxima.

Outro modelo estudado, o modelo de Campos-Ezzati, pode considerar nimeros
fuzzy triangulares ou trapezodais. Também, trabalha com as magnitudes e derivada das

magnitudes, ou seja, com nimeros reais.

A partir, dos modelos de Campos e Campos-Ezzati os resultados obtidos conver-

giram em todos os exemplos para solu¢des Gtimas e valores de jogo semelhantes.
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Assim, como em jogos fuzzy de soma zero, os jogos fuzzy intervalares de soma zero

ndo tem garantia que a soma das recompensas resultem em zero, mas pode-se afirmar que

os ndmeros fuzzy obtidos sdo préoximos de zero.

Os modelos para solucionar jogos fuzzy intervalares de soma zero introduzidos

nesta dissertacdo sao: o modelo de Campos Intervalar (uma extensdo do modelo de Cam-

pos para a abordagem fuzzy intervalar) e o modelo proposto, denominado de modelo de

Loi-Dimuro-Machado no restante do texto. A partir da utiliza¢do desses modelos, havera

uma analise dos resultados.

Seja A= (/ll, fl“) uma matriz fuzzy intervalar formada por um par de matrizes

fuzzy, entdo

Nesses jogos, consideram-se para A' as seguintes programagdes lineares:

e para A"

~1 ~1

alll o .. aln
A=

=l =l

a/ml DI a/mn

~U ~U

ay, ... ay,
A =

~U ~U

apy - Gy

min) ", s;
sa:y iabs; = Wj=1,..n
s>0i=1¢€l

n
maxzjzlrj
SN Al T
sa:y iy agry 2 0i=1,...,m

erO,jzleJ

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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maXZ? LT
sa : ZJ Lagry =2 bei=1,...,m (5.51)
T; > 0,] =1lelJ

Sendo, as desigualdades fuzzy < e >.

5.3.1 Modelo de Campos Intervalar

Diante, das programacdes lineares fuzzy (5.48), (5.49), (5.50) e (5.51), determinam-

se 0 método minmax do modelo de Campos Intervalar para Ale A, respectivamente:

miny ", s max i ;7
sa:y i, ”slzbl—l—p( a),j=1,..,n sa: ZJ 1 Urjgbl—l—q( a),i=1,...m
s; >0iel,aec|0,]1] r;>0,5€Jaecl01]

(5.52)
min) ", s; max } .7
sa:y i, ZJ51>b“+p (I-a)j=1..,n sa:), Zj7ﬂ]<b“—|—q (1-a),i=1,...m
s; >0,iel,aec|0,]1] r;>0,5€Jaecl01]

(5.53)

Entdo, conforme o método a) do modelo de Campos obtém-se as programagdes

lineares para o jogador I:

min s
sa: Y aks; > b+ h(1—a),j=1,..,n (5.54)
s$i>0,iel,ael01]

miny ", s
sa:y toats; > b+l —a),j=1,..n (5.55)
s; >0iel,aec|0,]1]

e para o jogador II:
max 7

sa: Y yalry b+ hi(l—a)i=1...,m (5.56)
r; >0,5€Jaecl0,1]
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maxy i, 7j
sa:y i jairy b+ Rl —a)i=1,.,m (5.57)
r>0,j€Jaecl01].

A partir, dessas programagdes lineares resultam-se as solugdes 6timas:

2T =g xzle yl* =7l x ! (5.58)

=" x " ey =" x w". (5.59)

Por fim, calculam-se os valores finais do jogo, inferior e superior:

O =2 Al e 9t = 2 Ay (5.60)
Logo, forma-se o seguinte intervalo de solucdo final do jogo:
e Se ' < ¥, entdo ¥ = [V, 9]
e Se ! > ¥, entdo ¥ = [9*, 9]
Resume-se o algoritmo do modelo de Campos Intervalar na seguinte ordem:
1. atribuir valores para a, A, A%, ', b*, ', p*, ¢ e G“;
2. escolher o método de ordenacao;
3. transformar em programacao linear classica;
4. encontrar estratégias otimas;
5. calcular o valor final do jogo.

5.3.2 Modelo de Loi-Dimuro-Machado

Primeiramente, para desenvolver o modelo de Loi-Dimuro-Machado, determinam-
se as matrizes de R(/Il, J)e R(A“, J), as quais serdo utilizadas no método de ordenagio
desse modelo (BRIZO; DIMURO, 2012). Entao,

R(@,,6) ... R(d,,0)
R(A'6) = : : (5.61)
R(@ ,,0) ... R(d )

ml>
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e
R(A",0) = : ; . (5.62)
Onde, essas matrizes possuem as seguintes formulas:
R(A ) = Mag(A") + 6Mag'(A") (5.63)
e
R(A",6) = Mag(A") + dMag'(A"). (5.64)

Dessa forma, caso os elementos de cada matriz M ag(fll )e M ag(fl“) forem todos
diferentes considera-se 6 = 0, caso contrdrio, 6 = 1. Diante disso, pode-se definir o

método de ordenacdo, para Al e A, através das desigualdades, abaixo:

R(a,0)z < R(B,8) + R(hL,0)(1 — a) (5.65)
e
R(a¥,8)z < R(bY,6) + R(h:,0)(1 — a). (5.66)
Pela restri¢do (5.65), as programagdes lineares de A! tornam-se:
min) ", s;
sa: Y™ R(al,6)s; > RV, 6) + R(WL,6)(1—a),j=1,...,n (5.67)
s;>0iel,ae|0,]1]
e

maxZ?zl T
sa:y iy R(aj,0)r; < R, 6) + R(AL, 6 (1 —a),i=1,...m (5.68)
r; > 0,5 € J,ael0,1].

Por outro lado, pela restri¢do (5.66) as programacdes lineares de A“ ficam:

min) s
sa: S R(a, 8)s; > R, 6) + R(h,0) (1 —a),j=1,...n (5.69)
i >0,iel,ael01]
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max ) "7
sa: Y R(a!, 6)r; < R(bY,0) + R(hy,0)(1 —a),i=1,...,m (5.70)
r; >0,j€J,ael0,1].

Assim, resolvendo-se essas programacdes lineares, obtém-se as solucdes Gtimas

pelas seguintes féormulas:

=5 xile yl* =7l x ! (5.71)

" =s"x2"ey" =r" x w". (5.72)

A partir, dos resultados das solugdes 6timas pode-se obter os valores finais do jogo

9t e v, respectivamente:
O =2 Ayl e 9t = 2 Ay (5.73)
Por fim, resulta-se em um intervalo de recompensa esperada do jogo, a seguir:
e Se ! < ¥ entdo d = [V, 9;

e Se ' > 9" entdo ¥ = [9*, ).

O algoritmo do modelo de Loi-Dimuro-Machado pode-se resumir da seguinte

forma:

1. atribuir valores para o, A!, A%, obe, Bl v, Gt e g%
2. calcular as matrizes R(A', ) e R(A",);

3. utilizar os métodos de ordenacgdo (5.65) e (5.66);
4. transformar em programacao linear classica;

5. encontrar estratégias 6timas;

6. calcular o valor final do jogo.
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5.3.3 Exemplos

Exemplo 11 Para o modelo de Campos Intervalar exemplificam-se as seguintes matrizes

Al e Av:

(180,0.5,0)  (156,0.5,2) (90,0.5,0.5)
A= | (90,1,05) (180,2,0.5) (155,4,4) (5.74)
(180,0.5,0.5) (156,1,1)  (177,2,2)

(180,2,0) (156,2,5) (90,2,2)
A" = | (90,4,2) (180,4,2) (155,6,6) | . (5.75)
(180,2,2) (156,3,3) (177,4,4)

Mais ainda, determinam-se os termos independentes e os pardmetros de violacdo

mdxima, inferiores e superiores, respectivamente:

bl = (1,0,0),b* = (1,1,1) (5.76)

P = (0.10,0.01,0.005), p* = (0.10, 0.03,0.02),cjl = (0.15,0.005,0.01), ¢* = (0.10,0.02, 0.03).
(5.77)
Pelo método de ordenacdo a) do modelo de Campos A* = A, b* =V, p* = pl e

q“ = ¢'. Diante disso, as programacdées lineares, inferior e superior, sdo iguais, como:

min(s; + so + S3)

sa : 18051 + 90s, + 180s3 > 0.9

156s; + 180s2 + 15653 > 0.9 (5.78)
9051 + 15559 + 177s3 > 0.9

51, 82,83 > 0

max(ry + 79+ 13)

sa : 18071y 4+ 156719 4+ 90r3 < 1.15

90ry + 18075 + 15573 < 1.15 (5.79)
18071 4 15619 + 177r3 < 1.15

r1,72,73 Z 0.

Entdo, resolvendo o método minmax obtém-se os resultados apresentados nas
Tabelas 5.6 ¢ 5.7.
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Tabela 5.6: Resultados do modelo de Campos Intervalar para Al
2 " 9
(0.1301, 0.2104, 0.6594) | (0.2104, 0.7893, 0.0000) | 161.0026

Tabela 5.7: Resultados do modelo de Campos Intervalar para A

(0.1301, 0.2104, 0.6594) | (0.2104, 0.7893, 0.0000) | 161.0026

Logo, a solugdo final desse jogo é o intervalo:

¥ = [161.0026, 161.0026] — ¥ = 161.0026. (5.80)

Por outro lado, o modelo Loi-Dimuro-Machado considera as matrizes (5.74) e

(5.75) para calcular as seguintes matrizes:

179.95 156.12 90
Mag(A") = | 89.95 179.87 155 (5.81)
180 156 177

179.83 156 90
Mag(A*) = | 89.83 179.83 155 | . (5.82)
180 156 177

Também, calculam-se as magnitudes dos termos independentes (5.76) e dos parametros

de violagdo mdxima (5.77). Assim,

Mag(b') =1, Mag(b*) = 1 (5.83)

Mag(p') = 0.0995, Mag(p*) = 0.0991, Mag(¢') = 0.1504, Mag(¢*) = 0.1508.
(5.84)

A partir, desses dados formulam-se as programacades lineares para a matriz M ag(/il):
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min(s; + s + s3)

sa 1 179.95s51 4+ 89.95s5 + 180s3 > 0.9005

156.12s; + 179.87s9 + 15653 > 0.9005 (5.85)
90s1 + 15589 + 17753 > 0.9005

51, 82,83 = 0

max(ry + 7y + 73)

sa :179.95r1 + 156.12r5 + 90r; < 1.1504

89.95r; + 179.87ry 4+ 155r3 < 1.1504 (5.86)
18071 + 15679 + 177r3 < 1.1504

T1,72,73 2 0

e para Mag(A"):

min(s; + s + s3)

sa 1 179.83s1 4+ 89.83s5 + 180s3 > 0.9009

15651 4 179.83s5 + 15653 > 0.9009 (5.87)
90s;1 + 15559 + 17753 > 0.9009

51, 82,83 = 0

max(r; + 3 + 73)

sa : 179.83r1 + 156715 + 90r3 < 1.1508

89.83r1 + 179.83ry + 155r3 < 1.1508 (5.88)
1807y 4 15679 + 17773 < 1.1508

ri,7r2,73 > 0.

Por fim, as solucoes otimas e o valor do dessas programacgaes lineares sdo mostra-
dos nas Tabelas 5.8 e 5.9.

Tabela 5.8: Resultados do modelo de Loi-Dimuro-Machado para Al
2 Yl 9

(0.1301, 0.2104, 0.6593) | (0.2091, 0.7898, 0.0009) | 160.97

Logo, o intervalo de recompensa esperada ao fim do jogo é:

¥ = [160.97, 161.09)]. (5.89)
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Tabela 5.9: Resultados do modelo de Loi-Dimuro-Machado para Av
(0.0000, 0.2105, 0.7894) | (0.2090, 0.7916, 0.0000) | 161.09

5.3.4 Analise dos modelos

Os jogos fuzzy intervalares de soma zero de dois jogadores possuem modelos de
solucdo que transformam programacdes lineares fuzzy, inferior e superior, em programa-
coes lineares.

No modelo de Campos Intervalar, a matriz de recompensas é representada por
duas matrizes fuzzy, assim o problema de programacao linear torna-se duplo, inferior e
superior. Também, nesse modelo trabalha-se com numeros fuzzy intervalares triangulares
e com parametros de violagdo maxima.

Por outro lado, o modelo de Loi-Dimuro-Machado considera os nimeros fuzzy
intervalares triangulares e trapezoidais. Entretanto, dada a relacdo de ordem proposta, o
problema se reduz a utilizacao de suas magnitudes e derivadas de magnitudes.

A partir, da comparagdo das solucdes 6timas e dos valores de jogo obtidos nos
exemplos utilizando os dois modelos citados anteriormente, analisou-se esses resultados,

cujos valores foram muito proximos entre os modelos utilizados.

5.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentaram-se algoritmos de solucdo para jogos fuzzy € jogos
fuzzy intervalares, os quais sdao do tipo soma zero e nao cooperativos. Esses algoritmos de
programacgdes lineares fuzzy transformam-se em programagdes lineares cldssicas, através
de métodos de ordenacdo de numeros fuzzy.

Diante disso, compararam-se os modelos de Campos e Campos-Ezzati para os
jogos fuzzy e os modelos Campos Intervalar e Loi-Dimuro-Machado para jogos fuzzy

intervalares. Para a andlise desses modelos foram utilizados diversos exemplos.
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CONCLUSAO

Esse trabalhou apresentou diversos conceitos sobre as teorias de jogos, fuzzy e

intervalar. Mais especificamente, trabalhou-se com modelos de solugdes para jogos fuzzy

e jogos fuzzy intervalares, sendo jogos de soma zero e nao cooperativos.

Entdo, a partir dos exemplos pode-se fazer andlises sobre os modelos aplicados

em cada jogo com seus métodos de ordenacdo de numeros fuzzy ou fuzzy intervalares.

6.1

Principais Contribuicoes

Elaboracao de uma relagao de ordem total para nimeros fuzzy intervalares, sendo

trapezoidais simétricos ou nao;

Conceituacdo da relacdo de ordem total para ndmeros fuzzy intervalares, com base

na relacdo de ordem total de intervalos;

Demonstracao de propriedades de relagdo de ordem total para nlimeros fuzzy inter-

valares;

Extensdao do modelo de Campos, ja reconhecido na literatura, para utilizacdo da
ordem de Ezzati, permitindo maior flexibilidade ao permitir lidar com ntimeros

fuzzy triangulares e/ou trapezoidas, simétricos ou nao.
Formalizacao de jogos fuzzy intervalares de soma zero para dois jogadores;
Expansdo do modelo de Campos de jogos fuzzy para Campos Intervalar;

Elaboragdao de um modelo de resolucdo para jogos fuzzy intervalares, com base na

ordem total desenvolvida;
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e Resolucdo de jogos fuzzy intervalares, a partir de modelos de solu¢do desenvolvi-

dos;

e Transformacdo de uma programacao linear fuzzy intervalar em uma programacao

linear classica;

e Determinagdo de pelo menos uma solucao de equilibrio de qualquer tipo de jogo,

por considerar estratégias mistas;

e Exemplificacdo de jogos fuzzy intervalares, com recompensas sendo nimeros fuzzy

intervalares trapezoidais simétricos ou nao.

6.2 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros, pretende-se tratar de numeros fuzzy € nimeros fuzzy inter-
valares, cujas fung¢des de pertinéncia nao sao funcdes lineares.

Além disso, jogos cooperativos ndo foram analisados nesse trabalho, sendo outra
possibilidade de pesquisa para adaptacdo dos métodos desenvolvidos nesse trabalho.

Outro desafio € investigar jogos do tipo soma ndo zero, onde jogadores podem
ter objetivos comuns. Assim, na resolucdo de jogos de soma ndo zero fuzzy ou fuzzy

intervalares pretendem-se aplicar ou adaptar os modelos ja desenvolvidos.
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