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Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo de interferometria de pions idénticos, usando um
modelo hidrodindmico com diferentes equacdes de estado e diferentes condigoes iniciais. Os
calculos hidrodindmicos sao realizados para colisdes centrais Au + Au na energia do RHIC,
Vs = 130A GeV, usando simetria cilindrica e invariancia por boost de Lorentz ao longo do eixo
de colisdo. Trés tipos de equagoes de estado sdo usadas: a primeira é para um gis de pions
ultrarrelativisticos; a segunda é uma equacdo de estado com transicdo de fase de primeira
ordem entre um plasma de quarks e glions (QGP) e um gés de ressonancia com corre¢ao
de volume excluido; a terceira é uma equacao de estado da QCD com uma transi¢do do tipo
crossover entre o QGP e a fase de hadrons. DistribuicGes de momentum transversal de pions e
raios HBT para pions sao calculados. Os resultados sao comparados com dados experimentais
das colaboracoes STAR e PHENIX do RHIC. Conclui-se que os resultados dos raios HBT sio
muito semelhantes para ambas as equacoes de estado, primeira ordem e QCD. No entanto, os
raios HBT sdo muito mais sensiveis & introduc¢do de uma velocidade transversal inicial (pré-
termalizacao) nos calculos hidrodinamicos, mostrando que as condicoes iniciais desempenham
um papel importante na compreensao dos dados HBT.

PALAVRAS-CHAVE: Colisao Nuclear; Hidrodindmica; Modelo de Bjorken; Equacao de Es-
tado; Interferometria de Pions; Efeito HBT; Raios HBT.






Abstract

In this work, we perform a study of interferometry of identical pions, by using a hy-
drodynamical model with different equations of state and different initial conditions. The
hydrodynamical calculations are performed for central Au + Au collisions at RHIC energy
of v/s = 130 A GeV, by using cylindrical symmetry and Lorentz boost invariance along the
collision axis. Three types of equations of state are used: the first one is for an ultrarelativistic
pion gas; the second one is an equation of state with first-order phase transition between a
quark-gluon plasma (QGP) and a resonance gas with excluded volume correction; the third
one is a QCD equation of state with a crossover transition between the QGP and the hadron
phase. Transverse momentum distributions of pions and HBT radii for pions are calculated.
The results are compared with experimental data from STAR and PHENIX collaborations at
RHIC. We conclude that the results of the HBT radii are very similar for both first order and
QCD equations of state. However, the HBT radii are much more sensitive to the introduction
of an initial (pre-thermal) transverse velocity in the hydrodynamical calculations, showing
that the initial conditions play an important role in understanding HBT data.

KEYWORDS: Nuclear Collision; Hydrodynamics; Bjorken Model; Equation of State; Pion
Interferometry; HBT Effect; HBT Radii.






Convencoes e Notacoes

Ao longo deste texto, usaremos h = ¢ =k, = 1, onde h é a constante reduzida de Planck,
¢ é a velocidade da luz e k, é a constante de Boltzmann. Abaixo, seguem algumas notagoes
utilizadas no texto

g = diag(1, -1, -1, 1) tensor métrico
xH = (aco, xt 22, x3) 4-vetor posicao x
ut = (uo, ul,u?, u3) 4-velocidade u
= (0% 0" 0% p?) 4-momentum p

1. t4+z . s .
T=Vt2—22er= B In ; coordenadas hiperbolicas do fluido

—z

p=+x?+y>? coordenada cilindrica do fluido
© = arctan (%) angulo azimutal associado & posicdao de

um elemento de fluido

¢ = arctan (1@) angulo azimutal da velocidade do
elemento de fluido

0;, i=12 angulo entre o momentum p da particula
e o eixo da colisao

0, angulo entre o momentum médio K de
um par de particulas e o eixo da colisao

Kr == (p{ + pb) momentum médio K de um par de

particulas

| =



xXiv

¢ =p) =y

ut = (u0>u) =7(1,v)

v = (Vg, Uy, Vz)

y=(1-2%) "
Y, = 1lni;’:
Vst
Ca(p1,p2)
S(z, K)

S(g, K)

momentum relativo ¢ de um par de
particulas

4-velocidade do fluido

3-velocidade do fluido

fator gama de Lorentz

velocidade transversal do fluido

rapidez transversal do fluido

rapidez longitudinal do fluido

funcdo de correlagdo para duas particulas
funcdo de emissao

transformada de Fourier da funcéo de
emissao

energia

funcao Degrau de Heaviside
funcao Delta de Dirac
funcao Gama de Euler

funcéo Zeta de Riemann
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Capitulo 1

Introducao

"Eu entendo que um homem possa olhar para baizo, para a terra,
e ser um ateu; mas nGo posso conceber que ele olhe para os

céus e diga que nao existe um Deus."

Abraham Lincoln

O estudo do fenomeno das colisdes ultrarrelativisticas de ions pesados, tem como objetivo
principal explorar o comportamento da matéria nuclear em condicGes extremas de temperatura
e densidade de energia [I]. Nessas colises, uma grande quantidade de energia é depositada
em uma pequena regido do espaco, acredita-se que seja formado um novo estado da matéria,
no qual quarks e glions encontram-se desconfinados, o chamado plasma de quarks e glions
(QGP — Quark Gluon Plasma). Esse plasma pode ter existido nos primeiros instantes apos o
Big Bang e pode, ainda hoje, existir no interior de estrelas de néutrons, onde a pressao gravita-
cional mantém a matéria sob condicoes extremas. O interesse em se entender as propriedades
desse QGP é uma das razdes da intensa investigacao experimental que sao feitas em grandes
aceleradores, a saber: o SPS (Super Proton Syncroton) do CERN D (Buropean Organization
for Nuclear Research), onde colisoes com energias de 17 GeV por nucleon no centro de massa
eram feitas; o RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) do BNL (Brookhaven National Labora-
tory), onde colisdes acontecem a uma energia de até 200 GeV por nucleon no centro de massa;
e o LHC (Large Hadron Collider) do CERN, onde colisdes com energias de até 14 TeV por nu-
cleon no centro de massa serdo feitas. Célculos numéricos da cromodinidmica quantica (QCD
na rede) mostram que, para determinadas condigdes de temperatura e densidade de energia,
ocorre uma transicdo de fase entre a matéria ordinaria (composta de protons e néutrons) e
o QGP. O entendimento das propriedades do QGP nao é uma tarefa facil. Embora exista
uma teoria para as interagoes fortes, a QCD, que prediz a propria existéncia do plasma, nao
sabemos como resolvé-la para um sistema tdo complexo como aquele formado nessas colisoes.
Para este fim, vem sendo empregado cada vez mais modelos fenomenologicos (que possam ser
resolvidos) para descrever as vérias etapas da colisdo. Um deles é o modelo hidrodinamico re-
lativistico. O uso da dinamica de fluidos em colisdes de altas energias tem uma longa tradigao

! A sigla CERN vem do frances (Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire) para “Conselho Europeu
para Pesquisa Nuclear”, o 6rgao provisorio fundada em 1952 com o mandato de estabelecer uma organizacao
de pesquisa de fisica fundamental, de nivel mundial na Europa.
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2, B, 4., 5], que teve inicio com os trabalhos de Landau [6], que aplicou a hidrodinamica
relativistica para estudar colisoes hadronicas. Um dos principais atrativos no uso da hidrodi-
namica no estudo das colisoes relativisticas é que sao necessirios poucos parametros para se
entender, de forma razoével, os dados experimentais. Além disso é uma 6tima ferramenta para
se estudar as condigoes iniciais da colisdo, e a equagao de estado da matéria formada. Uma
vez que a equacao de estado é conhecida e uma condicao inicial é especificada, as equagoes
de movimento determinam exclusivamente a dindmica da colisdo. Nas colisoes realizadas no
RHIC e atualmente no LHC, os niicleos sdo acelerados em diregdes opostas e colidem pro-
duzindo um grande nimero de particulas num pequeno volume. Modelos hidrodinamicos sao
aplicados para descrever a matéria formada em tais colisdes supondo que o sistema atinja
rapidamente um estado de equilibrio térmico local. A medida que essa matéria se expande e
esfria, ela retorna novamente a fase hadrénica. Com o continuo processo de expansdo o fluido
torna-se cada vez mais frio e rarefeito, até que ocorre o desacoplamento, ou seja, a emissao
de hadrons que posteriormente serdo detectados. Esse processo de desacoplamento é tratado,
neste trabalho, via modelo de freeze-out, ou seja, ele ocorre a uma temperatura bem definida,
chamada de temperatura de freeze-out. Neste trabalho vamos verificar, sob o ponto de vista
hidrodinamico, a influéncia das condigdes iniciais (CI) e das equagoes de estado (EoS) no efeito
HBT (Hanbury Brown-Twiss) [7, 8, 9]. O efeito HBT permite fazermos uma estimativa das
dimensoes espagotemporais da regido emissora de particulas, usando a anélise de correlagoes
quanticas entre particulas idénticas. Neste trabalho, estaremos interessados em analisar a cor-
relac@o entre pions idénticos (interferometria de pions). Para isto, vamos comparar o tamanho
da fonte de emissao de particulas, obtido através de uma funcdo de correlacao de particulas
baseada em um modelo hidrodindmico, com dados experimentais dos experimentos PHENIX
(Pioneering High Energy Nuclear Interaction eXperiment) e STAR (Solenoidal Tracker At
RHIC) do RHIC. Os calculos hidrodinamicos serdo realizados para colisdes centrais Au+Au
na energia do RHIC, /s = 130 A GeV.

Vamos agora, apresentar como esta dissertacdo encontra-se estruturada. Neste capitulo
faremos uma breve introducao do histérico e desenvolvimento do estudo das particulas. No
capitulo 2, iniciamos com a derivacdo das equacoes da hidrodindmica para fluidos ideais rela-
tivisticos. Em seguida, usando o modelo de Bjorken, discutimos as solucoes unidimensionais,
usando uma EoS para um gés ideal de pions. Discutimos também, o processo de desacopla-
mento das particulas do fluido formado na colisdo, o chamado processo de freeze-out. Calcu-
lamos as distribui¢des de momentum transversal de particulas, usando o modelo hidrodindmico
de Bjorken com e sem expansao transversal. Por fim, fazemos uma estimativa da densidade
de energia inicial para colisdes centrais Au+Au na energia do RHIC, /s = 130 A GeV. No
capitulo 3, apresentamos alguns conceitos bésicos sobre a estatistica de Fermi-Dirac e Bose-
Einstein. Apresentamos trés equagoes de estado: (i) gés ideal de pions (sem a presenca de um
QGP); (ii) equagao de estado de primeira ordem, em que a fase de QGP é representada por
um gas ideal de quarks (u, d e s) e gltons e a fase hadronica é representada por um gas de
ressondncias com correcoes de volume; e (iii) equagao de estado baseada na QCD, em que a
transicao de fase é do tipo crossover. No capitulo 4, apresentamos uma visao geral sobre o
efeito HBT, apresentamos as funcoes de correlacdo HBT de duas particulas, a parametrizacao
no sistema out-side-long, e a obtengao dos raios HBT com a dependéncia do momentum médio
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transversal. No capitulo 5, sdo mostradas as comparacdes dos resultados das distribuigoes de
momenta de pions e dos raios HBT, com os dados experimentais. No capitulo 6, terminamos
com uma conclusdo. Nos apéndices A, B, C e D sdo mostrados detalhes de calculos citadas no
corpo da dissertacao.

1.1 Historico das Particulas Elementares

1.1.1 Particulas conhecidas até 1932

Na década de 1890, Becquerel, Marie e Pierre Curie, Réntgen, Rutherford, Thomson e
outros, estudavam os raios «, 8 e v. Em 1895, o fisico alemao Wilhelm Conrad Rontgen, que
estudava o fendémeno da luminescéncia produzida por raios catédicos, anuncia a descoberta dos
raios-X |10} [11], 12]. Experimentos com tubos de raios catddicos levaram o fisico inglés Joseph
John Thomson, em 1897, & conclusao de que os raios catédicos eram particulas subatoémicas
de carga negativa: os elétrons [L0, 11l 13]. Mais tarde, verificou-se que os raios « eram
na verdade niicleos de hélio e os raios § eram compostos por elétrons. Em 1900, Paul Ulrich
Villard estudando do decaimento do urénio descobre que os raios  (fotons de altissima energia)
[11]. Naquele mesmo ano, Max Planck apresentou seu artigo [14] “Sobre a Teoria da Lei de
Distribuicao de Energia do Espectro Normal” — para explicar as propriedades observadas da
radicao térmica, Planck considerou que a radiacao eletromagnética é quantizada [10]. Em 1905,
o fisico alemao Albert Einstein desenvolveu uma teoria muito simples porém revolucionaria
para explicar o efeito fotoelétrico[ﬂ De acordo com essa teoria, um quantum de luz transfere
toda a sua energia a um Unico elétron, independentemente da existéncia de outros quania de
luz [10, II]. Em 1909, os fisicos: o neozelandés Ernest Rutherford, o inglés Ernest Marsden,
e o alemao Hans Geiger (estes dois altimos alunos de Rutherford), bombardearam folhas de
ouro finissimas com particulas de carga positiva (paticulas «). O resultado do experimento
causou profunda estranheza. Parte dessas particulas ricocheteavam bruscamente ao atingir a
lamina de ouro. Dois anos depois, Rutherford descreveu sua conclusao: o dtomo continha um
carogo macigo, de carga elétrica positiva, no qual estava 99,99% de sua massa. Em 1919, ele
associara a carga positiva nuclear a uma nova particula: o préton [10, 1], cerca de 2 mil vezes
mais pesado que o elétron. Em 1923, o fisico norte-americano Arthur Holly Compton realizou
um experimento de espalhamento que ficou conhecido como efeito Compton. Para explicar
tal espalhamento a luz deveria ter um comportamento corpuscular — naquele experimento
Compton ja usara a constante de Planck. O experimento de Compton convenceu os fisicos
do comportamento corpuscular da luz em escala subatomica; um quanta de luz passou a ser
chamada de f(’)torﬁ [11,[15]. Em 1928 um jovem inglés, Paul A. M. Dirac, publicou um trabalho
propondo uma nova teoria do elétron, onde previa a existéncia de antiparticulas. Outro jovem
brilhante, o austriaco Wolfgang Pauli, sugeri, em 1930, que no decaimento beta devia haver
emissao de outra particula além do elétron. Seus calculos indicavam que essa particula — o
neutrino v — deveria ter uma massa muito pequena e carga nula [10, 11]. Em maio de 1932, o

2Descoberto, em 1887, por Heinrich Hertz.
#Nome sugerido pelo quimico Gilbert Lewis em 1926 [IT].
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fisico inglés James Chadwick mostrou que o proton dividia o nucleo (cujo didmetro ¢ da ordem
de 10'* m) com outra particula: o néutron [10L 11l [16], sem carga elétrica e levemente mais
pesado que o préton. Nessa altura, as particulas elementares conhecidas eram as mostradas
na tabela 1.1 e parecia que o atomo apresentara seu contorno final.

Tabela 1.1: Lista de particulas conhecidas até 1932

Particula Simbolo  Carga elétrica Massa® (MeV)
Foton v 0 <1x1072
Elétron e” -1 0.511
Préton P +1 938.272
Néutron n 0 939.565

“Referéncia [17].

1.1.2 Particulas conhecidas até 1947

Concordou-se entdo que o atomo era composto por um niicleo — prétons e néutrons —
rodeado de elétrons ligados a ele por forcas elétricas [10, [11I]. A partir desse modelo do atomo
os principios da quimica foram completamente estabelecidos [10, IT]. Era possivel explicar
as propriedades dos elementos, peso atémico, modo como os compostos quimicos se formam,
bem como muitas outras propriedades. Os fotons eram como particulas que transportavam
a luz e outras perturbagoes eletromagnécias, e a sua emissao e absor¢do, bem como a propa-
gagao através do espaco, eram bem compreendidas |10, IT]. Embora ainda houvesse situagoes
especificas a serem exploradas com o uso desse conhecimento, acreditava-se que era possivel
obter uma total compreensao da matéria com base nessa lista (ver tabela 1.1) de particulas.
Porém havia alguns pontos que precisavam de respostas, como por exemplo, a for¢a que man-
tém o nicleo unido, em face da repulsao eletrostatica entre os seus prétons, e o problemaﬁ do
decaimento beta, que ameacava uma das mais queridas leis da Fisica: a lei da conservacao da
energia [10, [11]. Um processo tipico do decaimento beta é o bismuto-210 quando decai para o
polénio-210 e um elétron

“UBi — . Po+e . (1.1)
O estudo experimental deste processo mostra que a energia total dos produtos do decaimento
é menor que a energia total do nacleo original de bismuto, aparentemente parte da energia
desaparece completamente [10, [IT]. Para resolver este problema, o fisico italiano Enrico Fermi,
com base nas ideias de Pauli sobre o neutrino, comeca a desenvolver uma teoria sobre o
decaimento beta. Ainda no ano de 1932, o norte-americano Carl Anderson detectou uma
particula de carga positiva com massa igual & do elétron (o pésitron) [10, 1T, 18]. Pouco

%0 fisico dinamarqués Niels Bohr, chegou a defender a ideia de que o principio da conservagao da energia,
nao era valido para o decaimento beta [10} [19].
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depois, percebeu-se que todas as particulas teriam sua correspondente antiparticula (como
previsto por Dirac). Em 1933, Fermi publica sua teoria sobre o decaimento beta, propondo a
interagao fraca. A energia que faltava no decaimento beta era transportada pelo neutrino e
assim a equagéoE] correta para a reacao era:

210 . 210 -
Bl — Pot+e” +7. (1.2)
Essa teoria explicava tdo bem a variacao da energia dos elétrons emitidos que a existéncia do

neutrino foi aceita pelos fisicos muito antes de sua observacao direta.

Em 1935, o fisico japonés Hideki Yukawa propos uma ideia ousada para solucionar um dos
problemas mencionados anteriormente: o que mantém o nicleo atémico unido. Os prétons,
sendo carregados positivamente, deveriam repelir-se imediatamente, visto que os néutrons
nao possuem carga elétrica e que a forga gravitacional no interior do ntcleo é tao fraca que
é desprezivel. Sua ideia era que deveria haver outra forca, especifica do nucleo. Tal forca
deveria ser de curto alcance (cerca do didmetro de um ntcleo), mas ao mesmo tempo forte
o suficiente para ultrapassar as forgas elétricas do nucleo. Entao Yukawa propoe que, assim
como a interacao eletromagnética se da pela troca de fétons entre as particulas com carga
elétrica, deveria existir algo semelhante entre prétons e néutrons. Surgia entdo, a ideia do
mésonlﬂ [10, 20]. Em 1937, no Instituto de Tecnologia da Califérnia, foi encontrada uma nova
particula que, a principio, parecia ser a particula postulada por Yukawa. Descoberta por S.
Neddermeyer, C. D. Anderson e colaboradores, esta particula podia ser melhor descrita como
um elétron pesado, pois era semelhante ao elétron em quase todos os aspectos, a excecao era
a massa, cerca de 200 vezes a massa do elétron [10, 11l 21]. Porém, observou-se que essa nova
particula — conhecida hoje como miion p — interagia muito pouco com nicleos para que a
identificacao fosse correta.

O méson de Yukawa (hoje conhecido como méson pi ou simplemente pion) so foi detectado
em 1947, na observagao de raios césmicos por uma equipe da universidade de Bristol (UK),
liderada pelo inglés Cecil Powell e com participagao do fisico brasileiro César Lattes [10, 1T}, 22].
No ano seguinte, Lattes e o norte-americano Eugene Gardner detectaram pions produzidos
artificialmente no acelerador de particulas da universidade da Califérnia, em Berkeley (USA)
[10, 11, 23]. Essa descoberta mostrou que a produgao e a detecgao de particulas podiam
ser feitas de modo mais controlado com o desenvolvimento de aceleradores mais potentes e
detectores mais precisos [10, 11].

Embora a lista de particulas conhecidas tenha crescido consideravelmente, compare as
tebelas 1.1 e 1.2, este crescimento nao tornou a Fisica mais complicada. Pelo contrario, agora,
usando estas particulas, as forcas nucleares podiam ser entendidas em termos de troca de méson
pi; os detalhes do decaimento beta era explicado pela hipétese do neutrino; e a descoberta do
positron conduziu a uma interpretacdo aceitavel da teoria do elétron de Dirac.

5Naquela época o neutrino ainda nio havia sido detectado e era apenas uma particula postulada chamada
de neutrino. Na equagao 1' estamos usando notagao atual.
5Do grego, “médio”, pois sua massa estaria entre a do préton e a do elétron.
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Tabela 1.2: Lista de particulas conhecidas até 1947

Particula Simbolo Carga elétrica  Massa® (MeV)
Foton v 0 <1x10~2
Neutrino® Ve 0 <0.002
Antineutrino® Ve 0 <0.002
Elétron e~ —1 0.511
Positron et +1 0.511
Mion w -1 105.658
Antimuton put +1 105.658
Méson pi T +1 139.570

70 0 134.976

T -1 139.570
Proton P +1 938.272
Antiproton® D -1 938.272
Néutron n 939.565
Antineutron® n 0 939.565

“Referéncia [17]. *Postuladas, nio detectadas.

1.1.3 Algumas particulas conhecidas até 1965

A partir da década da 1950, com o desenvolvimento de aceleradores e detectores mais
sofisticados, muitas outras particulas foram descobertas. Entdo, em razao do rapido cresci-
mento do nimeros de particulas, houve a necessidade de uma classificacdo. Inicialmente, as
particulas foram classificadas de acordo com sua massa. Particulas com massas préximas
da massa do elétron foram chamadas de Iéptons; particulas com massas proximas da massa
dos nucleons foram chamadas de bdrions; e particulas com massa entre os valores das mas-
sas dos léptons e barions foram chamadas de mésons. Porém, esse critério logo apresentou
problemas. Com a descoberta de léptons pesados (mion e tau) com massas proximas as dos
mésons e barions, respectivamente, o critério da massa se mostrou inadequado. Entdo, as
particulas foram classiﬁcadas[] de acordo com os tipos de interagbes das quais participam. As
particulas que participam da interagao forte além das interagoes fraca e eletromagnética, foram
chamadas de hddrons; e as particulas que participam das interactes fraca e eletromagnética,
foram chamadas de léptons. Os hadrons sdo particulas nucleares e se dividem em véarias es-
pécies: barions (protons, néutrons) e mésons. Os léptons sdo particulas nao-nucleares e se
dividem em véarios tipos: elétron, midon, tau e neutrinos.

A lista de particulas continuava crescendo e esse grande ntmero de particulas “elementares”

"Outras classificacoes também foram feitas ou propostas como, por exemplo, a classificacio estatistica:
férmions (Fermi-Dirac) que sdo particulas com spin semi-inteiro; e bdsons (Bose-Einstein) que sdo particulas
com spin inteiro. Porém, nao vamos enumeré-las aqui.
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levou a ideia de que estas particulas ndo representavam o nivel mais elementar da estrutura da
matéria e que devia existir um outro nivel de estrutura. Em 1964, os fisicos norte-americanos
Murray Gell-Mann e George Zweig propuseram uma familia de particulas subnucleares, para
tentar explicar as propriedades das particulas recém-descobertas: os quarkf] [24, 25]. Na
tabela 1.3 temos uma lista parcial de algumas particulas conhecidas em 1965 [10, IT]. Ini-

Tabela 1.3: Lista de algumas particulas conhecidas até 1965

Particula Simbolo Carga elétrica Massa® (MeV)
2 Elétron e -1 0.511
S Mion e -1 105.658
\% Neutrino do elétron Ve 0 < 0.002
= Neutrino do mion vy 0 <0.19
Piont at +1 139.570
% Pion® 70 0 134.976
& Pion~ T -1 139.570
= Kéon® KO 0 497.614
Kaont K+ +1 493.677
Eta’ n° 0 547.862
Préton P +1 938.272
Néutron n 0 939.565
2 Lambda A° 0 1115.683
% Sigma™* »t +1 1189.37
'z Sigma' »0 0 1192.642
Sigma~ $- —1 1197.449
Xi? =0 0 1314.86
Xi~ = -1 1321.71

“Referéncia [17].

cialmente essa familia de particulas subnucleares seria formada por trés tipos ou sabores de
quarks: up (u), down (d) e strange (s).

1.2 Quarks e Cores

A teoria dos quarks baseia-se numa proposta feita por Gell-Mann e colaboradores, nela
os hadrons nao sao particulas elementares e sim estruturas compostas por outras particulas,

8Gell-Mann chamou essas particulas subnucleares de guarks, inspirado numa passagem — “three quarks for
Muster Mark” — do romance Finnegans Wake, do irlandés James Joyce [26], enquanto Zweig as chamou de ases
(cartas do baralho). O termo que ficou conhecido foi quarks.
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os quarks, que sdo particulas verdadeiramente elementares. Os quarks possuem algumas ca-
racteristicas peculiares, como por exemplo, a carga elétrica fracionaria. O quark u tem carga
elétrica igual & 2/3 e os quarks d e s tém carga elétrica igual a -1/3. Os quarks u e d possuem
isospinﬂ iguala 1/2 e estranhezam igual & 0. Ao contréario destes, o quark s tem isospin igual
a 0 e estranheza igual & -1. Todos tém ntmero bariénico, B, igual & 1/3. Cada barion (an-
tibarion) é uma combinagao de trés quarks (antiquarks), o préton@ é wud, o néutron & udd,
o X1 & uus e assim por diante. Cada méson é formado por um par quark-antiquark, o 7+
é ud e o KT é u3. Diferentes combinacoes desses quarks podiam explicar todos os mésons e
barions conhecidos [24], 25| 26], 27]. No entanto, o modelo apresentou problemas. A ressonan-
cia barionica A" de spin 3/2 é composto de trés quarks w u, u, com o mesmo spin +1/2
[26]. Isto violaria o principio de exclusao de Pauli — duas particulas de spin semi-inteiro nao
podem ocupar simultaneamente o mesmo estado quantico. Para contornar esse problema, o
fisico O. W. Greenberg propoe a existéncia de um novo niimero quantico para os quarks: a cor
[26], 28]. Assim, o estado de cor seria uma propriedade dos quarks e estes poderiam assumir
trés cores primarias, denotadas simbolicamente por R, G e B (Red, Green e Blue). Entao,
reescrevendo os quarks que compdem a ressonancia AT como Uy p Uy U, O Principio de Pauli
era reestabelecido e isto parecia ter resolvido o problema. No entanto, com a introduc¢ao do
nimero quantico de cor terfamos muitos estados para o préton: u,u,d,, u,u.d,, Uguyd,,
e assim por diante [26]. Porém, existe apenas um estado para o proton. Entao, para evitar
a proliferacao do numero de estados, uma vez que isto nos levaria a um conflito direto com a
observacao, postulou-se: “todas as particulas observadas na natureza sdo brancas ou incolores”,
ou seja, as combinacoes devem ser tais que o estado ligado resultante seja invariante sob ro-
tagoes no espaco RGB [26, 27]. Isto implica que os trés quarks (antiquarks) que compoem um
barion (antibarion) sejam RGB (RGB), e a composicao do par quark-antiquark de um méson
seja RR + GG + BB, onde R (cyan), G (magenta) e B (yellow) sdo cores complementares,
veja a figura 1.1. A teoria que descreve a dinamica de cores (interagao forte) dos quarks
¢ chamada cromodindmica qudntica ou simplesmente QCD (quantum chromodynamics). Na
secao seguinte mostraremos alguns aspectos dessa teoria.

1.3 Cromodinamica Quantica

A comodinamica quantica (QCD) ¢ a teoria fisica que descrever a interacdo forte. Nela
a interacdo entre os quarks é mediada pela troca de gh’lons[T_j] [26, 27]. A interagao forte
juntamente com a interagdo eletromagnética e a interagdo fraca formam o chamado Modelo
Padrao. Esse modelo, desenvolvido entre 1970 e 1973, descreve a fisica atdémica e subatomica
a partir de um conjunto de particulas fermionicas (léptons e quarks) e particulas bosonicas
(bosons) ver tabela 1.4 [26], 27].

Os parametros da QCD sao as massas dos quarks e o valor da constante de acomplamento.

9Nimero quantico que serve para distinguir hadrons de cargas elétricas diferentes nas interagdes fortes.
ONtimero quéntico necessario para explicar a producio e os modos de decaimento de certas particulas.
HNote que a carga elétrica, Qo = % + % - % =1, e o nimero bariénico, B = % + % + % = 1, sao conservados.
'2Gluons sdo os quanta do campo de cor responsavel pela interal¢io forte.
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Green G

Cyan R

Yellow B

p = "RGB" p = "RGB"

T ="RR + GG + BB"

Figura 1.1: Composigdo dos hadrons - Cores dos Quarks. Retirada da referéncia [20]

Tabela 1.4: Particulas fermibnicas e particulas bosénicas do Modelo Padrao

Particula Simbolo C}ariga Cz.lf' ga Massa® (GeV)
elétrica baridnica
Elétron e -1 0 5.109x10~4
2 Mion wo -1 0 1.056x10~!
S Tau T~ -1 0 1.777
& Neutrino do elétron Ve 0 0 <2.000x107?
- Neutrino do muton vy 0 0 <1.9x107*
Neutrino do tau vy 0 0 <1.82x1074
Up u +2/3 1/3 0.0023
2 Down d -1/3 1/3 0.0048
=  Strange s -1/3 1/3 0.095
5 Charm ¢ +2/3 1/3 1.275
Bottom b -1/3 1/3 4.18
Top ¢ +2/3 1/3 173.07
Foton v 0 0 <1x10724
% Boson W W +1 0 80.385
z W= -1 0 80.385
M Boson Z A 0 0 91.188
Glions, i =1...8. Gi 0 0 0

“Referéncia [17].
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A constante de acoplamento da QCD é obtida de maneira similar & da teoria eletrofraca?| ou
QED (quantum electrodynamics) [26]. Na QED a intensidade da forca eletromagnética é dada
pela constante de acoplamento entre os elétrons

(1.3)

onde @ é€ o momentum transferido entre os dois elétrons, «g € a constante de estrutura fina, e
me € a massa do elétron [I1], 26]. Similarmente, a constante de acoplamento da QCD ¢é dada
por

127 —127
(33 —2ny)log (Q%/A?)’ (33 —2ny) as (u?)

O parametro A é uma varidvel pertubativa e define a regido de validade para aplicacao de
métodos pertubativos, p é um parametro livre da QCD, introduzido no processo de renorma-
lizagdo, e ny ¢ o nimero de sabores [I1], 26]. Na QED as particulas carregadas interagem por
meio da troca de fétons, enquanto que na QCD a interagao se da por meio da troca de glions.
No entanto, h4d uma diferenca entre os mediadores dessas interagoes. Os glions carregam
carga de cor, diferentemente dos fo6tons que nao carregam a carga elétrica. Isto permite que
os quarks troquem de cor quando interagem, e ainda, como os glions carregam carga de cor,
podem interagir entre si. Isto reflete as diferencas entre as interagoes forte (QCD) e eletrofraca
(QED).

Na equacao o acoplamento «a diminui com o aumento de Q? e, portanto, torna-se
pequeno para interacoes de curta distancia, ou seja, para os valores de Q2 muito maior do que
A? o acoplamento efetivo é pequeno e uma descricio perturbativa em termos de quarks e gltions,
que interagem fracamente, faz sentido. Esta propriedade é chamada de liberdade assintéticaE{]
[26] 29, 30]. Por outro lado, para Q? da ordem de A? a constante de acoplamento « cresce de
forma logaritmica, e os quarks e os glions vao se organizando em grupos fortemente ligados,
ou seja, em hidrons. Isto é conhecido como confinamento dos quarks. Como o acoplamento ag
nao é desprezivel a baixas energias, calculos por meio de teoria de pertubacao, que se baseia em
uma, expansdo a acoplamentos fracos, ficam inviabilizados. Para o estudo do comportamento
do sistema quarks-glions em baixas energias como, por exemplo, no equilibrio de fase ou
transicao de fase usa-se modelos fenomenolégicos. Um desses modelos é o chamado modelo
de sacola do MIT [26] 31]. Esse modelo considera os quarks livres (liberdade assintotica) no
interior de uma regiao no espaco denominada de sacola. A estabilidade da sacola (hadron) é
assegurada através de um parametro denominado constante de sacola, B, cujos valores estao
relacionados & densidade de energia da matéria de quarks, em outras palavras, B é a pressao do
vacuo sobre o hiadron mantendo os quarks confinados. O aumento da densidade de energia dos
quarks, no interior da sacola, pode exceder a pressdo B da sacola rompendo-a e permitindo que
os quarks deixem o confinamento do hadron. Nesta configuragdo, a matéria nuclear se encontra

as (Q%) = onde A% = p?exp { (1.4)

13Combinacgdo das interagdes eletromagnética e fraca.
MEm 2004 os fisico D. J. Gross, F. Wilczek e H. D. Politzer foram laureados com o prémio Nobel de Fisica
pelos trabalhos sobre a liberdade assintdtica na teoria da interagdo forte, proposta na década de 1970 [29] [30].
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em uma nova fase, que passou a ser conhecida como plasma de quarks e glaons (QGP). Nesta
configuracdo, a matéria nuclear se encontra em uma nova fase, que passou a ser conhecida
como plasma de quarks e glions (QGP) [I]. A transicdo para essa fase de plasma (QGP)
requer uma densidade da ordem de 1 GeV/fm3. Densidades de energia dessa ordem podem ser
obtidas em uma colisdao de ntcleos pesados no regime relativistico. Nessas colisoes, milhares
de particulas sao produzidas. E o estudo do comportamento da matéria nessas condi¢oes pode
ser feito por meio da hidrodinamica relativistica. No proximo capitulo faremos a derivacdo
das equagoes da hidrodinamica para fluidos ideais relativisticos.
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Capitulo 2

Hidrodinamica Relativistica

"Somente um principiante que ndo sabe nada sobre ciéncia
diria que a ciéncia descarta a fé. Se vocé realmente estudar
a ciéncia, ela certamente o levard para mais perto de Deus."
James Clerk Maxwell

O uso da hidrodinamica relativistica para descrever colisdes hadronicas teve sua origem
com os trabalhos de Landau [6], como um aperfeicoamento as ideias de Fermill-] [5]. No inicio
dos anos 50, Fermi assume que numa colisdo hadrénica, a energia disponivel no centro de
massa do sistema é liberada em um pequeno volume com tamanho tipico de uma nuvem de
pions em torno de um nucleon. Ele assume ainda que o sistema atinge o equil{brio na sua fase
de compressao maxima, e em seguida se quebra instantaneamente emitindo hadrons. FEsta
dltima hipdtese é modificada no modelo hidrodinadmico de Landau, que usa a mesma repre-
sentacao fisica para a fase inicial da colisdo, porém ao invés de assumir a quebra instanténea,
Landau permite uma expansdo da matéria antes que os hadrons se desacoplem. Atualmente, o
modelo hidrodindmico vem sendo empregado largamente para descrever a evolugdo da matéria
formada em colisdes nucleares de altissimas energias. De acordo com o modelo, dois niicleos —
contraidof] pelo fator de Lorentz na direcio longitudinal — colidem e depois de um processo
complexo que envolve colisdes microscépicas dos constituintes nucleares, uma matéria quente
e densa ¢ formada [34]. Assume-se que essa matéria atinge um equilibrio térmico Ioca]rﬂ e sua
evolucdo é governada pelas equacoes da hidrodinamica relativistica: equacoes de conservacao
de energia-momentum e ntumeros quanticos (nimeros barionico, estranheza, carga, etc.). Ou-
tros ingredientes necessarios no modelo sdo as condicoes iniciais da colisdo e a equacao de

'Trabalhos originais de Fermi, podem ser encontrados nas referéncias [32] [33].

2No RHIC, as particulas sdo aceleradas com velocidades que correspondem a cerca de 99,995% da velocidade
da luz no vacuo. O fator de contracdo de Lorentz para essa velocidade é aproximadamente yruic =~ 100.
Counsiderando nitcleos de ouro, o comprimento contraido de ambos na dire¢ao longitudinal é ~ 0.14fm e, na
dire¢ao transversal de ~ 14 fm. No LHC, as velocidades sdo da ordem de 99,9999991% da velocidade da luz no
vacuo, com isto, temos um fator de contragao de Lorentz de yruc = 7450.

3Equilibrio térmico local significa que durante uma escala de tempo de interesse, todos os graus de liberdade
do sistema estao em equilibrio uns com os outros, desse modo podemos descrever um elemento de volume do
fluido como tendo uma temperatura e pressao.
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estado da matéria formada . O tratamento hidrodindmico pode ser aplicado enquanto o livre
caminho médio das particulas que constituem o sistema for muito menor que a escala de com-
primento que caracteriza o mesmo. A medida que o fluido se expande e esfria, o livre caminho
médio aumenta e quando este torna-se da ordem das dimensdes do sistema o tratamento hi-
drodin&mico nao pode ser mais aplicado. A partir dai, as particulas se desacoplam do fluido
e se movem sem sofrer interacoes até o detector. Esse processo é chamado de freeze-out.

2.1 Equacgoes Hidrodinamicas para Fluidos Relativisticos

Assumindo que nas colisdes nucleares ultrarrelativisticas, a matéria formada atinja um
equilibrio termodinamico local, podemos descrevé-la como um meio continuo, sem estrutura,
um fluido de volume V| temperatura T e pressao P. A hidrodindmica, estuda os fluidos de
forma macroscépica, ou seja, sem perguntar sobre sua natureza microscopica. E portanto, esta
consiste em uma, excelente ferramenta para descrevermos a evolucao da matéria formada nas
colisoes nucleares de altissimas energias.

Atingir o equilibrio termodinadmico local, significa que a pressdao e a temperatura estao
variando tdo lentamente, que para um dado elemento de fluido, pode-se supor o equilibrio
termodinamico nas “vizinhangas” do mesmo [35, 36]. A priori, ndo ha uma prescrigdo quanto
ao tamanho real dessa “vizinhanca”, ou elemento de fluido. Aqui, o elemento de fluido refere-
se a uma pequena parte do fluido, cujo volume V é muito grande comparado ao tamanho
microscépico das particulas, mas ao mesmo tempo, é muito pequeno quando comparado ao
volume de todo o sistema. Vamos considerar que o equilibrio termodinamico local é aplicavel
enquanto o livre caminho médio de uma particula entre duas colisées for muito menor que as
dimensdes caracteristicas do sistema. Para descrevermos o estado de movimento de um fluido,
é necessario obtermos a sua velocidade, v(z,y, z,t), e duas outras quantidades termodinamicas
pertencentes ao fluido, por exemplo a pressao P(x,y, z,t) e a densidade o(z,y, z,t). A partir
destas dltimas, em conjunto com uma equacao de estado, todas as quantidades termodinédmicas
sao determinadas, ou seja, dado as componentes da velocidade v, a pressao P e a densidade p,
o estado de movimento do fluido é completamente determinado [37]. Na dinamica de fluidos
nao-relativisticos, a equagao de conservacao de massa é dada por

do
. _ 2.1
5tV (ov) =0, (2.1)

onde g é a densidade de massa, v é a velocidade do elemento de fluido em relacao ao referencial
do laboratorio. Ressaltamos que v(z,y, z,t) é a velocidade do fluido num determinado ponto
(,y,z) do espago em um determinado tempo ¢, ou seja, refere-se a um dado ponto fixo no
espaco e nao as particulas especificas do fluido. A 4-velocidade u* de um fluido ou elemento

de fluido é definida, (ver apéndice A), como
ut = (uo,u) =~v(1,v), onde (2.2)

e a condicdo de normalizacao dada por

ufu, = (u0)2 —ul=1 (2.3)
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Para obtermos o equivalente relativistico da equacao de conservacdo de massa deve-
mos levar em conta a contracdo de Lorentz do volume por um fator «°. Como a densidade
de massa ndo é uma quantidade conservada no caso relativistico, vamos substitui-la por uma
quantidade conservada genérica, a qual chamaremos de densidade de cargas generalizadas n;,
definida no referencial de repouso do fluido, onde ¢ = 1, ..., N. No referencial em movimento
a densidade de cargas generalizadas sera n;u’. Essas cargas generalizadas podem ser: a carga
elétrica, o nimero barionico, a estranheza, o isospin, etc [5]. Substituindo o por n;u’ na
equacao e usando a componente espacial da 4-velocidade, u = v, obtemos a equacao

da continuidade na forma covariante

do (niv”) +V - (niuoﬁ) =
80 (nluo) — (91 (nzul) — 82 (nlu2) - 33 (niu3
)

(2.4)

Desta tltima, equacao 1) temos uma 4-corrente conservada generalizada, jf = n;ut,
que é um vetor contravariante. Podemos obter as equacoes de movimento da hidrodindmica
relativistica partindo das leis de conservacao da energia, momentum e cargas generalizadas.

2.1.1 Tensor Energia- Momentum e Correntes Conservadas

Considere, por simplicidade, um dnico elemento de fluido caracterizado localmente pelo
seu tensor energia-momentum T (z) e por suas N correntes j!'(z) de cargas generalizadas.
Considere ainda, um 4-volume Vj arbitrario delimitado por uma hipersuperficie ¥ no espaco de
Minkowski. O 4-vetor normal a um elemento infinitesimal d3 desta hipersuperficie é do, (),
e o 4-vetor tangente ao dX é o,(x). Por definicdo do -0 = 0. O fluxo de cargas generalizadas e
energia-momentum através de um elemento infinitesimal d¥ da hipersuperficie ¥ é dado por

dji =do,jt, i=1,...,N (2.5a)
dpP" =do, T", p,v=0,...,3. (2.5b)
Supondo nao haver fontes nem sorvedouros de cargas e energia-momentum dentro do

4-volume Vj, o fluxo total de energia-momentum e de carga através da hipersuperficie > é
dado por

yfdaujf =0 (2.6a)
P

yﬁdau T = . (2.6b)
b

Aplicando o Teorema de Gauss nas equagoes (2.6) obtemos
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/ d*z 8, =0 (2.7a)
Va
/ d*r9,T" = 0. (2.7b)
Vi

Como o 4-volume Vj é arbitrario, é necessario que os integrandos se anulem em ([2.7))

9 it =0 (2.8a)
9, T = 0. (2.8b)

Estas sdo as equagdes de movimento da hidrodinamica relativistica e representam a con-
servacgao local da carga generalizada e energia-momentum no fluido [37], onde cada valor de
v corresponde a um componente do 4-momentum e cada valor de p é um componente da 4-
corrente associada [36], sendo uma equagao para a conservacao da energia, trés equagoes para
o 3-momentum e N equagoes para as cargas generalizadas. De modo mais especifico temos:

(a) T ¢ a densidade de energia;
(b) T% ¢ a densidade da j-ésima componente do -momentum, com j = 1,2, 3;
(¢) T & o fluxo de energia na direcio do eixo i; e

(d) T & o fluxo da j-ésima componente do 3-momentum na direcio do eixo i.

Assim, existem 4 + N equacoes para 10 + 4N varidveis independentes, que sdo as 10 com-
ponentes independenteﬂ do tensor energia-momentum TH(x) e as 4 componentes indepen-
dentes da 4-corrente j!'(z) das N cargas generalizadas. Portanto, o sistema hidrodinamico
nao é fechado e sendo assim é, a priori, impossivel resolvé-lo por completo, havendo, portanto,
necessidade de hipoéteses adicionais para tal. Uma possibilidade é fornecer outras 6 + 3NV
equagbes de movimento a fim de fechar o sistema. Outra possibilidade é reduzir o nimero
de varidveis desconhecidas introduzindo hipoteses simplificadoras [38]. Neste trabalho iremos
adotar a simplificacdo comumente usada em colisdes nucleares ultrarelativisticas, a de fluido
ideal.

2.1.2 Fluido Ideal

Considera-se como fluido ideal aquele sem viscosidade, condutividade térmica nula, e den-
sidade constante em todos os pontos do espago e em todos os instantes de tempo, ou seja,
a densidade é isotropica 27, 35, B7]. Consideramos que numa colisdo nuclear ultrarrelativis-
tica, o equilibrio termodinadmico local seja estabelecido, e ainda, que a matéria formada na

0 tensor de segunda ordem T""(z) é simétrico, portanto temos apenas 10 componentes independentes.



2.1. Equacoes Hidrodindmicas para Fluidos Relativisticos 41

colisdo seja modelada como um fluido ideal, caracterizado por seu tensor energia-momentum,
TH”(z), e suas N correntes ji'(z) de cargas generalizadas. Neste caso, as componentes T
e T% do tensor energia-momentum serdo nulas. Em outras palavras, ndo havera fluxo de
energia, nem densidade de momentum no referencial de repouso do fluido, ou seja, o tensor
energia-momentum, TH(x), no referencial de repouso do fluido & diagonal [5] [36], dado por

e(x) 0 0 0

m@=| 5 % o 29)
0 0 0 Plz)

onde (z) é a densidade local de energia e P(z) a pressao local.

Note que a matriz é simplemente a lei de Pascal, a qual diz que a pressao exercida
por uma porc¢ao do fluido é a mesma em todas as direcoes e perpendicular a drea em que atua.
A componente da forca sobre um elemento de area ds é dada por T dsj. Assim, no referencial
de repouso, temos: T%ds; = P§ds; = Pds;.

O tensor energia-momentum, TH", pode ser escrito num outro referencial qualquer usando
uma transformacao de Lorentz

T = AgA”UTp” (2.10)
onde A* & a matriz de transformacao de Lorentz.

Para isto, vamos considerar o fluido movendo-se com uma 4-velocidade u*, definida em
(2.2)), a qual esta relacionada com a 4-velocidade ¥ = (1,0,0,0) do referencial de repouso
pela transformagado de Lorentz da seguinte forma

ut = AR, (2.11)
Note que (2.11)) pode ser escrita como
ut = APl + AT = AK. (2.12)

O tensor métrico g"” nas coordenadas txyz é dado por

1 0 0 0
0 -1 0 0
_uv
Juw =g = 0 0 -1 0 (2.13)
0O 0 0 -1
Num referencial qualquer (2.13)) ¢ dado por
9" = AP, g7, (2.14)

Separando os termos espaciais e temporal em (2.14) e usando a relagdo (2.12) temos
g = NN 0g® + A% A5
= A"gAYg — A*;NY 569 (2.15)
AMZ'AV]'(SU = AM()AVO - glU’_ (216)
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Por fim, substituindo (2.9)), (2.12)) e (2.16)) em (2.10]), obtemos o tensor energia-momentum
num referencial qualquer

TH () = APgAY o T + A AY ;T
= A”()AVO e+ AHZ,AV]. 5ijP
= Ao + (A*A7y — ™) P
= uhu’e + (uvfu” — g*")P

= (e + P)utu” — Pg". (2.17)

Agora, podemos determinar o movimento do fluido, usando (2.17) e as equagdes de con-
servacao da energia-momentum e correntes de cargas generalizadas

0, T* (x) =0 (2.18a)
O jj (z) =0, (2.18b)

onde as correntes j!'(z) de cargas generalizadas, sdo dadas por
jf (x) = ni(z)u(2), (2.19)

e n;(x) é a i-ésima densidade de carga conservada.

Com isto, temos 5+ N varidveis independentes, a saber: densidade de energia £(x), pressao
P(x), componentes do vetor fluxo, v.(x), vy(z), v.(x) e as densidades de cargas conservadas
ni(x),n2(x), - ,ny(z), para um conjunto de 4 + N equacdes. A equacdo que falta para
fechar o sistema é a equacao de estado (EoS) que relaciona as diversas grandezas ter-
modinadmicas, como pressao, P, densidade de energia, €, temperatura, T, potenciais quimicos,
Wi, densidade de cargas conservadas, n;, densidade de entropia, s, etc. Na aproximacao de
fluido ideal, somente a EoS contém informacdo sobre da natureza microscépica das particulas
que compoe o fluido. Por meio da FEoS, podemos estudar as transi¢gdes de fase entre o QGP
e a matéria hadronica, que sao fundamentais na descricao quantitativa das colisoes nucleares
ultrarrelativisticas [27, [38].

2.2 Modelo de Bjorken

Uma simplificacao importante que podemos fazer nas equagoes da hidrodinamica é usar
a aproximacao de Bjorken [39]. O modelo (ou aproximacao) de Bjorken propée que numa
colisdo ultrarrelativistica, a espessura longitudinal dos ntcleos que colidem se aproxima de
zero, quando v=s¢. Neste limite, o tamanho longitudinal da regido de colisdo também tende
a zero e, assim, o sistema nao tem uma escala longitudinal. Como resultado, a velocidade
longitudinal de um elemento de fluido que emerge da regido de colisdo, em torno do ponto
z=0 e t=0, obedece a uma lei de escala, em que a velocidade aumenta com a distancia z.
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Esta simetria requer que a velocidade do fluido na diregao longitudinal tenha a forma v, =z/t.
Isto & chamado de fluzo de Bjorken [5, 835, 27]. Bjorken baseou seu modelo no fato de que
as distribui¢oes de particulas em rapidez, dN/dy, ou pseudorapidez, dN/dn, produzidas em
colisoes de altas energias, sdo aproximadamente constantes (apresentam um platd) na regiao
central de rapidez. Em outras palavras, significa que ao longo do eixo da colisdo a regiao central
de rapidez é invariante por boost de Lorentz. Na figura 2.1 temos distribui¢oes de particulas
carregadas, colaboracio PHOBOS [40)], para colisdes Au+Au a /s = 130 A GeV, com vérias
centralidadef], onde é possivel observar, na regido central de pseudorapidez, a existéncia de um
plato. Originalmente, o trabalho de Bjorken considerou um fluido sem expansio transversal
(1+1 dimensoes). No entanto, essa hipotese so é razoavel para tempos pequenos comparados
ao raio transversal do fluido (ou raio transversal do nticleo). Para tempos maiores, a expansao
transversal deve ser considerada. Isso ficara evidente posteriormente quando compararmos
simulacoes com e sem expansao transversal com dados experimentais.

2.2.1 Coordenadas 7ppkr e simetria cilindrica

Neste trabalho, vamos considerar apenas colisGes centrais tipo Au+Au. Neste caso, pode-
mos imaginar a matéria formada na colisdo como sendo cilindricamente simétrica. Para tratar
esse tipo de problema e utilizar 0 modelo de Bjorken é conveniente introduzir novas coorde-
nadas: cilindricas, p e ¢, e hiperbdlicas, 7 e x, definidas como

T=\t?— 22 (2.20a)
p= \/m (2.20b)
¢ = tan~! (Q) (2.20¢)
x
1.t
k=—=In tE_ tanh ™! <E> . (2.20d)
2 t—=z t
As relacGes inversas dadas por
t =T7coshk (2.21a)
T = pcosp (2.21b)
y = psing (2.21c)
z = Tsinh k. (2.21d)
Vamos denotar por z'* = (202", 22 2"%) o 4-vetor posi¢do nas coordenadas tzyz, e
por ¥ = (xo,azl,xQ,x?’) o 4-vetor posicdo nas coordenadas Tppr. O tensor métrico nas
coordenadas Tppk é dado por
1 0 0 0 1 0 0 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0
— g 2.22
Jnw 0 0 —p> 0 J 0 0 —1/p> 0 (2.22)
o 0 0 -—72 0 0 0 -1/72
5As colisdes nucleares podem ser centrais (maior nimero de nucleons participantes) até periféricas (maior

ntimero de nucleons espectadores), ver secdo A.2 do apéndice A.
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Figura 2.1: Distribuicdo de particulas carregadas, colaboragdo PHOBOS, para colisdes Au+Au a
/s = 130 A GeV, com véarias centralidades. As curvas solidas representam os melhores ajustes para
os dados na regiao —4,9 < n < 4,9, e as regidoes sombreadas representam a faixa de erro. Retirada da
referéncia [40].
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Podemos parametrizar a 4-velocidade de um elemento do fluido em termos da rapidez
longitudinal Y, , da rapidez transversal Y, e do angulo azimutal da velocidade, ¢, definidos
como

Vg

¢ = tan~! <Uy> (2.23a)

1,1
Y, = sl Vr (2.23b)
2 1-v,
1. 1+,
Y, =-1 2.23
rT oM Ty (2:23¢)
em que v, = 4/v2+ vg. Assim, a 4-velocidade nas coordenadas txyz € escrita como
ulu _ (U,O, u/17u12’ u/3) — (u/t7u/z,u/y’ u/z)
= (coshY, coshY, ,sinh Y, cos ¢,sinh Y, sin¢,cosh Y, sinhY, ). (2.24)

Nas coordenadas Tppkx a 4-velocidade é escrita como

ut = (u07u17u21u3) = (u”r7up’ucp,uﬁ)

1 1
= coshY, <cosh(YL —k),tanY, cos(¢p—¢p), —tan Y, sin(¢p—¢), — sinh(Y, —fi)) . (2.25)
p T

Nessas coordenadas, o 4-momentum pt= (po,pl,pQ,p3) é dado por
P = ("' 0% p%) = (0., p%, p")
1 1
= (mT cosh (y — k) ,py cos (0 — ), —p, sin (0 — ¢) , —m, sinh (y — N)> , (2.26)
P T
onde m, e y sdo, respectivamente, a massa transversal e a rapidez da particula, e 6 seu o
angulo de espalhamento em relacdo ao eixo-z (ver apéndice A.1).

Como estamos interessados em simetria cilindrica, vamos tomar o angulo azimutal da
velocidade igual ao angulo azimutal da posigao . Usando a aproximagao de
Bjorken, em que v, = z/t, a rapidez longitudinal coincide com a coordenada hiper-
bélica . Assim, podemos escrever a 4-velocidade, nas coordenadas Tppk, com simetria
cilindrica, ¢ = ¢, e aproximacao de Bjorken, Y; = k, como

u* = (coshY,,sinhY,,0,0). (2.27)

Podemos agora, escrever as equagoes da hidrodindmica nas coordenadas 7ppk. Isto pode
ser feito, usando a derivada covariante, que para o 4-vetor genérico A%, é definida da seguinte
forma

A“ B = 8ﬁA“ + Faﬁ,yA’y (2.28)
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e, para as componentes do tensor genérico de segunda ordem B®? ¢ dada por
B =9,B* 4+ 1°,,B° + 1%, B, (2.29)

onde FZ,@ é o simbolo de Christoffel, definido por

1
Fgﬁ = 59’7‘7 (aagcrﬂ + 8390@ — 3Uga5) . (230)

O tensor energia-momentum T"" | equacdo (2.17)), obedece a uma lei de conservagao definida
em (2.18a). Essaigualdade, pode ser generalizada substituindo a derivada parcial pela derivada
covariante, equacao ([2.29)), fornecendo

™., =0 — 90,T" +T#,,T° +1%,,T" = 0. (2.31)
Podemos reescrever (2.31)) para v =0 e v =i, onde i = 1,2,3 como
0 0 0 0
T, = 0,TH + TV, T + 175, TH

= 80T00 + 81T10 + 82T20 + 33T30 + (Fogo + Flo']_ + F2a2 + Fsgg) 70
+ 19,0707 4T 717 4 T9,,7%7 4 T9,37%7  (2.32a)

T/J‘i = aMT,U«i + F,LLU#TUi + Fio’,u,Tug
— 60T0i + alTli + 62T2i + 63T3i + (FOUO + Flo’l + F202 + F3o’3) TUi
T T + Ty T 4+ T T2 4 T, 5737, (2.32D)

Nas coordenadas Tppk os tnicos simbolos de Christoffel nao nulos sao:

My =7 (2.33a)

L, =—p (2.33b)

2, =T3 = = (2.33c)
P

Loz =130 = % (2.33d)

Substituindo ([2.33)) nas equagoes (2.32)) obtemos (ver apéndice B.2)

1 1
0,T% 4+ 9,710 + = 710 4 — 00 4 733 _ (2.34a)
) T

1 1
0.7 + 9,7 +9,T*" + 0, T + ;Tll + =T - pT?? =0. (2.34b)
T
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Com as equagoes (2.22)) e (2.27), podemos obter a partir de (2.17) as componentes do

tensor energia-momentum

T = (e + P)u’u® — Pg" = (¢ + P) cosh? Y, — P (2.35a)
T = (e + P)ulu! — Pg*! = (¢ + P)sinh®Y, + P (2.35b)
P
T?% = (¢ + P)u?u® — Pg** = e (2.35¢)
P
T% = (e+ P)u’u’ - Pg™ = — (2.35d)
T =71 = (¢ + P)uu! — Pg°' = (¢ + P) cosh Y, sinh Y, (2.35¢)

as demais componentes sdo todas nulas. Por fim, substuindo (2.35)) em (2.34) obtemos

Or ((e + P) cosh? Y, — P) + 8, ((e + P) cosh Y, sinh V)
1 1 P
+ p ((e+ P)coshY, sinhY, )+ - (e +P) cosh®Y, — P) + 7 5= 0 (2.36a)
Or (e + P)cosh Y, sinhY,) + 0, (¢ + P) sinh® Y, + P)

P
—p= =0. (2.36b)

1 1
+ = ((e+ P)sinh®Y, + P) + = ((e + P) cosh Y, sinh Y, 5
p T p

Estas equacoes (2.36) podem ser escritas de uma forma mais compacta, fazendo as seguintes
definigoes (ver apéndice B.2)

E=T"=(+P)y2-P (2.37a)
M=T"=T7"= (e + P)y’v, = (E+ P)v, (2.37h)
T'" = (e + P)y2v2 + P = Mv, + P, (2.37¢)

onde 7, = coshY..
Substituindo essas defini¢oes (2.37) nas equagoes (2.36]) obtemos

0-E+0,((E + P)v,) + (E + P) (i#’;) =0 (2.38a)
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0. M + 8, (Muv, + P) + M (1 + ”;) =0. (2.38b)
T

Estas, (2.38]), sao as equagoes de conservacao de energia e momentum, no caso de simetria
cilindrica e na aproximacao de Bjorken e serao resolvidas numericamente em nossas simulacoes
por meio do algoritmo relativistico HLLE (Harten—Laz—van Leer—Einfeldt) [41], 42].

Na auséncia de uma expansao transversal, v, = 0 ou Y, = 0, nas equacoes (2.38)) ou (2.36))

respectivamente, estas se reduzem &

Oe _€+P

or T’

(2.39)

que pode ser resolvida analiticamente (ver apéndice B) considerando uma forma simples de
equacao de estado como, por exemplo, a EoS de um gas ideal ultrarrelativistico, dada por
P = ¢/3 (ver apéndice C). Assim, substituindo P = ¢/3 na equacdo (2.39) obtemos

70

0 . €(T):EU(T>§. (2.40)

ds s S07T0 de e+ P
—+-=0 .. s(7)=— -— + =
dr 7 (7) T dr T

Os resultados (2.40)) sdo interessantes porque nos dizem que a densidade de entropia s diminui

inversamente proporcional & 7, independente da equacao de estado do fluido, enquanto que a

densidade de energia depende desta dltima.

2.3 Desacoplamento

O desacoplamento ou freeze-out é a transicao da matéria de um estado de equilibrio ter-
modindmico com uma pressdo finita para um estado onde as particulas fluem livremente sem
pressao [35, 43]. Na figura 2.2 temos uma representacdo simplificada do modelo de Bjorken
para uma colisdo nucleo-ntcleo no plano zt. As linhas cheias (grossas) sdo as trajetorias
dos nicleos que se deslocam quase & velocidade da luz, v &~ ¢. As linhas cheias (finas) sdo
as coordenadas hiperbolicas 7, e 7,, (hipérboles) e v, = z/t é a velocidade longitudinal tipo
scaling que coincide com a rapidez espagotempo. Os nucleos colidem ponto (z,t) = (0,0),
no referencial do centro de massa. A matéria criada na colisao se expande passando por um
estdgio de pré-termalizagdo (regido abaixo da hipérbole 7)) e, em seguida, por um estagio de
termalizacdo (regido entre as hipérboles 7, e 7, ). Neste tltimo estagio é feito o tratamento
hidrodindmico da matéria, iniciando com uma fase de QGP, passando por uma fase mista, e
por fim, uma fase hadronica. A medida que a matéria se expande e esfria, a densidade das
particulas vai diminuindo e seu livre caminho médio vai aumentando até se tornar da ordem
das dimensdes do sistema, neste ponto o tratamento hidrodindmico nao pode ser mais aplicado.
Este processo leva as particulas, que antes tinham um movimento coletivo, a se desacoplarem
(freeze-out) do sistema e tornarem-se objetos nao-interagentes, conservando seus momentaﬂ
viajando livremente para os detectores [35].

5Considerando que nio ha decaimentos.
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Figura 2.2: Representagdo do modelo de Bjorken para uma colisdo nticleo-nicleo no plano zt. As
linhas cheias (grossas) sdo as trajetorias dos nicleos que se deslocam quase a velocidade da luz, v = c.
As linhas cheias finas sdo as coordenadas hiperbodlicas y e 7,, (hipérboles) e a velocidade longitudinal
tipo scaling z/t que coincide com a rapidez espagotempo.
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A transi¢do entre o regime hidrodinamico — onde as interagdes sdo suficientemente fortes
para uma abordagem coletiva ser valida — e o regime em que as particulas sao nao-interagentes,
inclui fases intermediarias que s6 podem ser descritas por uma teoria cinética dos gases [5].
No entanto, seguindo os passos de Landau, podemos fazer hipéteses simplificadoras, assu-
mindo que a transi¢ao ocorra de maneira abrupta, com o sistema indo diretamente do regime
hidrodinamico ao regime de particulas livres.

Para isto, vamos definir uma hipersuperficie ¥ de espessura[] infinitesimal como sendo a
interface entre a regido de regime hidrodinimico e a regido de regime néo—interagentdﬂ. A
transicao entre essas regides é chamada de freeze-out. A superficie de freeze-out, X, é uma
hipersuperficie tridimensional no espaco de Minkowski, determinada a partir do vinculo de
desacoplamento T'(7, p) = T, . Ou seja, a hipersuperficie ¢ determinada encontrando-se todos
os pontos do espagotempo para os quais a temperatura tenha atingido o valor 7T} . Quando
as particulas cruzam a interface Y, elas saem do regime hidrodinadmico, caracterizado por
uma distribui¢do de equilibrio f(z,p) e passam ao regime de particulas livres, caracterizada
pela distribuicdo da teoria cinética. Na hipersuperficie, a funcao distribuicdo de equilibrio é
aproximadamente igual a funcao distribuicdo da teoria cinética. Com isto, o ntimero total de
particulas que atravessa um elemento da superficie freeze-out é dado por

d3
N = do, j = / fpd@pﬂ F(z,p) (2.41)

onde j* é uma 4-corrente de particulas, p* é o J-momentum e f(z,p) uma fungio distribuicao
de equilibrio. Para generalizarmos de forma que possamos adicionar as distribuig¢oes
dos diferentes elementos de fluido da superficie freeze-out vamos integrar o termo invariante
do,p" f(x,p) sobre toda a hipersuperficie ¥ e obtermos a distribuicao invariante de momentum
de particulas de toda a hipersuperficie

dN
E*p = /doup“f(l‘,p), (2.42)

essa ¢ a formula de Cooper-Frye [35], usada nos codigos hidrodinamicos. A partir deste
calculos, podemos obter informacoes de outros pardmetros termodindmicos do fluxo sobre
a superficie de freeze-out. KEstas informacdes permitem-nos calcular muitos Observaveis e
comparé-los com os dados existentes [35] [43].

2.4 Distribuicao de Momentum Transversal de Particulas

Imediatamente antes das particulas se desacoplarem, ou seja, antes de cruzarem X, elas
ainda estdao em equilibrio termodindmico local, de tal forma que a sua distribuicdo é descrita

"Em um sistema real a hipersuperficie deve ter espessura espacial finita, comparavel as dimensées do sistema,
onde os efeitos dissipativos e de nao equilibrio podem ocorrer [38].
& Regime onde as particulas se movem livremente sem sofrer interacdes.
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pela funcdo de distribuicdo de Wigner f(z,p). Para um gas ideal, com 4-velocidade de fluxo
ut(x), essa funcao distribuicao é dada por

gi 1

fi(x,p) = (27)3 elwp—pi)/Tro 11’

(2.43)

onde g; ¢ o nimero de graus de liberdade, u; é o potencial quimico da ¢-ésima particula
emitida. O sinal —(+4) refere-se a bosons (férmions). Nesse trabalho estamos considerando
i = 0. Assim, a distribui¢do de momentum de particulas de toda a superficie 3 é dada por

dN; ; do,, p*
J / Oub (2.44)

E —
dBp  (2m)3 ) ewr/Th 17

onde d3p = dp.dpydp, = dp.d*p, = E dyp,dp, df.

A superficie ¥ é uma hipersuperficie tridimensional no espaco de Minkowski, que pode ser
parametrizada utilizando-se trés pardmetros. Como estamos considerando simetria cilindrica
e invariancia de Lorentz ao longo do eixo longitudinal, nas coordenadas 7ppk, podemos iden-
tificar dois destes pardmetros com as coordenadas ¢ e . Para o terceiro parametro, iremos
denotar por ( e as coordenadas 7 e p irdo depender apenas deste, ou seja, 7 = 7(¢) e p = p(().
Assim, ¢ parametriza a superficie ¥ (superficie de freeze-out) e sua orientacao é no sentido
anti-horario, definida no intervalo ¢ € [0, 1].

O elemento de superficie do, pode ser calculado usando a férmula da geometria diferencial

o™ HoP do
doy = €uapy 80 6L8Ld udvdw, (2.45)
u
onde €,08y € 0 tenso de Levi-Civita e p, o, 8,7 =0,...,3 (ver apéndice A).
Vamos tomar o espaco (00, ol o2, 03) = (7, p, p, k) e os parametros ¢, ¢ e k e calcularmos

as componentes de do,

o' do? da*
do® = dog = eqiji a‘z a" a" d¢ddr
oy P09 O OPORDp 08 Op O
0123 3¢ B o 013257 By, Do €0312 5~ ¢ 91 D
Ok Oy Op Oy Op Ok dp Ok Op
+e 03218(8 9o +€02138C8n8<p +e 0231aca EP dCdpdk
op
_pTaC d¢drdy (2.46)
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B
do' = —do1 = —€u0p, a(;’( %U&;dgdgodn
O Ok OT Op OT Ok Ot 0 Ok
—|€1230 555 T €12035- 5 -5 T €1023 5~
dC Ok Oy 0C Ok Oy ¢ Ok Do
Ot Ok Dy Ok Op OT Ok 01 Dy
dCdpdk
+e€ WRGE a0 T B0 5r 0 T B2 9 9o ¢
= —pTgC d¢drdy (2.47)
9 Ho® doP do
do” = —doy = —€ua8y ac B 0 —d(dpdk
Ok Ot Op Ok Op OT ot Op Ok
—|€2301 55 -7 T €23105- 5 5~ T €2013 5~
0C Ok Oy 0C Ok Oy ¢ Ok D
ot 0k Op 0p OT Ok 0p Ok OT
+620318C8 o 621038C8/€(‘)<p+ 213050 B B d¢dpdk
=0 (2.48)
3 do® doP 80
do® = —do3 = —€ 08y ac B d(dcpd/{
[ €3012 5~ 07 Op O%O €3021 5~ 07 90 0p 63102@ﬁ8£
0C Ok Dy 0¢ Ok Op OC Ok O
0p 0 OT O Ot dp dp Op O
1205 o ap T e ok ap T B0 G¢ o i | 101N
=0, (2.49)
com isto obtemos
_ dp dr
do, = pt <_dC’ dc,0,0) d¢dpdk. (2.50)

24.1

Modelo de Bjorken com Expansao Transversal e Simetria Cilindrica

Na aproximacao de Bjorken com expanséao transversal o produto do elemento de superficie

(2.50)) com o 4-momentum ([2.26]), nas coordenadas 7pypr é dado por

d dr
= —Tpd—ng cosh (y — k) d{dpdk + TpdC

Py cos (6 — @) dCdpdk,

(2.51a)

e o produto da 4-velocidade (2.27)) com o 4-momentum (2.26)) dado por

uup! = m,, cosh (y — k) cosh Y,

— ppcos (0 —)sinh Y.

(2.51D)
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Com estes produtos (2.51)), podemos obter a partir de (2.44)) a distribuicdo momentum transver-
sal de particulas

dp dr
dN; . —71pgEm, cosh (y — k) + 7p5=p, cos (0 — ¢
L /d{dgpdﬁ ace M = K) F ok s 02 ) g )
dypT de df (271‘)3 6(mT cosh(y—k) cosh Y. -p, cos(6—¢p) sinh Y, )/Tfo +1
b
que no caso de pfons é dada por
dp dr
AN —7pSEm,. cosh (y — k) + Tp%Ep.. cos (6 — )
T = I / d¢dpdr—% T de . (2.53)
dypT de de (27r)3 e(mT cosh(y—«) cosh Y, -p, cos(6—p) sinh Y, )/Tfo _1
Y
Sem a expansio transversal, Y, = 0, a distribuicdo (2.53) se reduz a
dp dr
dN. —T1pzEm.. cosh (y — k) + TpSEp,. cos (6 — ¢
m _ _9r /dCd(pd/{ da¢'''r dcPr ) (2.54)
dypT de df (27l')3 e(mT cosh(y—n))/TfO 1

by

Neste caso, a superficie de freeze-out é dada simplemente pela coordenada hiperbélica 7, e o
estado termodinémico inicial de todos os elementos de fluido é o mesmo ao longo da hipérbole
T =1, = cte [5, 38], ver figura 2.2, com isto temos ‘é—z = 0. Assim, podemos escrever 1}
como

dp
dNy - p=&cosh (y — k
i =~ [ dcpdi T =)
dyp,.dp_do (2m) J o(my cosh(y—r))/Tro _
0 2w +o0 b ( )
gﬂ'mT COS y — K
= — : d d d
(27‘(’)3 TfoR/ p po/ 14 / He(mT cosh(y—n))/Tfo -1
A — 0o

+oo
R? h(y —
— 9y s /d/ﬁ ( cosh (y — x) (2.55)
e

mp cosh(y—n))/Tfo - 1’

—00

onde R, ¢é o raio do nicleo.

2.5 Condigoes Iniciais

H4 duas formas de condicGes iniciais usadas na abordagem hidrodindmica das colisoes
nucleares ultrarrelativisticas. Em uma delas, usa-se condi¢oes iniciais evento-a-evento, que
sdo mais proximas ao que acontece em um experimento. Qutro tipo sdo as condic¢Ges iniciais
suaves, que correspondem a uma meédia sobre varias eventos. Recentemente, tem se mostrado
[44] [45], 46] que o uso das condicoes iniciais evento-a-evento sao fundamentais para se entender
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os dados experimentais, como por exemplo, o fluxo elipticoﬂ No entanto, por questdo de
simplicidade, usaremos neste trabalho as condicdes iniciais suaves.

Para estimarmos a densidade de energia inicial, €9, da matéria nuclear gerada na colisdo,
vamos considerar uma colisdo central tipo A + A. Uma representacao simplificada da colisdo
é mostrada na figura 2.3. Dois nucleos, no referencial do centro de massa, com velocidades
préximas a velocidade da luz e direcoes opostas, colidem produzindo uma grande quantidade
de matéria.

Os nucleos sofrem um achatamento na direcao longitudinal devido & contracao de Lorentz
nessa direcdo. Assumindo que a energia da colisdo é extremamente alta [39, 48], podemos
representa os nucleos por discos finos, desprezando sua espessura na direcao longitudinal.
Muitas particulas sdo produzidas num curto intervalo, em torno do ponto (z,t) = (0,0).
Esta producao é caracterizada por uma distribuigao de rapidez, dN/dy, como uma funcio da
variavel rapidez y. A velocidade longitudinal de uma particula com rapidez y pode ser obtida
usando a primeira e a quarta componente do 4-momentum (ver apéndice A.1)

v, = % = tanhy. (2.56)

A velocidade longitudinal de uma particula num ponto z qualquer do fluido é dada, no modelo
de Bjorken, por

; = v, = tanhy. (2.57)

Com os resultados (2.56) e (2.57) podemos relacionar a posicdo de uma particula no es-
pagotempo com sua variavel rapidez y (ver apéndice A.1)

t = 7 coshy (2.58)
z = Tsinhy, (2.59)

e, com isto, expressar a variavel rapidez y em termos das variaveis do espacotempo z e t

1. t+z

=1 .
y 2 nt—z

(2.60)

A partir da relac@o da rapidez y com a coordenada espacial z, a distribuigao de rapidez dN/dy
pode ser escrita como uma distribuicao espacial, e desta a densidade de energia inicial pode
ser estimada.

A densidade de energia inicial, €9, de um elemento de fluido é definida no referencial no
qual o elemento de fluido estd em repouso. No referencial do centro de massa, a matéria
nuclear gerada na colisdo estd em repouso em z = 0. Considerando uma pequena fatia da
secao reta do eixo da colisao, como descrito na parte inferior da figura 2.3, o volume inicial do
fluido pode ser aproximado por SAz, onde S é a &rea transversal onde os nicleos se sobrepoem

9Fluxo ou escoamento eliptico vs é uma das medidas do comportamento coletivo da matéria criada em
colisdes nucleares de alta energia [47].
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Figura 2.3: Representagdo modelo de Bjorken — [superior| os ntcleos A e B se aproximando do ponto
de colisdo. [centro] os nucleos colidem no ponto (z,t) = (0,0). [inferior] os ntcleos A’ e B se afastando
do ponto de colisao, deixando um grande nimero de particulas produzidas em torno de z = 0.
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e Az é o tamanho na direcdo z. Entdo, o niumero de particulas por unidade de volume em
z =0 & dado por

AN  1dN dy

SAz S dy dz

y=0
14N 1

=—— — . 2.61
Sdy m coshy‘y0 ( )

A energia de uma particula com rapidez y é dada por m, coshy. Com isto, a densidade de
energia inicial, g, na regidao de 4rea transversal S e coordenada hiperbdlica 19 é dada por

AN
SAz

e0(m0) = m, coshy

_ my 4N

708 dy |, (262)

onde 7 é o intervalo 1de tempo para a termalizagdo do fluido e a area transversal S € igual a
TFRZ onde R, =rgA3 e ro = 1.2fm.

Esta foi a estimativa para a densidade de energia inicial g feita por Bjorken. A quantidade
To, “tempo pr()priom’, na qual o plasma é produzido, ndo é uma quantidade conhecida. Bjorken

2,

estimou essa quantidade em 1fm [39], e este é geralmente o valor encontrada na literatura.
Porém outros valores também podem ser contrados como, por exemplo, 79 = 0.1 fm no trabalho
de S. Pratt [49]. Neste trabalho iremos adotar os valores da coordenada hiperboélica 79 no
intervalo 0.2 fm < 7y <0.4fm.

i

A quantidade de energia deixada pelos nicleos na regido de interacdo é caracterizada

por uma distribuicao de rapidez, dN/dy, ou distribuicao de pseudo-rapidez, dN/dn. Podemos
estimar o valor da densidade de energia inicial, g, a partir dos valores experimentais % o
y:
dN

e .
dn n=0

10Muitas vezes a coordenada hiperbélica 7 é chamada de tempo proprio. Isto porque neste caso, v, = z/t,
a coordenada hiperbolica 7 ganha a mesma forma do tempo proprio. Vejamos, o tempo proprio é dado por
T =7t onde y= 1 é o fator gama de Lorentz. No nosso caso, § = v, (lembrando que estamos usando

\/1-52
\/1172 e, assim, podemos escrever 7 = t /1 — v2. A coordenada hiperbolica é definida como
—UZ

. 2
T = V/1? — 22, que pode ser reescrita como 7 = ty/1 — % = t\/1 — vZ que, neste caso, tem a mesma forma do
tempo préprio.

c¢=1). Entao vy =
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Figura 2.4: Distribuicdo de particulas carregadas em fungdo da pseudo-rapidez dN.,/dn, para as
centralidades, de cima para baixo, 0-5%, 5-10%, 10-20%, 20-30%, 30-40%, e 40-50%. Dados da
colaboragao BRAHMS para colisdes Au+Au com energia de /s, = 130 GeV. Retirada da referéncia
[51].

Colisoes 197Au + 7 Au, no RHIC, a , /Sxn = 130 GeV, no referencial do centro de massa,

centralidade (0-5%), fornecem % - ~ 683 e (m,) =~ 0.4GeV, seguindo a colaboragio

PHENIX [50] e % .~ 553, segundo a colaboragado BRAHMS [51], ver figura 2.4. A &4rea
17:
2
transversal da regiao de interacao é dada por S = 7 (1.2 X 197%) ~ 153fm?. Ento, por

exemplo, para um tempo de termalizacdo 79 = 0.2 fm a densidade de energia inicial dada por
(2.62) ¢ £0(0.2) ~ 15GeV - fm~3. Nas figuras 2.5 e 2.6, mostramos condicdes iniciais produzidas
pelo gerador de eventos NeXuS, para uma colisao central de Au+ Au em 130A GeV [34].
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Figura 2.5: Densidade de energia, em GeV/fm?, no plano de rapidez média. A esquerda, temos um
unico evento. A direita, média sobre 30 eventos. Retirada da referéncia [34].

Figura 2.6: Uma representacio diferente das mesmas condigbes iniciais mostrada na figura 2.5, na
regido central de rapidez. O eixo vertical representa a densidade de energia em unidades de GeV /fm3.
Retirada da referéncia [34].

Na esquerda dos graficos (figuras 2.5 e 2.6) temos uma distribuigao de densidade de energia
de um tnico evento, na regido central de rapidez, apresentando varias bolhas de matéria de
alta densidade e pouca simetria. Na direita dos graficos temos uma média sobre 30 eventos que
apresenta uma distribuicdo de densidade de energia mais simétrica e suave. Neste trabalho
usaremos condicoes iniciais simétricas e suaves, na regiao p < R ,, dadas por

m, dN

— — —p). 2.
TOS dy y:O@(RA p) ( 63)

o0 (10,p) =

O tempo de termalizacao que usaremos em nossas simulagdes numéricas serd de 79 = 0.3 fm.
Esse tempo é aproximadamente duas a trés vezes maior que o tempo necessirio para, em
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uma colisdes central 1°"Au + 7Au, no RHIC, a VS = 130GeV, os nicleos passarem um
pelo o outro (ver figura 2.3). Usamos esse tempo, juntamente com dados experimentais da
colaboracao PHENIX [50], para nossa estimativa de densidade de energia inicial e obtivemos
por meio de o valor de g9 ~ 10.5 GeV - fm 3. Esse valor de densidade de energia inicial ¢
coerente com estimativas obtidas com métodos mais sofisticados como, por exemplo, o gerador
de eventos NeXuS, veja os graficos da direita (condi¢oes suaves) nas figuras 2.5 e 2.6.

Temos agora a densidade de energia inicial (condigao inicial) e as equagdes da hidrodiné-
mica relativistica. Para descrevermos o movimento do fluido a partir desta condic@o inicial,
precisamos de mais uma equacao a fim de complementar as equagoes . Essa equacao
serd uma equacao de estado (EoS), a qual descreveremos no proximo capitulo.
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Capitulo 3

Equacao de Estado

"Se Deus ndo existe, nao se perde nada acreditando nele,
mas se ele existe, perde-se muito ndo acreditando.”
Blaise Pascal

No capfitulo anterior, discutimos o caso da hidrodindmica relativistica para descrever a
evolucdo da matéria formada em uma colisdo nuclear ultrarrelativistica, onde supomos a exis-
téncia de um equilibrio térmico local. Para resolver as equagoes da hidrodinadmica precisamos,
além das condicOes iniciais, de uma equacdo de estado. No nosso caso, precisamos de uma
equacao de estado que descreva a fase do QGP, a fase de hadrons e a transicao entre elas.
Para isto, vamos utilizar, neste trabalho, trés tipos de equagdes de estado: (i) gas ideal de
pions (sem a presenca de um QGP); (ii) transicao de fase de primeira ordem entre um QGP e
um gas de ressonancias com correcdo de volume; e (iii) baseada na QCD, em que a transi¢ao
de fase entre 0 QGP e 0 gis de hadrons é do tipo crossoveﬂ Inicialmente, o fluido é formado
por uma fase de plasma de quarks e glions. A medida em que este se expande e esfria parte
da matéria passa para uma fase hadrénica. O processo de expansao continua, e a partir de um
certo tempo, toda matéria gerada na colisao estara na fase hadronica. Dessa forma, precisamos
de uma equagao de estado (EoS) que descreva tanto a fase de plasma quanto a fase hadronica.

3.1 Ensemble Grao-Candnico

Vamos, inicialmente, relembrar o formalismo do ensemble grdo-canénico. A funcao de
particao do ensemble grao-candnico ¢ dada por [52]

1

- (3.1)

Z=Z(V,fp) =) e /el onde =

A partir desta, todas as quantidades termodinamicas podem ser obtidas. A saber:

!Transicdo suave com caracteristicas de uma transicio de 22 ordem.
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OlnZ
(E) = — a5 “, (3.2a)

1 0lnZ
@V>::5 on ‘57 (3.2b)
(S)=B{E) —u(N))+InZ. (3.2¢)

Em geral, quando o sistema é suficientemente grande, a relagdo termodinimica extensiva

(S) = B(E) — Bu(N) + BPV, (3:2d)
¢ valida. Entao, a partir de (3.2c) e (3.2d)), identificamos
1
GnZ=FV. (3.3)

como sendo o potencial termodindmico para o ensemble grao-canénico.

3.2 Estatistica de Fermi-Dirac e Bose-Einstein

Vamos considerar um gas de particulas idénticas, em equilibrio termodindmico, num vo-
lume V a temperatura T. Se a interacao das particulas é fraca o suficiente, cada particula
tem o seu proprio movimento, sendo esse independente de todas as outras. Isto nos permite
escrever a energia total do gas em um estado «, onde existem n; particulas no estado ¢ = 1,
ng particulas no estado i = 2, etc., como E, = nie; +ngga +nzez+--- = ), nse; onde a soma
estende-se por todos os estados 7 possiveis de uma particula. O niimero total de particulas, IV,
do gés é dado por ) ,n; = N. Os ntmeros de ocupacdo, ou o namero de particulas em cada
estado, sao limitados pelo principio da exclusao de Pauliﬂ Para dois casos particulares temos:

n=0oul Fermi-Dirac (FD)
n=0,1,2,... Bose-Einstein (BE).

A diferenca entre os dois casos é determinada pela natureza da particula. As particulas
que seguem a estatistica FD sao chamadas de férmions (por exemplo: elétrons, quarks) e
particulas que seguem a estatistica BE sdo chamadas de bdsons (por exemplo: fotons, glaons).

2A funcio de onda de um sistema de particulas idénticas deve ser simétrica (bosons) ou antissimétrica
(férmions) com respeito a permutacao de particulas.
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3.2.1 Gas ideal de Fermi-Dirac

Para o gés ideal de Fermi, o ntimero de particulas n; para cada estado ¢ € limitado a 0 ou
1. Assim, a funcdo de partigdo (3.1) torna-se

UENDED D

— Z e~ Bllnieitnaeatnzest+- ) —(niptnaptngpt-- )]

n1,n2,n3;..

DI VLR

niy n2 n3

-TI Z o~ Pnilei—p

= 1117[; +e (Ei—#)}
= e;p Z In [1 + e_ﬁ(ei_“)} . (3.4)

Podemos substituir a soma sobre todos os estados ¢ por uma integra em k, lembrando que
para um géas ideal uma particula no estado ¢ é tomada como uma onda plana no estado de
momentum k. Com isto, obtemos

nZ(V,8,u) =g

(2‘;)3 / Pk In [1+efﬁ(ek7u)} 7 (3.5)

onde g € a energia do estado com momentum k e g € um fator estatistico da particula.

Usando (3.5) e as relagoes termodinamicas (3.2)) podemos calcular a energia total do sistema

(E) = - % 2 (VL)

V d3k eke_ﬁ(‘sk_ﬂ/)
271')3 1 + e_/B(Ek_N)
|4

_ 3 €k
_g@ﬂS/dkwmcM+1’ (3.62)

o nimero total de particulas,

(N) = 0 an(VTu)’

190
g o 8
_ V 3 1

(discreto) por uma integral

®No limite termodinamico, >, — g

%
(2m)3
(continuo) pois no espectro, os niveis de energia entre 0 e ¢ estao suficientemente proximos.
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e a pressao,

P= (2i)3;/d3k In [1+e*5<fw>]. (3.6¢)

Substituindo as equagoes (3.6) em (3.2d)) obtemos a entropia do gés de Fermi. As equagoes
(3.6a) e (3.6b) mostram que no gas de Fermi o ntumero médio de ocupacdo para o nivel de
energia € é dada por

1

eBler—n) +1° (3.7)

Ny (gk) =

que é conhecida como distribuicao de Fermi-Dirac.

3.2.2 Gas ideal de Bose-Einstein

Para o gas de Bose-Einstein, ndo ha limitacdo para o nimero de ocupagao n;, assim, temos
que somar sobre todos os inteiros positivos

Z(V,Bo0) = 3 e e

— Z e Bllniei+naeatnges+- ) —(niptnaptnzpt- )

ni,no,ns,...
= Z Z Z ... Z e~ B ini(ei—p)
ni ng n3 n;
o
— H Z e~ Bnilei—p)
i n;=0

1
- H 1 — e Blei—w)

= exp {— Zln {1 - e_ﬂ(si_“)} } , (3.8)

onde assumimos que €; — pu > 0 para assegurar a convergéncia. Integrando sobre todos os
estado de onda plana, temos

InZ(V,B,p1) =—g

(2:)3 /d3k In [1 - =] (3.9)

Procedendo de modo analogo ao gas de Fermi, as expressoes para energia, ntmero de particulas
e pressdao de um gas de bosons, sdo dadas respectivamente por

_ v 3 Ck .
<E> =g (271')3 /d keﬁ(fk*#«) — 1; (310&)
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Vool 1
) =9 s | ey (3.100)
p= —(2;’;)3;/(#% In [1 - e_ﬂ(s’“_“)} . (3.10c)

A entropia pode ser obtida substituindo (3.10) em (3.2d)). A probabilidade de ocupagao
do nivel de energia ¢; para um gas de boson é dada por

1
@8(51@_.“‘) —1 ’

iy (e) = (3.11)

que é conhecida como distribuicao de Bose-Einstein.

3.3 Fase de Plasma de Quarks e Glions

Em altas temperaturas, as interagoes entre quarks e glions sao despreziveisﬂ Com isto,
podemos idealizar um sistema quark-glion em equilibrio térmico, a temperatura T', ocupando
um volume V como sendo nao interagente, sem massa e com nimero baridénico liquido igual a
zero, ou seja, o namero de quarks e antiquarks no sistema sdo iguais.

Nesta fase, o gas ideal é formado basicamente por glions, quarks up (u), quarks down (d)
e quarks strange (s). A energia de um sistema de quarks sem massa com potencial quimico
bariénico nulo, volume V' e temperatura 7' é dada por [48]

Vo> pPdp
E,(T) _ng/o 11 P (3.12)

Fazendo um mudanca de variavel fp = p/T = z — dp = T'dz e usando a série geométrica

ﬁ =y ,x" |z] <1em 1) temos

o] 3
Ey(T) = VT4/0 dz

92972 1+ e?
Vv o0 1
=gq 2T4/ 23 e *dz—
o2/, e+ 1
V oo
7T4 4—-1 —Z 1\ e 2
453 /0 z" e zZ( e

n=0

o0

—gq2 T Z n+1 (3.13)

“Quando os quarks estdo proximos uns dos outros, ele interagem muito fracamente, com isto, podemos dizer
que eles se comportam aproximadamente como particulas livres. Esta propriedade foi chamada de liberdade
assintotica (ver segao 1.3).
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onde I'(z) € a fungdo gama. Podemos ainda, manipular o somatorio de (3.13|) de forma que
possa ser comparado com a funcao zeta de Riemann, (), definida por

= (314)

m=1,2,3,..

Para isto, vamos em primeiro lugar, fazer n +1 = m e separar em soma dos termos impares e
pares. Em seguida, somar e subtrair um somatoério par e reagrupar

> 1 1 1
DV i T 2 AT 2
n=0 (n - 1) m=1,3,5,.. m m=2,4,6,.. m
1 1 1 1
-y by by Loy k&
4 4 4 4
m=1,3,5,.. m m=2,4,6,.. m m=2,4,6,.. m m=2,4,6,.. m
1 1
_ — -2 — (3.15)
=1,2,3,. m m=2,4,6

Agora, para agruparmos novamente os dois somatorios vamos fazer m = 2¢ no somatorio par.
Como os indices sao mudos trocamos o indice £ por m e, em seguida usamos funcao zeta de

Riemann ({3.14) para obtermos

1 1
VG 2 A
n=0 <n - 1) m=1,2,3,.. 4=1,2,3,..
2 > 1
— 1 . -
1 1
( 2 m=1.23,. "
T 1
-3 )
8 m=1,2,3,.. m
7
= §C(4). (3.16)
4
Com a equagao (3.16)) e os valores das funcoes gama I'(4) = 6 e zeta ((4) = 90’ podemos
obter a partir de (3.13) a densidade de energia dos quarks
7 7T4 V 4
Eq(T):6X§X% <gq2ﬂ_2 >
7 w2
T)=3x = —T1* 3.17
eq(T) X 3 X 9q 90 ( )
A densidade de energia de um gés de quarks-antiquarks & temperatura T é dada por
7 72
eq(T) +eq(T) =3 % < (9q+9q) —=1". (3.18)

8 90
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Para férmions e bésons sem massa, a pressao, P, estd relacionada com a densidade de
energia, ¢, da seguinte forma: P = ¢/3 (ver apéndice C). Usando esta relagdo em (3.18)
obtemos

2

7 T
—(9q + 9q) — T (3.19)

Po(T) + Po(T) = -

que é a pressao de um gés de quark-antiquark a temperatura 7'

A energia dos gliions num sistema de volume V' e temperatura 7' é dada por

E gg22/pp5p

onde gy é degenerescéncia dos gluons. Resolvendo (3.20) de maneira analoga a (3.12)) temos

Vo4 [ 2Bdz
Eg(T):ggﬁT /0 ez — 1’

V oo
=9s53 T /0 A e 7 dz Z e
n=0
o0

V 4 1
=9e5 51 I'(4) > T
n=0

(3.20)

Vo
=T g 55T
2 4
eeg(T) =3 x gy, —T". (3.21)
90
Usando a relac@o entre a densidade de energia e a pressao, P = ¢/3, (ver apéndice C) obtemos
a pressao para um gas ideal de glions

2

Py(T) = % T (3.22)

Somando as pressoes (3.19) e (3.22]) obtemos pressdo total do gas ideal de quarks e glaons,
como

2
PT) = [g5 + a0 55 7 (3:23)

Em baixas temperaturas, as interagoes entre quarks e gliions devem ser levadas em con-
sideracao. Para essa abordagem vamos considerar um modelo simples, criado por um grupo
de pesquisadores do MIT, conhecido como modelo de sacola do MIT. Esse modelo tem como
proposta descrever os hiddrons em geral. Nele, os quarks sdo tratados como particulas sem
magssa no interior de uma sacola com dimensoes finitas. Fora da sacola, os quarks sdo in-
finitamente massivos [48]. Todas as incertezas do calculo das energias, devidas as interagoes,
sao resumidas postulando uma densidade de energia constante B, associada a sacola. Pode-se
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imaginar que o hadron se assemelha a uma bolha de gis imersa em um fluido perfeito. A
dinamica da bolha é determinada pelo balango entre a pressao externa do fluido (vacuo) e a
pressao termodinamica do géas confinado (quarks e glions). A densidade de energia do plasma
serd a soma das densidades e , referente as densidades de energia do gas ideal de

quarks e gltions repectivamente, mais um termo B referente a sacola

2
™
Casn (1) = 3900 o5 T* + B, (3.24)

onde g, ¢ degenerescéncia do plasma de quarks e glions, dada por

7
Yagp — Jg + g (gq + gq) . (325)

A pressdo do plasma serd resultado do balanco entre a pressdo do vacuo e a pressio
termodinamica do gas de quarks e gluons (3.23) — confinamento dos quarks — dada por

2

"B (3.26)

1
qup (T) = g (qup - 4B) = Yagp %

A densidade de entropia pode ser obtida a partir da relagio termodinamica (3.2d)), usando

as expressoes (3.24) e (3.26]), como

2

s
Saen(T) = 4 00s0 55 5. (3.27)

A degenerescéncia g, depende do niimero de sabores de quarks considerados. Por exem-
plo, para dois sabores temos:

o degenerescéncia dos quarks e antiquarks
9q = 9q = Nspin X Neor X Nsabor =2 X 3 X 2
o degenerescéncia dos glﬁonsﬂ
ge = Npin X (N2, —1) =2 x 8

cor

o degenerescéncia plasma de quarks e gltions
7
Yagp = Yg + g (gq +g<_l) =37

A tabela 3.1 mostra fatores de degenerescéncia com Ng,, = 3 para mais sabores.

®Para maiores detalhes com o nimero de cor dos glions, N2, — 1, veja em Introduction to Elementary
Particles, D. Griffiths, p.280 da referéncia [I1].
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Tabela 3.1: Fator de degenerescéncia para quarks (gq), gltons (ge) e plasma (gqgp)-

Nsabor 0 2 3 4
9 16 16 16 16
9q 0 24 36 48

Gagp 16 37 475 58

Retirada da referéncia [27].

3.4 Fase Hadroénica

A interacao forte entre hadrons é mais complicada e dificil de ser incorporada numa EoS
de uso prético [34]. Entretanto, no regime do RHIC, quase todas as particulas podem ser
tratadas com a estatistica de Boltzmann, em razao da energia térmica ser suficientemente
alta em comparagao a energia de interagao entre os hadrons [52]. Com isto, a fase hadronica
pode ser aproximada por um gas de hadrons, formado por diferentes espécies de particulas e
antiparticulas. A pressdo total, P, sera a soma das pressoes individuais dada por

Py(T, ) = Z Pi(T, 1), (3.28)

onde p é o potencial quimico total da fase hadrénica, P; e u; sao respectivamente, a pressao
e o potencial quimico da i-ésima particula.

As pressoes (3.6c]) e (3.10c) podem ser reescritas da seguinte forma

Pi(T, i) = i29i2; dk k* In [1 + eﬁ(V Kt ) ; (3.29)
T

onde o sinal + (—1) é usando para férmions (bosons), g é a degenerescéncia.

Usando uma série de Taylor, In(1 +2) = 3.,— (T_—il-)ln "1 se x < 1, podemos expandir o
integrando (B.29), para e=#m 1) < 1
> -1
In [1 =+ 6_5(5’“_‘”)} =+ Z ﬂe—nﬁ(%—m) (3.30)
n=1 n ’

e, reescrever a equacao (3.29) da seguinte forma

. ) — il S (:Fl)n_l nPBu; )
B(T,uz)_i%Qﬁ; - D(Bn, mi), (3.31)
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onde

®(nB, m;) = / dk k2e~mPer = / dk k2 BV M (3.32)

0 0
que, por conveniéncia, pode ser reescrita, conforme abaixo, fazendo-se a seguinte mudanca de
variavel, z = k/m; — m;dx = dk,

[o¢]
d(nfB,m;) = m3 / d g2~ mBmiVIte® (3.33)
0
Podemos comparar (3.33) com a representacao integral da funcao de Bessel modificada,

que é definida como
2v

NZS z V/OO x iTa?
K, (z :7(7) i — 3.34
= @) S TaTe 334
Para isto, vamos manipular (3.34) de forma a identificarmos com ([3.33)) da seguinte maneira:
[o¢]
Ki(z) = vr ;/ dy —— eV
0

d
dz ~2n(3) dz Vita? '
2T(3) d /1 o a2
(5) d SKy(2) ) == | dwade VT (3.35)
Vrodz \ z 0
E, como % [x7" K, ()] = —27"Ky11(2), temos

o (nf,mi) = —m 21C) [ddz <1K1(Z)>Ln,8m

NG z
1
=m} |:K2(Z):| . (3.36)
z z=nfm
Assim, com este tltimo resultado podemos reescrever (3.31])
3 n—1
g m (F1) s | L
P(T,p) = =—— " = Ky(2) . (3.37a)
2r2 3 ; n z 2=nfm
Como a pressdao ¢ expressa como uma fungdo de T' e u, podemos obter a densidade de
particulas n = g—i |3 e densidade de energia e = —d(%ﬁp) |
3 n—1
. 1 1
(T, ) = 220 S [Kz(z)] (3.37b)
2 n=1 " o z=nfm;
4 o0 n—1
: 1 1/3
e(T, ) = 224 Si P [ (Kg(z) + Kl(z)ﬂ . (3.37¢)
27 ot n z \z 2=nBm;
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As séries convergem muito lentamente para e Blm—u) 5 1. J4 para e Pm=1) > 1,
nio convergem [52]. No limite de Boltzmann, e #("~#) < 1, as séries convergem muito
rapidamente e, na pratica, basta apenas o primeiro termo para uma boa aproximacdo. Neste
limite, ndo ha diferenca entre boésons e férmions, logo, podemos reescrever as séries
como

Hi m;
PAT, 15) ~ 525 mi T ¥ K () (3.38a)
(T, ;) ~ # m2T et K, (?) (3.38b)
A T (mz) 3T (mz)}
el )~ =—=m;TeT |Ki| =)+ —Ko|—=)|- 3.38¢
z( Mz) D) |: 1 T m; 2 T ( )
Para o gas de pions temos
o0 m
Ir 2 Ky [%F (14 n)]
P(T)==—=m,T E . 3.39

Por fim, usando (3.38a) e (3.39)), podemos obter a partir (3.28|) a pressdo total da fase
hadrénica, pressdo das particulas e antiparticulas que formam o géas ideal de hddrons, como

i i i 7r o Ko [ (1+
PH(T,M)zZQfTmeT?e%KQ(ﬁ)+g—miTZ 2[1T( )] (3.40)
i n=0

1
T 272 (1+ n)2

3.4.1 Correcao de Volume-Excluido

Neste trabalho, iremos considerar a inclusdo de todos os hadrons conhecidos no modelo
de gas ideal. Entretanto, o trabalho realizado por Yen, Greiner e Yang [53], mostra que
o modelo de gés ideal pode se tornar inadequado em colisdes A+A de altas energias. Isto
porque os parametros freeze-out quimicoﬁ7 temperatura e potencial quimico bariénico — obtidos
por eles — a partir de fits da razao do numero de particulas, nas energias do AGS e SPS,
provocam valores artificialmente grandes na densidade total do nimero de particulas, muito
além daqueles esperados no freeze-out térmico. Eles também mostram que a densidade de
nimero de particulas ultrapassa qualquer estimativa experimental, seja obtida a partir da
multiplicidade de particula, seja a partir da medi¢cdo do volume do sistema no freeze-out,
utilizando o método de interferometria de pions [53], [54]. Isto deixa claro que a descri¢ao de
um gés ideal requer uma modificagao para ajustar o tamanho do sistema.

Para suprimir os grandes valores indesejaveis de densidade de ntimero de particulas é intro-
duzido uma interacao repulsiva entre os hadrons a pequenas distancias. Este procedimento é
conhecido como volume-excluido tipo van der Waals (VDW). A repulsdo tipo VDW néo altera
essencialmente as proporc¢des numéricas das particulas, mas causa um forte efeito de supressao
sobre os valores das densidades de nimero de particulas [52].

50 freeze-out quimico é um estagio da colisao onde nio ha energia suficiente para que as colisdes inelasticas
entre os constituintes da matéria continuem acontecendo, ou seja, nao hé reagoes de troca de sabores.
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A modificagdo no sistema para introduzir o volume-excluido tipo VDW é feita substituindo
o volume V, do sistema, por V' — v N na funcao de parti¢ao candénica Z(T, N, V), e escrevendo
a funcdo de parti¢do grao-canoénica Z(7T', u, V') em termos desta ultima

Z(T, 1, V) = e%Z(T, N, V). (3.41)
N=0
Com isto, obtemos
2T, V) = Y T Z(T,N,V —oN)O(V — o), (3.42)
N=0

onde v é 0 pardmetro que corresponde ao volume-excluido da particula, dado por v = 4vg sendo

vy = %777"8 o volume e o raio rg da “esfera-dura” [43], [54]. Na equacdo acima o superindice (ex)

refere-se a0 0 volume-excluido tipo VDW.

Na equacao (3.42) ha uma dificuldade no calculo da soma em N, devido & N-dependéncias
do “volume efetivo”, V—vN [54]. Para contornar essa dificuldade, realiza-se uma transformada
de Laplace

ZEN(T, p, x) :/ AV exp(—2V)Z (T, pu, V). (3.43)
0

Substituindo Z(ex) (T N V) em 1} pela soma infinita 1) fazendo a mudanca de variavel
de integracao, V' — V, em cada termo da série, e em seguida, usando 1} para reescrever

(3.43) obtemos

BN, uw) = [V exp(~27) (2.7, (3.44)
0

ondeﬁzu—vae?EV—vN.
Usando o potencial termodinamico para o ensemble grao-canonico (3.3,

In ZN(T, u, V)

PN, u) =T li 4
(Tp) =T lim 7 , (3.45)
no limite termodinamico, V' — oo, a fungdo de particdo grao-candnica é dada por
PEN(T, 1)V
ZE)(T, 1, V) ~ exp <(T,,u)> . (3.46)
V—oo

Desta ultima é possivel ver, a partir da equacao (3.43)), que existe uma singularidade em algum
ponto z* na equagao (3.44)). Portanto, a singularidade em (3.44), no ponto z*(T, i), nos da a
pressao do sistema[]

PEN(T, p)

HTop) = ——F  — POYT.p) =Ta (T p). (3.47)

TA conexiio da singularidade de = em (3.44) com o seu comportamento assintético quando V — co & uma
propriedade matemética da transformada de Laplace [54].
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Combinando as equagoes (3.45) e (3.47) encontramos

mZ(T, V)

(T, p) = lim ) p=p—oT (T, pw). (3.48)

V—oo |4

E, com as equagdes (3.40) e (3.47), encontramos a partir de (3.48) a equacgio para a pressio

PE(T, 1) de um gas com correcdo de volume-excluido de VDW no formalismo de ensemble
grao-candnico

PN, p) = Py(T, 1), fi=p—vP(T,p). (3.49)

Uma extensao do procedimento de volume-excluido VDW para vérias espécies de particulas,
1=1,...,h, & obtida a partir de um ansatz, fazendo-se uma, substituicdo V— V — 2?21 v; IN;.
Com efeito, a funcdo da pressdo na formulagao grao-canonica ¢ dada por [43] [54]

h

PONT . un) = S Py (T, 11 — v PO (T, g, Mh)) . (3.50)
=1

A partir de (3.50)) podemos calcular as densidades de: namero de particulas; energia; e
entropia para o gis de hadrons com a corregao de volume-excluido VDW

ex oP nl(T, ﬁz)
Foi J T i ooyt — 1 11 4 150esb, + Zj:l v i (T, 1)
ex opP ;1_ si(T, /71
S( )(Tnulv'”?,uh)z <azw> Zh_l ( )N (352)
ptpeein 1 Zj:l v ny (T, ij)
h h ~
i—1 €l i
g(eX) (T7 M1, ),U’h) =Ts— P + iy = ZZ:I c ( H ) s (353)
h —
i—1 L+ ving (T i)
onde
/72‘E/Li—Uz‘P(eX)(T,Ml,...,Mh), Zzl,,h (354)

As quantidades termodinamicas com a corre¢ao de volume-excluido VDW obtidas acima,
serdao incluidas numericamente em nossas FoS.
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3.5 Transicao de Fase de 12 Ordem

Na regiao de transicdo de fase — regiao onde as duas fases coexistem — devemos ter a
condicio P)(T,p) = P, (T,p). Entdo, igualando as equagf)e e para um
plasma de quarks e glions com trés sabores u,d e s descrito no modelo de sacola, com B =
380 MeV /fm?, obtemos uma temperatura critica T, = 160 MeV.

Na figura 3.1, temos uma EoS com transi¢ao de fase de 12 ordem para um gés de hadrons
com corre¢iao de volume (1ST), com a fase QGP dada por (3.26]) para os sabores de quarks:
up (u), down (d) e strange (s). A temperatura critica da transigao de fase é T, = 160 MeV.
A esquerda, mostramos EoS 1ST até uma densidade de energia de 16 GeV/fm?, e a direita,
mostramos a regido de transicdo de fase com mais detalhes.
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Figura 3.1: EoS 1ST com corregdo de volume-excluido, com a fase QGP para os sabores de
quarks: up (u), down (d) e strange (s). A temperatura critica T, = 160 MeV e constante de
sacola B = 380 MeV /fm3. A esquerda, EoS 1ST até uma densidade de energia de 16 GeV /fm?3.
A direita, mostramos a regido de transi¢io de fase com mais detalhes.

3.6 Equacao de Estado da QCD

A Cromodinamica quantica (QCD) é uma teoria fisica, baseada em primeiros principios
[55] 56], que descreve as interagoes fortes. Essas interagdes ocorrem entre quarks mediadas
por glions. Sendo a QCD considerada a teoria correta para descrever a interacao de quarks e
gluons [48] é interessante estudar as fases da matéria utilizando também essa teoria. Célculos

8Para evitar que a notacio fique carregada, a partir deste ponto nio mais colocaremos o superindice (ex)
referente ao o volume-excluido de VDW nas quantidades termodinamicas.
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termodindmicos para a QCD, realizados através de simulagdo numeérica numa rede finita, sao
conhecidos como QCD na redd’]

A formulacao da QCD na rede associa os campos de quarks v (z) e os campos de an-
tiquarks t(z) aos pontos x = (1,72, 23,74) de uma estrutura hipercibica [55]. Ou seja,
o espacotempo continuo é discretizado através da introducao de um espacgotempo euclidiano
N3 x Ny, transformando-o em uma rede de pontos 4-dimensional, com volume V e temperatura
T, definidos por

1
V= (aNs)? e T=-—, 3.55
(a,) ~ (3.55)
onde a é espacamento entre os pontos da rede, Ng é o namero de sitios da rede em uma direcdo
do espago e N; na direcao do tempo.

Os campos de matéria (campos fermidnicos) sdo definidos nestes pontos e os campos de
interagdo (campos bosonicos) sao definidos nas linhas que ligam um ponto a outro da rede.

Ao longo de uma linha de fisica constante (LCP)m isto é, para as massas dos quarks cons-
tantes e para volumes suficientemente grandes, a temperatura é o inico pardmetro intensivo
da termodinamica a controlar. Assim, existe apenas uma grandeza termodindmica indepen-
dente para ser calculada. Todas as outras quantidades termodinamicas sao obtidas a partir da
funcdo de particao da QCD [57]. Uma vez que a pressdo ¢ dada pelo logaritmo da funcao de
particao, podemos de modo andalogo a e , usando as relagoes termodindmicas
obtemos

P:%TmﬂﬂV) (3.56a)
E—T—2ian(T V) (3.56b)
- vaor o '

onde Z(T,V) é a funcao de partigao da QCDE].

Na QCD na rede, a pressao, a densidade de energia e a densidade de entropia sdo obtidas
através do célculo do trago do tensor energia-momentum, T+ ,(T), expresso em unidades da
quarta poténcia da temperatura, 7+, /T 4. Por sua vez, este pode ser obtido usando as relacoes
(3.564) e (3.56b)) derivando-se a pressdo com respeito & temperatura.

TH(T) _e—3P 8<P>'

90 estudo nao-perturbativo da QCD & possivel na formulacido de rede. A QCD na rede é uma simulacio
numérica que pode ser utilizada no estudo de varios regimes fisicos onde uso da QCD perturbativa nao é
possivel.

10Sigla do inglés line of constant physics (LCP). Todos os calculos foram realizados sobre uma linha de fisica
constante (LCP), ou seja, quando a temperatura é aumentada as massas dos quarks “nus” foram ajustadas
de tal modo que os valores das massas dos hadrons, avaliada em temperatura zero, fiquem aproximadamente
constante [57].

"'Nio iremos entrar em detalhes sobre a funcio de particio da QCD por nio fazer parte do escopo deste
trabalho. Estamos interessados apenas na equagao de estado (EoS). Para maiores de detalhes com a funcao de
parti¢ao QCD veja as referéncias [55), 56}, 57, (68 [59] [60].
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A equagdo de estado da QCD pode ser calculada através da quantidade (3.57)), também
conhecida como traco anémalo [57, 58, 60]. A diferenca de pressdo a temperatura 7" e T, pode
ser expressa como uma integral do trago an6mal

p(r) _ P(T)

T+ T

T

1

- /T AT’ s T (), (3.58)
L

onde 7} & um valor arbitrario de temperatura que normalmente é escolhido no regime de baixa
temperatura. Para valores suficientemente pequenos a pressao e outras quantidades termodi-
namicas sio suprimidas exponencialmente por fatores de Boltzmann [57, 58]. E conveniente
extrapolar para 7, — 0, no limite em que T% — 0.

As densidades de energia, €, e de entropia, s, sdo obtidas combinando-se os resultados de

E5D o @35)

e TH, 3P s e P
Tt ot (3:59)

Na regido de alta temperatura, 7' > 250 MeV, a fungao (3.57) pode ser parametrizada
utilizando-se a seguinte forma polinomial inversa [57, [58]

THH(T) &= 3P o dQ d4 C1 C2
U T4 T2 i el T Ten
onde os valores dos parametros ds,dy4,c1,co,n1,n9 € Ty encontram-se na Tabela 3.2. Esta
parametrizacao funciona bem no intervalo de temperatura de interesse. Além disso, é flexivel

o suficiente para fazer a correspondéncia com o resultado do modelo do Gas Hadronico Resso-
nante (HRG) na regido de baixa temperatura, 7' < 180 MeV [60].

(3.60)

Tabela 3.2: Valores de parametros para diferentes fits da EoS.

do (GeVQ) da (GeV4) c1 (GeV”l) Co (GeV”Z) ny ng Ty (MeV)

s95p  0.2660  2.403 x 1073 —2.809 x 10~7 6.073 x 1072 10 30 183.8
595n 0.2654 6.563 x 1073  —4.370 x 10™® 5.774x107% 8 9 171.8
s90f  0.2495 1.355 x 1072 —3.237 x 1073 1439 x 10~ 5 18 170.0

Na tabela 3.2, os rétulos “s95” e “s90” referem-se a fracdo da densidade de entropia de
W oM

um gas ideal a T' = 800 MeV (95% e 90%, respectivamente) ao passo que os rotulos “p”, “n

e “f” referem-se a um tratamento especifico do pico do traco andémalo ou seu correspondente

para o HRG. Ou seja, “n” representa um ajuste sem restrigoes: a utilizagdo dos dados para

2Este procedimento ¢ conhecido como Método Integral [58].
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T > 250 MeV e Tj como um parametro livre no ajuste. “p” significa ter um ponto adicional
nos dados de 5,7+ 0,15 em T = 206 MeV para limitar o pico, e “ f” representa um valor fixo
To = 170 MeV no ajuste. O procedimento mais detalhado de realizar o ajuste para os dados
na rede, combinando com o modelo HRG pode ser encontrado em [57, [58].

O modelo HRG ¢é simples e tem apenas alguns parametros livres. Apesar disso, é bem
sucedido em descrever as propriedades em massa de multiplicidades de hadrons médios em
colisoes de alta energia. O modelo leva em conta as interacoes atrativas entre hadrons atraveés
da presenca de ressonéncias, mas ignora as interagoes repulsivas. As interac¢oes repulsivas sio,
no entanto, necessarias para capturar os aspectos qualitativos basicos de interacoes fortes, por
exemplo, a transigdo de fase entre o gis de hadrons de ressonincia e o plasma de quarks-
glions. Além disso, as interagoes repulsivas modificam fortemente as propriedades do HRG
[6I]. A forma mais comum de incluir interac¢oes repulsivas no modelo de HRG ¢é correcao de
volume-excluido tipo VDW descrita na se¢ao anterior.

Na regiao de baixa temperatura, ' < 180 MeV, a fungao (3.57) pode ser parametrizada,
utilizando-se o modelo de HRG quimicamente equilibrado com ressonédncias de até 2 GeV
(massa), como

e —3P

— =T+ aoT?® 4 azT* 4 a4 T'Y, (3.61)

onde a; = 4.654 GeV™!, ay = —879 GeV 3, a3 = 8081 GeV~* e ay = —7039000 GeV~10,
num intervalo de temperatura 70 <7T' < 190 MeV.

Na figura 3.2, temos os resultados da QCD na rede comparados com o trago andmalo,
usando as parametrizacoes dadas por e . O grafico mostra trés parametrizacoes:
s95p (linha cheia), s95n (linha pontilhada), e s90f (linha tracejada). Todas as parametrizagoes
descrevem os resultados da rede para T' > 250 MeV. Na regiao de baixa temperatura, T' < 170
MeV, estas ficam significativamente superiores aos resultados da rede. E, na regido do pico
as parametrizacoes do traco anémalo estao abaixo dos dados da rede. Em geral, os fits nao
reproduzem os dados da rede na regidgo de pico (190 MeV < T < 250MeV). Isso vem da
restricdo imposta sobre a densidade de entropia em 7' = 800 MeV [57]. Por outro lado, a
altura do pico do traco andmalo pode ser afetada por efeitos de discretizagdo. Isto pode ser
visto como resultado da diferenga entre as extensées temporais N, = 6 e N, = 8. Assumindo
que os efeitos da discretizagdo na altura do pico sdo proporcionais a 1/N2 estimou-se o valor
do trago anomalo em 7' = 206 MeV como sendo 5.7 + 0.15. Esse valor foi usado nos fits como
um ponto adicional dos dados na rede [60].
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Figura 3.2: Comparagdo dos dados da QCD na rede com extensdo temporal N, =6 e N, = 8
e o trago, TH,(T)/T*, usando as parametrizagoes e . As linhas cheia, pontilhada e
tracejada correspondem as parametrizacoes usando s95p, s95n e s90 f respectivamente. Retirada
da referéncia [58].

Usando (3.58), a EoS da QCD pode ser obtido a partir destas parametrizagoes, (3.60) e
(3.61), integrando sobre a temperatura

T
Pﬁ) ~ P%L) _ /TL ar' < ;,Z;’P, (3.62)
no intervalo 70 < T' < 190 MeV, temos a fase hadronica
T
pP(T)=T" [0.1661 + /TL dT" (a1 + a2T"” + asT"™ + a4T/9)} : (3.63)
onde T, = 70MeV e P(T})/T* = 0.1661.
E, no intervalo 184 < T < 800 MeV, temos a fase do plasma,
P R 1 2
Poep(T) = Py(Ty) + T /TH dr <T3 + 5 + Tnitl + Tn2+l> ) (3.64)

onde T}, = 184 MeV e os parametros dg, du, c1, c2,n1,n2 foram usados com os valores de s95p.

As FoS obtidas por meio da integracao sobre a temperatura, usando as parametriza-
coes e , sao mostrados na figura 3.3 [grafico a esquerdal. A diferenga mais evidente
entre as diferentes parametrizacoes é o comportamento a temperaturas elevadas. Isto acontece,
devido as diferentes restricoes da densidade de entropia & T" = 800 MeV que, naturalmente, se
manifestam também na densidade de energia e na pressao. Por outro lado, as diferentes alturas



3.6. Equacao de Estado da QCD 79

do pico do traco anémalo causam apenas uma pequena diferenca na pressao e na densidade
de energia em torno de T' = 200 MeV [grafico a direita]. Essa diferenca se manifesta de forma
mais clara na velocidade do somﬁ — veja as linhas paralelas verticais no grafico em torno de
T = 200 MeV — onde uma mudanca de temperatura causa rapidas mudancas na velocidade do
som de HRG para a QCD na rede, sendo que nessa iltima a parametrizacdo s95p apresenta
mudancas muito mais rapidas do que as outras duas.

16 ' - ‘ ‘ 0.35
cs
12 | 03 |  s95pvi —— -
s95n-vi - - - -
SOOF-VT oo
HRG --- - 4
8 0.25 | S
$95n-v1 - - - - Pt
Sgof- 1 e i L
4 v | 0.2 L
0 / T [MeV] 0.15 | ' T [MeV] |
150 300 450 600 750 150 300 450 600 750

Figura 3.3: EoS da QCD na rede usando as parametrizaces (3.60) e (3.61). No grafico da
esquerda a pressao e densidade de energia e no da direita a velocidade do som, ambos em funcao
da temperatura. Retirada da referéncia [58].

Na figura 3.4, no grafico da esquerda, temos a comparagdo entre a EoS da QCD e a EoS
com transicdo de fase de 1% ordem, até uma densidade de energia de 16 GeV /fm3. No grafico
da direita, temos o detalhe da transi¢cdo de fase para temperaturas na regido de confinamento.
Como esperado a EoS da QCD-s95p concorda com a FoS 15T nessa regiao.

Na figura 3.5 mostramos novamente o detalhe da transicdo de fase, onde a densidade de
energia foi dividida pela temperatura elevada a quarta poténcia, a fim de possibilitar uma
melhor comparacao entre as EoS QCD-s95p e 1ST. As duas EoS crescem rapidamente até a
temperatura critica T, (ou seja, elas sdo idénticas na fase hadronica). No grafico fica claro que
na regiao de transicao de fase, hi uma mudanca abrupta da EoS 1ST entre as fases de plasma
e hadroénica (caracteristica de uma transicao de 12 ordem) enquanto que para EoS QCD-s95p
temos uma mudanga suave tipo crossover (caracteristica de uma transi¢ao de 22 ordem), onde
as propriedades do fluido variam continuamente.

13A propagacio de pequenas perturbacdes num fluido sio chamadas de ondas de som (ver segao B.3 do
apéndice B).
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Figura 3.4: Comparacdo entre as EoS QCD-s95p e 1ST, com temperatura critica 160 MeV. A
esquerda o comportamento das EoS até uma densidade de energia de 16 GeV/fm®. A direita é

mostrado em destaque a regido de transicao de fase.
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Figura 3.5: Comparagéo entre as EoS QCD-s95p e 1ST. A quantidade £(7")/T* ¢ adimensional.
Neste grafico fica claro a mudanga abrupta da EoS 1ST na regido de transicdo de fase.
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No capitulo anterior obtivemos as equagdes de movimento da hidrodindmica relativistica
e uma estimativa para a densidade de energia inicial. Agora, com as equagbes de estado
descritas neste capitulo, podemos calcular as distribuicoes de momenta de pions em funcio
de p,. usando aquelas equacoes e condicao inicial. Usaremos essas distribuigoes de pions para
realizarmos ajustes na temperatura de freeze-out do nosso modelo.
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Capitulo 4

Interferometria HBT

"Acredito que o objetivo da nossa vida seja a busca da felicidade.
Isto estd claro. Quer se acredite em religido ou ndo, quer se acredite
nesta religido ou naquela, todos nds buscamos algo melhor na vida.
Portanto, acho que a motivagdo da nossa vida € a felicidade.”

Dalai Lama

4.1 Breve Historico

Em 1932 o norte-americano Karl G. Jansky fez observacoes que indicavam que o ruido
de fundo que afetava comunicagoes em ondas curta{-] vinha de algum ponto fixo no espago,
a saber, regidao mais densa da Via Lactea. FEntao, em 1938 G. Reber constr6éi o primeiro
radiotelescopio direcional de grande porteE], que operando no comprimento de onda de 6,5m
confirma as observacoes de Jansky. Porém, seu trabalho perdeu continuidade com a IT Guerra
Mundial.

A tecnologia de radarﬂ desenvolvida durante a guerra, abriu um novo campo de pesquisa no
periodo do pos-guerra, a radioastronomia, que logo levou & descoberta de brilhantes “estrelas
de radio” no céu. Entretanto, ndo se tinha ideia de quao grande eram essas fontes — por
exemplo, Cassiopeia A e Cygnus A — e o problema imediato foi como medir seus tamanhos
[9]-

A técnica padrao utilizada até entfo, era a interferometria de amplitude ou de Michaelson,
na qual se comparam as amplitudes da luz (fonte medida) em dois pontos separados — por
exemplo, convergindo os dois sinais usando uma lente produz-se um padrao de difragdo em
funcdo da separacao dos pontos — e a partir da estrutura do padrdo de difracao pode-se
determinar o tamanho angular da fonte. Usando esta técnica Michaelson mediu o didmetro
angular do sistema de luas de Jupiter em 1891 e K. Schwarzschild mediu, pela primeira vez,

!Comprimento de onda na ordem dos 15m.

2A antena tinha 9m de diametro.

3Nos radares pulsos de radiagio sio emitidos, refletem e sio detectados. Em radioastronomia os sinais
emitidos pelos corpos celestes sao detectados.
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o didmetro angular de estrelas binarias em 1895. No entanto, havia um problema no uso da
interferometria de amplitude. Para fontes de tamanho angular grande, era necessario apenas
uma pequena separagao dos dois detectores. Ja para fontes pequenas era necessirio separar
os telescopios por distancias enormes, por exemplo, em lados opostos do Atlantico.

O problema foi resolvido em 1949, no observatorio Jodrell Bank (EUA), pelo radioas-
tréonomo Robert Hanbury Brown. Sua formulacao basica foi: “se a radiagdo recebida em dois
lugares € mutuamente coerente, entdo a flutuacao na intensidade dos sinais recebidos naqueles
dois locais estd também correlacionada” [62]. Para trabalhar na andlise matematica das cor-
relacoes de intensidade Hanbury trouxe para seu grupo Richard Q. Twiss e, em 1950 usando
dois radio telescopios operando no comprimento de onda de 2,4m, Hanbury-Brown e Twiss
demonstram a técnica da interferometria de intensidade medindo o didmetro do sol. Seis anos
depois, analisaram as fontes de ondas de radio nas galaxias Cassiopeia A ¢ Cygnus A [63] e
mediram do didmetro angular de Sirius [64].

Embora demonstrada teérica e experimentalmente nao era 6bvio que a interferometria de
intensidade também pudesse ser aplicada a luz, uma vez que, naquela época, as ondas de
radio eram comumente entendidas como campos classicos. Entao, Hanbury-Brown e Twiss
realizaram uma experiéncia 6ptica na qual a imagem de um arco de merctrio de alta pressao —
lampada de vapor de mercurio — foi concentrada através de um sistema de filtros formando um
feixe de luz concentrado, sendo em seguida, separado por um espelho semi-prateado em dois
novos feixes e detectados por fotomultiplicadores [7]. Ao medirem a intensidade das correlacoes
entre os dois feixes separados, eles essencialmente compararam as intensidades de dois pontos
diferentes do feixe nao separado, e através da variacdo do comprimento do caminho relativo
entre o espelho e os fotomultiplicadores, podiam variar o tempo de separacao, 7, dos pontos.
Em resumo, eles descobriram que para 7 muito grande nado existem correlagdes de intensidade,
e que as correlagoes aumentam com a diminuicao 7. Esta experiéncia[ﬂ foi a demonstracao
crucial de que os foétons de um feixe térmico, aparentemente nao correlacionados, tendem a
ser detectados em pares [9].

4.2 Interferometria HBT na Fisica Nuclear

Embora a nova técnica de interferometria desenvolvida, por Hanbury-Brown e Twiss, tenha
tido o proposito de determinar as dimensdes de objetos astrofisicos, essa ideia foi usada na
Fisica Nuclear para o estudar a estrutura espacotemporal da regido de interagdo em colisoes
nucleares [65, [66].

A interferometria foi usada experimentalmente pela primeira vez por Goldhaber, Gold-
haber, Lee e Pais para determinar o tamanho da regiao de produgdo do pion em colisoes pp
[67]. Eles observaram que pares de pions de mesma carga apresentam uma probabilidade maior
de serem emitidos em angulos pequenos que pares de pions de cargas opostas. Este efeito foi
associado & extensdo da fonte de pions [35].

1A experiéncia mostra que sem davida os fotons em dois feixes de luz coerentes sdo correlacionados, e que
essa correlagao é preservada no processo de emissao fotoelétrica. Além disso, os resultados quantitativos estao
de acordo com aqueles previstos pela teoria eletromagnética classica e o principio de correspondéncia [7].
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Tendo em vista que o produto mais abundante nas colisdes de ions pesados sdo os pions é
natural utilizarmos a correlacio de pions para o estudo da geometria da fonte no freeze-out,
e com isto, obtermos as caracteristicas espagotemporais da fonte emissora. Neste trabalho,
vamos nos concentrar no estudo da correlacao de pions. Essa correlagao, também é conhecida
como interferometria de pions.

4.3 Correlacao de Momenta de Pions

4.3.1 Funcao de Correlagao de Particulas Idénticas

Para compreender a origem desta correlagdo é necessario uma descri¢ao do estado dos pions
desde a sua origem — instante de sua producao na fonte emissora — até sua deteccao, incluindo
sua propagacao a partir dos pontos da fonte [48] [68]. Como a correlagdo de momentum de duas
particulas envolve a deteccao de particulas idénticas é necessario levar em conta a simetria da
funcdo de onda.

Inicialmente, vamos considerar uma fonte extensa na qual um tdnico pion de momentum
p= (po,p) é emitid no ponto z=(t, ) e detectado no ponto 2’ = (¢', ') — posi¢ao do detector.
A trajetoria classica para um pion se propagar de x para 2’ é dada pela relacao aproximada

r —x=~ (p/po) (t/ft), (4.1)

onde p/p° = dx’/dt' é a velocidade do pion. Lembremos que na fonte existem muitos outros
pontos, x, que satisfazem essa relacao.

A amplitude de probabilidade quéntica, para um pion sair de um ponto x e chegar em um
ponto x’, pode ser obtida usando-se o método da integral de caminho de Feynman, dada pela
soma do fator de fase (") sobre todos os n caminhos de z até 2’

) (p: T — :c') :ZeiS(”)7 (4.2)

n

onde S(n) é a acdo da particula, cujo o valor depende do caminho n no espagotempo.

A contribuicio dominante para a soma sobre 0s n caminhos vem da trajetoria classica .
As outras contribuicoes provenientes de caminhos diferentes desta tltima variam muito, mas
com sinais opostos, e se cancelam quando realizamos a soma em (4.2). Portanto, é razoavel
aproximar a amplitude de probabilidade quéantica, por um Gnico termo que descreve as agoes
dos pions com momentum p ao longo da trajetoria classica de = para 2’ [48]. Com isto, a
amplitude de probabilidadeﬂ Y(p: x — '), pode ser aproximada por

Y(p: & — 2') m eSalpema) (4.3)

®As medidas de p e = nio tém precisiao suficiente para determinar o ponto de origem do pion na fonte.
Sabe-se apenas que ele é emitido da fonte.

5Considerando que a magnitude da amplitude de probabilidade seja unitaria e que nao ha perdas por
atenuagao ou absorgao.
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onde a agdo ¢ dada por Sy(p: z — 2') = ftt/L dt. A lagrangiana do sistema é dada por
L = —m+v/1 — v2. Expandindo L em poténcias de v e desprezando os termos de ordens mais
altas, temos L =~ %mv2 —m [68]. Portanto, a integral da acdo para uma particula que sai de
um ponto x e chega em um ponto z’, ao longo da trajetoria classica ¢ dada por

Sulp: x —2') = [;m (Cflzg)Q —m] (' —t)

dx'\* 1 (dx'\*
=m (dt/) (t'—1t) - [2m <dt,> +m| (' —1t). (4.4)
Usando (4.1]) para reescrever o primeiro termo de (4.4)), temos
dz'\* dx' dx’
— ) (' =t)=m— — (' -t
() W= =m0
dr' (@' —x)
=p (¢ —x). (4.5)
Como o segundo termo de (4.4)) &
1 daz'\*
obtemos, destas duas ultimas
Sa(p: x — x’) ~ _po (t' — t) +p- (:I:/ — :L')
=p-(z—2). (4.7)

Com isto, a amplitude de probabilidade, (4.3}, para um pion de momentum p, emitido a
partir de um ponto z da fonte e detectado num ponto z’, é dada, aproximadamente, por

Y(p: x — 2') m P @), (4.8)

A amplitude de probabilidade total, ¥ (p: 3, — '), serd a soma das amplitudes de pro-
babilidades (4.8)) de todos os pontos da fonte

U(p:y, »a)= ZA(p,:U)ei‘i’(I)@ZJ(p: r—a')

— Z A(p, z)e'®@) i (@=a), (4.9)

onde as quantidades A(p, ) e ¢(x) sdo respectivamente a magnitude e a fase — da amplitude
de probabilidade — que caracterizam a producdo do pion de momentum p, emitido a partir de
um ponto = do espago, na regiao de colisao. Cabe ressaltar que a fase ¢(x) esta relacionada
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com a producdo do pion enquanto que a fase ip - (z — ) esta relacionada com a propagacao
do pion.

A distribuicao de momentum ou densidade de probabilidade, P(p), de um pion de mo-
mentum p, produzido a partir de um ponto x da fonte e detectado num ponto z’ é dada pelo
moédulo quadrado da amplitude de probabilidade total

Pp) =¥ (p: 2, —» )|
2

= ZA(p,:L‘)ew(x)eip'(”_x,) . (4.10)

Expandindo o lado direito de (4.10]) em termos independentes de ¢(z) e termos contendo ¢(z)
obtemos

Pp) =Y A%(p,x) + Y Alp, x)Ap,y)e'?Pe Wi o=y), (4.11)
Eg x7y
zAY

O segundo termo do lado direito de (4.11)) ndo contribui em razdo dos termos de fase serem
aleatorios e se cancelarem na soma, com isto, temos

Plp) = A(p,x). (4.12)

Especificando uma densidade de pontos de emissao, o(z), podemos substituir o somatoério por
uma integral, > — [ dzp(x), e integrarmos sobre todos os pontos x da fonte

P(p) = [ dao(w)4%(p.2). (4.13)

A equacao (.13 pode ser comparada com a propriedade da fungao de distribuigao do
espago de fase, S(p, x), integrada sobre as coordenadas x, dada por

P(p) = /d:ﬁS(p,:U), (4.14)

que é o analogo cléssico da funcao de Wignerﬂ [48,69] [70]. Comparando (4.13)) e (4.14)) obtemos
a relagdo entre a funcdo distribuicdo, S(p, z), e a magnitude da producao, A(p,x), de pions

S(z,p) = A%(p, x)o(x). (4.15)

Podemos ainda escrever a magnitude de produgao A(p, x) em termos da funcao da distribuigao
S(z,p) do espago de fase, como

A(p,z) = (4.16)

Ao integrarmos a funcio de Wigner em uma das variaveis do espago de fase, recuperamos a densidade de
probabilidade [71}, [72].
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Agora, vamos considerar o caso de detecgdo de dois pions idénticos na fonte extensa. Na
figura 4.1, (linhas continuas) temos a representagao de um pion de momentum py, emitido de
z1 e detectado em x| e outro pion, idéntico ao primeiro, de momentum po, emitido de xy e
detectado em z,. A amplitude de probabilidade, neste caso, é dada por

Y(pr: a1 — 2h)p(pa: wy — ah) m P (TT) gl (27w (4.17)

detectores

Figura 4.1: Representagio simplificada de uma fonte extensa de pions, onde um pion de mo-
mentum pp, emitido de z; e detectado em 2 e outro pion idéntico ao primeiro, de momentum
po2, emitido de z5 e detectado em z. Uma vez que os pions sdo indistinguiveis, existem duas
combinagOes possiveis para esta observacao, ilustrada por duas linhas continuas e duas linhas
hachuradas.

A amplitude de probabilidade para detecgdo de um pion com momentum p; em x e outro
pion idéntico com momentum py em x4 é dada por

Uio(pipo: Tz — 2)25) = A(p, :c1)em(m)ei”l'(zlfxll)A(pg, asg)em(“)eip?'(”*‘”é). (4.18)

Em razao da indistinguibilidade dos pions, podemos ter o caso onde um pion de momentum
p1 € emitido de z9 é detectado em 2 e outro pion, idéntico ao primeiro, de momentum py é
emitido de z; e é detectado em xf, figura 4.1 (linhas hachuradas). Neste casos, a amplitude
de probabilidade é dada por

Uoy (pipa: wox1 — x)25) = A(py, xg)eid’(”)eipl'(“_III)A(pQ, xl)ei‘z’(“)eim'(ml_l’é). (4.19)
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Como os pions obedecem a estatistica de Bose-Einstein, a amplitude de probabilidade deve
ser simétrica com respeito a troca dos indices

U(p1pa: miwo — 2h2h) = U(p1pa: xowy — 2y2h). (4.20)

Note que os tnicos indices que distinguem os dois pfons idénticos sdo os das coordenadas = e
xo da fonte. A amplitude de probabilidade que satisfaz essa simetria é a soma das amplitudes

de probabilidades (4.18)) e (4.19), dada por

1 1
U(pipa: x122 — Thah) = E‘I’m(plpzi 1Ty — T)Th) + ﬁ%l (p1p2: 2x1 — x)Th)
= @@ G (ppy: wyay — 2 2h), (4.21)

onde ®(p1p2: x1ze — xjxh) ¢ a parte da amplitude de probabilidade que ndo depende de
¢(x;), definida por

1 ; AN /
O (p1pa: T119 — T)7h) = ﬁ { A(pl,:rl)A(pz,xg)e’pl‘(“”l_xl)e”’?(@—xz)
+ A(pr, w2) A(pg, x1)er (727 fp2 (11 70) } : (4.22)

A priori, os dois pions poderiam ter sido produzidos em quaisquer outros dois pontos na
fonte. Para levarmos isto em consideracao é preciso somar, sobre todas as combinacgoes pos-
siveis de produgado de pares de pions a partir de dois pontos quaisquer na fonte. Com isto, a
amplitude de probabilidade total para dois pions idénticos, com momenta p, e ps, produzi-
dos a partir de dois pontos quaisquer na fonte, e detectados em seus respectivos detectores,
localizados em 2 e 24, é dada por

U(p1p2: S{mize} — 2)2h) = Z @ E)B(p1po s mywg — x2h). (4.23)

T1,22

E a distribuigao de momentum ou distribui¢ao de probabilidade, Pa(p1, p2), ¢ dada pelo modulo
quadrado da amplitude de probabilidade total (4.23])

1
Pa(p1,p2) = o1 |W(p1p2: Y{z132} — xabh)| 2. (4.24)

Os resultados das equagoes acima sao bastante gerais, e podem ser aplicados, por exemplo,
para o estudo de correlagdes de momentum de dois pions, tanto para fontes cadticas quanto
para fontes coerentes. Neste trabalho, vamos aplicar estes resultados para estudarmos a cor-
relacio de momentum de uma fonte caotica] Uma fonte caotica é descrita como uma fonte
cuja fase ¢(z) é uma funcao aleatoria de x. Fazendo uso dessa aleatoriedade das fases ¢(x),
vamos substituir em e em seguida separar em termos independentes de ¢(z) e
termos contendo ¢(z) para obtermos

8Dependendo das propriedades das fases ¢(z) associada com os pontos na origem da emissio dos pions,
a fonte estendida pode ser: coerente, cadtica ou parcialmente cadtica. A fungdo de correlagdo de dois pions
idénticos é dependente do grau de coeréncia da fonte [48].
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1

Pa(p1,p2) = B Z {‘I)*(p1p21 Y1y — )

T1,T2

!
= P(P1p2: T1T2 — 272)

Y2 =2

+ @*(plpzi Y1y — xlﬂ‘é) v=a®(P1p2: T172 — $/155/2)}

Yyi1=z2

1 )

- i[p(z1)+d(z2)—P(y1)—d(y2)]
+ 5 Z { e

T1,Y1,T2,Y2

{z1,z2} # {y1, 92}

* /) ! !
x ® (plpg: Y1Yy2 — acla:Q)(I)(ppo: T1T9 — :cle)}. (4.25)
Note que os dois termos da primeira somatéria sao iguais, em razao da simetria dos indices. J4
a contribui¢do da segunda somatdria é nula, em razao da existéncia de um grande ntimero de

termos de mesma magnitude, porém com fases aleatorias, que por sua vez, acabam cancelando
uns aos outros. Com isto, a equagao (4.25)) torna-se

Po(p1, p2) = Z ‘Cb(plpg DX — x&xé)‘ 2, (4.26)

1,72

Especificando uma densidade o(z) por unidade de volume, no ponto = da fonte, podemos
fazer >, ., — [ o(z1)o(x2) e escrever 1) como uma integral dupla

Pa(p1,p2) = // dridra0(z1)0(r2) |‘I’(p1p2 XX — 36/195,2)} 2. (4.27)

Expandindo o termo ®(pip2 : z122 — 2 xh)

Pa(p1,p2) —/diL‘lQ(UCl)AQ(pl,xl)/d$29($2)A2(p2,062)

+/dxl@(fl)A(Pl,$1)A(p2,x1)ei(p1—1’2)'$1

></dmgg(xg)A(pg,xg)A(pl,xg)ei(pQpl)'“, (4.28)
e, usando (4.13) obtemos
A 2
Pa(p1,p2) = P(p1)P(p2) + ‘/dx e PP o () A(py, ) A(pa2, )| (4.29)

Agora, vamos introduzir uma funcao de densidade efetiva, geg(x: p1p2), definida como

o(x)A(p1, x) A(p2, x) '
P(p1)P(p2)

Ocff (T P1p2) = (4.30)
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2
) . (4.31)

A equacao (4.30)), pode ser escrita em termos da densidade de probabilidade (4.13)) e da
funcao distribuicao (4.15)), como

e reescrever (4.29)) usando essa densidade

Pa2(p1,p2) = P(p1)P(p2) (1 + ‘/d:v PP g (2 pipa)

Peff(x:plm):\/ VS p)Sr.p2) . (4.32)

[ dzS(x,p1) [dzS(z,ps2)

A transformada de Fourier da geg(x: p1p2) é definida por

Oeff(q: P1p2) = /dm "I oo (T2 p1p2), (4.33)

onde ¢ = (¢°, q) é o momentum relativo definido como

q=p1—p2- (4.34)

Reescrevendo a densidade de probabilidade, P2(p1, p2), em termos da transformada de Fourier
da densidade efetiva, (4.33)), obtemos

Pa(pr,p2) = P(o)P(p2) (1+ laen(a: pip2) ). (4.35)

A funcao de correlagao, Co(p1, p2), é definida como a razdo entre a probabilidade, Pa(p1, p2),
de detectarmos duas particulas com momenta p; e pe simultaneamente e o produto das pro-
babilidades, P(p1)P(p2), de observarmos as particulas com momenta p; e py separadamente

Pa(p1,p2)
C , = 4.36
ou ainda,
Co(p1,p2) = 1 + |oest(q: pip2)]>. (4.37)

Agora, vamos definir o momentum médio do par de particulas de momenta p; e pa2 como

1
K = 5(291 + p2), (4.38)

e fazer uma expansao de S(x,p;) com respeito a S(z, K)

dS(z,p) ¢" 1 9°S(x,p) ¢"q
_ o) o 98(.p) ¢ 1 4.
S(@,p1) = (e, K) + =5 2 5 apop ke A + (4.39)
dS(z,p)| ¢ 1 9*S(x,p)|  ¢'¢
_ ) 95(.p) ¢ 1 . 4.4
S(z,p2) = S(z, K) |,y 2 T3 oprop” |,k 4 ' .
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Podemos escrever o produto, S(z,p1)S(x,p2) da seguinte forma

V' S(x,p1)S(x,p2) = Sz, K) + O(¢"q"). (4.41)

Desprezando os termos de segunda ordem em ¢*, (4.41), a densidade efetiva, gef(x: pip2),
definida (4.32)) torna-se

S(z, K)
\/f dzS(z,p1) [ dxS(z,ps2)

ocft (T: p1p2) = (4.42)

Com as equagoes (4.33) e (4.42)), encontramos a partir de (4.37) a fungéo de correlagio em
termos dos momenta q e K

deeiq'xS(az,K)‘Q
[ dzS(z, K + %q)fde(x,K— %q)

Colq, K) =1+ (4.43)

4.4 Parametrizacao da Funcao de Correlacao

4.4.1 Sistema de Coordenadas QOut-Side-Long

Para o calculo da funcao de correlacao vamos usar o sistema de coordenadas out-side-long,
figura 4.2, proposto por G. Bertsch e S. Pratt [73] [74]. Nesse sistema a direcdo out ¢ orientada
paralela a componente transversal do momentum médio K, a direcao long é orientada paralela
ao eixo do feixe e a direcao side é orientada perpendicular a estas duas ultimas. Para definirmos

¢ ="long"

Figura 4.2: Sistema out-side-long. A diregdo out é orientada paralela a componente transversal do
momentum médio, a direcao long é orientada paralela ao eixo do feixe e a direcao side é orientada
perpendicular a estas duas ultimas. Adaptacdo da referéncia [69].

os eixos out, side e long vamos considerar duas particulas com momenta p, e p,, cujos momenta
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médio K e relativo q sdo dados respectivamente por

1
K =5(p1+po) (4.44)
q=p; — P (4.45)
E, as relacdes inversas sao dadas por
p =K+ g (4.46)
py=K — g. (4.47)

Agora, vamos definir os seguintes vetores unitarios: &,, s € &y nas suas respectivas di-
recoes out (0), side (s) e long (¢)

. K
Gy = &g X &o (4.48b)
&y = &, (4.48¢)
onde K, ¢ o momentum médio transversal definido como
K, = K, + K,3. (4.49)
Reescrendo (4.48)) em termos das componentes do momentum médio transversal
. Ky | Ky,
Ty = K—jm + K—iy (4.50a)
. Ky . . g moooon Keoo oo Ky oo Ky o Ky
Ts=— (@ x2)+ —(Tyxy)=——2xx)+ == (2xy)=—y——a (4.50b)
’ KT T T KT KT KT
4y — 5., (4.50c)

cuja as relagoes inversas sao

. Ky

& - &, Tws (4.51a)
. K, K,

Y= —i T, + —j T (4.51b)

z = xy. (4.51c)
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O momentum relativo g nessa nova base € escrito como

q= Qxi:+ng+QZ2

K, K,. K,. K. )
=Gz Emo_zws + gy Kfa:o—{—K—a:s + Q.

T T

K, +q,K,\ . K, —q.K,\ . R
_ <qgc xKTQy y) &, + <Qy ocKTQm y) &0+ Qe
q. - K.l . K x . .
=[P o [T o
= QOio + QSZ%S + QEib (4'52>
onde definimos
q, - KT Ky + QyKy
Go = = (4.53a)
? KT KT
(K xq), qK:—qK,

— — 4.53b
qs KT KT ( )
qe = 4z- (4.53C)

O momentum médio K nessa nova base é escrito como
K=K+ Ky+ K.z
=K, z,+ K,z
= K,x, + Kixy (4.54)
onde definimos
K,=K, (4.55a)
K,=K.. (4.55D)
Por fim, os momenta p; e p, nesta nova base sao dados por
= (Kot 2)ao+ (L), + (K + L) a, (4.56a)
Py = (K - %) o+ (—%) G+ (Kg - %) G, (4.56D)

Para particulas idénticas, pions por exemplo, o produto dos momenta médio K e relativo q
fornece

K" =K’ —q- K (4.57a)
1
D) (m?r - mi)

=0, (4.57b)
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onde

q = Ep, — Ep, = \/er —i—p% - \/m721' + p% (4.58a)

1
KO = 2 (Byy + By) = \/m2 + 5} +/m2 + 3 (4.58)

Definindo 3 = K/K" e substituindo em (4.57)), para o caso de particulas com massas iguais,
temos
0

K
gh'=¢q"—-qg B — ¢ =q 8, (4.59)

KO
onde (8 ¢é a velocidade do par de particulas. Dessa condicao, temos que apenas trés das quatro
componentes do momentum relativo sdo independentes, o que reduz em uma dimensao a funcao

de correlacao quando comparada com a dimensao da estrutura do espacotempo.

4.4.2 Funcao de Emissao

A funcdo de emissao S(x, K) é uma distribuicdo classica do espago de fase. Em modelos
hidrodindmicos, por exemplo, esta distribuicdo do espaco de fase é tomada em um local de
equilibrio térmico, localizada na hipersuperficie de freeze-out [35 [72]. Com base na equagao
, podemos dizer que ela é uma funcao que descreve a densidade do espacgo de fase da
fonte emissora. Sua interpretacao fisica pode ser entendida como sendo o ntimero de particulas
emitidas no elemento do espaco de fase por unidade de tempo, e sua expressao é dada por

I do, KH(2')6® (2! — )
(277)3 e[K-U(ZE/)]/TfO —1 ’

onde gr € o nimero de graus de liberdade do pion e K, u, T, e do sao, respectivamente, o
momentum médio, a 4-velocidade do fluido, a temperatura de freeze-out, e 0 4-vetor normal
a um elemento infinitesimal da hipersuperficie freeze-out.

S(z, K) = (4.60)

A integracao da funcao de emissdo sobre o espacotempo, produz uma distribuicao de
momentum invariante, dada por

dNy Jn do, K"
= | d K) = K ) 4.61
i, = | e = | (+61)

Note que no lado direito da igualdade (4.61)) é possivel identificar a formula de Cooper-Frye,
ver secao 2.3. Usando o modelo hidrodinamico descrito no capitulo 2, podemos escrever os
produtos do momentum médio K* com o 4-vetor do, e com a velocidade u,, da seguinte forma

d
do, K" = —pMT cosh (y, — k) dCdpdr + TpaTzKT cos (0, — ¢) dCdpdr (4.62a)

u, K" = (M, cosh (y,, —K)coshY, — K cos (0, —¢)sinhY, ). (4.62b)
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Esses produtos (4.62) foram obtidos de modo anélogo aos produtos (2.51) da secdo 2.4.1.

. ~ 2 2 ~
Porém, para este caso temos que M, =~ \/mz + K & a massa transversal, e y,, 0, sao
respectivamente a rapidez e o dngulo associados ao momentum médio K. Com isto, a equacao

(4.61) pode escrita como

/d 5@, K) = O /[—Tpfil'gMT cosh (y, — k) + TpdCK cos (0, )} d(dydk
TOo(T .
(27‘(‘) 6[(]V[Tcosh(yK—ﬁ)cosh YT—KTCOS(GK—go)smh YT)]/ o F 1

(4.63)

Vamos agora, obter a fun¢do de correlagdo (4.43) de forma mais compacta. Para isto,
vamos usar a transformada de Fourier da func¢ao de emissao (4.61)), definida por

S(q,K) = /d:eeiq'xS(x,K). (4.64a)
Podemos ainda, reescrever essa transformada da seguinte forma
S(g,K)=R(q,K) +1(q,K) (4.64b)
onde
R(q,K) = /d:c S(z, K)cos(q-x) (4.65a)
(g, K) =i / dz S(z, K)sin (q - z). (4.65b)

Entéo, com ({.65]) podemos reescrever a funcao de correlagao (4.43) a partir de (4.64) como

2

R(g,K)|* |I(q, K
Ca(q. K) =1+ ‘ (9. K) |~(‘5”) (4.66)
5(0,K) S(0, K)
As integrais da funcdo de correlagio, (4.66)), para pions, sdo dadas por
R —TpdCM cosh(y, —k)cos(q-z) d(dydk
Ce )_ // [(M. cosh(yy —k) cosh Y, —K ;. cos(0,, —¢) sinh Y. )| /T,
AP e COS yK K | COS. COSs sin fo — 1
+oo 27 1
TpdCK cos(6, —p)cos(q-x) d¢dpdr
+ / // (4.67a)
S e[(MT cosh( )coshYT—KT Cos(&K— )sth )]/ fo — 1
+oo 27 1 .
. K) = gr / // —TpdCM cosh(y, —k)isin(q-x) dCdydk
7 (27r)3 ) e[(M cosh(yK—n) cosh Y, —K . cos(@K—ga) sinhYT)]/TfO
400 27 1 ..
/ // TpdTK cos(0, —p)isin(q-x) d¢dpdk (4.67h)
+ - .
, 6[(MT COSh(yK—Ii) cosh Y, — K, COS(GK—Lp) sinh YT)]/Tfo
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+oo2m 1 TpdCM cosh(y, —k) + TprZKT cos(0, —¢) | d(dpdr

M cosh nyn) coshY, —K cos(9 74,0) sinhYT)}/Tfo -1

S(0, (4.67¢)

—ooO

onde a quantidade ¢ - = nas integrais (4.67al) e (4.67b)) é dada por

q-x=qoTcoshk —q pcosy — ga psinp — g3 Tsinh Kk
= qo7 coshk — (gocosf, — gssinb,. ) pcosyp

—(gscosb, + qosinb,. ) psiny — g7 sinh k. (4.68)
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Figura 4.3: Fungoes de correlagido de Bose-Einstein para 7~. Nos graficos superior esquerdo,
superior direito e abaixo, sdo mostradas as figuras das fungoes de correlagdo nas dire¢oes
out, side e long, respectivamente. Em cada figura, a funcao de correlacao é integrado com
respeito aos outros dois componentes de 0 a 35 MeV / ¢, segundo a colaboracio STAR.
Retirada da referéncia [76].



98 Capitulo 4. Interferometria HBT

4.5 Raios HBT

A técnica de interferometria HBT nos permite extrair informacao direta sobre a estrutura
do espacotempo da fonte de emissdo particulas criadas na colisao nuclear [75]. Isto é feito
por meio da funcdo de correlacio de particulas idénticas, cuja caracteristica mais importante
é a sua largura, a qual esti associada ao tamanho espacotemporal da regidao de emissao de
particulas. Na figura 4.3, temos o grafico de uma funcao de correlacdo de pions idénticos
para uma colisao Au+Au /s, = 130 GeV. Nos graficos superior esquerdo, superior direito
e abaixo, sdo mostradas as figuras das func¢bes de correlacdo nas diregoes out, side e long,
respectivamente. Em cada gréfico, a funcao de correlacio é integrado com respeito aos outros
dois componentes de 0 a 35 MeV /¢, segundo a colaboracao STAR [76].

A largura da funcdo de correlagdo é obtida, no sistema de coordenadas out-side-long,
por meio dos chamados raios HBT. Nesse sistema os raios, Rout, fside € Riong, sao obtidos
ajustando-se a funcao de correla¢do por uma gaussiana [35, 48] [69] dada por

Cy(q, K) =1+ Xexp [-R2(K)q; — R2(K)q2 — R} (K)q; |, (4.69)

onde A\ é um parametro associado a caoticidade do sistema e R;, i = o0, s, £, s30 0s parametros
gaussianos ou raios HBT, que estdo relacionados com a regiao de emissao de particulas. Assim,
os raios HBT dao essencialmente as larguras da funcao de correlacao nas direcbes out-side-
long. Na figura 5.4, mostramos uma ilustragdo da correlagio HBT com a parametrizacao
Bertch-Pratt (ver secdo 4.4). Onde [repesentagao a esquerdal long (longitudinal) é a direcao
do eixo do feixe; out (exterior) é perpendicular ao eixo do feixe e esta voltada para a direcdo
das pariculas; e side (lateralmente) é o sentido perpendicular a ambas as direcoes long e side.
Para colisdes nao-centrais [repesentacao a direita|, os eixos principais podem ser diferentes
das dire¢bes out-side-long e os dngulos de Euler, 6, que aparecem podem ser relacionados com
os parametros R;. Nesse trabalho, como ja dissemos antes, iremos considerar apenas colisoes

%
%

Rside

Bout-long
1

Rout

Figura 4.4: Ilustracao da correlagdo HBT com a parametrizacdo Bertch-Pratt. Nas colistes
nao-centrais [repesentagdo a direita], os eixos principais podem ser diferentes das dire¢oes
out-side-long. Adaptado da referéncia [86].

centrais e correlacdo de pions idénticos.
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As simulactes dos raios HBT serdo feitas utilizando o modelo hidrodindmico apresentado
no capitulo 2 e as equagoes de estado apresentas no capitulo 3. Para resolvermos as integrais
da funcao de correlacdo , usaremos o método Monte Carlo (ver apéndice D). Os
resultados das simulacoes serdo mostrados no proximo capitulo.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

"O sentido da vida consiste em que ndo
tem nenhum sentido dizer que a vida ndo tem sentido.”
Niels Bohr

Neste capitulo, vamos apresentar os nossos resultados das distribuicoes de momenta de
pions e da interferometria HBT calculados para energia do RHIC. Nosso modelo hidrodina-
mico é baseado na prescricao de Bjorken para as colisdes de fons pesados em altas energias.
As simulagoes computacionais foram feitas utilizando-se simetria cilindrica para os calculos
da hidrodinamica, conforme descrito nas secoes 2.2 e 2.3. Para esses céalculos, levamos em
consideracao as condicOes iniciais, o critério de desacomplamento freeze-out e as equacoes de
estado. Nosso objetivo é verificar a influéncia das condicdes iniciais e das equacgoes de estado
nos raios HBT, de modo que os resultados possam nos dar uma indicacao de como reproduzir
os dados de interferometria HBT no RHIC. As condigbes iniciais (CI) usadas s@o suaves e
simétricas. Isto pode ser entendido como uma média das condicoes iniciais sobre diversos
eventos como mostram, por exemplo, as figuras 2.5 e 2.6 produzidas pelo gerador de eventos
NeXuS, para colisdes centrais de Au+ Au em 130A GeV [34]. O desacomplamento, para uma
dada temperatura freeze-out, serad feito usando a férmula Cooper-Frye, equacao , con-
forme descrito na secdo 2.3. As equacoes de estado (EoS) usadas nos célculos hidrodinamicos
sdo as equagdes descritas no capitulo 3, a saber: Gas de Pions (GPI), Transi¢do de fase 12
Ordem (1ST) e QCD. O valor usado para a densidade de energia inicial foi de 10.5 GeV /fm?,
obtido com a equacao , usando 79 = 0.3 fm. Para a temperatura de freeze-out, usamos
os valores de temperatura de 120 MeV, 130 MeV, 135 MeV e 140 MeV.

5.1 Distribuicao de Pions em Funcao de p,

5.1.1 Modelo de Bjorken sem Expansao Transversal

As distribui¢bes de pions em funcdo de p, foram calculadas usando a equacgdo (2.55)),
modelo de Bjorken sem expansao transversal e as EoS GPI, 1ST e QCD para colistes Au+ Au
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a 130 GeV, no referencial do centro de massa com centralidade (0-5%). Estimamos o raio
do ouroEI como sendo R, ~ 7 fm. Usamos as temperaturas de freeze-out de 120 MeV, 130
MeV, 135 MeV e 140 MeV. Na figura 5.1, mostramos a comparacao dos resultados obtidos
com os dados experimentais da colaboragao PHENIX [50]. As linhas pontilhada, tracejada e
hachurada sdo distribuigoes tedricas usando as EoS GPI, 18T e QCD respectivamente.
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100 [ T=120MeV w0 L T=130MeV 1
S L ] S I 1
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- 1E = - 1
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< 01 ¢ m 3 4 s b !
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F 1 0.01 E
& 0.001 F . -t <n> 1 & Form <> 1
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Figura 5.1: Distribuigdo de pions em funcdo de p,. usando o modelo de Bjorken sem expansao
transversal, para colisdes Au+Au a 130A GeV com centralidade (0-5%). As linhas pontilhada,
continua e hachurada sdo distribui¢oes tedricas usando as EoS GPI, 1ST e QCD respectivamente.
As alturas das curvas foram normalizadas. Os dados experimentais sdo da colaboragdo PHENIX
50].

Os resultados deixam claro que nenhuma das distribuigoes tedricas se aproximaram dos da-
dos experimentais. Isto ocorreu porque néo foi levado em consideragio a expansio transversal
(ver se¢ao 2.2). Embora as curvas das trés distribuicoes tedricas estejam coincidindo, existe,
na verdade, uma diferenca de altura entre elas. A razao para essa coincidéncia esta no fato
de que as trés distribuicGes possuem a mesma normalizagdo, pois estamos interessados apenas

10 raio do ouro pode ser estimado fazendo R, = roA%, onde 7o = 1,2 fm. Como o nicleo de ouro contém
N = 118 néutrons, temos A = 79 + 118 = 197 nicleons e portanto R, ~ 7 fm.
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na inclinacdo das distribuicées teéricas. Como nao estamos considerando decaimentos, nao
somos capazes de reproduzir a multiplicidade de pions.

5.1.2 Modelo de Bjorken com Expansao Transversal

Incluimos uma expansao transversal no modelo de Bjorken e calculamos as distribuicoes
de pions em funcao de p, usando a equagao com simetria cilindrica e as EoS GPI, 1ST
e QCD para as mesmas condigoes de tempertura de freeze-out, energia e centralidade do caso
anterior. Na figura 5.2, mostramos a comparacao dos nossos resultados com os dados PHENIX
[50].

Houve uma significativa melhoria na comparac¢ao dos resultados das distribuicGes teoricas
com os dados experimentais. A melhora ocorreu, principalmente, nas distribui¢des com EoS
1ST e QCD. Isto mostra que para reproduzirmos os dados experimentais é preciso levarmos
em consideracdo a expansao transversal. Por outro lado, a distribuicdo com EoS GPI, a
exemplo do caso anterior, ndo conseguiu se aproximar dos dados experimentais, indicando que
a modelagem do fluido usando somente um gas hadrénico ndo produz bons resultados, sendo
portanto necessario considerar também uma fase de plasma.

Os trabalhos [77, [78] mostram que velocidades coletivas transversais podem se desenvolver
na fase de pré-termalizacdo. Introduzimos um fluxo transversal inicial em nossas simulagoes
e, com isto, obtivemos um novo ingrediente para as condicdes iniciais, a velocidade transversal
inicial, u,, . Essa velocidade serd parametrizada como nos artigos [79%, 80]

p
Uy, = tanh <04R> , p<R,, (5.1)

A

onde p é a coordenada radial, R, é o raio inicial do fluido (que no nosso caso coincide com o
raio do nucleo) e a ¢ um parametro usado para ajustar os dados.

Introduzimos uma velocidade transversal inicial, Uy, , €I NOSSOS célculos hidrodindmicos, e
calculamos novamente as distribui¢oes de pions em funcao de p, usando o modelo de Bjorken
com expansao transversal e as EoS 15T e QCD, para as quatro temperaturas freeze-out usadas
anteriormente. Nas figuras 5.3 e 5.4, mostramos os resultados dessas distribuicoes obtidos com
os parametros a = 0.10 e a = 0.12 respectivamente, comparados com os dados PHENIX [50].
Os resultados mostram que com a introducdo dessa nova CI a inclinacdo da distribuicao de
pions melhorou. Comparando as distribui¢cbes com Uy =0, obtidas anteriormente figura
5.2, com as distribui¢des com U, # 0, figuras 5.3 e 5.4, temos que estas ultimas apresentam
melhor concordancia com os dados experimentais PHENIX [50] em todas as temperaturas de
freeze-out consideradas, tanto para EoS 1ST quanto para EoS QCD.

Na figura 5.5, a direita (esquerda), mostramos as hipersuperficies de freeze-out para as EoS
1ST e QCD com (sem) fluxo transversal inicial com velocidade transversal inicial de Uy # 0
com o = 0.1 (u, = 0). A densidade de energia inicial é de 10.5 GeV/fm3 e a temperatura
de freeze-out é de T, = 120 MeV. Na figura 5.6 temos um caso analogo, onde a T; = 130
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Figura 5.2: Distribuigao de pions em fungao de p, usando o modelo de Bjorken com expanséao
transversal, para colisbes Aut+Au a 130A GeV com centralidade (0-5%). As linhas continua,
hachurada e tracejada sdo distribuigoes teodricas usando as EoS 1ST, QCD e GPI respectivamente.
As alturas das curvas foram normalizadas.Os dados experimentais sdo da colaboragdo PHENIX
50].
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Figura 5.3: Distribuicao de pions em fungao
transversal e u, com a = 0.10, para colisdes Au+Au a 130A GeV com centralidade (0-5%). As
linhas continua e hachurada sdo distribui¢oes teodricas usando as EoS 1ST e QCD respectivamente.
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de p, usando o modelo de Bjorken com expansao

As alturas das curvas foram normalizadas. Os dados experimentais sdo da colaboracdo PHENIX

[50].
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MeV e u, # 0 com o = 0.12 (uTO = 0). As diferencas entres as hipersuperficies indicam
que a evolucao espacotemperal do fluido ocorre de maneira distinta para diferentes condicoes
iniciais.

Com a introdugdo do fluxo transversal inicial nos célculos hidrodinamicos, os resultados
obtidos com as distribui¢oes de pions em funcao de p, foram significativamente melhores. Na

proxima se¢do, vamos analisar qual serd o efeito dessa nova CI no comportamento dos raios
HBT.
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Figura 5.4: Distribuigado de pions em fung¢io de p, usando o modelo de Bjorken com expanséo
transversal e u, com a = 0.12, para colisdes Au+Au a 130A GeV com centralidade (0-5%). As
linhas continua e hachurada sao distribui¢oes tedricas usando as EoS 1ST e QCD respectivamente.
As alturas das curvas foram normalizadas. Os dados experimentais sdo da colaboragdo PHENIX
[50].

5.2 Raio HBT em Funcao de K,

No capitulo 4, discutimos as medidas dos parametros dos raios HBT e sua relacdo com o
tamanho da fonte de emissdo. Através da funcio de correlacdo, as diferentes partes da fonte
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Figura 5.5: A direita (esquerda), mostramos as hipersuperficies de freeze-out para as EoS

1ST e QCD com (sem) fluxo transversal inicial com velocidade transversal inicial de u, # 0

com a = 0.1 (u,, = 0). A densidade de energia inicial ¢ de 10.5GeV/fm® e a temperatura

de freeze-out é de T, = 120 MeV.
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Figura 5.6: A direita (esquerda), mostramos as hipersuperficies de freeze-out para as EoS

1ST e QCD com (sem) fluxo transversal inicial com velocidade transversal inicial de u,, # 0

com a = 0.12 (uy, = 0). A densidade de energia inicial ¢ de 10.5 GeV/fm3 e a temperatura

de freeze-out é de T, = 130 MeV.
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sao medidas com os momenta dos pares de pions, e com isto, obtemos a informagao sobre a sua
geometria. Na secdao anterior mostramos as distribuicoes de pions em fungao de p,, para energia
do RHIC com centralidades (0-5%). Os melhores resultados foram obtidos utilizando-se as
distribui¢oes com fluxo transversal inicial, figuras 5.3-5.4. Em nossas simulagoes utilizamos:
temperaturas Ty, = 120 MeV e Ti, = 130 MeV; velocidades transversais iniciais, Uy, , COM
a=0.10 e a = 0.12. Calcularmos os raios HBT Rout, Rside € Riong em funcao do momentum
médio transversal do par de pions, K., usando a funcao de correlagao de pions, equagao .
Os célculos hidrodinamicos foram realizados com as EoS 1ST e QCD, descritas nas secoes 3.4
e 3.5, a densidade de energia inicial, descrita na secdo 2.5, e fluxo transversal inicial, descrito
na se¢ao 5.1. Nas figuras 5.7-5.12, apresentamos a comparagdo dos nossos resultados com
os dados experimentais HBT [81], 82]. Os circulos claros (circulos escuros), nas figuras, sao
os resultados das simulagoes calculadas com a EoS 1ST (QCD) sem fluxo transversal inicial,
Uy = 0, e as cruzes claras (cruzes escuras) com fluxo transversal iniciad,uT0 # 0. Os pontos
quadrados abertos (quadrados fechados) sdo dados experimentais da colaboracao STAR [8I]
(PHENIX [82)]).

Nas figuras 5.7 e 5.8, apresentamos os resultados das simulaces dos raios HBT, obtidos
com a Tj, = 120MeV e as u, =0 (sem expansdo transversal inicial) e u, # 0 com a = 0.10
e a = 0.12 (com expansao transversal inicial). Na comparagdo com os dados experimentais
HBT [81],82] os resultados com (o # 0 mostraram-se significativamente melhores que aqueles
com Uy = 0. Notamos ainda, que os resultados com velocidade transversal inicial tendem
a se aproximarem dos dados experimentais. Isto fica mais evidente quando olhamos a razao
Rout/ Rside na qual os resultados com Uy = 0 se afastam dos dados experimentais enquanto
aqueles com (O # 0 se aproximam destes. Para o raio HBT longitudinal, Rjoyg, estes
resultados mostram que nosso modelo hidrodindmico — aproximacao de Bjorken com expansao
transversal e simetria cilindrica — oferece boa concordéncia com os dados HBT na energia do
RHIC.

Nas figuras 5.9 e 5.10, mostramos também, resultados das simulacées dos raios HBT obtidos
com a T, = 130MeV e as u, =0 ¢ u, # 0 com os mesmos valores de o do caso anterior.
Novamente, na comparagao com os dados experimentais HBT [81, 82], os resultados com
(O # 0 mostraram-se melhores que aqueles com uy = 0. No entanto, podemos observar
que a medida que incrementamos o valor de a 08 raios Rgige € Rout aproximam-se dos dados
HBT. Como Ry, sofre maior influéncia do fluxo transversal este aproxima-se de maneira
mais significativa que Rgqe. Por outro lado, o raio Ry se afasta dos dados HBT. Isto é
justificado pelo fato de usarmos a aproximacdo de Bjorken. Cabe aqui ressaltar que nao
estamos interessados em encontrar o melhor valor de ajuste do pardmetro « para velocidade
transversal inicial e sim na influéncia desta CI nos raios HBT.

Como ja mencionado, todas as nossas simulagoes foram realizadas com a densidade de
energia inicial de 10.5GeV/fm3. A fim de verificar a influéncia dessa CI nos raios HBT, re-
alizamos também simulagdes com g9 = 15.8 GeV/fm3 e gy = 8.0 GeV /fm3. Esses valores de
densidade de energia inicial sdo coerentes com valores obtidos com o gerador de eventos NeXuS
(ver figura 2.5 e 2.6). Na figura 5.11, mostramos os resultados dessas simulac¢oes. Os circu-
los claros representam os resultados obtidos com g9 = 15.8 GeV /fm3, os circulos escuros com
g0 = 10.5GeV/fm? e cruzes claras com gy = 8.0 GeV/fm?. Os calculos hidrodinamicos foram
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Figura 5.7: Raios HBT para colisao central (0-5%) com g¢ = 10.5 GeV /fm? e Ty, = 120 MeV. Hi-
drodinamica calculada usando a EoS 1ST (QCD) circulo claro (circulo escuro) sem fluxo transver-
sal inicial, ., = 0, e cruz clara (cruz escura) com fluxo transversal inicial, u, com o = 0.10, os

pontos quadrados abertos (quadrados fechados) sdo dados experimentais da colaboracdo STAR
[8T] (PHENIX [82]).
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Figura 5.8: Raios HBT para colisao central (0-5%) com ¢ = 10.5 GeV /fm? e Ty, = 120 MeV. Hi-
drodinamica calculada usando a EoS 1ST (QCD) circulo claro (circulo escuro) sem fluxo transver-
sal inicial, u,, = 0, e cruz clara (cruz escura) com fluxo transversal inicial, u, com o = 0.12, os

pontos quadrados abertos (quadrados fechados) sdo dados experimentais da colaboracio STAR
[8T] (PHENIX [82])).
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Figura 5.9: Raios HBT para colisao central (0-5%) com g¢ = 10.5 GeV /fm? e Ty, = 130 MeV. Hi-
drodinamica calculada usando a EoS 1ST (QCD) circulo claro (circulo escuro) sem fluxo transver-
sal inicial, ., = 0, e cruz clara (cruz escura) com fluxo transversal inicial, u, com o = 0.10, os

pontos quadrados abertos (quadrados fechados) sdo dados experimentais da colaboracdo STAR
[8T] (PHENIX [82]).
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Figura 5.10: Raios HBT para colisdo central (0-5%) com o = 10.5GeV /fm? e Ty, = 130 MeV.
Hidrodinamica calculada usando a EoS 1ST (QCD) circulo claro (circulo escuro) sem fluxo
transversal inicial, u, = 0, e cruz clara (cruz escura) com fluxo transversal inicial, u, com

a = 0.12, os pontos quadrados abertos (quadrados fechados) sdao dados experimentais da colabo-
racdo STAR [81] (PHENIX [82]).
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Figura 5.11: Raios HBT para colisdo central (0-5%). Hidrodindmica calculada usando a EoS
1ST, Tz, = 130MeV com as gy = 15.8 GeV /fm3 (cruz), g = 10.5GeV/fm? (circulo escuro) e
g0 = 8.0GeV /fm? (circulo claro). Os pontos quadrados abertos (quadrados fechados) sio dados
experimentais da colaboracdo STAR [81] (PHENIX [82]).
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realizados usamos a EoS 15T com Tj, = 120 MeV e Uy, COM o = 0.10. De modo geral, nao

houve diferenca significativa nos resultados. E possivel ver uma pequena indicacio de melho-
ria no raio Roys € na razao Rout/Rside- Notamos também que incrementando a densidade de
energia e mantendo os demais pardmetros, hd um decréscimo dos raios HBT. Uma possivel
explicacdo para isso é que estamos considerando colisdes centrais onde a sobreposi¢ao entre os
dois nicleos é maximizada, maior volume de reacdo, aumentando assim a quantidade de ener-
gia depositada na regiao da colisdo e consequentemente levando o fluido a ter uma expansao
mais violenta, fazendo com que o mesmo acelere mais e tenha um tempo de vida menor. Na
figura 5.12 temos os graficos das hipersuperficies de freeze-out para as densidades de energia
inicial de 8.0 GeV/fm?® (na parte superior), de 10.5 GeV/fm?® (no centro) e de 15.8 GeV /fm?
(na parte inferior). A partir deste é possivel notar que para densidade de energia inicial maior
o fluido apresenta um tempo de vida menor.

Comparando os resultados obtidos com as FoS 1ST e QCD, figuras 5.7-5.10, observarmos
que nao ha diferenca significativa entre os mesmos — a EoS QCD até apresenta uma timida
melhora, que pode ser vista no raio Royt € na razdo Rout/Rside , mas nada de maneira muito
pronunciada — indicando que, para esse modelo hidrodindmico, a EoS exerce pouca influéncia
nos raios HBT.
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Figura 5.12: Hipersuperficies de freeze-out para as EoS 1ST e QCD com fluxo transversal
inicial. A temperatura de freeze-out é de T, = 120 MeV e o parametro o = 0.10 para a
velocidade transversal inicial. A densidade de energia inicial ¢ de 8.0 GeV/fm? (na parte
superior), de 10.5 GeV/fm?® (no centro) e de 15.8 GeV/fm? (na parte inferior).
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Capitulo 6

Conclusao

A morte é dormir sem o direito de sonhar e jamais acordar.

Os resultados das distribuicbes de momenta de pions e da interferometria HBT apresen-
tados neste trabalho foram obtidos usando um modelo hidrodindmico com a prescricao de
Bjorken — que é uma aproximagao para as colisoes de fons pesados em altas energias — com
expansao transversal e simetria cilindrica e trés equagoes de estado. O objetivo deste tra-
balho era verificar a influéncia das condi¢oes iniciais (CI) e das equagoes de estado (EoS) nos
raios HBT. As condig6es iniciais usadas foram simétricas e suaves, com densidade de energia
constante. Analisamos os casos com e sem velocidade transversal pré-termalizacdo. As EoS
usadas foram GPI, 1ST e QCD, descritas no capitulo 3. O primeiro passo foi estimarmos
a densidade de energia inicial, o que foi feito conforme descrito na secao 2.5. O segundo
passo foi encontrar valores de temperatura de freeze-out e velocidade transversal inicial para
os quais os resultados das distribui¢oes de pions em funcao de p,. se aproximassem dos dados
experimentais. Inicialmente, usamos o modelo de Bjorken sem expansao transversal, , e
como esperado, os resultados do modelo ndo conseguiram reproduzir a inclinagdo dos dados
experimentais, como mostra a figura 5.1. Incluimos uma expansao transversal no modelo de
Bjorken, , e os resultados das distribui¢oes de pions em funcgao de p, obtidos a partir
deste tiveram significativa melhoria, principalmente, nas distribui¢des com EoS 1ST e QCD,
como mostra a figura 5.2. J4 a modelagem do fluido usando somente um gés hadronico,
distribuicao com EoS GPI, ndo produziu bons resultados, indicando que para reproduzirmos
os dados experimentais precisamos considerar também uma fase de plasma. Por fim, inclui-
mos uma velocidade transversal inicial nos calculos hidrodindmicos. Os resultados obtidos,
mostraram que a introducao dessa nova CI melhorou a inclinacao da distribuicdo de pions.
Em seguida, usamos em nossas simulagoes HBT, os valores de densidade de energia, tempera-
tura freeze-out, velocidade transversal inicial e as EoS para os quais as distribuicées de pions
tiveram melhor concordéncia com os dados experimentais PHENIX [50].

Os resultados dos raios HBT obtidos a partir de célculos hidrodinamicos usando as equagoes
de estado 1ST e QCD foram muito semelhantes e praticamente ndo houve diferencas entre os
mesmos, como mostram as figuras 5.7-5.10. Isto indica que a EoS exerce pouca influéncia nos
raios HBT.
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As simulagoes dos raios HBT com diferentes valores de densidade de energia inicial, figura
5.11, indicaram uma pequena melhoria no raio Royt € na razao Rout/Rside cOM 0 aumento da
densidade energia inicial. Por outro lado, a introdugao do fluxo transversal inicial nos calculos
hidrodindmicos revelou diferencas significativas entre os resultados HBT obtidos com e sem
esse fluxo. Na comparacao com os dados HBT [81],[82], os resultados com (O # (0 mostraram-se
significativamente melhores que aqueles com Uy, =0, como mostram as figuras 5.7-5.10. Estes,
mostram ainda a existéncia de uma tendéncia dos resultados com wu, # 0 se aproximarem
dos dados HBT, como mostra a razao Rout/Rside nas figuras 5.7-5.10. A inclusdo dessa CI
modifica de maneira significativa o resultado das simulacées HBT, demonstando assim, que a
velocidade transversal pré-termalizacdo parece ser um ingrediente importante na reproducao

dos dados HBT.

Dessa forma, pensamos que os resultados aqui apresentados venham a colaborar com mo-
delos hidrodin&micos mais sofisticados na previsdo das condicdes iniciais que reproduzirdo
corretamente a interferometria HBT. Com isto, serd possivel obtermos informacoes mais de-
talhadas sobre a geometria da matéria criada nas colisdes de ions pesados ultrarrelativisticos.



Apéndice A

Definicoes, Equacoes e Conceitos
Basicos

Neste apéndice, mostraremos algumas defini¢bes, equagdes e conceitos basicos, utilizados
no corpo desta dissertacao.

A.1 Rapidez da Particula e Rapidez do Fluido

4-momentum
O 4-momentum de uma particula é definido como

="', p%p°)
= (Eapxapyapz) = (E,p) (Al)

onde E ¢ a energia e p o 3-momentum da particula.

Considerando o eixo-z na dire¢do longitudinal, podemos escrever o 3-momentum em termos
dos momenta longitudinal e transversal, como

b= (pTapz)a Dr = (p:capy)> (AQ)
onde p, € o momentum transversal da particula. Essa quantidade nao ¢é alterada por boost

de Lorentz longitudinal. Outra quantidade invariante sob transformacao por boost de Lorentz
longitudinal é a massa transversal, m,,, definida como

2 2 2
m_ = p; +m’. (A.3)
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Rapidez e pseudo-rapidez de uma particula

A rapidez y é uma quantidade adimensional definida em termos da energia e do momentum
longitudinal, como

y_Q E_pz'

(A4)

Tomando a exponencial na igualdade (A.4)), e usando as fungoes seno e cosseno hiperbolicos,
podemos escrever

ey VETP: VE-p:  Etp E—p.
VE=p. VE+p. JEZ-p2 JE?-p?
_ e _om
vEQ—pE My
Y4 ey
E = mT% = m,, coshy (A.5a)
e
ey_e—y:\/E+pz_\/E_pz: E+p. _ E—p.
VE-p. VE+p. JE2—p: E2-p?
_ 2p. :2pz
\/E2_p§ My
Y _ ey
Dy = mT% = m, sinhy. (A.5b)

Obtemos, assim, as relacoes entre as quantidades E,p,, m,. e y, dadas por

E =m, coshy (A.5c)
pz = my, sinhy. (A.5d)

Para obtermos informacao a partir da rapidez é preciso medirmos a energia e o momentum
longitudinal. De maneira geral, mede-se apenas o dngulo entre a particula detectada e o eixo
longitudinal do feixe, cosf = p, /|p|. Entdo, é conveniente definirmos uma nova variavel, a
pseudo-rapidez 7, dada por

1 |p|+pz) < 9) ( 9>
=—Inl————)=In{cot= ) =—In{tan= ], A6
72 <|p| ~p: 2 2 (4.8)

onde 6 & o angulo de espalhamento em relacao ao eixo-z. De modo semelhante a (A.5) podemos
obter as seguintes relagdes

|p| = p, coshn (A7)

p. = p,sinhn. (A.8)
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No limite ultrarrelativistico em que E'=|p|, a rapidez coincide com a pseudo-rapidez. Note
que podemos escrever E + p, = \/m? + p? + p, e, em seguida, expandir o termo

Vm? +p? = [p|\/ 1+ (m/|p|)” ~ [p| (1 +m?/2p* +---) (A.9)
para |p| > m. Com isto, obtemos

E+p.~p|[(1+p:/|p|) + m*/2p*] = |p| [(1 + cos ) + m?/2p°]

= 2|p| [cos? (0/2) + m? /4p?] (A.10a)
onde usamos a relacio 2 cos? (6/2) = 1 + cos . De modo anélogo, podemos obter
E —p, = 2|p| [sin® (/2) + m?/4p?] (A.10D)

onde 2sin? (#/2) = 1 — cos 6.

Assim, para |p| > m, podemos desprezar os termos de segunda ordem e poténcias mais

altas em (A.10) e a partir de (A.4)) obtermos
y~n=—In (tani) . (A.11)

Uma relacao entre a rapidez y e a pseudo-rapidez n pode ser encontrada na pagina 28 da
referéncia [35].

4-velocidade

Vamos denotar a 4-velocidade como, u* = (u®, u) = (u°, u',u?, u?®), com suas componentes

dadas por

dt
0
=— A12
U= ( a)
dx
1
=— A.12b
ut =— ( )
dy
2
=— A12
ut = ( c)
dz
3
=—. A.12d
ut = ( )
A relacdo entre o tempo proprio, 7, invariante de Lorentz, e o tempo, t, &€ dada por
dt = ydr. (A.13)
Substituindo (A.13) em (A.12) temos,
dt
0
— — = Al4
u =Y = (A.14a)
dz
1
=Y — =7V A.14b
U=y o = ( )
dy
u? =y i (A.14c)
3 dz

Ut =Y o =Y (A.144)
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Com isto,

07 u) = 7(17 ’U),

1

Lo

ut = (u

onde

A condicdo de normalizacao é dada por

ufu, = -yt =1

Rapidez transversal e longitudinal do fluido

(A.15)
(A.16)

(A.17)

A rapidez transversal Y,, e a rapidez longitudinal Y, do fluido, nas coordenadas tzyz, sao

dadas, respectivamente, por

1 1

Y, :,mi
2 1-vw,
1 1

Y, = sln Y%
2 1—wv,

onde v, ¢ a velocidade transversal dada por v, = |/vZ + v2.

Tomando a exponencial na igualdade (A.18a)), temos

v, VI1+v,  THu 1+,

e T =

1+wv,

_\/1_UT_\/1_UT\/1+UT \/1—1)%'

Fazendo e Y1 temos

v, VI-v  1—v/1—v, _

1—-w,

(& T

VI to, (THu /1w,
Somando (A.19) e (A.20), obtemos

2
eYT + e_YT = —_—
\/1—v2
Y, -Y,
e'rT +e T
— s = vy = coshY,
Subtraindo (A.20) de (A.19), obtemos
Y, Y, 20

e'rT —e T =

\/1— 22

eYT _ €*YT

2

=9,V =sinhY,..

\/1—7)%.

(A.18a)

(A.18b)

(A.19)

(A.20)

(A.21a)

(A.21b)
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Procedendo de modo analogo & ({A.21b)) obtemos,

YL 7YL
% =, =coshY, (A.21c)

Yo —e YL
5 =~,v, =sinhY,. (A.21d)

A.2 Centralidade da Colisao

As classes de centralidade sdo definidas a partir da relagdo entre o pardmetro de impacto
e o namero de particulas que participam da colisdo [83]. Na figura A.1, temos uma represen-
tacao simplificada de uma colisdio A+A. O parametro de impacto b é a medida da distancia
entre os eixos horizontais que passam pelos centros dos nicleos (figura A.la), ele define uma
regidao de sobrerposigdo dos niuicleos. Os nucleons que se encontram dentro da regidao de so-
breposicao sao ditos participantes da reacao, enquanto que aqueles fora dessa regido sao ditos
espectadores. Assim, o nimero de nucleons participantes Npq-¢ € de nucleons espectadores
Nesp sao fungoes do pardmetro de impacto b. Para um dado conjunto de eventos define-se
as classes de centralidade a partir de fragdes da secdo de choque total oy ~ 7(2R,)%. Os
célculos destas secoes de choque sao dependentes de modelos, como por exemplo, o modelo de
Glauber [85]. Nesse modelo, calcula-se uma distribuicao (d/N/db ou dN/dNp4y¢) de forma que
para cada classe de centralidade pode-se obter os valores médios das respectivas quantidades
calculadas: pardmetro de impacto (b) ou nimero de participantes (Npqr¢) , ver figura A.2. Em
altas energias, as classes de centralidade sdo dadas em termos percentuais (% da centralidade)
por C = b2/(2RA)2. Entao, quanto menor o percentual, mais central e a colisao e maior é
a area de sobreposi¢ao dos niicleos. Com isto, as colisoes nucleares sdo classificadas como
periféricas, semi-periféricas, semi-centrais e centrais.

A.3 Transformacao de Coordenadas e Derivada Covariante

Transformacao de coordenadas

As leis de transformacio de componentes de vetores contravariantes e covariantes sdo dadas,
respectivamente, por

o
VH = gx»\ V'*  (contravariante) (A.22)
x
2
V= ?;;M Vi  (covariante) (A.23)

As leis de transformacao de componentes de tensores sao dadas por

oz* OzY oz’ dx'v

THY = .. ..
R o Oz O0xP

T o (A.24)
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(a) (b)

Figura A.1: (a) O parametro de impacto b é a distancia entre os eixos horizontais que passam
pelos centros dos nucleos; (b) Numero de nucleons participantes Npqr (regido cinza) e de nucleons
espectadores N.s, (regido branca). Retirada da referéncia [84].
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Figura A.2: Representacio esquematica das classes de centralidade (estes valores sao ilustrativos nao
sao reais). Retirada da referéncia [85].
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Derivada covariante

A derivada covariante para as componentes do 4-vetor genérico A%, é definida da seguinte
forma

A% g = 0gA™ +T%g, A7 (A.25)
e para as componentes do tensor genérico de segunda ordem B*? ¢ dada por
B =0,B* 4+ 1°,,B* + 1%, B, (A.26)

onde I'7,5 € o simbolo de Christoffel, definido por

1
F’YCYB = ig,w (8agaﬁ + 8[39004 - 809&6) . (A27)

A.4 Coordenadas txyz e Coordenadas 7ppkx

Neste trabalho, estamos considerando apenas colisoes centrais tipo Au+Au. Podemos,
entdo, supor que a matéria formada nessas colisdes tenha simetria cilindrica. Para tratar esse
tipo de problema, utilizamos o modelo de Bjorken. Esse modelo obedece a uma lei de escala
em que a velocidade longitudinal tem a forma v, = z/t. E conveniente introduzirmos novas
coordenadas: cilindricas, p e ¢, e hiperbélicas, 7 e &, definidas como

7=\t - 22 (A.28a)

p =12+ 12 (A.28D)
a1 (Y

¢ = tan (x) (A.28c¢)
1ot +z 1 (%

/{—2lnt_z—tanh (t) (A.28d)

As relacbes inversas sao dadas por

t = T1coshk (A.29a)

T = pcosp (A.29b)

y = psing (A.29c)

z = Tsinh k. (A.29d)

Estas relacoes podem ser facilmente obtidas, procedendo de maneira analoga a .
Vamos denotar por z'* = (20,21, 2%,2"%) o 4-vetor posi¢do nas coordenadas tzyz, e
por ¥ = (a:o,azl,x2,:1c3) o 4-vetor posicdo nas coordenadas Tppr. O tensor métrico nas

coordenadas txyz é dado por

v __

G = 9" = : (A.30)

S O o=
ja)
|
—
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e nas coordenadas Tppk é dado por

1 0 0 0 1 0 0 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0
= MY —
=10 0 —p* 0 ¢ 9 0 0 —1/p2 0 (A31)
0 0 0 -—72 0 0 0 —1/72

4-velocidade nas coordenadas Tppkx

Podemos parametrizar a 4-velocidade de um elemento do fluido em termos da rapidez

longitudinal (A.18a) da rapidez transversal (A.18b|) e do angulo azimutal da velocidade, @,
definido como

¢ = tan~" <vy> (A.32a)

(%
Assim, a 4-velocidade nas coordenadas txyz é escrita como
WP = (ulO,ull,u/2,u/3) _ (U/t,ulx,u/y,ulz)
= (cosh Y, coshY,,sinh Y} cos ¢,sinh Y, sin¢,coshY . sinh Y ). (A.33)
Usando a transformacao , podemos escrever (A.33) nas coordenadas Tppk como
ul = (u®, ut, u? ud) = (u, v uP, )

onde
. ax“ Y
- 8w/)\

Vamos calcular explicitamente as componentes: u”e u”

_Or , oT
=50 U —i-%u, (A.35a)

u (A.34)

uT

uF\Z

Ok by Ok
= — U —_—
ot 0z
Como 72 =12 — 22, t = T cosh k e z = Tsinh K, temos
or
21— =2t
"ot

— =coshk (A.36a)

. (A.35b)

— = —sinhk (A.36D)
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@ B COSh/ﬁ}& n Ocosh k
ot a T ot
1 = cosh? k — 7sinh n%
ot
1 — cosh? k = —7sinh H%
ot
—sinh?k =
1
g"z = —sinhk (A.36¢)
-
% _ inh ﬁ& Osinh k
0z 0z T 0z
1 = —sinh? k + 7 cosh R—H
0z

1 + sinh? kK = 7 cosh /@—H
0z

cosh? k =
%
0z

Substituindo (A.36)) em (A.35), obtemos

u” = cosh k u' — sinh k u?

_! cosh k. (A.36d)
pu

= cosh k coshY, —sinhk sinhY,

= coshkcoshY, —sinhksinhY

= cosh(Y, — k) (A.37a)
e
K 1 : t 1 z
u” = —sinhku" + — coshku
T T

1
= — [sinh k coshY, + coshk sinhY] |

-

1
= —sinh(Y, — k). (A.37Db)

-

As componentes u” e u¥, ficam
uf = gg u® + glﬁ/) u, (A.38a)
dy 0y
= —"u" 4+ —uv. A.

u 7 U + dy u (A.38b)
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como p? =22+ 9% x = pcosp, y = psiny e ¢ = arctan g, temos
x

gz =cos¢ (A.39a)
gz =siny (A.39Db)
Op 1 —y_ -y _ —sing (A.39¢)
(91’ 1_'_% 1:2 x2_|_y2 p .
0 1
77 _ SR (A.39d)

oy 14507 @4y p

Substituindo (A.39) em (A.38), temos

uf = u”® cosp + uY sin
= 7, Uy COS @ COS @ + 7, U, Sin @ sin
= sinh Y, cos ¢ cos ¢ + sinh Y, sin ¢ sin
=sinh Y, cos(¢ — ) (A.40a)

sin Ccos
_f 4 LY %

p p

sin . cos
= —7, U, COS ¢ TQD +YrUp smqﬁJ

1 1
= —sinh Y, sin ¢ cos ¢ — —sinh Y. cos ¢ sin ¢
p
1
= —sinh Y, sin(¢ — ¢). (A.40Db)
P

Juntando as componentes (A.37) e (A.40), obtemos

u = (0 ) = ()

1 1
= (cosh(YL — k) coshY,, sinhY, cos(¢ — ¢), —sinh Y, sin(¢ — ¢), —sinh(Y, — &) cosh YT)
p

T
1 1
=coshY,, (cosh(YL —k),tanY,, cos(p—¢), —tanY, sin(¢—¢), —sinh(Y, —/@)) . (A.41)
p T
4-momentum nas coordenadas 7ppk

O 4-momentum p* de um elemento de fluido nas coordenadas txyz é dado por

P o= ("% %) = (0007, p7)
= (m, coshy,p, cosf,p,sinf, m, sinhy), (A.42)
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onde m,, e y sdo, respectivamente, a massa transversal (A.3), e a rapidez da particula (A.4)),

e 6 seu o angulo de espalhamento em relacao ao eixo-z.

Usando a transformagao (A.22)), podemos escrever (A.42)) nas coordenadas Tppk como

=" 0" %, %)= (0", 0", 0%, ")
onde

u ozt \
P = o'\

Procedendo de modo analogo & (A.41)), obtemos
= (%' 0% p%) = (0.’ %, p")

)
T

(A.43)

(A.44)

= (mT cosh (y — k) ,p, cos (60 — ), 1pT sin (60 — @) lmT sinh (y — n)) . (A.45)
p

A.5 Simbolo de Levi-Civita

+1  se (pafy)permutacao par de (0123);
G;Laﬁv =4 —1 se (pafy) permutacdo impar (0123); e

0 se dois, ou mais, indices iguais.

Podemos escrever esse tensor nas coordenadas 7ppk usando a transformada (A.22))

. B @.Z'//\ awla OZL‘/U 8.%'”/ 6,
raBY = Hpi 9z 9B 9z ATV

De forma geral, nas coordenadas Tppk, temos

+7p  se (pafy)permutacao par de (0123);
€uapy = § —7Tp se (pafy) permutacao impar (0123); e

0 se dois, ou mais, indices iguais.



130 Apéndice A. Definicoes, Equacoes e Conceitos Basicos




Apéndice B

Modelo de Bjorken

O modelo (ou aproximagao) de Bjorken propde que numa colisdo ultrarrelativistica, a
espessura longitudinal dos ntcleos que colidem se aproxima de zero, quando v = c. Neste
limite, o tamanho longitudinal da regidao de colisao também tende a zero e, assim, o sistema
nao tem uma escala longitudinal. Esta simetria, requer que a velocidade do fluido na direcao
longitudinal tenha a forma v, = z/t, ou seja, que a rapidez do fluido na dire¢do longitudinal
coincida com a rapidez do espagotempo. Isto é chamado de fluzo de Bjorken [5, 27, B35].

B.1 Modelo de Bjorken sem Expansao Transversal

Uma solugao particular para as equagdes hidrodinamicas, é obtida supondo uma velocidade
longitudinal do tipo scaling, v, = z/t. Entao, podemos escrever a 4-velocidade para o fluxo de
Bjorken, como

ut = (u',0,0,u%) = v(1,0,0,v,) — ' = (u",0,0,u") = (coshk,0,0,sinhx). (B.1)

As equagoes da hidrodinamica podem ser determinadas, usando as equacoes de conservacao
de energia-momentum e as correntes de cargas generalizadas

9,T" =0 (B.2a)

o, it =0, (B.2b)
onde j! sdo correntes de cargas generalizadas, definidas como
I =nut, (B.3)

e, n; é a i-ésima densidade de carga conservada, e u* é a 4-velocidade do fluido.

Para um fluido ideal, o tensor energia-momentum é dado por

TH = (e + P)u*u” — g"' P, (B.4)
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onde ¢ é a densidade de energia, P é a pressdo, g"¥ o tensor métrico.

Para obtermos uma quantidade escalar da conservagao da energia-momentum, vamos con-
trair (B.2a) com a 4-velocidade u,

u, 0,T" =0, (B.5)
com isto, temos
™ = (e + P)ut'u” — g"' P
u, 0, T" = u,0, | (e + P)ut'u” — "' P

= (e + P)ut'u,0,u” + (e + P)u"u, 0 ut + vu"u,0,(c + P) — ¢""u,0, P
= (e + P)out + u"0yue + 0, P — ut'0, P

= (e + P)Oyut + u'0ye (B.6)
e, a partir de (B.5)) e (B.6]), obtemos
(e + P)Oyu" + ut'0ue = 0. (B.7)

Usando as relagdes termodinamicas

e+ P=Ts+ un (B.8a)

de = Tds + pdn (B.8b)

na equacao (B.7)), obtemos

e+ P)out + ut0ue = (T's + pn)0,ut + v (T0,s + poun)
" 1 1 1 1
= (T's + pn)out + u"0,(Ts + pn)

=0y [(Ts + /m)u“}
0 ="T0,(su") + pd,(nu"). (B.9)

Com as equagoes (B.2b)) e (B.3)), podemos obter a partir de uma equagao para a densidade
de entropia

Ou(sut) = 0. (B.10)

A equagao (B.10) indica que a corrente de densidade de entropia é conservada.
A partir da 4-velocidade (B.1)) podemos obter as seguintes relagoes,

o= L w1
T

1
Oy = =, (B.11b)

T
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validas para o fluxo de Bjorken, da seguinte forma

ox, O 0
po_ Qv 9 B.11
upd or 0z, Ot ( )
My, = uy + us

0 o .
= E(coshm)+&(b1nhn)

o 1. 0 . 0o 1 a1, .
= |cosh Koo~ sinh Ham] (cosh k) + [— sinh Kor + - cosh Ko (sinh k)
1

: 0 1 J .
= sinh Ko (cosh k) + - cosh Ko (sinh k)

1 1
= —Zginh®’k + — cosh? K
T T

1
— [cosh2 Kk — sinh? n]
-
1
= = (B.11d)

T

Com as equagoes (B.11)), podemos obter a partir de , a solucao para a entropia de um
fluido ideal

1 Os
K K —_ §— _— =
sOput' +utoys s_+ g 0
Os or To
. . = §n— B.12
. - s(7) S0~ ( )

onde 79 € o tempo proprio inicial. Procedendo de maneira andloga com a equagao (B.7)) teremos

1 Oe

(e + P)Oyu* +ut0ye = (e + P); + 5 = 0
Oe e+ P

Para um gés ideal ultrarelativistico (ver apéndice C) temos que P = £/3, com isto, podemos
resolver analiticamente a equagao (B.13))

gj_ _ _erefs ooe(r) =eo (TO>§ (B.14)

T T

B.2 Modelo de Bjorken com Expansao Transvesal e Simetria
Cilindrica

O tensor energia-momentum

TH = (e + P) utu” — Pg"", (B.15)
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obedece a uma lei de conservacao, definida, no espaco de Minkowski, por

8, T" = 0.

(B.16)

Essa igualdade pode ser generalizada, substituido a derivada parcial em (B.16]), pela derivada

covariante (A.26]), fornecendo
TH =0 — 9T +T¥, T +T%,,TH = 0.

(B.17)

As equagoes (B.17]), podem ser reescritas para v =0 e v =4, onde i = 1,2,3 como

T, = 8,T"0 + T*5, T7° + 105, TH
— aOTOO + 61T10 + 82T20 + 63T30 + (FOG'O + Flol + F20_2 + F3¢73) TO'O
+ FOO’OTOU + FoalTla + FOUZTQO' + FOO-3T30

TH = 0, TH + TV, T% + T, TH
— 80T0i + alTl’i + 62T2’i + 33T3’i + (1‘\00_0 4 Flo’l + 1120_2 + 1—\30_3) To’i

+ FiJOTOO' + Fio_lTIO' + I‘\ingQO' + FiogT?)U.

Nas coordenadas Tppk os tnicos simbolos de Christoffel nao nulos sao:

3 =1
Ty =—p
2., — T2, — 1
12 =079 =
p
1
I3 =730 = —
-

Com estas (B.19), as equagoes (B.18]) tornam-se

TuO = 80T00 + alTIO + 82T20 + 83T30 + (F202 + F303) TO'O + F003T3U

1 1
=0T + 0T+ -7+ =790 4 7 7%
P T

T, = 0T™ + T + 92T + 93T3" + (T050 + Tlor + T2pn + I353) T

(B.18a)

(B.18b)

(B.19a)
(B.19b)

(B.19¢)

(B.19d)

(B.20a)

+ FIUOTOU + FlolTla + FIJZTZJ + F103T30

— 8()T01 + alTll + 82T21 + 83T31 + (F20—2 + F30—3) TO’l + Fla—QTZU

1 1
— aOT()l + 81T11 + 62T21 + 83T31 + *Tll + *TOl o pT22
p T

(B.20b)
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T+, = 00T" + O\ T + 0oT% + 05T% + ([0 + I o1 + 1255 + T%,53) T
+ F2O’OTOU + P201Tla' + F202T2U + F203T30
— aOTOQ + 81T12 + 82T22 + 83T32 + (F20-2 + 1'\30_3) T0'2 + FQO-lTlU + F202T20'

1 1 1 1
= QT + T2 + 0oT?2 + 03T3 + ~ T2 + — T2 4 712 1 — 7% (B.20c)
P T P P

T, = 00T™ + O T" + 92T + 93T% + (T00 + Tlo1 + T2pn + IP53) T7°
+ F3UOTOG' + F3O_1T30' + F302T2U + F30-3T30
— 80T03 + 81T13 + 82T23 4 83T33 + (F20'2 + Fgo'?)) TU3 + FgaOTOU 4 F3U3T3U

1 1 1 1
=0T + 0T + 0,7 + 9573 + =713 4 =79 4 Z 703 4 Z 730, (B.20d)
P T T T

Usando aproximacao de Bjorken, Y, = k, e simetria cilindrica, ¢ = ¢, a 4-velocidade pode
ser escrita, (ver apéndice A.3), como

u" = (coshY,,sinhY,,0,0). (B.21)

Com as equagoes (A.31) e (B.21)), podemos obter a partir de (B.15)) as componentes do

tensor energia-momentum

T% = (¢ + P)uPu® — Pg% = (¢ 4+ P) cosh? Y, -P (B.22a)
T = (¢ + P)u'u! — Pg!t = (¢ + P)sinh®Y, + P (B.22b)
T?? = (e + P)u?u® — Pg?* = :; (B.22c¢)
T3 = (e + P)uu® — Pg* = g (B.22d)
7% =71° = (¢ + P)u'u! — Pg°' = — (¢ + P)cosh Y. sinh Y, (B.22¢)

As demais componentes sdo todas nulas. Substituindo (B.22]) nas equagdes (B.20)) temos

1 1
T = T + 0,110 4 — 710 4 — 790 4 7733
p T

=0-((c+P) cosh? Y, — P) —0,((e + P)coshY, sinhY,)
1

. 1 P
- ((e+ P)coshY, sinhY, )+ - ((e+ P)cosh®Y, — P) + 1 = (B.23a)
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1 1
il = 8T + T 4 8,72 4 9,73 + ~ TV 4 — 701 _ 722
p T

= —0: ((¢ + P)coshY, sinh ;) + 9, ((¢ + P)sinh® Y, + P)

1 1 P
+ = ((e+ P)sinh®Y, + P) — = ((¢+ P)coshY, sinhY,) — p—  (B.23b)
P T p
1 1 1 1
TH2 = 60T02 + 61T12 + 82T22 + 83T32 Loz 202 212y 221
p T p p
— 82T22
-0 (B.23c)
1 1 1 1
TMB = 80T03 4 81T13 4 (:)2T23 4 83T33 4+ = T13 4+ = T03 4= TOS 4= T30
P T T T
= 03T
= 0. (B.23d)

Estas equagdes (B.23) podem ser escritas de uma forma mais compacta, fazendo as seguintes
definicoes (ver apéndice A.1)

E=T"=(c+P)y2-P (B.24a)
M=T"=T"=(c+P)yv, = (E+P)v, (B.24b)
T' = (e + P)y2v2 + P = Mv, + P. (B.24c)

Entéao, com (B.24), podemos reescrever (B.23|) da seguinte forma

0.E + 0, ((E + P)v,) + (E + P) <i+”;> ~0 (B.252)
0. M + 8, (Mv, + P) + M (i + ”;) = 0. (B.25h)

Estas sdo as equagoes de conservacao de energia e momentum, obtidas a partir do modelo de
Bjorken com a inclusdo da expansao transversal, para o caso de simetria cilindrica.

Note que fazendo v, = 0 em (B.25)) ou Y, = 0 em (B.23) recuperamos a equacao (B.13))

P
0 _ et P (B.26)

o
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B.3 Ondas de Som no Fluido

A propagacao de pequenas perturbacoes num fluido uniforme sado chamadas de ondas de
som. A densidade de energia e a pressao sao dadas, respectivamente, por

e(z) = g0 + 0e(2) (B.27a)

P(z) = g0 + 6P (), (B.27b)

onde gg e Py correspondem ao fluido uniforme e de e § P correspondem &s pequenas pertubagao
nesse meio. Segundo [36] o estudo da evolucao dessas pequenas perturbagdes pode ser feito
por meio de uma linearizacdo nas equagoes de conservagao de energia-momentum onde apenas
os termos de primeira ordem em de, 6P e v sao mantidos nos célculos.

Das equagbes de conservagao (B.2a) e do tensor energia-momentum (B.4]) temos
0,T" = 0, (e + P)utu” — g" P]
= 0y [(e + P)u'u”] — ¢" 0, P
0 =20 [(c + P)uu”] — g" P + 0; [(e + P)u'v”] — g" 0; P. (B.28)

Como apenas os elementos da diagonal principal do tensor métrico (A.30) sao diferentes de
zero, as equagoes (B.28)) para v = 0 e v = j podem ser reescritas da seguinte forma

A [(e+ P)uouo] — 0P+ 9; [(e+ P)uiuo] =0 (B.29a)

A [(e+ P)u?| + 9; [(e + P)u'v!] — " P = 0. (B.29b)

Da 4-velocidade li temos que (u’,u) = v(1,v), onde v = (1 — v2)_1. A linearizacéo
proposta em [36] consiste em desprezar termos proporcionais a v?, vée e vO P, poténcias maiores
destes ou produto de combinacdes dos mesmos. Assim, temos que v’ ~ 1, e uF ~ v¥F. Com

isto, podemos reescrever (B.29)) como

Ao (e +P)— 0P + 0; [(e + P)v']
doe+0i[(e+P) vi}

0
0 (B.30a)

A [(e+ P ] +0; [(e + P'v!] =P =0
o [(e+ P! —"P=0 (B.30b)

Substituindo (B.27)) em (B.30)) obtemos

0o (60 —‘r(Se’f) + 0; [(80+5€+P0+5P) Ui] =0 (B.31a)
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Oy [(€0+(55+P0+5P)Uj] — (P0—|-5P) = 0.

Usando a linearizagao nas expressoes (B.31)) estas se reduzem a

9o (6e) + 0; [(g0 + Po) v' + (6 + 6P)v'] =0
o (de) + 0; [(Eo—i-Po } =0

Do (6e) +v'0; [(0 + Po)] +
o (0g) +

(eo+ Pp)0iv* =0
(c0+ Po) div' = 0
o [(€0 + Po) v’ + (e + 8P)v'] — 8" (Py + 6P
A [(e0 + Po)v'] — 0" (6P) =

(g0 + Po) Oov* +0'dp (g0 + Po) — 0" (0P) =

(50 + Po) 801) — 81 ((SP

As equagbes, (B.32)), podem ser reescritas como

d (0¢)
ot

+(eo+P)V-v=0

)
(c0 + Po) ait’ +V (6P) = 0.

(B.31b)

(B.32a)

(B.32b)

(B.33a)

(B.33b)

A equacao (B.33a)) representa a conservagao de energia na linearizacdo. A equagao (B.33b))

equivale a 22 Lei de Newton [36].
A velocidade do som ¢, é definida [27], B6] como

oP\ /2
Cg = <a€> .

6P = 2 ée.
Usando (B.35]), podemos reescrever (B.33b|) da seguinte forma

P
(c0 + Pp) a—’t’ +2V(6e) = 0.

2 V(de)
* / (e0 + Do) at

Assim, temos que

Isolando a velocidade v em (B.306))

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)



B.3. Ondas de Som no Fluido 139

e substituindo em (B.33al), obtemos

8;‘:;5) — V- /V(éa) dt = 0. (B.38)

Por fim, derivando a igualdade (B.38) em relacdo ao tempo, obtemos a expressao

9?(d¢)
ot?

—2V?%(%e) =0, (B.39)

que é a equacdo de uma onda para uma perturbacdo de que se propaga no fluido com uma
velocidade c;.
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Apéndice C

(Gas Ideal de Bo6sons Ultrarrelativistico

A relacdo entre a energia e momentum de uma particula é dada por
p2c? + m2c,
quando pc > mc?, a particula é considerada ultrarrelativistica e obtemos a relacdo
E~clp|.
A funcao de particdo macrocanoénica (distribuigdo Bose-Einstein) é dada por

mz=-YIn [1 — e Bl
7

onde

1
N=> = Sem—1

(2

E:Zm&izzeﬁ(ei—gii)_l'
(2

7

(C.1)

(C.2)

(C.5)

Para criar uma particula com massa m é preciso um energia mc?. Mas como o gas é
ultrarrelativistico, pc > mc?, particulas estdo sendo criadas e destruidas a todo instante, logo

vamos tomar p = 0. Com isto, temos

InZ = —Zln(l — e PE),
i

(C.6)
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Podemos substituir a soma sobre todos os estados ¢ por uma integra em k, lembrando que
para um gas ideal uma particula no estado ¢ é tomada como uma onda plana no estado de
momentum k. Com isto, obtemos

(2‘;)3 / d*kn [1 - 7P|

/ k2 sin 6 d0 de dk In [1 _ e—ﬁfk]

InZ=—g

=9 (2m)3

:—9(422‘)/ /dekln[ e (C.7)

Fazendo uma mudanca de variavel, ¢ = |p| ¢ = hk¢ — de = hedk, em (C.7)) obtemos

AV g3 de —Ben,

02 =00 | Gapthg "

AnV o1 _pes
=0y | <t [1-e7] (©8)

Fazendo a seguinte manipula¢ao no integrando (C.8))

5?5 [53 In <1 — eiﬁ&kﬂ =3e%1n (1 — efﬁgk) + 75356_58

1—ePe
e3In (1—6_651‘) = ;aag [53ln (1—6_6Ek):| —;fg_ﬁz__f;, (C.9)
obtemos
an——g 47rV /0018 £ ln eﬁfk)}dE—I—ggﬂ‘;(hlc)g, /Ooogf)_ﬁi:iida
-0 “V g/ 1;58 (C.10)
Usando a série geometrica,
ix”:1+x+m2+x3+---:1ix, (x<1), (C.11)

n=0

V . . .
@y [ d®k, podemos trocar o somatério (discreto) por uma integral

(continuo) pois no espectro, os niveis de energia estao suficientemente proximos.

'No limite termodinamico, ., — g
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para reescrever o integrando (C.10]), obtemos

0 1 00 o0 n
/ de &3 e=Pe 1 F = / e3¢ Pede Z (e_ﬁa>
0 — €

0 n=0

o0 o0
= / e3de Z e~ (nt1)Be
0 n=0
[o¢]

— /00 e3de Z e "Pe

0 n=1

:Z/ e P e (C.12)
n=1"0

Fazendo uma manipulagdo no integrando (C.12)

83
853 e—nﬁs — _n3€3€—n65
1 o3
E 8536_"58 = Pe ", (C.13)

obtemos

/Ood 3 —pBe 1 _ il 83 /Ood —nfe
; R 25555 ce

o0

ST
N —~ n390p3 —np
RS
N n*0p3 g3

n=1
6 = 1
n=1

4

Substituindo (C.14) em (C.10)), e usando o valor ((4) = g—o, para funcdo zeta de Riemann,

0

C(x) =>>" : , obtemos

n=1 nx

47V 1 B 6 7t

InzZ=9g——= e o
BT I90m)3 (he)? 3 8190
\%
= @, (C.15)
onde )y é uma constante definida como
g 7
Qo = —. (C.16)

—
>t
O

~

w
Nej
S
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Podemos obter agora a energia E e a pressdo P a partir da fungdo de particdo, como

OlnZ o (V v
E=—"F—=-Q=— (=) =3%— C.17
93 055 <B3> 380 L ( )
e
10nZ 10 \%4 1
o =g () =% (©19)
Usando (C.17) e (C.18)) obtemos a relagdo entre a pressdo P e energia E, como
1F
pP= (C.19)



Apéndice D
Simulacao Numérica

Nas tltimas décadas, a simulacao numeérica tem ganhado papel importante na maior parte
das ciéncias. Cada vez mais tem se utilizado simulacGes para a solucdo dos mais diversos
problemas sejam eles de natureza microscépica ou macroscopica. Isto se deve, principalmente,
em razao do aumento da capacidade de processamento dos computadores aliado a evolucao
dos diversos métodos de simulacdo, dentre os quais, destacamos o Método Monte Carlo.

D.1 Meétodo Monte Carlo

Atualmente, a denominacao “Método Monte Carlo” (MMC) tornou-se uma expressao geral,
associada ao uso de numeros aleatérios e estatistica de probabilidade. Seu nome deve-se
a capital do Principado de Moénaco, Monte Carlo, célebre pelo seu cassino, onde se pode
encontrar um dos dispositivos mecinicos mais simples para se gerar ntmeros aleatdrio, a
roleta. O estabelecimento de um desenvolvimento sistematico do método ocorreu durante
a Segunda Guerra Mundial, época em que foi utilizado como ferramenta de pesquisa para o
desenvolvimento da bomba atémica. A génese do método é marcada pela publicagdo, em 1949,
de um trabalho de Metropolis e Ulam [87][} A simplicidade de seus algoritmos e eficiéncia na
obtencao de resultados em condigoes extremamente dificeis justifica sua utilizagdo em diversas
areas do conhecimento, como a fisica, a quimica, a biologia, entre outras.

Para ilustrar o método, mostramos na figura D.1, um exemplo simples, onde temos um
quadrado de aresta a e um circulo inscrito no mesmo. A area do quadrado pode ser facil-
mente determinada como a?. Embora a expressdo para a area do circulo seja trivial, podemos
determiné-la utilizando o método Monte Carlo, como um experimento numérico. Para isso,
distribuimos aleatoria e homogeneamente um conjunto arbitrario de N pontos dentro da area
do quadrado. Em seguida, contamos quantos pontos estdo dentro da circulo N, e quantos
estao fora Ny, consequentemente, temos N=N;,+ Nyy:. A probabilidade de que um deter-

minado ponto tenha caido dentro da area do circulo é, portanto, A]]\Z," A area do circulo sera

1Um coletanea de artigos originais, que incluem os trabalho de Metropolis e Ulam, podem ser encontrados
em [87].
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determinada como sendo: a probabilidade de encontrarmos pontos dentro do circulo multipli-
cada pela 4rea do quadrado, ou seja, ]\]7(," a®. Neste exemplo, em particular, temos N;,=75 e
Noyy=25. Com isto, a area aproximada do circulo é %cﬂ, enquanto que seu valor exato seria %aQ.
A estimativa da 4rea do circulo possui um erro em sua determinacdo que pode ser minimizado
com o aumento do ntmero de pontos distribuidos dentro do quadrado. Quando o ntmero de
pontos tende a infinito, a area determinada tenderd ao valor exato. Este exemplo, permite
caracterizar o MMC como uma técnica simples, desde que tenhamos um mecanismo confiavel

para gerar nimeros aleatorios e possamos repetir o experimento um ntmero consideravel de

vezes e, assim, minimizar o erro na estimativa.

Figura D.1: Aproximacao MMC. A area do circulo seré determinada como sendo: a probabilidade de
encontrarmos pontos dentro do circulo multiplicada pela area do quadrado.

D.1.1 Geradores de Nimeros Pseudo-Aleatorios

Os ntmeros gerados por um computador sao obtidos com recurso de geradores deter-
minfsticos com carater recursivo — daf a perda da aleatoriedade e a designacao de ntmeros
pseudo-aleatérios. Estes niimeros constituem uma sequéncia com a particularidade de os ulti-
mos k nimeros gerados serem responsaveis pela geracdo do seguinte. Esta sequéncia é finita,
e o seu tamanho é usualmente denominado de periodo ou tamanho do ciclo. Os geradores
deterministicos mais comuns sdo os geradores congruenciais lineares. FEstes geradores foram
propostos por Lehmer em 1948 [88]. De acordo com este gerador cada ntimero gerado x;_;

determina recursivamente o seguinte z; por intermédio da equagao
x; = (axi—1 +c)mod m, — i=1,2,3,...,0 < z; <m, (D.1)

onde a,c e m sdo inteiros e zg € outro inteiro frequentemente denominado de semente, uma
vez que, em conjunto com a,c e m definem univocamente uma sequéncia de nimeros pseudo-
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aleatérios. Na expressao x; corresponde ao resto da divisdo inteira de (ax;—1 +c¢) por m.
Ou seja, dividindo x; por m tem-se, para cada i (com valores de a e m fixos e convenientemente
escolhidos), um namero k; = 7 aproximadamente uniforme no intervalo (0,1). A semente zg
é determinada pelo relogio interno do computador mas pode também ser pré-especificada de
forma a permitir que se repita a mesma sequéncia de ntmeros pseudo-aleatorios, repeticao
absolutamente crucial em estudos comparativos. Para uma descricao mais detalhada sobre as
propriedades dos geradores congruenciais lineares, bem como a implementacdo dos mesmos,
veja as referéncias [89] 90].

D.2 Integracao por Método Monte Carlo

O método Monte Carlo estd frequentemente associado & solugdo de integrais. Integrais
definidas de baixa dimensdo, podem ser resolvidas usando métodos numéricos tradicionais:
regra de Simpson, quadratura Gaussiana e outros. Porém, com integrais multdimensionais o
esforgo computacional cresce rapidamente com o tamanho do sistema. Isto porque, as integrais
de fungoes de varias varidveis, mais as regides com dimensdo maior que um, nao sao faceis de
serem resolvidas com métodos numericos tradicionais [88]. Salvo alguns casos, que podem ser
resolvidos com simplificagoes, quando a integral é somente em uma varidvel ou o integrando
contém certas simetrias, as integrais sfo, em geral, resolvidas por MMC. Esse método de
integragdo, mostra verdadeiramente suas vantagens para os casos muldimensionais, com a
possibilidade de reduzir a dimensao desses sistemas, através da determinacao de uma média.

O calculo de uma integral definida para uma dimensao é dado por

1= / f (2) dx = (zp — 70) {F) (D.2)

Se tivermos um conjunto de ntimeros pseudo-aleatérios, uniformemente distribuidos entre x,
e xp, podemos obter a média como

1
(f) =N;f<xi>, (D.3)
entao, pode ser aproximada por
$b N
Iz/f(a:)dxz(xb—ma)}VZf(xi). (D.4)
a i=1

Se o niimero de pontos tende a infinito, a estimativa de Monte Carlo converge para o verdadeiro
valor da integral.

. 1
lim = Z flz)=1. (D.5)
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D.2.1 Integrais Multidimensionais

Para o caso de sistemas multidimensionais a mesma técnica € aplicada. A tnica diferenca
estd no fato de que cada coordenada deve ser amostrada dentro dos respectivos limites de
integracdo. Assim, podemos generalizar (D.4]) e escrever a integral multidimensional como

Ty Yy % N
1
I://'-‘/f(x,y7...,z)dxdy...dz%(mb—xa)(yb—ya)~~(zb—za)NZf(xi,yi,...,zi),
=1

(D.6)

Como no MMC o erro associado ao célculo é independe da dimensao do sistema [90], este
se torna muito atrativo para sistemas multidimensionais .

D.2.2 Importance Sampling

Em muitas aplicagoes fisicas é comum integrarmos fungdes com dependéncia aproximada-
mente gaussiana. Neste caso, a rapida queda do integrando da funcao, exigiria da técnica de
integragdo por MMC um ndmero incrivelmente grande de pontos para se obter uma precisao
mesmo que modesta. Isto porque as amostragens sao feitas com coordenadas distribuidas
uniformemente (ver exemplo da figura D.1), ou seja, apresentam a mesma probabilidade. Por
sorte, existem técnicas que permitem acelerar a convergéncia do MMC para valores precisos
com um esfor¢o computacional significativamente menor. Uma delas é conhecida como impor-
tance sampling, (amostragem preferencial) [90, 9I]. Essa técnica, consiste em escolher pontos
que contribuam mais significativamente para o valor esperado da integral. Para isto, os pontos
selecionados apresentam uma certa densidade de probabilidade g(z) tal que

—+00

/ g(x)dx =1. (D.7)

—00

Multiplicando e dividindo o integrando de (D.4) por g(z), obtemos

Jz/f@Q@mm (D.8)

9()

Fazendo uma mudanca de varidvel, de x para y, podemos reescrever como

Ty
I—/
Ia

onde g¢g(z)dr=dy — y(x):/g(ac)dx.

f(x)
() dy, (D.9)
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Se usarmos g(x) como a funcdo peso ou distribuicao de probabilidade para os nossos nameros
pseudo-aleatoérios, a integral pode ser aproximada como

I <f> _ i;i f(”"f;. (D.10)

g g (x;

Temos ainda que, se g(x) for covenientemente escolhida como uma fungao que se comporta
como f(z), o integrado val ser aproximadamente constante. Com isto, g(z) ~ f(z),
vamos gerar mais pontos onde o valor de f(x) é grande, economizando, assim, recurso com-
putacional onde o valor de f(x) é pequeno.

Os parametros necessarios para a obtengao de uma varidvel com distribui¢do uniforme, sdo
apenas os valores extremos do intervalo considerado. Uma vez definidos, [z, xp], podemos
usar uma técnica conhecida como transformacao inversa, para obtermos as varidvel aleatéria
uniformemente distribuida, com

x=1xq+ (xp —x4) R, (D.11)

onde R é niimero pseudo-aleatério que precisa ser gerado.



150 Apéndice D. Simulacao Numeérica




Referéncias Bibliograficas

[1] E.V. Shuryak, Phys. Lett. B 78 150 (1978).

[2] R.B. Clare, D.D. Strottmann, Phys. Rep. 141, 177 (1986).

[3] H. Stocker, W. Greiner, Phys. Rep. 137, 277 (1986).

[4] L.P. Csernai, Introduction to relativistic heavy ion collisions, Wiley, New York, (1994).
[5] J.P. Blaizot, J. Y. Ollitrault, Adv. Ser. Direct. High Energy Phys. 6, 393-470 (1990).
[6] L.D. Landau and S.Z. Belenkii, Uspekhi Fiz. Nauk 56, 309 (1955).

[7] R. Hanbury Brown and R. Q. Twiss, Nature, 177, 27 (1956).

[8] G. Bertsch and G. E. Brown, Phys. Rev. C40, 1830 (1989).

[9] G. Baym, [Acta Phys. Polon. B29:1839-1884] (1998).

[10] R. Eisberg, R. Resnick, Fisica Qudntica, Ed Campus, 282 tiragem (1979); J. C. C. Anjos,
C. L. Vieira, Um olhar para o futuro — Desafios da fisica para o século 21, Rio de Janeiro,
APERJ, (2008).

[11] D. Griffiths, Introduction to Elementary Particles, Nova York: John Wiley & Sons,
(1987); W. B. Rolnick, The Fundamental Particles and Their Interactions, Addison-
Wesley, (1994).

[12] W.C. Réntgen, Nature 53, 274-276| (1896).

[13] J.J. Thomson, Phil. Mag., 44:293 (1897).

[14] M. Planck. Annalen der Physik 4, 553-563 (1901).

[15] A.H. Compton, Phys. Rev. 21, 483 (1923); A.H. Compton, Phys. Rev. 22, 409/ (1923).
[16] J. Chadwick, Nature 129, 312 (1932).

[17] J. Beringer et al, (Particle Data Group), PR D86, 010001 (2012) and 20183 partial update
for the 2014 edition.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370269378903702
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370157386900906
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370157386901316
http://www.actaphys.uj.edu.pl/_old/vol29/pdf/v29p1839.pdf
http://www.nature.com/nature/journal/v53/n1369/pdf/053274b0.pdf
http://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.21.483
http://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.22.409
http://www.nature.com/nature/journal/v129/n3252/pdf/129312a0.pdf
http://pdg.lbl.gov

152 Referéncias Bibliograficas

[18] C.D. Anderson, Phys. Rev. 43, 401/ (1933).

[19] N. Borh, H.A. Kramers, J.C. Slater, Phil. Mag. s6, v47. 281 (1924).
[20] H. Yukawa, Proc. Phys. Math. Soc. Jap. 17, 48 (1935).

[21] S.H. Neddermeyer, C.D. Anderson, Phys. Rev. 51, 884 (1937).

[22] C.M.G. Lattes, H. Muirhead, G.P.S Occhialini, C.F. Powell, Nature 159, 694-697 (1947);
C.M.G. Lattes, G.P.S Occhialini, C. F. Powell, Nature 160, 453-456, 486-492 (1947);
C.M.G. Lattes, G.P.S. Occhialini, C.F. Powell, Proc. Phys. Soc. 61, 173-183 (1948).

[23] J. Burfering, E. Gardner, C.M.G. Lattes, Phys. Rev. 75, 382-387| (1949).
[24] M. Gell-Mann, Phys. Lett. 8, 214-215 (1964).
[25] G. Zweig, CERN preprint 8182/ TH.401, (1964); G. Zweig, (CERN-8419/TH.412 (1964).

[26] F. Halzen, A.D. Martin, Quarks & Leptons: An Introductory Course in Modern Particle
Physics, John Wiley & Sons, New York, (1984).

[27] K. Yagi, T. Hatsuda, Y. Miake, Quark-Gluon Plasma, Cambridge Univ. Press (2005).
[28] O. W. Greenberg, Phys. Rev. Lett. 13, 598 (1964).

[29] D. J. Gross, F. Wilczek, Phys. Rev. Lett. 30, 1343 (1973).

[30] H. D. Politzer, Phys. Rev. Lett. 30, 1346 (1973).

[31] A. Chodos, R.L. Jaffe, K. Johnson, C.B. Thorn, V. Weisskopf, Phys. Rev. D9, 3471-3494
(1974).

[32] E. Fermi, Prog. Theor. Phys. 5, 570 (1950).
33] E. Fermi, Phys. Rev. 81, 683 (1951).
[34] Y.Hama, T. Kodama, O.Socolowski, Braz.J. Phys. 35, 24/ (2005).

[35] W. Florkowski, Phenomenology of Ultra-Relativistic Heavy—Ion Collisions, World Scien-
tific (2010).

[36] J.Y. Ollitrault, nucl-th 0708.2433v2 (2008).

[37] L.D. Landau e E. M. Lifshitz, Fluid Mechanics, Pergamon, New York, (1959).
[38] D. H. Rischke, nucl-th 9809044v1 (1998).

[39] J.D. Bjorken, Phys. Rev. D 27, 140-151 (1983).

[40] B. Alver et al, Phys. Rev. C 83, 024913 (2011).

[41] D.H. Rischke, S. Bernard and J.A. Maruhn, Nucl. Phys. A595, 346 (1995).


http://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.43.491
http://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.51.884
http://www.nature.com/nature/journal/v159/n4047/pdf/159694a0.pdf
http://www.nature.com/nature/journal/v160/n4066/pdf/160453a0.pdf
http://www.nature.com/nature/journal/v160/n4067/pdf/160486a0.pdf
http://iopscience.iop.org/0959-5309/61/2/308/
http://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.75.382
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0031916364920013
https://cds.cern.ch/record/570209/files/CERN-TH-412.pdf
http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.13.598
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.30.1343
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.30.1346
http://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.9.3471
http://www.sbfisica.org.br/bjp/files/v35_24.pdf
http://arxiv.org/abs/0708.2433
http://arxiv.org/abs/nucl-th/9809044v1
http://prd.aps.org/abstract/PRD/v27/i1/p140_1
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevC.83.024913

Referéncias Bibliograficas 153

[42] A. Dumitru and D.H. Rischke, Phys. Rev. C59, 354 (1999); A. Dumitru et al., Phys. Lett.
B460, 411 (1999); S.A. Bass et al., Phys. Rev. C60, 021902 (1999); B. Waldhauser, D.H.
Rischke, et al, Z. Phys. C54, 459 (1992); D.H. Rischke, Nucl. Phys. A610, 88c (1996).

[43] P.V. Ruuskanen, Acta Phys. Polon., B18:551-589 (1987).

[44] R. Andrade, F. Grassi, Y. Hama, T. Kodama, O. Socolowski, Jr, Phys. Rev. Lett. 97
202302 (2006).

[45] O. Socolowski, Jr., F. Grassi, Y. Hama, T. Kodama, Phys. Rev. Lett. 93 182301 (2004).
[46] F. G. Gardim, F. Grassi, M. Luzum, J. Ollitrault, Phys. Rev. Lett. 109 202302 (2012).

[47] R. Andrade, F. Grassi, Y. Hama, T. Kodama, O. Socolowski, Jr., Int. J. Mod. Phys. E16,
1806 (2007); R. Andrade, F. Grassi, Y. Hama, T. Kodama e O. Socolowski, Braz. J. Phys.
37, 717 (2007).

[48] Wong, C. Y., Introduction to High-Energy Heavy-Ion Collisions, World Scientific Pub-
lishing Co. Pte. Ltd. (1994).

[49] S. Pratt, Phys. Rev. Lett. 102, 232301 (2009).

[50] K. Adcox et al, Phy Rev Letters 88, 242301 (2002); K. Adcox et al, Phys Rev C. 69,
024904 (2004).

[51] I.G. Bearden et al, Physics Letters B 523/ (2001).

[52] T. Kodama, New states of matter in hadronic interactions, AIP Conf. Proc. 631, pp. 3-26
(2002).

[53] G.D. Yen, M.I. Gorenstein, W. Greiner, S.N. Yang, Phys. Rev. C 56, 2210-2218| (1997).
[54] M.I. Gorenstein, H. Stocker, G.D. Yen, S.N. Yang, W. Greiner, nucl-th 9711055v2 (1997).
[55] R.V. Gavai, hep-ph 0607050v1| (2006).

[56] E. Laermann and O. Philipsen, hep-ph 0303042v1 (2003).

[57] A. Brazavov et al, Phys. Rev. D 80, 014504 (2009).

[58] P. Huovinen and P. Petreczky, hep-ph 0912.2541v2/ (2010).

[59] J.O. Andersen, L.E. Leganger, M. Strickland, hep-ph 1106.0514v1 (2011).

[60] P. Petreczky, hep-lat 1203.5320v1 (2012).

[61] V.V. Begun, M. Gazdzicki, and M.I. Gorenstein, Phys. Rev. C 88, 024902 (2013).

[62] R. Hanbury Brown, Boffin, Adam Hilger, Bristol, pp.104-105 (1991).

[63] R. Hanbury Brown, R. C. Jenson, and M. K. Das Gupta. Nature 170 1061 (1952).


http://www.actaphys.uj.edu.pl/_old/vol18/pdf/v18p0551.pdf
http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0218301307007039
http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0218301307007039
http://www.scielo.br/pdf/bjp/v37n2c/a10v372c.pdf
http://www.scielo.br/pdf/bjp/v37n2c/a10v372c.pdf
http://journals.aps.org/prl/pdf/10.1103/PhysRevLett.102.232301
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0370269301013338
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevC.56.2210
http://arxiv.org/abs/nucl-th/9711055v2
http://arxiv.org/abs/hep-ph/0607050v1
http://arxiv.org/abs/hep-ph/0303042v1
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.80.014504
http://arxiv.org/abs/0912.2541v2
http://arxiv.org/abs/1106.0514v1
http://arxiv.org/abs/1203.5320v1
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevC.88.024902

154 Referéncias Bibliograficas

[64] R. Hanbury Brown and R. Q. Twiss, Nature 178 1046 (1956).

[65] G.I. Kopylov and M.I. Podgoretsky, Sov. J. Nucl. Phys. 15 219-223 (1972).

[66] G. I. Kopylov, Phys. Lett. B50 472-474 (1974).

[67] G. Goldhaber, S. Goldhaber, W.-Y. Lee, and A. Pais, Phys. Rev. 120 300 (1960).

[68] L.D. Landau e E. M. Lifshitz, The Classical Theory of Fields, Pergamon, New York,
(1975).

[69] U. A. Wiedemann e U. Heinz, nucl-th 9901094v1 (1999).

[70] U. W. Heinz, nucl-th 9609029 (1996).

[71] M. A. Marchiolli, Rev. Bras. Ensino Fis. v. 24, n. 4 (2002).

[72] Chapman, S. and Heinz, U., hep-ph 9407405 (1994).

[73] S. Pratt, Phys. Rev. D33 1314 (1986).

[74] G. F. Bertsch, Nucl. Phys. A498 173c (1989).

[75] D. Boal, C.G. Gelbke, and B. Jennings, Rev. Mod. Phys. v. 62, n. 3, 553 (1990).
[76] C. Adler et al., Phys. Rev. Lett. 87, 082301/ (2001).

177] Yu.M. Sinyukov, [Act.Phys.Polon. B 37, 3343 (2006).

[78] M. Gyulassy, Iu.A. Karpenko, A.V. Nazarenko, Yu.M. Sinyukov, Braz. J. Phys, 37, 1031
(2007).

[79] Yu. M. Sinyukov, S. V. Akkelin , Iu. A. Karpenko, 71, 9, 1650-1655 (2008); Yu.M.
Sinyukov, A.V. Nazarenko, Tu.A. Karpenko, Acta Phys.Polon.B 40, 1109-1118 (2009).

[80] Tu.A. Karpenko, Yu.M. Sinyukov, Phys. Rev. C 81 054903/ (2010); Iu.A. Karpenko, Yu.M.
Sinyukov, nucl-th 1004.1565v2 | (2011).

[81] C. Adler, Z. Ahammed, C. Allgower et al, Phys Rev Lett 87 082301 (2001).
82] K. Adcox, S.S. Adler, N.N. Ajitanand et al, Phys Rev Lett 88 192302 (2002).

[83] C.E. Aguiar, R. Andrade, F. Grassi , Y. Hama, T. Kodama, T. Osada , O. Socolowski,
Braz. J. Phys. 34, 319 (2004).

[84] C. H. Christensen, Fluctuations in Au+Au collisions at 200 GeV, Master’s thesis, Niels
Bohr Institute, University of Copenhagen, (2003).

[85] M. L. Miller, K. Reygers, S. J. Sanders, P. Steinberg, nucl-ex 0701025 (2007).

[86] M. Lisa, S. Pratt, R. Soltz, U. Wiedemann, nucl-ex 0505014 (2005).


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370269374902639
http://arxiv.org/abs/nucl-th/9901094
http://arxiv.org/pdf/nucl-th/9609029v1.pdf
http://arxiv.org/abs/hep-ph/9407405
http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.87.082301
http://www.actaphys.uj.edu.pl/_cur/store/vol37/pdf/v37p3343.pdf
http://www.sbfisica.org.br/bjp/files/v37_1031.pdf
http://www.actaphys.uj.edu.pl/_cur/store/vol40/pdf/v40p1109.pdf
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevC.81.054903
http://arxiv.org/pdf/1004.1565v2.pdf
http://arxiv.org/pdf/nucl-ex/0701025v1.pdf
http://arxiv.org/pdf/nucl-ex/0505014v2.pdf

Referéncias Bibliograficas 155

[87] W.L. Dunn, J.K. Shultis, Exploring Monte Carlo Methods, Elsevier, (2011). J.B. Ander-
son, Quantum Monte Carlo: Origins, Development, Applications: Origins, Development,

Applications, Departments of Physics and Chemistry Pennsylvania State University, Ox-
ford University Press, (2007).

[88] Lehmer, D. H., Mathematical methods in large-scale computing units. Proceedings of the
2nd Symposium on Large-Scale Digital Calculating Machinery, Cambridge, MA, 1949,
141-146. Cambridge, Massachusetts: Harvard University Press, 1951. From Knuth (1998).

[89] J.E. Gentle, Random Number Generation and Monte Carlo Methods. Springer-Verlag,
New York, Inc. (1998).

[90] R. H. Landau, M. J. Paez, C.C. Bordeianu., A Survey of Computational Physics, Wiley-
VCH (2007).

[91] M. H. Kalos, P. A. Whitlock., Monte Carlo Methods, VOL I, Basics, John Wiley & Sons,
(1986).



	Introdução
	Histórico das Partículas Elementares
	Partículas conhecidas até 1932
	Partículas conhecidas até 1947
	Algumas partículas conhecidas até 1965

	Quarks e Cores
	Cromodinâmica Quântica

	Hidrodinâmica Relativística
	Equações Hidrodinâmicas para Fluidos Relativísticos
	Tensor Energia-Momentum e Correntes Conservadas
	Fluido Ideal

	Modelo de Bjorken
	Coordenadas  e simetria cilíndrica

	Desacoplamento
	Distribuição de Momentum Transversal de Partículas
	Modelo de Bjorken com Expansão Transversal e Simetria Cilíndrica

	Condições Iniciais

	Equação de Estado
	Ensemble Grão-Canônico
	Estatística de Fermi-Dirac e Bose-Einstein
	Gás ideal de Fermi-Dirac
	Gás ideal de Bose-Einstein

	Fase de Plasma de Quarks e Glúons
	Fase Hadrônica
	Correção de Volume-Excluído

	Transição de Fase de 1ª Ordem
	Equação de Estado da QCD

	Interferometria HBT
	Breve Histórico
	Interferometria HBT na Física Nuclear
	Correlação de Momenta de Píons
	Função de Correlação de Partículas Idênticas

	Parametrização da Função de Correlação
	Sistema de Coordenadas Out-Side-Long
	Função de Emissão 

	Raios HBT 

	Resultados Numéricos
	Distribuição de Píons em Função de pT
	Modelo de Bjorken sem Expansão Transversal
	Modelo de Bjorken com Expansão Transversal

	Raio HBT em Função de KT

	Conclusão
	Definições, Equações e Conceitos Básicos
	Rapidez da Partícula e Rapidez do Fluido
	Centralidade da Colisão 
	Transformação de Coordenadas e Derivada Covariante
	Coordenadas txyz e Coordenadas  
	Símbolo de Levi-Civita

	Modelo de Bjorken
	Modelo de Bjorken sem Expansão Transversal
	Modelo de Bjorken com Expansão Transvesal e Simetria Cilíndrica
	Ondas de Som no Fluido

	Gás Ideal de Bósons Ultrarrelativístico
	Simulação Numérica
	Método Monte Carlo
	Geradores de Números Pseudo-Aleatórios

	Integração por Método Monte Carlo
	Integrais Multidimensionais
	Importance Sampling


	Referências Bibliográficas

