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RESUMO

O fluxo de trafego veicular pode ser observado e representado em diferentes escalas. Comparagdes dos
resultados do método matematico (MVF) e o método computacional (DSMC) sdo realizadas. Neste
trabalho apresenta-se a modelagem matematica do trafego veicular em escala cinética para uma pista com

condig¢des de contorno periodicas

PALAVRAS-CHAVES: Escalas de representagdo, Método dos Volumes Finitos, Simulagdo Direta de
Monte Carlo.

ABSTRACT

The flow of vehicular traffic can be observed and represented at different scales. Comparisons of results of
mathematical method (FVM) and the computational method (DSMC) are performed. This work presents

the mathematical modeling of kinetic-scale vehicular traffic to one lane with periodic boundary conditions.
KEY WORDS: Scales of Representation, Finite Volume Method, Direct Simulation Monte Carlo.

1. INTRODUCAO

O fluxo de trafego veicular pode ser observado e representado em diferentes escalas: (i) Microscopica
observa os veiculos identificados individualmente e os modelos matematicos nesta escala sdo baseados na
mecanica newtoniana. (ii) Macroscopica utiliza o estado do sistema por quantidades médias como
variaveis dependentes do tempo e do espaco com representacao semelhante a hidrodindmica. (iii) Cinética
utiliza o estado do sistema identificado pela posicao e pela velocidade dos veiculos. Os modelos utilizam
uma estrutura tipo Boltzmann.

Virios livros tratam deste assunto podendo o leitor encontrar uma valiosa referéncia da fisica do
trafego no livro do Kerner [6], para os modelos cinéticos em Prigogine ¢ Herman [10], para os modelos
microscopicos em Leutzbach [8], e também em artigos como os de Klar, Kithne e Wegener [7] e de
Bellomo, Delitala e Coscia [1]. Por outro lado, a modelagem existente ainda ndo representa de forma

completamente satisfatoria a descri¢do do trafego real.
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Neste artigo apresenta-se a modelagem matematica do trafego veicular em escala cinética para o caso
nao-espacialmente homogéneo. Usamos uma equacao tipo Boltzmann. As solugdes numéricas do sistema
sdo obtidas pelo modelo matematico de velocidades discretas, cujas interagdes entre os veiculos sdo
avaliadas através de uma tabela de jogos, determinadas pelo método dos volumes finitos. O principal
objetivo deste trabalho ¢ comparar os resultados dos métodos matematico (MVF) e computacional
(DSMC).

O artigo esta organizado em mais trés se¢des as quais sdo brevemente descritas abaixo:

- Secdo 2 introduz a descri¢ao do fluxo de trafego veicular através de uma estrutura matematica para uma
pista.

- Secdo 3 introduz as equagdes de evolugao.

- Secdo 4 apresenta 0 método dos volumes finitos e os conceitos basicos do método de simulacdo direta de

Monte Carlo. A comparagdo entre esses resultados e a conclusdo ¢ apresentada.

2. A DESCRICAO DO FLUXO DE TRAFEGO

Nesta secao detalha-se a descricao cinética do fluxo de trafego veicular ao longo de uma pista e
introduz as quantidades fenomenoldgicas. Todas as varidveis dependentes que descrevem o fluxo de
trafego sdo dimensionais e seus valores normalizados no intervalo [0,1].

As seguintes quantidades de referéncias sdo introduzidas: L é o comprimento da pista, V, é a
velocidade méxima (a velocidade de um veiculo isolado movendo-se em condicdes de trafego livre), p,, €

a densidade maxima de veiculos que a pista suporta.
Com base nas quantidades dimensionais acima, as seguintes varidveis adimensionais sao introduzidas:
x ¢ a posi¢do referida do veiculo a L, ¢t ¢ o tempo normalizado representado L/V, , v=V/V, ¢é a

velocidade referidaa ¥, e p=p/p, ¢ a densidade de veiculos referida as quantidades méaximas.

O método da teoria cinética discreta serd aplicado na modelagem do fluxo de trafego utilizando-se

uma discretizagdo da velocidade na forma:

O=v, <y, <y, <<y _ <v =1, (D)

n-1

referindo-se ao dominio D, =[0,1]. Assume-se que a velocidade é representada por um ntmero finito

de classes. O modelo das velocidades discretas para o fluxo de veiculos com mesma probabilidade de
acontecerem ¢ proposto por Coscia [3] e Delitala e Tosin [4], ou seja, os veiculos que trafegam ao longo
da pista tendem a se moverem em grupos com velocidade discreta. Coscia [3] admite que as velocidades

destes grupos v,, dependem das condi¢cdes medias locais do trafego via densidade macroscopica p .
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Delitala e Tosin [4] sugerem que seja fixado uma grade da velocidade com 7 partigdes, v, =i/n, onde os
valores de v, sdo constantes com relacdo ao tempo e ao espago, em particular, isto significa que

globalmente o conjunto de velocidades podera ser obtido sem a influéncia das condi¢des de trafego. Com
base nesta hipotese a evolugdo no tempo e no espago do fluxo de trafego em uma pista é representada pela

funcdo de distribuicdo f como uma combinacdo linear de n fungdes delta de Dirac na varidvel v, como

segue:
et =Y £ 8,0, )

emque f, i=1,2,..,n denota o nimero de veiculos com velocidade v, .

As quantidades macroscdpicas, tais como a densidade e o fluxo, sdo fun¢des derivadas da fungdo de

distribui¢do f°, representadas por:

(1) a densidade de veiculos p(x,7) = Z f(x,t), com p e[0,1], 3)

i=1

(i) o fluxo de veiculos ¢(x,?) = Zn:v,. fi(x,t), comg <1. 4)

i=1

3.ASEQUACOES DE EVOLUCAO
Nesta secao o fluxo de trafego veicular € descrito, em geral, pela a equagao de evolugdo representada
por:

of, [ot+v, of, Jox =G, - L, i=12,...n, (5

As equagdes diferenciais parciais do sistema (5) para as fungdes de distribuicdo f(¢,x), i =1,...n sdo
compostas por quatro termos, denominados: taxa de variagdo temporal of; /ot , transporte convectivo
v, of /ox e termos de ganhos G, e de perdas L, sendo que a diferenga entre os termos de ganhos e perdas

denomina-se de termo de fontes.

Essas interagcdes sdo distribuidas sobre uma zona de visibilidade com comprimento caracteristico
& >0, ou seja, um veiculo localizado em uma posicao x ¢ supostamente afetado por outros veiculos que se
encontram dentro desta zona de visibilidade. Trés categorias de veiculos sdo consideradas:
(1) o veiculo candidato (v, ): € a velocidade do veiculo que ap6s uma interagdo com um veiculo de mesma
velocidade ou velocidade diferente podera ou ndo alterar a sua velocidade final.

(11) o veiculo campo (v, ): € a velocidade do veiculo com o qual o veiculo candidato interage.
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(iii) o veiculo teste (v;): € a velocidade do veiculo apds a interagdo do veiculo candidato com o veiculo

campo.

Considerando o trabalho [4] a estrutura matematica para o caso ndo - espacialmente homogéneo é:

of. of. 2 . L
a_f"'via_j;:Zznhk[p]A;zkfh(t:x)fk(tax)_ff(tax)znhk[p]fk(tax)- (6)

Este modelo ¢ caracterizado pelas seguintes quantidades:

(1) n,[pl=c,/1- p,¢é a razdo entre o nimero de interagdes por unidade de tempo entre os veiculos com
velocidade v, e v, . As interagdes sdo distribuidas sob um comprimento caracteristico (ou zona de
visibilidade) & > 0, entretanto supde-se que as interagcdes ocorrem com maiores ou menores frequéncia de
acordo com o comprimento de & > 0. Espacialmente, 7, ¢ estimado via a quantidade 1-p em que ¢ ¢
uma constante.

(2) 4;, define a densidade de probabilidade que o veiculo candidato com velocidade v, ajusta a sua
velocidade para v, depois de interagir com um veiculo trafegando com velocidade v, e depende da

densidade local:

A pl120, D A [pl=1,Yhk=1,.,n, Vp (7)

i=1

Os autores em [4] sugerem que 4, [p] ¢ modelado por uma tabela de jogos com o pardmetro

fenomenologico a €[0,1] que representa as condi¢des da estrada, sendo a = 0a pior estrada. Esta tabela
considera trés casos:

e Interacdo com um veiculo mais rapido (v, <v,), quando o veiculo candidato encontra um veiculo

campo mais rapido e o veiculo candidato ou mantém sua velocidade corrente ou possivelmente acelera,
dependendo do espaco livre a frente.

e Interagdo com um veiculo mais lento (v, >v,), quando o veiculo candidato encontra um veiculo

campo mais lento e supoe-se que ndo acelerando a probabilidade de passar depende do trafego local.

e Interagdo com um veiculo com velocidade igual (v, =v,), quando o veiculo candidato e o veiculo

campo estdo viajando a mesma velocidade.

Considerando a estrutura (6) e a densidade de probabilidade 4,, modelado pela tabela de jogos [4] , a

solugdo numérica é obtida pelo método dos volumes finitos.

4.METODO DOS VOLUMES FINITOS
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Neste trabalho, um problema de condi¢do inicial com condi¢des de contorno periddicas, modelado
pelo sistema de equagdes (5) foi solucionado numericamente pelo Método dos Volumes Finitos
(MVF)[13]. O algoritmo usado foi preparado com um MVF de alta resolugdo com limitador de fluxo
numérico "superbee" de Roe, conforme descrito em [9]. Estes recursos conferem uma maior precisao nos
resultados em relagdo a precisdo obtida com os métodos de segunda ordem.

Em conjunto com o MVF utilizamos o método de Monte Carlo. A simulagdo direta de problemas
probabilisticos ¢ a forma mais simples do uso do método de Monte Carlo. O método de simulagao direta ¢
caracterizado por ser facilmente projetado e por possuir uma estrutura que geralmente considera um
grande nimero de apropriados detalhes microscopicos do sistema dinamico analisado [5].

O método de Monte Carlo de simulacao direta (DSMC) tem sido extensivamente usado no estudo do
movimento de gases rarefeitos[2]. O local e o instante de ocorréncia das colisdes ndo sdo lentamente
determinadas pela comparagdo da trajetéria de todas as particulas, mas usando-se consideragdes
estatisticas[11].

As dificuldades encontradas com os métodos de solucao direta da equacao de Boltzmann podem ser
contornadas com a realizagdo de simulacdes fisicas do sistema considerado. Os métodos de simulagao
estocasticos em geral sdo os meios mais utilizados para encontrar solu¢des para problemas que podem ser

representados pela equacdo de Boltzmann. Os principios gerais, de qualquer método de simulagao,
consistem em construir um processo estocastico para um sistema real de N particulas (~10), por meio de

um conjunto de particulas simuladas (~10°), cuja distribui¢do no tempo seja comparavel com a solugio da
equacao de Boltzmann (N — o).

Considerando-se condigdes de contorno apropriadas, as solugdes numéricas que sdo determinadas
através do método DSMC sao obtidas dividindo-se o espaco do sistema analisado num numero finito de
células, em que particulas simulando as moléculas, sdo locadas de acordo com as condigdes iniciais do
sistema analisado. Neste trabalho, o método DSMC foi aplicado para modelar um fluxo de trafego veicular
ndo-espacialmente homogéno com condigdes de contorno periddicas. A modelagem pelo DSMC foi
realizada usando-se a analogia que existe com os problemas da teoria cinética modelados pela equagao de

Boltzmann [12].

5. SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

A simulagdo numérica foi aplicada para uma pista com condi¢gdes de contorno periddicas adotando-se

como parametro fenomenologico « =1 (estrada 6tima), o valor de densidade maxima p =1 , o tempo total

de simulacdo ¢ 25 e comprimento maximo da estrada x = 1. Os resultados foram testados para dois valores

da zona de visibilidade.
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Atribuindo-se uma densidade inicial de p=0,46 adota-se a seguinte distribui¢do inicial (t=0) de
veiculos ao longo da estrada, inicialmente 2% dos veiculos encontra-se na posi¢ao entre [0; 0,6), 18% dos
veiculos entre [0,6; 0,7), 16% dos veiculos entre [0,7; 0,8), 8% dos veiculos entre [0,8;0,9) e 2% dos
veiculos entre [0,9; 1].

Para a zona de visibilidade utilizou-se os valores de £=0,05 ¢ £=0,0025. As interacdes ocorrem
com maior ou menor freqiiéncia de acordo com a zona de visibilidade.

Os resultados obtidos pela simulagdo numérica utilizando o modelo matematico de velocidades
discretas cujas interagdes entre os veiculos sdo avaliadas através da tabela de jogos [4] e as solugdes
numérica sdo determinadas pelo método dos volumes finitos sdo apresentados nas figuras 1 e 2 para

£=0,05 e £=0,0025, respectivamente.
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Figura 1. Velocidade versus Densidade (para valores de £=0,05) usando velocidades discretas e MVF

Nas fig. 1 e 2 o tempo t=0 representa a condi¢do inicial da densidade dos veiculos na estrada. O tempo
total de simulagao foi 25 sendo considerados 9 tempos para representacdo grafica pois a partir de t=10 o
sistema para & = 0,05 tende ao equilibrio. Embora para £ = 0,0025 o tempo de tendéncia ao equilibrio ¢
posterior a t=10, manteve-se na figura 2 os mesmos tempos da figura 1 com objetivo de comparar estes
resultados aos obtidos pelo método de Monte Carlo

Na Figura 3 tem-se a representagdao da condicdo inicial para a densidade e o seu comportamento para
9 tempos. Constatou-se que este sistema entra em equilibrio para um tempo superior a t=10 entretanto
adotou-se os tempos iguais a t=0,2;1,2;3;4;5;7 e 10 com objetivo de comparar estes resultados com os

resultados obtidos pelo MVF.
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Figura 2. Velocidade versus Densidade (para valores de £=0,0025) usando velocidades discretas e MVF
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Figura 3. Velocidade versus Densidade (para valores de &=0,0025) usando o DSMC

6. CONCLUSOES

Neste artigo desenvolveu-se o modelo cinético das velocidades discretas cujas interagdes entre os
veiculos foram representadas por uma tabela de jogos e as solu¢des numéricas determinadas pelo MVF e
comparadas com as solugdes do modelo computacional DSMC. Considerou-se o estudo do fluxo de
trafego de veicular para uma pista com condig¢des de contorno periddicas.

As maiores diferencas existentes entre as solu¢des obtidas com o modelo DSMC e pelo MVF,

encontram-se nas distribui¢des de velocidades, que pelo DSMC sao distribuidas uniformementes entre vuyin
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€ Vmax, € com MVF as velocidades sdo discretas e na amplitude espacial das interagdes entre os veiculos,
que pelo modelo DSMC ¢ variavel e depende da posicao relativa dos veiculos e velocidades, e pelo MVF ¢
um comprimento constante.

Observa-se que na figura 2 a onda de choque vai para tras até o tempo t=5 e a partir deste tempo, a
onda se desloca para frente ¢ também ocorre na figura 3 usando o DSMC.

Para comparar os resultados obtidos pelo modelo DSMC e pelo MVF, foram analisados dois valores

£=0,05¢ £=0,0025. Deve-se salientar que a zona menor acarreta um maior numero de iteragdes. O
método MVF para a & =0,05 fornece densidades com comportamentos semelhantes para diversos tempos
entre 0 e 25. Isto também ¢ observado para a zona de visibilidade & =0,0025, entretanto para esta zona

observa-se que a onda de choque tem uma amplitude menor para os tempos entre 0 ¢ 5 atingindo o
equilibrio mais rapidamente, menor do que 9 tempos. Desta forma, podemos afirmar que o método MVF
converge mais rapidamente ao equilibrio do sistema para uma zona de visibilidade menor.

Testando a zona de visibilidade menor & =0,0025 para um outro método de resolucdo, DSMC,

obtemos para o tempo 0.2 uma melhor representacdo da densidade do que aquela apresentada pelo método
MVE. O método DSMC representa melhor o comportamento do trafego real atingindo o equilibrio em um
tempo posterior ao do MVF, ou seja, posterior a 9 tempos.

Ambos os métodos MVF ¢ DSMC foram utlizados para analise do fluxo em uma pista para o caso
nao-espacialmente homogéneo. Comparando estes dois métodos, o MVF converge mais rapidamente,
além de apresentar um menor tempo de execu¢do do que o DSMC sendo também mais simples de elaborar,
as iteracdes e todas as suas consideragcdes no DSMC nao sdo tao obvias.

Concluiu-se que existe uma similaridade entre os resultados obtidos pelo modelo matematico e pelo
modelo computacional, cuja inter-relacdo ¢ caracterizada pela distdncia da zona de visibilidade. Os
resultados obtidos demonstram que quanto menor for a zona de visibilidade, maior ¢ o niimero de

interagdes, acarretando em um maior tempo de simulagdo para o sistema entrar em equilibrio.
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