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A matemática é um mundo de infinitas possibilidades.
—LENILSON XAVIER



RESUMO

CONTESSA, Nitiele Medeiros. MODELAGEM DO RITMO CIRCADIANO COM
DERIVADAS FRACIONÁRIAS. 2017. 89 f. Dissertação (Mestrado) – Programa de
Pós-Graduação em Modelagem Computacional. Universidade Federal do Rio Grande,
Rio Grande.

O ritmo circadiano é responsável por diversas atividades fundamentais do organismo
dos seres vivos, como produção de hormônios, atividades do sistema digestivo, a sensação
de fome, de sono, etc., que funcionam de forma sincrônica. Sendo assim, é de suma
importância entender os mecanismos que regem o ritmo circadiano, bem como efeitos
externos que possam degradar ou acelerar processo de sincronização do ritmo circadiano.

O foco do nosso trabalho é caracterizar algumas propriedades do ritmo circadiano, le-
vando em consideração o ciclo sono-vigı́lia e o ciclo de temperatura corporal, bem como
outros efeitos externos que possam influenciar a dinâmica do ritmo circadiano. Diferente-
mente do que existe na literatura, onde a modelagem da dinâmica do ciclo sono-vigı́lia em
relação a temperatura corporal é feita usando derivadas de ordem inteira, neste trabalho
propomos reescrever este modelo usando cálculo de ordem fracionário. Como tal ferra-
menta possui propriedades que podem ser interpretadas como memória, prevemos obter
um modelo que seja fidedigno a realidade, e sirva como um guia para determinar me-
canismos que minimizem as alterações indesejadas causadas por interferência externas.
Do ponto de vista teórico, provaremos resultados de boa colocação do modelo proposto.
Apresentaremos alguns resultados numéricos que mostram o comportamento do efeito
memória na dinâmica em comparação com o modelo conhecido na literatura.

Palavras-chave: Ritmo circadiano, Ciclos, Memória, Derivadas fracionárias.



ABSTRACT

CONTESSA, Nitiele Medeiros. MODELING OF CIRCADIAN RHYTHM WITH
FRACTIONAL DERIVATIVES. 2017. 89 f. Dissertação (Mestrado) – Programa de
Pós-Graduação em Modelagem Computacional. Universidade Federal do Rio Grande,
Rio Grande.

The circadian rhythm is responsible for several fundamental activities of the organism
of living being such as the production of hormones, activities of the digestive system, the
sensation of hunger, sleep, among other. Such actions works synchronously. Therefore,
it is extremely important to understand the mechanisms that govern the circadian rhythm
as well as external effect s that may degrade or accelerate the synchronization process of
such rhythm.

The focus of our work is to characterize some properties of the circadian rhythm,
taking into account the sleep-wake cycle and the body temperature cycle, as well as other
external effects that may influence circadian rhythm dynamics. Differently from what
exists in the literature, where the modelling of the dynamics of the sleep-wake cycle in
relation to body t emperature is done using integer-order derivatives, in this work we
propose to rewrite this model using a fractional order calculus. Since such a tool have
properties that can be interpreted as memory, we expect to obtain a model that is reliable
to reality and can be used as a guide to determine mechanisms that minimize unwanted
changes caused by external interference. From the theoretical point of view, we will prove
well-posedness results of the proposed model. We also provide some numerical results
that show the behavior of the memory effect in the dynamics in comparison to the model
known in the literature.

Keywords: Circadian Rhythm, Cycle, Memory, Fractional Derivative.
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A.4 Função de Borel e Lebesgue mensuráveis . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
A.5 Cálculo Jacobiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88



1 INTRODUÇÃO

Processos rı́tmicos são inerentes ao nosso cotidiano e formam boa parte dos processos
indispensáveis para a vida. Dentro de tais processos rı́tmicos, o processo que é conhecido
como rı́tmo circadiano desempenha um papel de destaque.

Este pode ser caracterizado por qualquer processo biológico que apresenta um ritmo
oscilatório endógeno e ajustável em torno de 24 horas. Este comportamento já é ampla-
mente conhecido por atuar em diversos seres vivos, não só em animais, mas também em
plantas, bactérias, fungos, etc [29].

O estudo formal do ritmo circadiano ou ciclo circadiano faz parte da cronobiologia,
área das ciências biológicas que tem por objetivo estudar os relógios biológicos que geram
esses ritmos e que são responsáveis por atividades do organismo dos seres vivos. Em
especial, é sabido que tais ritmos estão associados a funções vitais como a produção de
hormônios, atividades do sistema digestivo e a sensação de fome e sono, que repete suas
funções aproximadamente a cada 24 (vinte e quatro) horas [2].

A existência do ritmo circadiano em organismos possibilitam a antecipação e o pre-
paro para mudanças regulares no meio ambiente, o que confere a estes organismos gran-
des vantagens evolucionárias com relação aos que não possuem tal regulador [9]. A
antecipação de fenômenos que ocorrem periodicamente pode ser considerada como um
processo de memória, a qual é um dos pontos chaves deste trabalho.

Desta forma, estudar e predizer a dinâmica e funcionamento do ritmo circadiano é
fundamental para a cronobiologia. Há excencialmente duas formas de fazer isso. Uma
é observar uma enormidade de casos e propor uma teoria que seja compatı́vel com as
observações ou então propor um modelo matemático que descreva de maneira fidedigna
um conjunto de dados. No primeiro caso faz-se necessário a observação de uma quanti-
dade suficiente de ocorrências idênticas para que a estatı́stica seja completa, ou suficiente.
No segundo caso podemos nos restringir a um conjunto menor de ocorrências e ”acredi-
tar”que o modelo proposto descreva de maneira fidedigna o comportamento do fenômeno
estudado.

Porêm, no caso da modelagem matemática ainda esbarramos na complexidade do
modelo necessária para descrever fenômenos biológicos reais. Assim, por vezes, faz-
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se necessário uma abordagem mais simples do fenômeno que ainda assim, descrevam
informações relevantes.

Nestes termos, o matemático Steven Henry Strogatz propôs uma modelagem para o
ciclo de sono-vigı́lia infuenciado pelo ciclo da temperatura corporal utilizando o princı́pio
que estes dois ciclos sejam osciladores (oscilador do ciclo temperatura corporal e oscila-
dor do ciclo sono-vigı́lia). A interação desses osciladores é determinada por forças de
acoplamento, as quais são responsáveis pela sincronia ou dessincronia dos mesmo [27].

Descreveremos o estudo proposto por Strogatz em detalhes no Capı́tulo 4. O qual
propõe para modelagem da dinâmica dos dois osciladores um sistema não linear de
equações diferenciais ordinárias e portanto, utilizando derivadas de ordem inteira. Como
é bem sabido da teoria de diferenciação clássica [30], derivadas de ordem inteira reprodu-
zem somente efeitos locais e não carregam contribuições de memória. Efeitos de memória
são sempre esperados em processos envolvendo ritmos biológicos, pela própria natureza
destes processos [19].

O objetivo deste trabalho é apresentar um modelo simplificado para o ritmo circadiano
que leve em conta o processo de memória. A novidade de nossa abordagem com relação
ao modelo proposto por Strogatz é que utilizaremos derivadas de ordem fracionária para
modelar a dinâmica dos ciclo de sono-vigı́lia infuenciado pelo ciclo da temperatura cor-
poral. A motivação para o uso de derivadas de ordem fracionária em contrapartida as
de ordem inteira é que as primeiras tem como uma de suas caracterı́sticas efeitos de
memória [6]. Na literatura encontramos diversos trabalhos aplicando derivadas de ordem
fracionária, tais como em Oxley [22], Camargo [3] e Rossato [24].

Além da modelagem do ritmo circadiano utilizando o oscilador temperatura corpo-
ral e oscilador ciclo sono-vigı́lia, mostraremos resultados de boa colocação, existência,
unicidade e dependência contı́nua para o modelo proposto e determinaremos pontos de
sincronia e a dessincronia para tal modelo. Faremos isso no Capı́tulo 5

Mostraremos que os possı́veis pontos de sincronia e dessincronia para o modelo pro-
posto apresentam um atraso, o qual julgamos ser o efeito da memória. Esta verificação
será feita de maneira teórica no Capı́tulo 5 e comprovada numericamente no Capı́tulo 6.

O restante do trabalho se dispõe da seguinte maneira: No Capı́tulo 2 apresentaremos
de forma detalhada a cronobiologia, que é a ciência que estuda o ritmo circadiano, tal
capı́tulo ainda trás como Subseção 2.1 que aborda o ritmo circadiano de forma aprofun-
dada e detalhada, tratando separadamente os ciclos, sono-vigı́lia e temperatura corporal.
A Subseção 2.2 destina-se a fazermos uma análise do comportamento do corpo humano,
observando os efeitos de memória que o mesmo apresenta.

No Capı́tulo 3 introduziremos o cálculo de ordem fracionária, sua história e as
definições de derivadas de ordem fracionária segundo Riemann-Liouville e Caputo. Ana-
lisaremos os dois métodos, mostrando porque Caputo é o que melhor se enquadra para
a modelagem do problema proposto. Enunciaremos ainda neste capı́tulo as hipóteses
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suficientes para garantir resultados de existência, unicidade e dependência contı́nua dos
dados iniciais e da ordem da derivada para sistemas de equações a derivadas de ordem
fracionária segundo Caputo.

Para finalizar, o Capı́tulo 7 apresenta as considerações finais, assim como propostas
para trabalhos futuros, visto que ainda temos muito para estudar a fim de obter um modelo
que represente os dados reais de forma fidedigna.



2 CRONOBIOLOGIA

Cronobiologia (crono = tempo, bio = vida, logia = estudo), tem como objetivo estudar
o relógio biológico dos seres vivos.

Ao final do século XIX iniciou-se inúmeros estudos sobre ritmos biológicos, mas foi
somente no século XX que a cronobiologia tornou-se aceita internacionalmente, sendo
uma ciência que estuda os fenômenos biológicos, aspectos biológicos da ritmicidade,
descrição e quantificação dos ritmos [2].

Esses fenômenos são chamados de ritmos biológicos e podem ter diferentes
frequências, os que ocorrem com uma periodicidade próxima a 24 (vinte e quatro) ho-
ras são chamados de circadianos, os com perı́odo maior que 28 (vinte e oito) horas são
chamados de infradianos e os menores que 20 (vinte) horas recebem o nome de ultradia-
nos [19].

É possı́vel descrever exemplos para cada frequência do ritmo biológico. Por exemplo
ritmo circadiano é dito: a temperatura corporal, o rendimento mental e o ciclo sono-
vigı́lia, já os infradianos são: hibernação de alguns animais e o ciclo menstrual. Os
exemplos mais comuns e de fácil percepção, são os ultradianos, ou seja: secreção pulsátil
de muitos hormônios, frequência cardı́aca, movimentos respiratórios entre outros [19].

2.1 Ritmo circadiano

Ritmo circadiano é todo o ritmo, tal que, sua natureza seja endógena. Embora os
ritmos circadianos sejam endógenos (auto-sustentados) eles são ajustados (arrastados)
para o ambiente local por meio de sinais externos que inclue ciclos de luz e temperatura.

O ritmo circadiano se dá através de um marca-passo interno que se encontra no
cérebro, localizado no hipotálamo, que é o núcleo supraquiasmático, essa estrutura gera
e regula os ritmos, materiais e psicológicos do ser humano, tem influência na renovação
das células e na digestão em vigı́lia, dentre outras funções [1, 11].

Funções como a produção de hormônios, sensação de fome e sono, atividades do
sistema digestivo, tais como, atividades dos rins e do intestino, são ministradas pelo ritmo
circadiano (circa = por volta de, radical latino ”dies”= dia) ou seja, que repete suas funções
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aproximadamente a cada 24 (vinte e quatro) horas [2].

A ritmicidade circadiana está presente nos padrões de sono e alimentação dos animais,
incluindo os seres humanos. Existem também padrões claros de temperatura corporal cen-
tral, atividade das ondas cerebrais, produção de hormônio, regeneração celular e outras
atividades biológicas. Além disso, o fotoperiodismo, a reação fisiológica dos organis-
mos à duração do dia ou da noite, é vital para plantas e animais, e o sistema circadiano
desempenha um papel na medição e interpretação da duração do dia.

Evidenciamos a sincronização do ritmo circadiano através do meio ambiente e por
ordem temporal interna, os quais apontam a necessidade do mesmo para a expressão
fisiológica e comportamental normal de um organismo. Problemas de saúde podem ser
causados por perturbações de ordem temporal interna ou externa, devido a transtornos na
sincronização do ritmo circadiano, o que pode também ser chamado de dessincronização
do ritmo [18].

Dissincronose ou também conhecida por jet lag, é um distúrbio que provoca diversos
efeitos indesejáveis e prejudiciais a saúde, tais como, sonolência, cansaço, queda do ren-
dimento fı́sico e mental, entre outros. De uma maneira simplificada, pode-se dizer que a
memória do relógio biológico é afetada por distúrbios desta natureza, geralmente associ-
ada a efeitos externos do tipo, trabalho noturno, voos transmeridianos, doenças e dores
crônicas, etc [27].

2.1.1 Ciclo sono-vigı́lia

Ciclo sono-vigı́lia é denominado o perı́odo em que dormimos ou ficamos acordados
diariamente, sendo um ciclo periódico, influenciado por fatores externos de ordem tem-
poral [11]. Tal ciclo pode sofrer mudanças bruscas por decorrência de vários fatores,
alguns exemplos são, trabalho noturno, voos transmeridianos, ou jornada de trabalho ex-
cessiva, esses são responsáveis pela jet lag (ou dissincronose), um distúrbio que provoca
sonolência fora de hora, cansaço, alterações de humor e até mesmo queda do rendimento
fı́sico e mental [27].

Segundo Chiese [5], uma boa noite de sono é de tamanha importância para o bem estar
em vigı́lia. O corpo humano recebe sinais através do hormônio da melatonina informando
o inı́cio da noite e sua duração, e com isso, inicia uma cascata de eventos fisiológicos,
para assim, preparar o organismo para o repouso. Porém, alguns aspectos podem cau-
sar alterações no seu periódo de sono-vigı́lia, sendo esses, a claridade do dia/noite, e a
irregularidade das refeições, o que também influência no jet lag [11].

2.1.2 Ciclo temperatura corporal

A temperatura corporal apresenta uma variação cı́clica no decorrer das 24 (vinte e
quatro) horas diárias, sendo controlada endogenamente, com uma variação térmica diária
que geralmente não ultrapassa os 0.6◦C (1◦F), sendo que, variações acima dessa escala
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são consideradas situações de urgência pelos especialistas [11].

Um ciclo periódico é gerado pela temperatura corporal, se mostrando da seguinte
forma, menor pela manhã, aumenta ao longo do dia e tem seu pico de temperatura no
inı́cio da noite [19].

Minati [17] diz que, algumas caracterı́sticas são assumidas pela temperatura, através
da sua mensuração durante o perı́odo sono-vigı́lia. Segundo [16], um grupo de células
localizadas na porção anterior do hipotálamo, regulam a temperatura corporal e detectam
mudanças na temperatura sanguı́nea.

Entender as mudanças que o ciclo sono-vigı́lia introduzem na temperatura corporal,
e vice-versa, são importantes para diagnosticar alterações no funcionamento de certas
funções vitais do organismo [20].

Strogatz [27] modela o sistema circadiano humano, levando em consideração a tem-
peratura corporal e o ciclo sono-vigı́lia, em modelos de equações diferenciais simples, o
qual será apresentado no Capı́tulo 4.

2.1.3 Sincronização e dessincronização

É dito sincronizado ou dessincronizado, a relação entre dois ou mais ciclos, onde
neste caso será verificado a iteração do ciclo sono-vigı́lia e do ciclo temperatura corporal.
Sabendo que a definição de sincronização é o ato ou efeito de sincronizar, ou seja, tornar
sincrônico, combinar movimentos para que se dêem ao mesmo tempo.

Por definição, a relação entre dois ciclos é dita dessincronizada quando os mesmos
perdem a sincronia ou simultaneidade, logo estes ciclos não estão perfeitamente interados.

Pode-se analizar a sincronização e a dessincronização na forma matemática, consi-
derando os ciclos sono-vigı́lia e ciclo temperatura corporal descritos por osciladores não
lineares, os quais apresentam uma frequência intrı́nseca, que é a regularidade do ciclo e
uma força de acoplamento, que determina o quanto um ciclo influencia no outro. Observa-
se então dois casos [11]:

1. Temos um sistema sincronizado, se a soma das forças de acoplamento for maior
que o módulo da diferença das frequências intrı́nsecas, então a relação entre estes
osciladores é sincronizada. Tal acontecimento se dá pelo fato das forças de acopla-
mento terem maior influência no sistema.

2. Já em um sistema dessincronizado, a soma das forças de acoplamento será me-
nor que o módulo da diferença das frequências intrı́nsecas, logo a relação en-
tre estes osciladores é dita dessincronizada. Devido ao fato das forças de aco-
plamento não terem tanta influência no sistema e consequentemente a frequência
intrı́nseca de cada oscilador permanecerá sem alteração alguma (ou quase nenhuma)
a dessincronização acaba acontecendo.
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Logo, matematicamente falando, para o caso de ter um ritmo circadiano sincronizado,
precisa-se obter sincronizado todos os ciclos utilizados para a modelagem do ritmo circa-
diano, caso isso não ocorra o ritmo circadiano está dessincronizado.

2.2 Memória

Quando citamos memória, logo levamos em consideração o armazenamento de fatores
do dia a dia, recordações de situações acontecidas tempos atrás. Mas, a memória tratada
nesse trabalho é o manifesto de sensações do corpo humano que em fase sincronizada
acontecem aproximadamente no mesmo horário [18].

A memória, entre outras coisas, possibilita a previsão do futuro com base em ex-
periências vivenciadas em determinado tempo. Um efeito da memória é que os estı́mulos
temporários podem causar efeitos permanentes sobre o comportamento humano ou ani-
mal [23]. Exemplos de Efeitos Permanentes de Estı́mulo Temporário (EPET) podemos
perceber no nosso dia a dia, como a sensação de fome e sono, as quais acontece aproxi-
madamente no mesmo horário, por um certo perı́odo, mesmo alterando as condições do
meio [16, 17].

Uma forma de modelarmos efeitos de memória é utilizando o cálculo de ordem fra-
cionária [3, 7], o qual será apresentado na próxima seção. Tal método é de grande valia
para a modelagem do ritmo circadiano, pois efeitos de memória são esperados não so-
mente neste caso, mas em qualquer processo que envolve ritmos biológicos.

O objetivo deste trabalho é apresentar um modelo simplificado para o ritmo circadiano
que leve em conta o processo de memória. Para tal modelaremos a dinâmica utilizando
derivadas de ordem fracionária pois, estas diferenciam-se das derivadas de ordens in-
teiras por não serem operações pontuais [7]. A dinâmicas que usam estas ferramentas
matemáticas para a modelagem carregam os efeitos de memória de longo prazo, que são
encontrados no ritmo circadiano.



3 CÁLCULO DE ORDEM FRACIONÁRIA

O desenvolvimento do cálculo fracionário é quase tão antigo quanto o do cálculo
inteiro. Segundo [15], em 1695 Leibniz começou uma discussão sobre o assunto, quando
introduziu o sı́mbolo Dny(x) = dny

dxn
, denotado a derivada enésima de y, onde n é um

inteiro positivo. Debnath [6] diz que, na mesma época L’Hospital escreveu uma carta a
Leibniz questionando a possibilidade de n ser uma fração, ou seja, n fosse igual a 1

2
. Em

resposta Leibiniz apresentou que se y(x) = x, então temos D
1
2y(x) = x

√
dx
x

. Assim,
podemos dizer que a partir dessa resposta originou-se o cálculo fracionário. Este conceito
chamou a atenção de diversos matemáticos famosos como Euler (1738), Laplace (1820),
Fourier (1822), além de Riemann, Liouville e Caputo.

Apresentaremos neste capı́tulo as definições de derivada de ordem fracionária segundo
Riemann-Liouville e Caputo, já que estas definições estão interrelacionadas. O objetivo
é mostrar que a escolha especı́fica da derivada de ordem fracionária segundo Caputo na
Seção 3.2 é a mais adequada para descrever a modelagem do ritmo circadiano [7]. Outras
definições para as derivadas de ordem fracionária podem ser encontrados em [24, 7].

Para introduzir e motivar o assunto de cálculo fracionário, iniciaremos esta seção re-
lembrando um dos resultados fundamentais do cálculo clássico: O Teorema Fundamental
do Cálculo [13].

Teorema 3.0.1. (Teorema Fundamenta do Cálculo) Seja θ : [b, c] → R uma função

contı́nua e seja Θ : [b, c]→ R definida por

Θ(t) =

∫ t

b

θ(s)ds, (1)

então Θ é diferenciável e Θ′ = θ.

Demonstração: A demonstração é de conhecimento geral e pode ser encontrada em

[13].

Compreende-se com o Teorema Fundamental do Cálculo a relação entre os operado-
res de diferenciação, aqui denotado por D, e o operador de integração denotado por J ,
definidos em espaços de funções adequadas.
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Definição 3.0.1. Denotamos por D o operador que mapeia uma função diferenciável em

sua derivada, de forma que Dθ(t) = θ′(t).

Definiremos o operador Jb com uma função integrável num conjunto compacto em sua

primitiva centrada em b, de forma que Jbθ(t) =
∫ t
b
θ(s)ds, para b ≤ t ≤ c. Para n ∈ N,

usaremos o sı́mbolo Dn e Jnb para denotar b n-ésima iterada de D e Jb, respectivamente.

Assim, Dn := DDn−1, com D1 = D e Jnb = JbJ
n−1
b , com J1

b = Jb e D0 = J0
b = I .

Alguns resultados que seguem diretamente das definições dos operadores de derivação
e de integração e não serão demostrado, são os seguintes:

Lema 3.0.2. Seja θ uma função integrável em [b, c]. Então, para qualquer b ≤ t ≤ c

temos que

Jnb θ(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

b

(t− s)n−1θ(s)ds. (2)

Sejam m > n, com m,n ∈ N. Para qualquer função θ que possui n-ésima derivada

contı́nua em [b, c] vale que

Dnθ = DmJm−nb θ. (3)

A introdução do cálculo de ordem fracionária passa pelo desafio de generalizar o resul-
tado acima, para n /∈ N. Ao observar a equação (2) no Lema 3.0.2, nota-se a necessidade
de generalizar a noção de fatorial. Isso é feito com a função Gamma de Euler definida
como a seguir:

Definição 3.0.2. A função Γ : (0,∞) → R, conhecida como função Gamma de Euler

[7], é definida por

Γ(t) :=

∫ ∞
0

st−1e−sds. (4)

No Apêndice A.1 apresentaremos resultados relevantes e necessários para este traba-
lho com relação a função Gamma de Euler.

A partir da próxima seção apresentaremos algumas definições de derivadas de ordem
fracionária a saber, segundo Riemann-Liouville e Caputo. Tais definições vão ser utiliza-
das no decorrer desse trabalho.

3.1 Derivadas Fracionárias Segundo Riemann-Liouville

A definição segundo Riemann-Liouville para derivadas de ordem fracionária é usada
na resolução de diversos problemas fı́sicos [7].

Porém, para uma melhor introdução do conteúdo pode-se dizer que a definição está
baseada no fato que a derivada é a operação inversa da integral, como sugere o Teorema
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Fundamental do Cálculo apresentado anteriormente. Como veremos adiante, podemos
considerer que a derivada de ordem fracionária segundo Rimann-Liouville, nada mais é
que a derivada de ordem inteira de uma determinada integral de ordem fracionária [7].

Definição de integral segundo Riemann-Liouville

Antes de seguirmos apresentaremos duas definições e um teorema, que utilizaremos
posteriormete no decorrer da dissertação.

Definição 3.1.1. Seja 1 ≤ p < ∞. Denotaremos por Lp[b, c]

o espaço das funções p integráveis segundo Lebesgue: Lp[b, c] :={
f : [b, c]→ R; f é mensurável em [b, c] e

∫ c
b
|f(t)|pdt <∞

}
.

Teorema 3.1.1. (Teorema fundamental do espaço de Lebesgue) Seja θ ∈ L1[b, c], então

Jbθ é diferenciável em quase toda a parte em [b, c] e DJbθ = θ também em quase toda a

parte em [b, c].

Demonstração: Detalhes dessa demonstração podem ser encontrada em [7, Teorema

1B, pag 10].

Definição 3.1.2. Seja Bn ou Bn[b, c] o conjunto de funções com (n− 1)-ésima derivada

absolutamente contı́nua em [b, c], ou seja, as funções θ para que exista (quase em todos

os lugares) a função g ∈ L1[b, c] tal que

θ(n−1)(t) = θ(n−1)(b) +

∫ t

b

g(s)ds.

Neste caso chamamos g n-ésima derivada ”generalizada”de θ e escrevermos g =

θ(n).

Colocado os resultados e definições acima, passaremos a motivação da definição da
integral fracionária, que surgiu através do seguinte conceito: Seja θ : I → R uma função
contı́nua por partes no intervalo I := [0,∞) e integrável em todo subintervalo de [0,∞).
Denotamos por Jθ(t) o seguinte operador integral.

Jθ(t) =

∫ t

0

θ(s)ds, (5)

e por
Jkθ(t) = J(Jk−1θ(t)),

a composição do operador J em k vezes.
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Observamos que

J2θ(t) = JJθ(t) =

∫ t

0

Jθ(s)ds =

∫ t

0

∫ s

0

θ(v)dvds.

Pelo Teorema de Fubini [26], temos:

J2θ =

∫ t

0

∫ s

0

θ(v)dvds =

∫ t

0

(∫ t

v

θ(v)ds

)
dv =

∫ t

0

θ(v)(t− v)dv.

Analogamente,

J3θ =

∫ t

0

∫ s

0

θ(ρ)(s− ρ)dρds =

∫ t

0

∫ t

ρ

θ(ρ)(s− ρ)dsdρ =

∫ t

0

θ(ρ)
(t− ρ)2

2
dρ.

Usando esse procedimento sucessivamente obtemos a seguinte expressão para integral
com o operador Jnθ:

Jnθ =

∫ t

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
θ(s)ds. (6)

Agora, utilizando a definição da função Γ(n) e suas propriedades, as quais apresenta-
mos no Apêncice A.1, podemos escrever a integral (6) como:

Jnθ =

∫ t

0

(t− s)n−1

Γ(n)
θ(s)ds =

1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1θ(s)ds. (7)

Note que da equação (7), podemos concluir que é contı́nua e está bem definida para
n ∈ R+. Da observação deste fato podemos creditar a motivação do surgimento da
integral fracionária segundo Riemann-Liouville.

Definição 3.1.3. (Integral de ordem fracionária segundo Riemann- Liouville) Dado n ∈
R+ e θ(t) ∈ L1[b, c], o operador da integral fracionária segundo Riemann-Liouville,

denotado por Jnc , é dado por

Jnc θ(t) =
1

Γ(n)

∫ t

c

(t− s)(n−1)θ(s)ds (8)

onde b ≤ t ≤ c.

Exemplo 3.1.2. Seja o monômio θ(t) = tµ, com t > 0 e −1 < µ < 0. A integral de tµ é

dada por

Jntµ =
tn+µΓ(µ+ 1)

Γ(µ+ n+ 1)
n ∈ R+. (9)
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Demonstração: De fato, fazendo uma mudança de variáveis u = s
t
, obtemos

Jntµ =
1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1sµds =
1

Γ(n)

∫ t

0

tn−1
(

1− s

t

)n−1

sµds

=
1

Γ(n)

∫ t

0

tn−1(1− u)n−1(tu)µtdu =
1

Γ(n)

∫ 1

0

tn(1− u)n−1tµuµdu

=
tn+µ

Γ(n)

∫ 1

0

(1− u)n−1uµdu.

Reescrevendo a última integral utilizando as propriedades da função Gamma

(Apêndice A.1), obtemos:

Jntµ =
tn+µ

Γ(n)
β(µ+ 1, n) =

tn+µ

Γ(n)

Γ(µ+ 1)Γ(n)

Γ(µ+ 1 + n)
=
tn+µΓ(µ+ 1)

Γ(µ+ n+ 1)
.

onde β(., .) significa a função Beta tal que β(n,m) = Γ(n)Γ(m)
Γ(n+m)

. Definindo a função

Φn = tn−1

Γ(n)
, para t > 0 e fazendo o produto convolução entre as funções θ e φ, temos:

(φn ∗ θ)(t) =

∫ t

0

φn(t− s)θ(s)ds =

∫ t

0

(t− s)n−1

Γ(n)
θ(s)ds = Jnθ(t). (10)

Portanto, a definição da integral pode ser interpretada como o produto de convolução

entre as funções φn e θ.

Teorema 3.1.3. Sejam n,m ≥ 0, então temos que JnJm = J (n+m). Em particular vale

propriedade comutativa JnJm = JmJn.

Demonstração: Seja f uma função suficientemente suave. Pela equação (10) temos:

(Jnθ) (t) = φn(t) ∗ θ(t). (11)

Vamos verificar que

φn(t) ∗ φm(t) = φn+m(t)

.

φn(t) ∗ φm(t) =

∫ t

0

(t− y)(n−1)

Γ(n)

ym−1

Γ(m)
dy =

∫ t

0

tn−1
(
1− y

t

)(n−1)

Γ(n)

ym−1

Γ(m)
dy.

Seja u = y
t
, temos:

φn(t) ∗ φm(t) =
tn−1

Γ(n)Γ(m)

∫ 1

0

(1− u)n−1(ut)m−1tdu

=
tn−1

Γ(n)Γ(m)

∫ 1

0

(1− u)n−1um−1tmdu
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=
tn+m−1

Γ(n)Γ(m)

∫ 1

0

(1− u)n−1um−1du.

Fazendo a mudança de variável θ = 1− u, obtemos

φn(t) ∗ φm(t) =
tn+m−1

Γ(n)Γ(m)

∫ 1

0

θ(n−1)(1− θ)m−1dθ.

Multiplicando e dividindo por Γ(n+m), obtemos:

φn(t) ∗ φm(t) =
t(n+m−1)Γ(n+m)

Γ(n+m)Γ(n)Γ(m)

∫ 1

0

θ(n−1)(1− θ)m−1dθ. (12)

Considerando a função β definida como β(n,m) = Γ(n)Γ(m)
Γ(n+m)

=
∫ 1

0
θ(n−1)(1− θ)m−1dθ e

relacionando as funções β e Γ (ver apêndice A.1), substituindo na equação (12), temos:

φn(t) ∗ φm(t) =
t(n+m−1)

Γ(n+m)B(n,m)
B(n,m) =

t(n+m−1)

Γ(n+m)
= φn+m(t) (13)

Portanto, juntando as equações (11) e (13), obtemos:

(JnJmθ)(t) = φn(t) ∗ Jmθ(t) = φn(t) ∗ φm(t) ∗ θ(t) = φn+m(t) ∗ θ(t) = (Jn+mθ)(t).

Abaixo apresentamos outro exemplo sobre integral fracionária o qual servirá como
base para resolver derivada fracionária.

Exemplo 3.1.4. Seja θ(t) = t. Então a integral fracionária de ordem 1
2

de θ é:

J
1
2 t =

t(
1
2

+1)Γ(1 + 1)

Γ
(
1 + 1

2
+ 1
) =

t
3
2 Γ(2)

Γ
(

5
2

) .
Sabendo que Γ(2) = 1 e Γ

(
5
2

)
= 3

√
π

4
, temos:

J
1
2 t =

4t
3
2

3
√
π
.

Uma vez definido o operador integral de ordem fracionária, passaremos a definição de
derivada de ordem fracionária segundo Riemann-Liouville.

Definição 3.1.4. Seja n ∈ R+, θ ∈ B1[a, b] e m = dne. Definimos o operador derivada

fracionária segundo Riemann-Liouville de ordem n ∈ R+, denotado por Dn
b , como

Dn
b θ = DmJm−nb θ. (14)

O próximo resultado garante sob quais condições a derivada de ordem fracionária
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segundo Riemann-Liouville está bem definida.

Lema 3.1.5. Seja θ ∈ B1[b, c] e 0 < n < 1, então Dn
b θ existe em quase toda parte em

[b, c]. Além disso Dn
b θ ∈ Lp[b, c] para 1 ≤ p ≤ 1

n
e

Dn
b θ(t) =

1

Γ(1− n)

(
θ(b)

(t− b)n
+

∫ t

b

θ′(s)(t− s)−nds
)
.

Demonstração: Usando a definição da derivada fracionária segundo Riemann- Li-

ouville e θ ∈ B1 temos

Dn
b θ(t) =

1

Γ(1− n)

d

dt

∫ t

b

θ(s)(t− s)−nds

=
1

Γ(1− n)

d

dt

∫ t

b

(
θ(b) +

∫ s

b

(θ′(u)du)

)
(t− s)−nds

=
1

Γ(1− n)

d

dt

(
θ(b)

∫ t

b

ds

(t− s)n
+

∫ t

b

∫ s

b

θ′(u)(t− s)−nduds
)

=
1

Γ(1− n)

(
θ(b)

(t− b)n
+
d

dt

∫ t

b

∫ s

b

θ′(u)(t− s)−nduds
)
.

Utilizando o teorema de Fubini [7] chegamos no seguinte resultado

Dn
b θ(t) =

1

Γ(1− n)

(
θ(b)

(t− b)n
+
d

dt

∫ t

b

θ′(u)
(t− u)1−n

1− n
du

)
.

A declaração de integrabilidade é uma consequência imediata dessa representação
utilizando os resultados clássicos da teoria da integração de Lebesgue [25].

Teorema 3.1.6. Sejam n1, n2 ≥ 0, ϕ ∈ L1[b, c] e θ = Jn1+n2
b ϕ. Então, temos que

Dn1
b D

n2
b θ = Dn1+n2

b θ. (15)

Demonstração: O resultado segue os seguintes argumentos: Primeiro,

Dn1
b D

n2
b θ = Dn1

b D
n2
b J

n1+n2
b ϕ = Ddn1eJ

dn1e−n1

b Ddn2eJ
dn2e−n2

b Jn1+n2
b ϕ.

Considerando as propriedades do operador integral, obtidas no Teorema 3.1.3, temos que

Dn1
b D

n2
b θ = Ddn1eJ

dn1e−n1

b Ddn2eJ
dn2e+n1

b ϕ = Ddn1eJ
dn1e−n1

b Ddn2eJ
dn2e−n2

b Jn1
b ϕ.

Segundo [7] esse resultado é equivalente a:

Dn1
b D

n2
b θ = Ddn1eJ

dn1e−n1

b Jn1
b ϕ = Ddn1eJ

dn1e
b ϕ.
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Utilizando as propriedades do operador integral, temos

Dn1
b D

n2
b θ = ϕ,

o que implica na demonstração de que Dn1+n2
b θ = ϕ.

O próximo resultado mostra que a derivada de ordem fracionária é o operador inverso
à esquerda do operador de ordem fracionária.

Teorema 3.1.7. Seja n ∈ R e n ≥ 0. Para cada θ ∈ L1[b, c], temos

Dn
b J

n
b θ = θ.

Demonstração: Usando propriedades de integração e o Teorema 3.1.3, temos:

Dn
b J

n
b θ(t) = DmJm−nJnb θ(t) = DmJmb θ(t) = θ(t).

Apesar da complexidade da definição, o operador de ordem fracionária compartilha
de algumas propriedades importantes dos operadores de derivação de ordem inteira.

Teorema 3.1.8. O operador de diferenciação fracionária é linear. Em outras palavras,

sejam θ1 e θ2 funções em B1[a, b] e c1, c2 ∈ R então

Dn
b (c1θ1 + c2θ2) = (c1D

n
b θ1 + c2D

n
b θ2).

Demonstração: Segue como consequência da definição de Dn
b .

Apresentaremos agora alguns exemplos simples de derivada fracionária segundo
Riemann-Liouville, as quais servirão de motivador para a escolha do tipo de derivada de
ordem fracionária que utilizaremos em nosso problema. Em particular o próximo exem-
plo mostra que a derivada fracionária segundo Riemann-Liouville de uma constante não
é nula, conforme o esperado.

Exemplo 3.1.9. Seja θ(t) = 2 (função constante), então a derivada fracionária segundo

Riemann-Liouville de ordem 1
2

é:

D
1
2
t (2) = D1[J

1
2 (2)] = D

[
Γ(0 + 1)

Γ
(
0 + 1

2
+ 1
)t 12+0

]
.

Como, Γ
(

3
2

)
=
√
π

2
e Γ(1) = 1, temos:

D
1
2
t (2) = D

[
Γ(1)

Γ
(

3
2

)t 12+0

]
= D

[
(1)t

1
2

√
π

2

]
= D

[
2t

1
2

√
π

]
=

1√
πt
6= 0.
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Observação 3.1.1. Pode-se observar que a derivada de ordem fracionária segundo

Rimann-Liouville de uma constante não é nula, isso implica que essa derivada não pode

ser considerada como uma taxa de variação, no sentido usual. Além disso, na modelagem

de problemas de valor inicial, as condições iniciais não necessariamente possuem uma

interpretação do ponto de vista biológico. Sendo esses alguns dos fatos que motivam a

não utilização desse método na modelagem do problema proposto.

Exemplo 3.1.10. Seja θ(t) = t2, então a derivada fracionária segundo Riemann-

Liouville de ordem 1
2

é:

D
1
2
t t

2 = D1[J
1
2 (t2)] = D

[
Γ(2 + 1)

Γ
(
2 + 1

2
+ 1
)t 12+0

]
= D

[
Γ(3)

Γ
(

7
2

)t 12] .
Como, Γ(3) = 2 e Γ

(
7
2

)
= 15

√
π

8
, temos:

D
1
2
t t

2 = D

[
(2)t

1
2

15
√
π

8

]
= D

[
16t

1
2

15
√
π

]
=

8

15
√
πt
.

3.2 Derivadas Fracionárias Segundo Caputo

Na seção anterior, apresentamos a definição da derivada de ordem fracionária se-
gundo Rimann-Liouville. A grosso modo, podemos considerar que a derivada de or-
dem fracionária nada mais é que, a derivada de ordem inteira de uma integral de ordem
fracionária. Nesta seção apresentaremos a definição da derivada de ordem fracionária
segundo Caputo. Esta é similar a de Rimann-Liouville, porém invertendo a ordem de
integração fracionária com ordem da derivação, como será mostrado a seguir:

Definição 3.2.1. (Derivada de ordem fracionária segundo Caputo)

Seja n ∈ R+, θ ∈ B1[b, c] e m = dne. O operador D̂n
b , é definido por

D̂n
∗bθ = Jm−nb Dmθ, (16)

para qualquer Dmθ ∈ L1[b, c] em que Dm denota o operador da derivada fracionária

segundo Caputo de ordem n ∈ R+.

Os próximos resultados garante sob quais condições a derivada de ordem fracionária
segundo Caputo está bem definida.

Teorema 3.2.1. Sejam n ≥ 0, m = dne e θ ∈ Bm[b, c]. Então

D̂n
∗bθ = Dn

b (θ − Tm−1[θ; b]),

onde Tm−1[θ; b] é o polinômio de Taylor de grau (m− 1) para θ.
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Observação 3.2.1. Observe que a expressão no lado direito da equação existe se, Dn
b θ

existe e θ possui m − 1 derivadas em b, esta última condição assegura que o polinômio

de Taylor existe. Podemos verificar que esta condição é mais fraca do que a condição

anterior que diz que θ ∈ Bm. Isso ocorre pois, θ ∈ Bm implica:

• θ ∈ Cm−1 e, portanto, a existência do requerido polinômio de Taylor e seu derivado

de Riemann-Liouville;

• a existência de Dn
b θ em quase todos os lugares, como pode ser visto por uma

aplicação usada na prova do Lema 3.1.5.

Portanto a partir de agora usaremos a ultima expressão. Uma formalização é dada

como se segue.

Teorema 3.2.2. Sejam n ≥ 0 e m = dne e θ ∈ Bm[b, c]. Então,

Dn
∗bθ = Dn

b (θ − Tm−1[θ; b]). (17)

O operador Dn
∗b é chamado de operador diferencial de Caputo de ordem n.

Demonstração: Observe que, para o caso de n ∈ N a afirmação é trivial. Logo

temos que analisar o caso n 6∈ N . Neste caso, consideramos m como o primeiro inteiro

tal que m > n. Assim, temos

Dn
b (θ − Tm−1[θ; b]) = DmJm−nb (θ − Tm−1[θ; b])(t)

=
dm

dsm

∫ s

b

(s− t)m−n−1

Γ(m− n)
(θ(t)− Tm−1[θ; b](t)) dt.

Primeiramente, faremos a integração, a qual resulta em∫ s

b

1

Γ(m− n)
(θ(t)− Tm−1[θ; b](t)) (s− t)m−n−1dt =

− 1

Γ(m− n+ 1)

[
(θ(t)− Tm−1[θ; b](t)) (s− t)m−n

]t=s
t=b

(18)

+
1

Γ(m− n+ 1)

∫ s

b

(D(θ(t))−D(Tm−1[θ; b](t))) (s− t)m−ndt.

O termo fora da integral na Equação 18 é zero (o primeiro fator desaparece no limite

inferior, o segundo desaparece no limite superior). Assim

Jm−nb (θ − Tm−1[θ; b]) = Jm−n+1
b D(θ − Tm−1[θ; b])



30

Repetindo este processo um número total de m vezes resulta em

Jm−nb (θ − Tm−1[θ; b]) = J2m−n
b Dm (θ − Tm−1[θ; b]) = Jmb J

m−n
b Dm (θ − Tm−1[θ; b]) .

Observe que DmTm−1[θ; b] ≡ 0 porque Tm−1[θ; b] é um polinômio de grau m− 1. Logo

Jm−nb (θ − Tm−1[θ; b]) = Jmb J
m−n
b Dmθ.

Segue do Teorema 3.2.1 que

Dn
b (θ − Tm−1[θ; b]) = DmJmb J

m−n
b Dmθ = Jm−nb Dθ = D̂n

b θ.

O próximo resultado estabelece uma relação entre as derivadas de ordem fracionária
de Riemann-Liouville e Caputo.

Lema 3.2.3. Sejam n ≥ 0 e m = dne. Supondo que θ seja uma função de tal modo que

ambos Dn
∗bθ e Dn

b θ existam. Então,

Dn
∗bθ(t) = Dn

b θ −
m−1∑
k=0

Dkθ(b)

Γ(k − n+ 1)
.

Demonstração:

Dn
∗bθ(t) = Dn

b θ −
m−1∑
k=0

Dkθ(b)

k!
Dn
b

(
(.− b)k

)
(t)

= Dn
b θ(t)−

m−1∑
k=0

Dkθ(b)

Γ(k − n+ 1)(t− b)k−n
.

Para uma melhor compreenção da demosntração acima, podemos verificar que a igual-

dade segue do Teorema 3.2.2, e a identidade é encontrada através da derivada de uma

função do tipo xk.

O próximo resultado estabelece a relação entre a derivada de ordem fracionária de
Riemann-Lioville e de Caputo.

Lema 3.2.4. Assumindo as mesmas hipóteses do lema anterior, temos:

Dn
b θ = Dn

∗bθ

se e somente se θ possui m derivadas nulas em um dado ponto b e Dkθ(b) = θ(0) se

k = 0, 1, ...,m− 1.

Demonstração: Segue de uma adaptação simples das contas feitas no Lema 3.2.3.
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O próximo resultado mostra que o operador de ordem fracionária de Caputo é a inversa
a esquerda de um operador de integração de ordem fracionária.

Teorema 3.2.5. Se θ for contı́nua e n ≥ 0, então

Dn
∗bJ

n
b θ = θ.

Demonstração: Assumindo que ϕ = Jnb θ e utilizando o Teorema 3.1.3, temos

Dkϕ(b) = 0 para k = 0, 1, ...,m − 1. Considerando agora o lema anterior e o Teo-

rema 3.1.6, temos que,

Dn
∗bJ

n
b θ = Dn

∗bϕ = Dn
b ϕ = Dn

b J
n
b θ = θ.

Lema 3.2.6. Seja θ ∈ Ck[b, c], b < c e k ∈ N . Sejam n, ε > 0 tal que existe l ∈ N com

l ≤ k e n, n+ ε ∈ [l − 1, l], então

Dε
∗bD

n
∗bθ = Dn+ε

∗b θ.

Demonstração: Para detalhes da demonstração veja [6, Lema 3.13, pág 57].

A seguir provaremos que, como a derivada de ordem fracionária de Riemann-
Liouville, a derivada de ordem fracionária segundo Caputo é um operador linear.

Teorema 3.2.7. Sejam as funções θ1, θ2 : [b, c]→ R, onde Dn
∗bθ e Dn

∗bθ existem em quase

toda parte e c1, c2 ∈ R, então

Dn
∗b(c1θ1 + c2θ2) = c1D

n
∗bθ1 + c2D

n
∗bθ2.

Demonstração: Tal propriedade e a linearidade do operador diferencial fracionário

são consequências imediata da definição de Dn
∗b.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de derivadas de ordem fracionária segundo
Caputo.

Exemplo 3.2.8. Seja θ(t) = 1 (função constante), então a derivada fracionária segundo

Caputo de ordem 1
2

é:

D
1
2
∗b(1) = J

1
2 (D1(1)) = J

1
2 (0) = 0.

Observação 3.2.2. A derivada de ordem fracionária, segundo Caputo, de uma constante

é nula. Logo, esse método faz mais sentido para modelar a dinâmica de valores inici-

ais. Por isso o método de Caputo foi o escolhido para ser utilizado na modelagem do

problema.
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Exemplo 3.2.9. Seja θ(t) = t2, então a derivada fracionária segundo Caputo de ordem
3
2

é:

D
3
2
∗tt

2 = [J
1
2 (D2(t2))] = J

1
2 (2) =

2t0+ 1
2 Γ(0 + 1)

Γ(0 + 1
2

+ 1)
=

2t
1
2 Γ(1)

Γ(3
2
)
.

Como, Γ(1) = 1 e Γ
(

3
2

)
=
√
π

2
, temos:

D
3
2
∗ t

2 =
2t

1
2

√
π

2

=
4
√
t√
π
.

3.3 Análise do método de Riemann-Liouville e Caputo

O objetivo desta seção é verificar qual derivada de ordem fracionária melhor se aplica
no nosso sistema, através da análise do problema de valor inicial com derivadas arbitrárias
segundo Rimann-Liouvile e Caputo. Nesta seção, não apresentaremos as demonstrações
dos resultados, porém serão usados as consequências destes como argumento básico da
escolha da derivada de ordem fracionária segundo Caputo para a modelagem do problema
de interesse. Tal análise é baseada nos seguintes resultados:

Teorema 3.3.1. Sejam n > 0, n /∈ N,m = dne, k > 0, h∗ > 0 e c1, ..., cm ∈ R. Seja

G :=
{

(t, θ) ∈ Rs+1 : 0 ≤ t ≤ h∗, θ ∈ Rs se t = 0 e
∣∣∣tm−nθ −∑m

k=1
ckt

m−k

Γ(n−k+1)

∣∣∣
< k caso contrário}. Supondo que a função f : G→ R é contı́nua, limitada e Lipschit-

ziana em relação a segunda variável, ou seja, existe uma constante L > 0 tal que, para

todo (t, θ1), (t, θ2) ∈ G, temos

|f(t, θ1(t))− f(t, θ2(t))| < L |θ1(t)− θ2(t)| . (19)

Então a equação diferencial

Dn
0 θ(t) = f(t, θ(t)), (20)

com condições iniciais

Dn−k
0 θ(0) = bk (k = 1, 2, ...,m− 1), lim

z→0+
Jm−n0 θ(z) = bm, (21)

possui uma única solução θ que é uma função contı́nua definida em (0, h] com

h := min

{
h∗, h̃,

(
Γ(n+ 1)k

M

) 1
m

}
,

onde M := sup(t,z)∈G |f(t, z)| e h̃ é um número positivo arbitrário que satisfa a seguinte
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restrição

h̃ <

(
Γ(2n−m+ 1)

Γ(n−m+ 1)L

) 1
n

. (22)

A prova desse teorema é similar a demonstração de existência e unicidade para EDO’s
de ordem inteira. Para detalhes veja ([7], Capı́tulo 5). Assim como no caso clássico, a
demonstração do teorema 3.3.1 passa por transformar problemas na forma integral como
enunciado no próximo lema.

Lema 3.3.2. Suponha h > 0 e as hipóteses enunciadas no Teorema 3.3.1. Então θ ∈
C(0, h] é uma solução das equações diferenciais (20) e (21) se e somente se é uma solução

da equação integral de Volterra

θ(t) =
m∑
k=1

ckt
n−k

Γ(n− k + 1)
+

1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1f(s, θ(s))ds. (23)

Agora será argumentado através de uma observação, por que o uso de derivadas de
ordem fracionária segundo Rimann-Liouville não é o mais adequado para a modelagem
do sistema.

Observação 3.3.1. De fato, ao observar a equação da integral percebemos porque a

solução θ é contı́nua no intervalo semi-aberto (0, h] e não no intervalo fechado [0, h]. Se

θ fosse contı́nuo ao longo de [0, h], então, como f é contı́nuo, o lado direito da equação

(23) também deveria ser contı́nua em [0, h]. Tendo em consideração a definição de m,

podemos facilmente ver que as parcelas de
∑m

k=1
ckt

n−k

Γ(n−k+1)
são de fato contı́nuas em [0, h]

para k = 1, 2, ...,m − 1. No entanto, o termo (k = m) é limitado quando θ → 0, haja

visto que m > n, com n /∈ N a menos que cm = 0.

Através de teoremas e lemas fundamentais, será apresentado a partir de agora a
existência de solução para o problema de valor inicial com derivadas de ordem fracionária
segundo Caputo.

Definição 3.3.1. O problema de valor inicial com derivadas de ordem fracionária se-

gundo Caputo é escrito da seguinte maneira:

Dn
∗0θ(t) = f(t, θ(t)), (24)

com as condições iniciais

Dkθ(0) = θ
(k)
0 , k = 0, 1, ...,m− 1 (25)

onde o operador diferencial de ordem fracionária segundo Caputo é Dn
∗0 como definido

na Seção 3.2.1.
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Teorema 3.3.3. Sejam 0 < n e m = dne,
(
θ0

0, ..., θ
m−1
0

)
∈ Rn, k > 0 e h∗ > 0. Seja

G :=
{

(t, θ) : t ∈ [0, h∗],
∣∣∣θ −∑m−1

k=0
tkθk0
k!

∣∣∣ ≤ k
}

. Consideramos a função f := G → R

é contı́nua, M := sup(t,z)∈G |f(t, z)| e

h :=

 h∗, se M = 0,

min

{
h∗, (kΓ(n+1))

1
n

M

}
, caso contrário

(26)

Então, existe uma função θ ∈ C[0, h] solução para o problema de valor inicial definido

nas equações (24) e (25).

Lema 3.3.4. Nas mesmas hipóteses do Teorema 3.3.3 temos que θ ∈ C[0, h] é uma

solução do problema de valor inicial equação (24) e (25) se e somente se é uma solução

da equação integral de Voterra não-linear do segundo tipo

θ(t) =
m−1∑
k=0

tk

k!
θ

(k)
0 +

1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1f(s, θ(s))ds (27)

onde m = dne.

Observação 3.3.2. Usando a observação 3.3.1 e os Lemas 3.3.2 e 3.3.4, podemos compa-

rar o comportamento das soluções de equação diferenciais fracionárias segundo Caputo

com as de Rimann-Liouville. Ao fazer isso descobrimos que o problema de continuidade

na origem encontrado para Riemann-Liouville não ocorre para Caputo. Pelo contrário,

verificamos que a continuidade da função f implica na continuidade da solução θ durante

todo intervalo fechado [0, h].

Observação 3.3.3. Olhando para a equação (27) para algum n ∈ (0, 1] e para dois

valores diferentes de t, digamos t1 e t2 com t1 < t2, se subtrairmos a segunda destas

equações pela primeira, obtemos que:

θ(t− 2)− θ(t1) =
1

Γ(n)

∫ t2

0

(t2 − s)n−1f(s, θ(s))ds

− 1

Γ(n)

∫ t1

0

(t1 − s)n−1f(s, θ(s))ds

=
1

Γ(n)

∫ t1

0

[
(t2 − s)n−1 − (t1 − s)n−1

]
f(s, θ(s))ds

+
1

Γ(n)

∫ t2

t1

(t2 − s)n−1f(s, θ(s))ds. (28)

Considerando o caso (não-fracionário) onde n = 1. Se for analisado o lado direito da

equação (28) será obtido zero e, portanto, toda a integral desaparece. Então esta equação

implica que θ(t1) é a solução do problema de valor inicial dado nas equações (24) e (25)
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no ponto θ(t1) e, em seguida, pode-se calcular a solução em t2 com t2 > t1 exclusiva-

mente com base em θ(t1) e a função f . Não será preciso usar qualquer informação em

θ(t) para t ∈ [0, t1). Esta observação é apenas outra maneira de expressar a locali-

dade de ordem inteira do operador diferencial. Esta é a base de quase todos os métodos

numéricos clássicos da solução de equação diferenciais de primeira ordem. Também é

fundamental para a modelagem matemática de muitos sistemas da fı́sica, engenharia e

outras ciências porque ele afirma que isso é suficiente para analisar o estado da primeira

ordem de um sistema em um ponto arbitrário na hora de calcular o seu comportamento

no futuro.

Quando for analisado o caso fracionário 0 < n < 1 a situação é fundamentalmente

diferente. Nesse caso a primeira integral do lado direito da equação (28) não desaparece.

Logo, sempre que se quer calcular a solução θ(t2), em algum momento t2, é necessário

considerar o que acontece no ponto inicial 0 e levar em conta toda a informação até o

ponto de interesse t2. Isso reflete a não-localidade dos operadores diferenciais segundo

Caputo. Obviamente, essa observação tem uma influência substancial sobre a construção

de métodos numéricos para tais equações. Além disso, para a modelagem de um sistema

de ordem fracionária, com fenômenos reais, interpretar o termo que não se anula como

um termo que descreve sistemas com memória. Sem mais, é sabido que as derivadas

segundo Riemann-Liouville são não locais também.

Observação 3.3.4. Como foi afirmado na observação anterior, a equação (28) tem

grande impacto sobre a base teórica dos métodos numéricos para equações diferenci-

ais fracionárias. O método padrão geralmente funciona corretamente mas, muitas vezes,

não faz uso de todo o poder desta equação, pois o mesmo termo entre parênteses no lado

direito da equação (28) não é nulo, ele vai ser muito pequeno em magnitude para deter-

minadas situações (por exemplo se t1 e t2 são suficientemente grandes em comparação

com (t2 − t1)).

Quando for analisado o problema de valor inicial com derivadas de ordem fra-
cionária percebe-se que o método de Caputo é mais adequado para aplicação em siste-
mas biológicos que o método de Riemann-Liouville, visto que para o primeiro a deri-
vada de um constante é nula. Além disso, as condições iniciais em sistemas de EDO’s
fracionárias dependem de condições que são fisicamente interpretáveis. Mesmo que de-
rivadas de ordem fracionária segundo Riemann-Liouville seja bem posto (existência e
unicidade de solução), depende de condições iniciais que não necessariamente possuem
uma interpretação do ponto de vista biológico [7]. Portanto, para a modelagem usare-
mos derivadas de ordem fracionária segundo Caputo com o objetivo de obter um modelo
fidedigno ao bem estar do corpo humano.
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3.4 Sistemas de Equação Diferenciais Fracionárias - Resultados de
Boa Colocação

Apresentaremos nesta seção resultados de Existência, Unicidade e Dependência
contı́nua dos dados iniciais (boa colocação segundo Hadamard) para sistemas de
Equações Diferenciais Ordinárias, EDO’s de ordem fracionárias, bem como os efeitos
de memória caracterı́sticos da modelagem com derivadas de ordem fracionária.

Para termos uma melhor análise dos resultados, será mostrado resultados de
Existência, Unicidade e Dependência contı́nua para EDO’s com derivadas de ordem in-
teira, os quais serão apresentado a seguir. Para maiores informações consutar [7]. A
principal ideia é fazer um paralelo com o problema envolvendo derivadas de ordem n não
inteiras que será apresentadas posteriormente. Em particular, para n = 1 temos:

Definição 3.4.1. (Problema de Valor Inicial ou Problema de Cauchy) Seja U contido em

I × E onde I é um intervalo não degenerado da reta e E é um espaço vetorial normado

completo. Seja a função f : U → E uma aplicação pelo menos contı́nua. Fixado um par

(t0, θ0) ∈ U chamamos de problema de valor inicial (PVI) para a equação diferencial

ordinária dada por f ou problema de Cauchy associado a f com valor inicial (t0, θ0) ao

problema definido formalmente por:{
d
dt
θ(t) = f (t, θ(t)) ,

θ(t0) = θ0.
(29)

Definiremos a seguir o que se entende por uma solução do problema de Cauchy da
equação(29).

Definição 3.4.2. Uma função φ : I → E (onde I é intervalo não degenerado da reta

contendo t0) é uma solução do problema de Cauchy dado por f com valor inicial (t0, θ0)

se φ satisfaz a equação (29) e φ(t0) = θ0.

A seguir será apresentado uma condição suficiente para garantir resultados de
existência e unicidade do problema de Cauchy apresentado na definição 3.4.1.

Definição 3.4.3. (Condição de Lipschitz) Seja f : U → E uma função definida em um

conjunto aberto U ⊂ I × E, onde I e E são como na defição 3.4.1.

Dizemos que f satisfaz a condição de Lipschitz com relação a segunda variável, se

existir um constante L > 0 tal que |f(t, y)− f(t, z)| ≤ L |y − z| para quaisquer (t, y),

(t, z) ∈ U .

Se f for Lipschitiziana em relaçao a segunda variável, então o sistema de EDO’s
possui solução única, o que mensionamos no próprio teorema.

Teorema 3.4.1. Seja f : U → Rn uma aplicação contı́nua no aberto U⊂ Rn+1. Se

[b, c] × Rn ⊂ U e f é Lipschitziana em [b, c] × Rn. Então, para quaisquer t0 ∈ [b, c]
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e θ0 ∈ Rn, existe uma única solução do problema de valor inicial definida no intervalo

[b, c].

Demonstração: Se conhece essa demonstração da teoria de EDO’s e a maneira

clássica de provar este resultado é escrever o problema como uma equação de Volterra

e provar que o operador associado possui um único ponto fixo [8, Teorema 10.2, pág.

382].

Lema 3.4.2. (Dependência contı́nua dos dados iniciais) Seja fj : U → Rn uma

sequência de aplicações contı́nuas definidas em U ⊂ R × Rn, com fj → f0 uni-

formemente em subconjuntos compactos de U . Dada uma sequência (tj, θj), com

(tj, θj)→ (t0, θ0), se o problema de Cauchy

{
dθ
dt

= fk (t, θ)

θ(tk) = θk k ≥ 0,
(30)

possui solução maximal única φk em Jk, então ∀[b, c] ⊂ J0, existe k0(b, c) ≥ 1 tal que

j ≥ k0 → Ji ⊃ [b, c] e φk[b, c]→ φ0[b, c] uniformente.

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada com detalhes [4, Lema 3.11

pág. 58].

3.4.1 Resultados de existência, unicidade e dependência contı́nua dos dados iniciais
para EDO’s com derivadas de ordem fracionária

Agora apresentaremos as condições necessárias e suficientes para obter resultados de
boa colocação para sistemas de equações com derivadas de ordem fracionárias segundo
Caputo. Os resultados obtidos aqui servirão como base teórica para o modelo de Strogatz
modificado que apesentaremos na Seção 5. Antes disso introduziremos o tipo de sistema
de equações a derivadas de ordem fracionária que estamos interessados neste trabalho.

Definição 3.4.4. (Problema de valor inicial segundo Caputo) Consideraremos como um

problema de valor inicial de ordem fracionária segundo Caputo um sistema de equações

com condições iniciais dado da seguinte forma:{
Dn
∗0θ(t) = f(t, θ(t))

Dkθ(0) = θk0 , k = 0, 1, ...,m− 1,
(31)

onde m = dne e Dn
∗0 é operador diferencial de ordem fracionária segundo Caputo con-

forme definido na Seção 3.2.1 e Dkθ(0) são as condição iniciais, que aqui supomos cen-

tradas em zero. Já f : D(f) ⊂ RN+1 → RN é uma funçao suficientemente regular.

O resultado desta seção vai em direção a provar existência de solução do PVI 31.
Antes disso vamos formalizar o que entendemos por solução do PVI 31.
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Definição 3.4.5. Qualquer função θ para a qual está bem definida a derivada de ordem

fracionária Dn
∗0, isto é, que satisfaz as hipóteses do Teorema 3.3.3 e também satisfaz o

PVI 31 é dita uma solução.

O próximo Lema garante que se existe uma solução para o PVI 31, então esta mesma
solução deve satisfazer uma equação integral, a qual é base para alguns dos métodos
numéricos para resolver PVI’s fracionários.

Lema 3.4.3. Dados as mesmas hipóteses do Teorema 3.3.3. Então, θ ∈ C[0, h] é uma

solução do problema de valor inicial (31) se e somente se essa solução é solução da

equação integral de Volterra não-linear do segundo tipo

θ(t) =
m−1∑
k=0

tk

k!
θ

(k)
0 +

1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1f(s, θ(s))ds, (32)

onde m = dne.

Demonstração: Primeiramente definimos z(t) := f(t, θ(t)). Notamos que dadas as

hipóteses sobre θ e f temos que z ∈ C[0, h]. Em seguida, usamos a definição do operador

diferencial do Caputo reescrevemos a equação:

z(t) = f(t, θ(t)) = Dn
∗0θ(t) = Dn

0 (θ − Tm−1[θ; 0]) (t)

= DmJm−n0 (θ − Tm−1[θ; 0])(t).

Uma vez que estamos lidando com funções contı́nuas, podemos aplicar o operador Jm0
em ambos os lados e encontrar

Jm0 z(t) = Jm−n0 (θ − Tm−1[θ; 0]) (t) + q(t)

com q um polinomio de grau não superior a (m − 1). Como z é contı́nua, a função

Jm0 z no lado esquerdo da equação acima tem um zero de ordem m na origem. Além

disso, a diferença θ− Tm−1[θ; 0] tem a mesma propriedade por construção e, portanto, a

função Jm−n0 (θ − Tm−1[θ, 0]) no lado direito da nossa equação tem um zero de ordem m

na origem também. Assim, resta que o polinômio q tem a mesma propriedade e pode-se

então deduzir imediatamente (desde que seu grau não seja superior a (m− 1) que:

Jm0 z(t) = Jm−n0 (θ − Tm−1[θ; 0]) (t)

Agora aplicando o operador de Riemann-Liouville Dm−n
0 para esta equação observe-se

que

θ(t)− Tm−1[θ; 0](t) = Dm−n
0 Jm0 z(t) = D1J1+n−m

0 Jm0 z(t)

= DJ1+n
0 z(t) = Jn0 z(t).
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Recordando as definições em que Tm−1 é o polinômio de Taylor em [θ; 0], obtemos que

é uma condição necessária para θ ser solução do problema (31) satisfazer a equação

integral de Volterra.

Abaixo será apresentado uma adaptação do clássico Teorema de Peano [4] para siste-
mas de EDO’s de ordem inteira. Seguiremos os passos apresentados em [7, Teorema 6.1
pág.86].

Teorema 3.4.4. (Existência) Sejam, 0 < n, m = dne. Além disso temos θ0
0, ..., θ

(m−1)
0 ∈

R, k > 0, h∗ > 0 e G :=
{

(t, θ) : t ∈ [0, h∗],
∣∣∣θ −∑m−1

k=0
tkθk0
k!

∣∣∣ ≤ k
}

, e seja a função

f : G→ R contı́nua, M := sup(t,z)∈G|f(x, z)| e

h :=

 h∗, se M = 0,

min

[
h∗,
(
kΓ(n+1)

M

) 1
n

]
caso contrário.

(33)

Então, existe uma função θ ∈ C[0, h] que resolve o problema de valor inicial definido no

PVI 31.

Demonstração: No caso em queM = 0, temos que f(t, θ) = 0 para todos (t, θ) ∈ G.

Portanto, a função θ : [0, h]→ R definida por θ(t) =
∑m−1

k
θ
(k)
0 t(k)

k!
é solução do PVI 31.

Assim, apresentamos o polinômio T que satisfaz as condições iniciais, tal que

T (t) :=
m−1∑
k=0

tk

k!
θ

(k)
0 , (34)

e o conjunto U := {θ ∈ C[0, h] : ‖θ − T‖∞ ≤ K}. É evidente que U é um subconjunto

fechado e convexo do espaço de Banach de todas as funções contı́nuas em [0, h], com

a norma de Chebyshev. Portanto, U também é um espaço de Banach ([7]). Como o

polinômio T é um elemento de U , vemos também que U é não vazio. Sobre este conjunto

U , definimos o operador B por

Bθ(t) := T (t) +
1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1f(s, θ(s))ds (35)

Usando esse operador, a equação cuja solvabilidade precisamos provar que pode

ser reescrita como θ = Bθ. E assim, a fim de provar o nosso resultado desejado de

existência, temos de mostrar que o operadorB possui um ponto fixo. Portanto, o próximo

passo é investigar as propriedades do operador B mais de perto.

Indicação 1: Bθ ∈ U para qualquer θ ∈ U . De fato, seja 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ h,

então:

|Bθ(t1)−Bθ(t2)| =
1

Γ(n)

∣∣∣∣∫ t1

0

(t1 − s)n−1f(s, θ(s))ds−
∫ t2

0

(t2 − s)n−1f(s, θ(s))ds

∣∣∣∣
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=
1

Γ(n)

∣∣∣∣∫ t1

0

(t1 − s)n−1 − (t2 − s)n−1f(s, θ(s))ds

+

∫ t2

t1

(t2 − s)n−1f(s, θ(s))ds

∣∣∣∣
≤ M

Γ(n)

(∫ t1

0

|(t1 − s)n−1 − (t2 − s)n−1|ds+

∫ t2

t1

(t2 − s)n−1ds

)
.

Note que a segunda integral no lado direito da equação acima tem o valor (t2−t1)n

n
. Para

a primeira integral, olhamos para o os três casos n = 1, n < 1 e n > 1, separadamente.

Para n = 1, o integrando é identicamente nulo, e, portanto, a integral tem o valor zero.

Para n < 1, temos n− 1 < 0 e, portanto, (t1 − s)n−1 ≥ (t2 − s)n−1. Assim,∫ t1

0

|(t1 − s)n−1 − (t2 − s)n−1|ds =

∫ t1

0

((t1 − s)n−1 − (t2 − s)n−1)ds

=
1

n
(tn1 − tn2 + (t2 − t1)n)

≤ 1

n
(t2 − t1)n.

Finalmente, se n > 1 então (t1 − s)n−1 ≤ (t2 − s)n−1 e, portanto,∫ t1

0

∣∣(t1 − s)n−1 − (t2 − s)n−1
∣∣ ds =

∫ t1

0

((t1 − s)n−1 − (t2 − s)n−1)ds

=
1

n
(−tn1 + tn2 − (t2 − t1)n)

≤ 1

n
(tn2 − tn1 ).

Da combinação destes resultados, obtemos:

|Bθ(t1)−Bθ(t2)| ≤

{
2M

Γ(n+1)
(t2 − t1)n se n ≤ 1,

2M
Γ(n+1)

((t2 − t1)n + tn2 − tn1 ), se n > 1.
(36)

Em ambos os casos, a expressão do lado direito da equação (36) converge para 0 quando

t2 → t1. Isso é suficiente para provar que Bθ é uma função contı́nua, Além disso, para

θ ∈ U e t ∈ [0, h] vale que

|(Bθ)(t)− T (t)| =
1

Γ(n)

∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)n−1f(s, θ(s))ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(n+ 1)
Mtn

≤ 1

Γ(n+ 1)
Mhn

≤ 1

Γ(n+ 1)
M
kΓ(n+ 1)

M
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= K.

Assim, acabamos de mostrar que Bθ ∈ U para todo θ ∈ U . A principal intensão é

aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder, ver no Apêndice A.3.2, o que resta agora é

mostrar que B(U) := {Bu : u ∈ U} é um conjunto relativamente compacto. Isto pode

ser feito por meio do Teorema de Arzela-Ascoli definido no Apêndice A.3.3. Agora vamos

a demonstração deste fato. Para cada z ∈ B(U), temos que, para todos t ∈ [0, h],

|z(t)| = |(Bθ)(t)|

≤ ‖T‖∞ +
1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1|f(s, θ(s))|ds

≤ ‖T‖∞ +
1

Γ(n+ 1)
Mhn

≤ ‖T‖∞ +K,

desta forma esta provado a limitação do conjunto B(U). Para provar a continuidade

do conjunto B(U), vamos considerar novamente os três casos. Claro que para n ∈ N ,

o resultado segue diretamente pelo Teorema de Existência para EDO’s clássico. Se for

especificado, 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ h, encontra-se o caso n ≤ 1 que

|(Bθ)(t1)− (Bθ)(t2)| ≤ 2M

Γ(n+ 1)
(t2 − t1)n.

Assim, para |t2 − t1| < δ, temos

|(Bθ)(t1)− (Bθ)(t2)| ≤ 2
M

Γ(n+ 1)
δn.

Observando que a expressão sobre o lado direito é independente de θ, t1 e t2, vemos que

o conjunto B(U) é contı́nuo. Para o caso em que n > 1, podemos usar o Teorema do

Valor Intermediário (ver Apêndice A.3.4) para obter que

|(Bθ)(t1)− (Bθ)(t2)| ≤ M

Γ(n+ 1)
((t2 − t1)n + tn2 − tn1 )

=
M

Γ(n+ 1)

(
(t2 − t1)n + n(t2 − t1)ξn+1

)
=

M

Γ(n+ 1)

(
(t2 − t1)n + n(t2 − t1)hn+1

)
,

para algum ξ ∈ [t1, t2] ⊂ [0, h]. Portanto, mais uma vez, se |t2 − t1| < δ, então

|(Bθ)(t1)− (Bθ)(t2)| ≤ M

Γ(n+ 1)
(δn + nδhn−1). (37)

Novamente, o lado direto é independente de θ, t1 e t2, provando assim a continuidade
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do conjunto B(U). Usando o Teorema de Ascoli-Arzelá (Apêndice A.3.3), em qualquer

um dos casos, concluı́mos que B(U) é relativamente compacto. Portanto, pelo Teorema

de Ponto Fixo de Schauder [7], obtemos que o operador B tem um ponto fixo. Por

construção, um ponto fixo de B é uma solução de nosso problema do valor inicial (31).

Notam-se que, se 0 < n ≤ 1, então o conjunto G definido no Teorema 3.4.4 é o
retângulo (hiper-retângulo) G = [0, h∗]× [θ(0) −K, x(0) +K].

Agora iremos fazer alguns exemplos de derivadas fracionárias segundo Caputo com a
função (34) e após faremos uma observação sobre essa função.

Exemplo 3.4.5. Seja θ(t) =
∑m−1

k=0 θ
(k)
0

tk

k!
. Então a derivada de ordem fracionária se-

gundo Caputo de ordem n = 1
2

é zero?

De fato se n = 1
2

então m = 1. Se substituirmos o valor de m em θ(t), obtemos:

θ(t) =
1−1∑
k=0

θ
(k)
0

tk

k!
=

0∑
k=0

θ
(k)
0

tk

k!
= 0.

Logo, fazendo a derivada de ordem fracionária segundo Caputo:

D
1
2
∗a(0) = J

1
2 (D1(0)) = 0.

Exemplo 3.4.6. Seja θ(t) =
∑m−1

k=0 θ
(k)
0

tk

k!
. Então a derivada de ordem fracionária se-

gundo Caputo de ordem n = 3
2

é zero?

Se n = 3
2

então m = 2. Se substituirmos o valor de m em θ(t), obtemos:

θ(t) =
2−1∑
k=0

θ
(k)
0

tk

k!
=

1∑
k=0

θ
(k)
0

tk

k!
.

Logo, fazendo a derivada de ordem fracionária segundo Caputo:

D
3
2
∗a

1∑
k=0

θ
(k)
0

tk

k!
= J

3
2

(
D2

1∑
k=0

θ
(k)
0

tk

k!

)
= J

3
2 (0) = 0.

Observação 3.4.1. Percebe-se através desses exemplos que a derivada de ordem fra-

cionária segundo Caputo de ordem n da função θ(t) =
∑m−1

k=0 θ
(k)
0

tk

k!
é sempre nula.

No próximo resultado estudaremos a unicidade de solução para PVI (31). A
demonstração é muito parecida com a demonstração do caso de derivadas de ordem intei-
ras.

Teorema 3.4.7. (Unicidade) Seja 0 < n e m = dne, θ(0)
0 , ..., θ

(m−1)
0 ∈ R, k > 0 e h∗ > 0.

Definido G como no Teorema 3.4.4 e a função f : G → R satisfazendo a condição de

Lipschitz em relação a segunda variável dada no Teorema 3.3.1 com a constante L > 0

independente de t, θ1 e θ2. Para h como no Teorema 3.4.4, existe uma única função

θ ∈ C[0, h] solução do problema de valor inicial (31).
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Demonstração: Considere o polinômio T definido na equação (34) e o operador B

definido em (35). Ainda, recordamos que o conjuntoU = {θ ∈ C[0, h] : ‖θ − T‖∞ ≤ K}
é não-vazio, convexo e fechado. Agora temos que provar que B tem um único ponto fixo.

A fim de fazermos isso, primeiramente provaremos que para cada j ∈ N0, para todo

t ∈ [0, h] e para todo θ, θ̃ ∈ U , vale que

‖Bjθ −Bj θ̃‖L∞[0,t] ≤
(Ltn)j

Γ(1 + nj)
‖θ − θ̃‖L∞[0,t]. (38)

Agora usaremos o método de indução para obter o resultado. No caso j = 0, a afirmação

é trivialmente verdadeira. Se utilizarmos esse método para (j − 1)→ j, obtemos

‖Bjθ −Bj θ̃‖L∞[0,t] = ‖B(Bj−1θ)−B(Bj−1θ̃)‖L∞[0,t]

=
1

Γ(n)
sup

0≤ω≤t

∣∣∣∣∫ ω

0

(ω − s)n−1
[
f(s, Bj−1θ(s))− f(t, Bj−1θ̃(s))

]
ds

∣∣∣∣ .
Usando agora que f é Lipschitz contı́nua com relação a segunda variável e a hipótese de

indução, temos

‖Bjθ −Bj θ̃‖L∞[0,t] ≤
L

Γ(n)
sup

0≤ω≤t

∫ ω

0

(ω − s)n−1
∣∣∣Bj−1θ(s)−Bj−1θ̃(s)

∣∣∣ dt
≤ L

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1 sup
0≤ω≤s

∣∣∣Bj−1θ(ω)−Bj−1θ̃(ω)
∣∣∣ ds.

≤ Lj

Γ(n)Γ(1 + n(j − 1))

∫ t

0

(t− s)n−1tn(j−1) sup
0≤ω≤s

∥∥∥θ(ω)− θ̃(ω)
∥∥∥ ds.

≤ Lj

Γ(n)Γ(1 + n(j − 1))
sup

0≤ω≤t

∣∣∣θ(ω)− θ̃(ω)
∣∣∣ ∫ s

0

(t− s)n−1tn(j−1)ds

=
Lj

Γ(n)Γ(1 + n(j − 1))
‖θ − θ̃‖L∞[0,t]

Γ(n)Γ(1 + n(j − 1))

Γ(1 + nj)
tnj.

Como t ∈ [0, h], podemos reformular a estimativa acima em todo o intervalo [0, h], ob-

tendo

‖Bjθ −Bj θ̃‖∞ ≤
(Lhn)j

Γ(1 + nj)
‖θ − θ̃‖∞.

Definindo αj = (Lhn)j

Γ(1+nj)
temos que a série

∑∞
j=0 αj é a representação em série de

potências da função de Mittag-Leffler EN(Lhn) (ver o Apêndice A.2 para maiores de-

talhes). Portanto, converge uniformemente. Assim, o operador B satisfaz as hipóteses

do Teorema de Ponto Fixo de Weissingr’s (Apêndice A.3.1) com αj definido acima. Logo,

existe uma única solução do PVI (31).

Apresentaremos a seguir o estudo da dependência contı́nua dos dados iniciais para o
PVI com derivadas de ordem fracionária. Para tal, assumiremos durante toda esta seção
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que θ é a única solução do PVI 31.

Lema 3.4.8. Sejam n, T, ε1, ε2 ∈ R+ e δ : [0, T ] → R uma função contı́nua que satisfaz

a seguinte desigualdade

|δ(t)| ≤ ε1 +
ε2

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1|δ(s)|ds,

para todo t ∈ [0, T ]. Então

|δ(t)| ≤ ε1En(ε2t
n),

para t ∈ [0, T ]. Onde, En denotada como a função Mittag-Leffler de ordem n (ver o

Apêndice A.2 na definição).

Demonstração: Sejam ε > 0 e a função definida como Φ(t) := (ε1 + ε3)En(ε2t
n),

onde En é a função de Mittag-Leffler de ordem n, como no (Apêndice A.2.3). Usando

a linearidade da derivada de ordem fracionária segundo Caputo aplicada a função Φ,

obtemos o seguinte problema de valor inicial

Dn
∗0Φ(t) = ε2Φ(t),

onde Φ(0) = ε1 + ε3 e DkΦ(0) = 0 para k = 1, 2, ..., dne − 1. Pelo Lema 3.4.3 podemos

deduzir que Φ satisfaz a equação integral

Φ(t) = ε1 + ε3 +
ε2

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1Φ(s)ds.

Pela suposição sobre a função δ, descobrimos que |δ(0)| ≤ ε1 < ε1 + ε3 = Φ(0).

Pela continuidade das funções envolvidas podemos deduzir que |δ(t)| < Φ(t) para todo

t ∈ [0, η] com η > 0. Para provar que a desiguadade se mantém ao longo de todo o

intervalo [0, T ], denotamos t0 como o menor número positivo com a propriedade que

|δ(t0)| = Φ(t0). Então, para 0 ≤ t ≤ t0 temos |δ(t)| ≤ Φ(t) e portanto,

|δ(t0)| ≤ ε1 +
ε2

Γ(n)

∫ t0

0

(t0 − s)n−1|δ(s)|ds

≤ ε1 +
ε2

Γ(n)

∫ t0

0

(t0 − s)n−1Φ(s)ds

< ε1 + ε3 +
ε2

Γ(n)

∫ t0

0

(t0 − s)n−1|Φ(s)|ds

= Φ(t0).

Note que a igualdade não pode ser verdade, tendo em conta a escolha de t0. Assim, a
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suposição deve ser falsa. Portanto, descobrimos que na verdade

|δ(t)| < Φ(t) = (ε1 + ε3)En(ε2t
n),

para t ∈ [0, T ] e ε3 > 0, o que chega no resultado desejado.

Teorema 3.4.9. Seja θ a solução do problema de valor inicial (31) e z a solução do

problema de valor inicial

Dn
∗0z(t) = f(t, z(t)), (39)

Dkz(0) = z
(k)
0 , k = 0, 1, ...,m− 1. (40)

Se ε := maxk=0,1,...,m−1

∣∣∣θ(k)
0 − z

(k)
0

∣∣∣ é suficientemente pequeno, então existe algum

h > 0 tal que tanto as funções θ e z estão bem definidas no intervalo [0, h], e

sup
0≤t≤h

|θ(t)− z(t)| = O

(
max

{k=0,1,...,m−1}

∣∣∣θ(k)
0 − z

(k)
0

∣∣∣) . (41)

Demonstração: Definindo δ(t) := θ(t) − z(t), deduzimos que δ é a solução do

problema de valor inicia{
Dn
∗0δ(t) = f(t, θ(t))− f(t, z(t)),

Dkδ(0) = θ
(k)
0 − z

(k)
0 , k = 0, 1, ...,m− 1.

(42)

pois o PVI acima satisfaz as hipóteses do Teorema 3.4.4. Considerando o Lema 3.4.3, o

problema de valor inicial é equivalente à equação

δ(t) =
m−1∑
k=0

tk

k!

(
θ

(k)
0 − z

(k)
0

)
+

1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1 (f(s, θ(s))− f(s, z(s))) ds.

Usando desigualdade de Hölder e a condição de Lipchitz de f , encontramos que:

δ(t) ≤ ε
m−1∑
k=0

hk

k!
+

L

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1|δ(s)|ds,

onde L é a constante de Lipschitz. Pelo Lema 3.4.8, obtemos:

|δ(t)| ≤ O(ε)En(Lhn) = O(ε)

como o desejado.

Teorema 3.4.10. Seja θ a solução do problema de valor inicial (31) e z a solução do
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problema de valor inicial

Dn
∗0z(t) = f̃(t, z(t)), (43)

Dkz(0) = z
(k)
0 , k = 0, 1, ...,m− 1, (44)

onde f̃ deve satisfazer as mesmas hipóteses de f e

ε := max
(t1,t2)∈G

∣∣∣f(t1, t2)− f̃(t,t2)
∣∣∣ . (45)

Se ε é suficientemente pequeno, então existe h > 0 tal que tanto as funções θ e z estão

bem definidas em [0, h] e

sup
0≤t≤h

|θ(t)− z(t)| = O

(
max

(t1,t2)∈G

∣∣∣f(t1, t2)− f̃(t1, t2)
∣∣∣) .

Demonstração: Definindo primeiramente δ(t) := θ(t)− z(t), onde δ é a solução do

problema de valor inicia{
Dn
∗0δ(t) = f(t, θ(t))− f̃(t, z(t)),

Dkδ(0) = 0, k = 0, 1, ...,m− 1.
(46)

Isso é equivalente à equação

δ(t) =
1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1
(
f(s, y(s))− f̃(s, z(s))

)
ds.

Usando a hipótese de Lipschitz continuidade de f e f̃ , podemos deduzir que

δ(t) ≤
∫ t

0

(t− s)n−1

Γ(n)

(
|f(s, θ(s))− f(s, z(s))| f(s, z(s))− f̃(s, z(s))

)
ds

≤ 1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1 |δ(s)| ds+ ε
1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1ds

≤ L

Γ(n)

∫ t

0

(t− s) |δ(s)| ds+ ε
hn

Γ(n+ 1)
.

Podemos agora aplicar o Lema 3.4.8 para encontrarmos novamente

|δ(t)| ≤ O(ε)En(Lhn) = O(ε).
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Teorema 3.4.11. Seja θ a solução do PVI (31) e z a solução de valor inicial{
Dn̄
∗0z(t) = f(t, z(t)),

Dkz(0) = θ
(k)
0 , k = 0, 1, ..., m̃− 1.

(47)

onde ñ > n, m̃ := [ñ], ε := ñ− n e

ε∗ :=

{
0, se m = m̃,

max
{∣∣θk0 ∣∣ : m ≤ k ≤ m̃− 1

}
caso contrário.

Se ε e ε∗ são suficientemente pequenos, então existe h > 0 tal que, tanto z como θ são

funções definidas em [0, h] e

sup0≤t≤h|θ(t)− z(t)| = O(ñ− n) +O
{

max
[
0,max

(∣∣∣θ(k)
0

∣∣∣ : m ≤ k ≤ m̃− 1
)]}

.

Demonstração: Seja

δ(t) := θ(t)− z(t)

= −
m̃−1∑
k=m

tk

k!
+

1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1f(s, θ(s))ds

− 1

Γ(ñ)

∫ t

0

(t− s)ñ−1f(s, z(s))ds

= −
m̃−1∑
k=m

tk

k!
θ

(k)
0 +

1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1 (f(s, θ(s))− f(s, z(s))) ds

+

∫ t

0

(
(t− 1)n−1

Γ(n)
− (t− s)ñ−1

Γ(ñ)

)
f(s, z(s))ds.

Obviamente a soma é O(ε∗). Logo,∫ t

0

∣∣∣∣(t− s)n−1

Γ(n)
− (t− s)ñ−1

Γ(ñ)

∣∣∣∣ ds =

∫ t

0

∣∣∣∣un−1

Γ(n)
− uñ−1

Γ(ñ)

∣∣∣∣ ds
≤

∫ h

0

∣∣∣∣un−1

Γ(n)
− uñ−1

Γ(ñ)

∣∣∣∣ ds
= O(ε).

Podemos calcular a integral explicitamente, entretando, primeiro temos que achar o zero

da integração que está localizado em
(

Γ(ñ)
Γ(n)

) 1
ñ−n

(uma quantidade que converge para

exp(ψ(n)) e ñ → n onde ψ = Γ′

Γ

)
. Se h é o menor do que esse valor, então o inte-

grando não tem nenhuma mudança de sinal. Caso contrário devemos dividir o intervalo

de integração neste ponto. Em qualquer caso, podemos dizer que a expressão resultante
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é delimitada por O(ñ− n) = O(ε). Então

|δ(t)| ≤ O(ε) +O(ε∗) +
L

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1|δ(s)|ds,

se utilizarmos o Lema 3.4.8 produzindo o resultado desejado.

Corolário 3.4.12. Assumindo as hipóteses do Teorema 3.4.11 e m̃ = m, então

sup0≤t≤h|θ(t)− z(t)| = O(ñ− n)

Corolário 3.4.13. Assumindo as hipóteses do Teorema3.4.11 e sejam m̃ > m e θ(k)
0 = 0

para k = m,m+ 1, ..., m̃− 1 então

sup0≤t≤h|θ(t)− z(t)| = O(ñ− n).



4 MODELO DE STROGATZ

Nesse capı́tulo apresentaremos o modelo proposto por Strogatz [27], sendo um dos
mais simples modelos de equação diferencial do sistema circadiano humano. Tal modelo
baseia-se em dois osciladores acoplados de maneira não-lineares, sendo um manifestado
pelo ritmo circadiano da temperatura do corpo e a outra pelo ciclo sono-vigı́lia. Esses
marcapassos são escolhidos para ser acoplados de tal modo que cada um acelera ou retarda
o outro. Além disso, pela sua simplicidade, esse modelo ignora variáveis tais como a
amplitude.

4.1 Estrutura do modelo de Strogatz

As fases dos dois osciladores são denotados θ1(t) e θ2(t). As equações do modelo de
fase são:

θ′1(t) = ω1 − A1 cos [2π (θ2(t)− θ1(t))] (48)

θ′2(t) = ω2 + A2 cos [2π (θ1(t)− θ2(t))] (49)

onde ω1 e ω2 são frequência intrı́scecas,A1 eA2 são forças de acoplamento, ou seja, o que
determina o quanto um oscilador influência no outro e (′) representa a derivada. Todos os
parâmetros são considerados não-negativos, sendo assim, positivos ou zero.

A FIGURA 1 é uma reprodução do modelo de Strogatz.
Temos que o oscilador θ1 representa a temperatura corporal e o oscilador θ2 representa

o ciclo sono-vı́gilia. Sendo que a forma do acoplamento em que se encontram é tal que o
primeiro oscilador diminui e o segundo acelera quando estão em fase.

Observamos que os sinais que antecedem as forças de acoplamento no modelo 48-49
são diferentes, sendo uma equação positiva e outra negativa. Tais sinais são determinados
pela posição dos osciladores, uma vez que quando a força de acoplamento do oscilador
θ2(t) é contrária ao movimento do oscilador θ1(t) o oscilador movem-se no sentido anti-
horário. Portanto, o sinal é negativo, sendo que o que faz o sinal ser positivo, é a força
de acoplamento do oscilador θ1(t) coincidir com o sentido do oscilador θ2(t) [11]. Veja
Figura 1 para um melhor entendimento.

O sono é definido por uma fração v2 do ciclo θ2(t). Strogatz [27] supôs que o sono do
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Figura 1: Estrutura do modelo de fase de Strogatz

ser humano perdura por todo o perı́odo [0, v2]. Assim, temos que

θ2(t0 = 0) = 0 (50)

e ainda para qualquer 0 ≤ t ≤ v2, temos θ2(t) = 0.

No inı́cio da atividade, ou seja, quando começa a vigı́lia, temos:

θ2(t = v2) = V2 (51)

Observamos que Strogatz considerou na figura acima que a temperatura assume seu
menor pico, ao inı́cio do sono, ou seja, significa que o ponto no oscilador θ1(t) está na
fase ”zero”. Logo, sendo o ponto minı́mo no ciclo da temperatura endógena (interior).
Matematicamente temos:

θ1(t0 = 0) = 0 (52)

4.2 Sincronização e Dessincronização

Por tratarmos de dois osciladores é preciso analisar a sincronização e dessincronização
dos mesmos. É sabido que, a sincronização acontece quando dois ou mais osciladores
interagem em perfeita conexão e ao mesmo tempo, já a dessincronização acontece quando
o tempo não coincide entre duas ou mais coisas, sendo assim, acontece um desajustamento
temporal.

Iniciaremos o estudo da sincronização e a dessincronização entre os osciladores con-
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siderando a diferença de fase:

ψ(t) = θ1(t)− θ2(t) (53)

Derivando a equação (53) em relação a t, das equações (48) de (49), obtêm-se:

ψ′(t) = Ω− A cos (2πψ(t)) (54)

onde

Ω = ω1 − ω2

A = A1 + A2

Observamos aqui que Ω é a diferença das frequências intrı́nsecas dos dois osciladores
e A é o acoplamento total do sistema.

4.2.1 Sincronização

Tornar algo sincrônico é combinar movimentos para que se dêem ao mesmo tempo.
Para isso, consideramos a diferença de fase dada pela equação (54).

Fazemos uso da definição de sincronização apresentada na seção 2.1.3, temos que a
sincronização ocorre quando A > |Ω|. Considerando nessa seção somente o caso sincro-
nizado, temos:

k =

∣∣∣∣AΩ
∣∣∣∣ > 1. (55)

Em seguido, a relação de fase sincronizada internamente chamada de ψ(t), é obtida
da resolução (54) para ψ′(t) = 0 temos:

Ω− A cos (2πψ(t)) = 0 ⇐⇒ cos (2πψ(t)) =
Ω

A

⇐⇒ 2πψ(t) = cos−1

(
Ω

A

)
⇐⇒ ψ(t) = ± 1

2π
cos−1

(
Ω

A

)
. (56)

Estas são duas soluções implı́citas em (56), onde a solução estável é aquela que dψ′

dψ
<

0 [27]. Sendo que o intervalo tomado para cos−1 é [0, π], temos:

ψ(t) =
1

2π
cos−1

(
Ω

A

)
, (57)

é a solução estável.

Da equação (57) podemos encontrar a frequência de ”compromissos”ω∗ adotada pelo
sistema sincronizado. Durante a sincronia interna, obtemos através da substituição da
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equação (57) no sistema (48)-(49), que:

θ′1(t) = ω1 − A1

(
Ω

A

)
= ω1 − A1

(
ω1 − ω2

A2 + A1

)
(58)

θ′2(t) = ω2 − A2

(
Ω

A

)
= ω2 − A2

(
ω1 − ω2

A2 + A1

)
. (59)

Sendo θ′1(t) = θ′2(t) = ω∗ durante a sincronização, qualquer uma destas duas ex-
pressões resulta em :

ω∗ =
A1ω2 + A2ω1

A1 + A2

(60)

Esta frequência é diferente da frequência intrı́nseca ω1 e ω2 por valores ∆ω1 e ∆ω2,
em que:

∆ω1 = ω∗ − ω1 =
A1ω2 + A2ω1

A1 + A2

− ω1 =
−A1(ω1 − ω2)

A1 + A2

=
−A1Ω

A
(61)

e
∆ω2 = ω∗ − ω2 =

A1ω2 + A2ω1

A1 + A2

− ω2 =
A2(ω1 − ω2)

A1 + A2

=
A2Ω

A
(62)

Notamos que as frequências durante a sincronia dos osciladores são deslocadas de
seus valores intrı́nsecos na proporção das forças de acoplamento, no caso:∣∣∣∣∆ω1

∆ω2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣A1

A2

∣∣∣∣ (63)

Podemos encontrar θ1(t) e θ2(t) pela interação da equação (60) em relação a t, assim
temos

∫ v2

0

θ′1(t)dt =

∫ v2

0

θ′2(t)dt. (64)

Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo a equação (64), temos que

θ1(v2)− θ1(0) = θ2(v2)− θ2(0) + const.

É sabido das condições iniciais dadas pela equação (50),(51) e por (52), temos:

const = θ1(v2)− V2. (65)

Portanto, a solução do sistema (48)-(49), para o caso sincronizado, levando em
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consideração as condições iniciais (50) e (52) é dada analiticamente por

θ1(t) =

(
A2ω1 + A1ω2

A2 + A1

)
t (66)

θ2(t) =

(
A2ω1 + A1ω2

A2 + A1

)
t+

(
A2ω1 + A1ω2

A2 + A1

)
v2 − V2. (67)

4.2.2 Dessincronização

Algo é dito dessincrônico quando duas ou mais coisas perdem a sincronização, ou
seja, seus movimentos não são simultâneo. Utilizando a definição de dessincronização
apresentada na seção 2.1.3, temos que a dessincronização ocorre quando A < |Ω|, sendo
assim, para caso dessincronizado assumimos que [11]:

k =

∣∣∣∣AΩ
∣∣∣∣ < 1.

O tempo está dimensionado de modo que

ψ′(t) =
dψ(t)

dt
. (68)

Denominamos α o batimento de frequência entre os osciladores θ1(t) e θ2(t), ou seja,
o tempo em que a diferença de fase leva para completar um ciclo. Então, temos

1

α
=

∫ 1
α

0

dt =

∫ 1

0

dψ(t)

ψ′(t)
ψ′(t)

∫ 1

0

dψ(t)

Ω− A cos (2πψ(t))
. (69)

Podemos observar que a função cosseno com frequência 2π é simétrica no intervalo
[0, 1]. Assim, reescrevemos a equação (69) como

1

α
= 2

∫ 1
2

0

dψ(t)

Ω− A cos (2πψ(t))
. (70)

Consideramos a seguinte mudança de variável

ρ(t) = tan(πψ(t)). (71)

Então,
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cos(2πψ(t)) =
1− ρ(t)2

1 + ρ(t)2
, (72)

e

dψ(t) =
dρ(t)

π(1 + ρ(t)2)
. (73)

Como

ψ(0) = 0 e ψ(1) =
1

2
, (74)

temos que

ρ(0) = 0 e ρ

(
1

2

)
= tan

π

2
= +∞. (75)

Reescrevemos a equação (70), pelas equações (71)-(75), como sendo

1

α
= 2

∫ +∞

0

dρ(t)
π(1+ρ(t)2)

Ω− A
(

1−ρ(t)2

1+ρ(t)2

)
= 2

∫ +∞

0

(
1

π(1 + ρ(t)2)

)
·
(

1 + ρ(t)2

Ω + Ωρ(t)2 − A+ Aρ(t)2

)
dρ(t)

=
2

π

∫ +∞

0

dρ(t)

(Ω− A) + (Ω + A)ρ(t)2

=
2

π(Ω + A)

∫ +∞

0

dρ(t)(√
Ω−A
Ω+A

)2

+ ρ(t)2

. (76)

Integrando indefinidamente a equação (76) em relação a t, logo

1

α
=

(
2

π(Ω + A)

)
·

 1√
Ω−A
Ω+A

 ·
arctan

 ρ(t)√
Ω−A
Ω+A


=

(
2

π(Ω + A)

)
·
(√

Ω + A√
Ω− A

)
·
(

arctan

(
ρ(t)
√

Ω + A√
Ω− A

))
. (77)

Como A < |Ω|, temos ρ(t)→ +∞ e, assim
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arctan

(
ρ(t)
√

Ω + A√
Ω− A

)
∼=
π

2
.

Portanto, a equação (77) tem a seguinte forma,

1

α
=

1

(
√

Ω + A) · (
√

Ω− A)
=

1√
Ω2 − A2

.

E a frequência de batimento satisfaz

α = (Ω2 − A2)
1
2 = Ω

(
1− A2

Ω2

) 1
2

. (78)

Temos dois casos especiais:

(i) Para A = 0, a frequência de batimento se reduz a α = Ω = ω1 − ω2, isto é,
a frequência de batimentos não interativos. Em outras palavras, não há interação
entre os osciladores, as forças de acoplamento são nulas, dadas que não podem ser
negativas.

(ii) Segue da equação 78 que A → |Ω| . Neste caso o sistema aproxima-se do aco-
plamento crı́tico, ou seja, é o momento em que o sistema passa de dessincronizado
para sincronizado e assim o batimento de frequência é nulo.

Outro parâmetro importante na dessincronização, além da frequência de batimento α,
é o perı́odo do ciclo sono-vigı́lia denominado Tsv. Como a função cos(2πψ(t)) assume
os valores extremos +1 ou −1, segue da equação (49) que o tempo Tsv necessário para
que θ2(t) completar um ciclo dado por:

1

ω2 + A2

≤ Tsv ≤
1

ω2 − A2

. (79)

A equação (79), pressupôs limites brutos em Tsv. Estimativas mais satisfatórias podem
ser obtidas encontrando a solução exata de (48)-(49) no caso dessincronizado.

Um caso especial do modelo é aquele em que A1 = 0, ou seja, não há parecer para
o marcapasso circadiano, ou seja, não há força de acoplamento saindo do oscilador 2.
Tendo assim uma aproximação razoável para o valor Tsv.

Da condição incial dada pela equação (52), temos que θ1(0) = 0. Em seguida, dimen-
sionando o tempo, de modo que
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ω1 = λ,

segue, da equação (48) que

θ1(t) = λt. (80)

No caso em que A1 = 0, as equações (48) e (49) são simplificadas como :

θ̇1 = λ,

θ̇2 = ω2 + A2 cos(2π(θ1(t)− θ2(t))). (81)

Da derivada da equação (53) em relação a t, temos:

ψ̇(t) = θ̇1(t)− θ̇2(t) = Ω− A cos(2πψ(t)), (82)

com

Ω = ω1 − ω2 = λ1 − ω2 e

A = A2 + A1 = A2

Redimensionando o tempo mais uma vez, temos:

T (t) = Ωt (83)

e deixando
ψ̇(T ) =

dψ(T )

dT
(84)

Utilizando 83 e 84 a equação (82) toma a forma:

ψ̇(T ) = 1− A

Ω
cos(2πψ(T )) = 1− k cos(2πψ(T )). (85)

Podemos resolver por separação de variáveis a equação (85) seguido de integração.
Assim temos que

T (t) + const =

∫
dψ(T )

1− k cos(2πψ(T ))
. (86)

Consideramos a seguinte mudança de variável

z(T ) = tan(πψ(T )). (87)
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Então

cos(2πψ(T )) =
1− z(T )2

1 + z(T )2
(88)

e
dψ(T ) =

dz(T )

π(1 + z(T )2)
. (89)

Portanto, com as equações (88)-(89), reescrevemos (86) como sendo

T (t) + const =

∫ dz(T )
π(1+z(T )2)

1− k
(

1−z(T )2

1+z(T )2

)
=

∫ (
dz(T )

π(1 + z(T )2)

)
·
(

1 + z(T )2

1− k + z(T )2 + kz(T )2

)
(90)

=
1

π

∫
dz(T )

(1− k) + (1 + k)z(T )2
=

1

π(1 + k)

∫
dz(T )(√

1−k
1+k

)2

+ z(T )2

.

Calculando a integral na equação (90), temos que

T (t) + const =

(
1

π(1 + k)

)
·

 1√
1−k
1+k

 ·
arctan

 z(T )√
1−k
1+k


⇐⇒ (T (t) + const)

(
π
√

1− k2
)

= arctan

 z(T )√
1−k
1+k


⇐⇒ tan

(
(T (t) + const)

(
π
√

1− k2
))

=
z(T )√

1−k
1+k

⇐⇒

(√
1− k
1 + k

)
tan
(

(T (t) + const)
(
π
√

1− k2
))

= z(T ).(91)

Voltando pra variável ψ(T ), obtemos

tan(πψ(T )) =

(√
1− k
1 + k

)
tan
(

(T (t) + const)
(
π
√

1− k2
))

⇐⇒ ψ(T ) =
1

π
arctan

((√
1− k
1 + k

)
tan
(

(T (t) + const)
(
π
√

1− k2
)))

.(92)

Da equação (83), temos que

ψ(t) =
1

π
arctan

((√
1− k
1 + k

)
tan
(

(Ωt+ A(0))
(
π
√

1− k2
)))
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sendo

A(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ(0))

)
k =

A

λ− ω2

.

Assim, pela diferença de fase, equação (53), obtemos que

θ2(t) = θ1(t)− ψ(t).

Portanto, temos no caso dessincronizado e com A1 = 0 a solução do sistema (48)-
(49), com condições iniciais dadas pelas equações (50) e (52) é dada por

θ1(t) = λt (93)

θ2(t) = λ− 1

π
arctan

((√
1− k
1 + k

)
tan
(

(Ωt+ A(0))
(
π
√

1− k2
)))

. (94)



5 MODELO DE STROGATZ GENERALIZADO

Neste capı́tulo apresentaremos o novo modelo denominado Modelo de Strogatz Ge-
neralizado. Tal modelo consiste em substituir as derivadas de ordem 1 no modelo de
Strogatz apresentado no Capı́tulo 4 por um modelo cuja dinâmica é regida por deriva-
das de ordem fracionária segundo Caputo. A escolha das derivadas fracionárias segundo
Caputo deve-se ao fato que estas são as que melhor se adequam para a modelagem do
problemas de valor inicial, como foi apresentado na seção 3.3.

Para além da apresentação do modelo, neste capı́tulo também serão apresentados re-
sultados de boa colocação do modelo, provando existência, unicidade e dependência con-
tinua do mesmo. Tais resultados incluem o modelo se Strogatz como um caso particular.

Ainda, reservamos uma das seções para apresentar de maneira teórica a relação entre o
modelo e os efeitos de memória que este representa. Tais efeitos também serão percebidos
nos testes numéricos realizados no próximo capı́tulo.

5.1 Estrutura

A fim de modelar a dinâmica do ritmo circadiano e incluir neste efeitos de memória,
denominamos Modelo de Strogatz Generalizado ao modelo que toma a seguinte forma:

Dn
∗ (θ1) = ω1 − A1 cos(2π(θ2(t)− θ1(t)), (95)

Dn
∗ (θ2) = ω2 + A2 cos(2π(θ1(t)− θ2(t)), (96)

sendoDn∗ a derivada de ordem n segundo Caputo, com 0 < n < 1. Consideraremos neste
trabalho que os parâmetros e as condições inicias são os mesmos do modelo de Strogatz
do Capı́tulo 4. Em particular, quando n = 1 temos o modelo de Strogatz apresentado no
Capı́tulo 4.

Na próxima seção apresentaremos resultados de boa colocação para o modelo de Stro-
gatz generalizado.
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5.2 Resultados de boa colocação do modelo proposto

Nesta seção estudaremos resultados de existência, unicidade e dependência contı́nua
dos dados iniciais (boa colocação segundo Hadamard) para sistemas de Strogatz generali-
zado (95)-(96). Em outras palavras, apresentaremos as condições necessárias e suficientes
para obter resultado de boa colocação para o modelo de Strogatz generalizado (95)-(96).

Primeiramente reescreveremos o sistema (95)-(96) na forma de sistemas de ordem
fracionária apresentados no Capı́tulo 3. A ideia é utilizar os resultados para sistemas de
EDO’s fracionárias provados no referido capı́tulo. Ou seja,olharemos para o sistema de
EDO’s fracionárias (95)-(96) escrita da forma{

Dn
∗u(t) = f(t, u(t)),

Dku(0) = u0,
(97)

onde f : U ⊂ R→ R2 é dada por

f(t, u(t)) = (ω1 − A1 sin(2π(θ1 − θ2)), ω2 − A2 sin(2π(θ2 − θ1))), (98)

com u(t) = (θ1(t), θ2(t)). u0 = (θ1(0), θ2(0)) pertencente ao subconjunto U representa
os dados iniciais e Dn

∗u(t) representa a derivada de ordem fracionária n segundo Caputo
definida na seção 3.2.

Considere subconjuntoW do R3 definido da seguinte forma

W = {(t, u) ∈ R×R2; |u− u0| ≤ r|t− t0| ≤ %, com r, % > 0} (99)

Um resultado auxiliar de nosso interesse para o futuro é o seguinte:

Lema 5.2.1. O conjuntoW definido acima pela equação 99, é um subconjunto compacto

do R3.

Demonstração: Como u(t) = (θ1(t), θ2(t)) é a solução do PVI fracionário, temos

do Lema 3.4.3 que u é uma função contı́nua em |t − t0| ≤ %, esta é, assim, limitada.

Portanto,W é um subconjunto fechado e limitado do R3, portanto, compacto.

O próximo resultado é fundamental para obtermos resultados de boa colocação para o
problema estudado.

Teorema 5.2.2. A função f(t, u(t)) definida em (98) é contı́nua com relação a t ∈ [0, T ]

onde (t, u(t)) ∈ W ⊂ R × R2. Ainda, f(t, u(t)) é Lipschitziana com relação a segunda

variável, ou seja Sf ∈ Lipu(W).

Demonstração: Como toda função Lipschitziana é contı́nua, nos limitaremos a pro-

var que f é Lipschitz contı́nua com relação a segunda variável. Para tal observamos
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que da definição de f em (98), existem as derivadas parciais de f com relação ambas as

variáveis. Portanto, dadas quaisquer funções contı́nuas u, y ∈ W , segue do Teorema do

Valor Médio (veja Apêndice A.3.4), que existe Θ ∈ ]0, 1[ tal que,

f(t, u(t))− f(t, y(t)) = Jf(t, u(t) + Θ(y(t)− u(t)))(u(t)− y(t))

onde Jf(t, u(t)) + Θ(y(t) − u(t)) representa o Jacobiano de f . Segue da desigualdade

de Cauchy-Schwarz que

||f(t, u(t))− f(t, y(t))|| ≤ ||Jf(t, u(t) + Θ(y(t)− u(t)))|| ||u(t)− y(t)||

Desta forma, para provar o resultado enunciado, basta mostrar que

||Jf(t, u(t) + Θ(y(t)− u(t)))|| é uniformemente limitado em W . Como as deriva-

das parciais de f com relação a cada uma de suas entradas são contı́nuas (ver detalhes

no Apêndice A.5) e [0, T ] é compacto, segue que a aplicação Jacobiana é uniformemente

limitada emW (haja visto que W é compacto como provado no Lema 5.2.1). Em outras

palavras L := max ||Jf(t, u(t) + Θ(y(t)− u(t)))||. Logo, concluı́mos que f é Lipschitz

contı́nua com constante de Lipschitz (L). Em particular L = max{A1, A2}.

Corolário 5.2.3. A função f(t, u(t)) definida pela equação (98) é Lebesgue mensurável

em t ∈ [0, T ].

Demonstração: Segue diretamente do fato de que cada coordenada de f é contı́nua

com relação a t, como provado no Teorema 5.2.2.

A partir de agora, vamos verificar que o PVI de ordem fracionária (95)-(96) é bem
posto no sentido de Hadamard. Isto é, vamos garantir resultados de existência, unicidade
e dependência contı́nua para o sistema de Strogatz generalizado

Teorema 5.2.4. (Existência) Existe uma única solução u ∈ C
(
[0, h],R3

)
do PVI (95)-

(96), onde h = h(L), para L a constante de Lipschitz, é dado como no Teorema 3.4.4.

Além disso o PVI depende continuamente dos dados iniciais, bem como, da ordem fra-

cionária da derivada n e do lado direito f .

Demonstração: Como f definida no lado direito do problema (95)-(96) é Lipschi-

tiziana com relação a segunda variável, como provado no Teorema 5.2.2, segue que as

hipóteses dos Teoremas 3.4.4, 3.4.7, 3.4.9, 3.4.10 e 3.4.11 são satisfeitas e, portanto, o

teorema está provado.

Em particular, os resultados dos Teoremas acima se aplicam para n = 1, garantindo
assim que o modelo se Strogatz é bem posto no sentido de Hadamard.

Corolário 5.2.5. A solução u ∈ C[0, h] do problema (98) satisfaz a equação integral de

Volterra não-linear do segundo tipo
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u(t) =
m−1∑
k=0

tk

k!
uk0 +

1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1f(s, u(s))ds

onde m = dne.

Demonstração: De fato, como as hipóteses do Teorema 3.4.4 são satisfeitas, então

também são satisfeitas as hipóteses do lema 3.4.3. O resultado do Corolário acima é
importante para definir estratégias numéricas para a solução do PVI (95)-(96) no próximo
capı́tulo.

5.3 Efeitos de Memória no Sistema de Strogatz Generalizado

Nesta seção apresentaremos alguns resultados que evidenciam os efeitos de memória
no sistema de Strogatz gerenalizado e como esperamos que estes efeitos sejam vistos nos
resultados de sincronização e dessincronização. Como não foi possı́vel, até o presente mo-
mento calcular de forma explı́cita os pontos de sincronização e dessincronização, neste
trabalho nos deteremos a mostrar que a utilização das derivadas de ordem fracionária
implicam em efeitos de atrasos nos referidos pontos, comparados com o modelos de Stro-
gatz com derivadas inteiras. Em particular, estes mesmos efeitos serão observados nos
resultados numéricos no próximo capı́tulo.

Iniciaremos com a hipótese que 0 < n < 1. Portanto, do Lema 3.2.6 e da definição de
derivada de ordem fracionária segundo Caputo, temos que

ψ′(t) = D1−n
∗ Dn

∗ (ψ(t)) =
1

Γ(1− n)

∫ t

0

1

(t− s)n
d

ds
(Dn(ψ(s)))ds

Usando a definição de Dnψ(t) e a seguinte mudança de variáveis τ = t − s, temos
que

ψ′(t) =
2π

Γ(1− n)

∫ t

0

1

τn
A sin(2πψ(t− τ)))ψ′(t− τ)dτ

=
2π

Γ(1− n)(1− n)

∫ t

0

A sin(2πψ(t− τ)))ψ′(t− τ)dτ 1−n (100)

Portanto, ψ′(t∗) = 0 no modelo de Strogatz equivale a integral em (100) avaliada em
t∗ se anular.

Uma das possibilidades é que, na nova medida dτ 1−n tenhamos o efeito de atraso
ψ′(t∗− τ) = 0. A mudança de medida ds→ dτ 1−n pode ser interpretado o peso do efeito
da memória no sistema.

Veremos no próximo capı́tulo com o auxı́lio dos resultados numéricos como tais efei-
tos se manifestam de maneira mais clara.



6 RESULTADOS NUMÉRICOS

Apresentaremos nesse capı́tulo resultados numéricos para o sistema de equações
diferenciais fracionárias (98) para alguns valores de n ∈]0, 1], ou melhor, para ser
mais especı́fico, trabalharemos com n = {0, 9; 0, 7; 0, 5}, sendo as condições iniciais
θ1(t = 0) = 0 e θ2(t = 0) = 0, temos para o caso de n = 1 sendo exatamente o modelo
de Strogatz.

Para a simulação numérica utilizamos os códigos fde12.m e o flmm.m em linguagem
Matlab adaptados de [10].

O método fde12 utiliza uma combinação de algumas regras de integração para inte-
grandos do tipo produto, como o que aparece na equação de Volterra de segunda espécie,
equação (23), conhecidas como método de Adams-Bashforthm-Moulton. Detalhes de
convergência, estabilidade e especificações do método podem ser encontradas em [10].

O código flmm usa diferentes versões fracionárias de métodos lineares do tipo multi-
passos (LMMs) de segunda ordem descritos em [10]. Tais métodos podem ser vistos
como uma generalização da regra do Trapézio (conhecida como método Tustin), que é de
fato uma generalização da fórmula de Newton-Gregory ou ainda, uma generalização do
método de diferenciação para a frente.

Ambos os métodos estão baseados na regra de quadratura discreta para convoluções.
A regra da quadratura para a convolução é avaliada utilizando a Transformada de Fourier
rápida (FFT), reduzindo o custo computacional de N2 para N(log(N))2, onde N é o
número de pontos de integração no tempo em [0, T ].

6.1 Simulação Numérica e Análise dos Modelos

Nessa seção apresentaremos simulações numéricas para valores de n =

{0, 9; 0, 7; 0, 5}. Utilizaremos ainda o modelo de Strogatz, ou seja, para n = 1 como
objeto de comparação, uma vez que não conseguimos dados reais. Estabeleceremos al-
guns valores para os parâmetros dos casos estudados, a fim de analisar o comportamento
do ritmo circadiano com efeitos de memória o qual encontramos nas derivadas de ordem
fracionária.
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Para as simulações nos deteremos a analisar os casos em que o valor dado para cada
frequência equivale ao número de vezes que o ciclo sofreu grandes alterações em um dia.
Em outras palavras, consideraremos ω1, que é a frequência do ciclo da temperatura corpo-
ral, como sendo a quantidade que representa o número de vezes que a temperatura sofreu
mudança. Como já foi dito anteriormente, a temperatura aumenta gradativamente durante
o dia, sendo que temos o maior pico de temperatura durante a noite. Já, ω2 representa a
frequência do ciclo da atividade-repouso. Em nossas simulações utilizaremos ω2 como
sendo a quantidade de vezes que uma pessoa mudou do estado de sono (dormindo) para
o estado de movimento ou vigı́lia (acordado).

Notamos que existem uma vasta quantia de possibilidades para as escolha de ω1 e ω2

mas, apenas algumas escolhas foram consideradas nas simulações. Uma forma fidedı́gna
de escolher o par ω1, ω2 poderia ser feita a partir de dados reais. Como não conhecemos
dados reais para o modelo estudado, esta escolha será feita de forma sintética.

Deixamos claro que os gráficos geram uma caracterı́stica do ritmo circadiano e não o
ritmo circadiano em si. Tais caracterı́sticas serão o fruto de uma análise particular para
cada caso. Notemos também que cada dia está definido pelo intervalo i < t < i + 1 com
i ∈ Z.

6.1.1 Sincronização

Para essa subseção apresentaremos simulações, levando em consideração os
parâmetros descritos por Strogatz [27] e apresentados nesse trabalho na seção 4.2. Lem-
brando que a sincronização acontece quando temos:∣∣∣∣AΩ

∣∣∣∣ > 1

Primeiro exemplo numérico - Caso Sincronizado
Para os primeiros exemplos numéricos utilizaremos os valores das frequências como

ω1 = 10 e ω2 = 2 e para as forças de acoplamento os valores de A1 = 5 e A2 = 4.

Gostarı́amos de lembrar o leitor que, utilizando o sistema de equações (95) e (96) com
n = 1 obtemos o modelo de Strogatz e, para os valores de n = 0, 9; 0, 7; 0, 5 estamos no
modelo de Strogatz generalizado.

As próximas figuras apresentam o resultado numérico com as escolhas de parâmetros
acima, para os diferentes valores da ordem fracionária da derivada.

Observamos pelos gráficos apresentados na Figura 2, que após um certo ponto obte-
mos duas retas paralelas. A interpretação de tal resultado é a seguinte: Mesmo com a
mudança dos dias o sistema permanece com as mesmas caracterı́sticas o que sugere que
o sistema está sincronizado a partir de um dado ponto no tempo.

As Figuras 3, 4, 5 repesentam a solução do modelo de Strogatz generalizado para
n = 0, 9; 0, 7 e 0, 5, respectivamente. Notamos que a diferença entre o gráfico da solução
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Figura 2: Caso de Strogatz n = 1

Figura 3: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 9

do modelo de Strogatz e do modelo de Strogatz generalizado para n = 0, 9 apresenta
poucas diferenças. Este resultado já é esperado, haja visto o resultado de dependência
contı́nua do ı́ndice das derivadas dado pelo Teorema 5.2.2. No entanto podemos observar
que há uma pequena inclinação do gráfico próximo a origem, fazendo com que o ponto em
que, a partir dele, os gráficos se tornam retas praticamente paralelas, fique mais próxima
da origem. Suspeitamos que tal ponto seja o ponto de sincronização do modelo, embora
não tenhamos evidências teóricas para garantir tal suposição. Observamos que este efeito
é cada vez mais evidente, quanto menor o valor da derivada fracionária n, como é possı́vel
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Figura 4: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 7

Figura 5: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 5

observar nas Figuras 4 e 5. Tais efeitos são compatı́veis com os processos de memória
para os quais o modelo de Strogatz generalizado é proposto. Em outras palavras, o adian-
tamento visualizado nos gráficos é compatı́vel com modelos que utilizam memória tanto
do ponto de vista teórico e também é o observado na prática, dando assim o suporte ao
modelo proposto.

Segundo exemplo numérico - Caso Sincronizado
Usamos os seguintes parâmetros para os segundos exemplos numéricos, ω1 = 3, ω2 =

1 eA1 = 3, A2 = 1. A ordem de derivada aplicada foi n = 1;0, 9; 0, 7 e 0, 5, segue figuras
6, 7, 8 e 9 referentes a esses parâmetros.

Observamos a Figura 6 onde o n = 1 temos a solução para o modelo de Strogatz, onde
percebemos sincronização a partir de determinado ponto visto no gráfico. As Figuras 7,
8 e 9 representam a solução do modelo de Strogatz generalizado para n = 0, 9; 0, 7 e 0, 5,
respectivamente. Notamos que, para os parâmetros analisados neste momento, o modelo
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Figura 6: Caso de Strogatz n = 1

Figura 7: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 9

de Strogatz generalizado com n = 0, 9 apresenta uma pequena diferença em relação ao
modelo de Strogatz, ou seja, n = 1. Observamos uma mudança considerável no compor-
tamento dos osciladores, onde θ1 e θ2 já começam a apresentar uma pequena inclinação
do gráfico próximo a origem, o que podemos visualizar com mais facilidade nas Figu-
ras 8 e 9. Entendemos que o fato dos gráficos apresentarem inclinação próximo a origem
representa o efeito de memória que está presente no modelo de Strogatz generalizado.
Apresentando suporte ao modelo proposto.

Terceiro exemplo numérico - Caso Sincronizado
Analisaremos os exemplos a seguir para os valores de parâmetros ω1 = 2 e ω2 = 1,

sendo a frequência intrı́nsecas e, A1 = 10 e A2 = 2 sendo as forças de acoplamento.
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Figura 8: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 7

Figura 9: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 5

As próximas figuras apresentam o resultado numérico com as escolhas de parâmetros
acima, para os diferentes valores da ordem fracionária da derivada.

Observamos nas Figura 10, 11, 12 e 13 que o oscilador θ1 (oscilador da temperatura
corporal), apresenta-se num primeiro momento negativo. Porém, Strogatz determina no
Capı́tulo 4, equação (52), que no inı́cio do sono a temperatura corporal é igual a zero.
Logo, lembre que estamos usando a temperatura base como zero, mas na verdade é 36◦C,
assim os gráficos devem ser transladados desta quantidade e a temperatura de fato não
é negativa. Verificamos nas Figuras 12 e 13, para n = 0, 7 e n = 0, 5 mais uma vez a
presença da inclinação próximo da origem, o que nos dá o suporte para constatar que o
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Figura 10: Caso de Strogatz n = 1

Figura 11: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 9

modelo proposto, ou seja, o modelo de Strogatz generalizado tem grande possibilidade de
obter melhores resultados para dados reias, comparado ao modelo de Strogatz.

6.1.2 Dessincronização

Para essa subseção apresentaremos simulações, levando em consideração os
parâmetros descritos por Strogatz [27] e apresentados nesse trabalho na seção 4.2. Lem-
brando que para obter dessincronização do ritmo circadiano temos:∣∣∣∣AΩ

∣∣∣∣ < 1
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Figura 12: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 7

Figura 13: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 5

Primeiro exemplo numérico - Caso Dessincronizado

Definimos os seguintes parâmetros ω1 = 10 e ω2 = 1, sendo as frequências, e para as
forças de acoplamento A1 = 2 e A2 = 6.

Utilizando o sistema de equações (95) e (96) obtemos os primeiros exemplos
numéricos para o caso dessincronização, onde n = 1 obtemos o modelo de Strogatz
e, para os valores de n = 0, 9; 0, 7; 0, 5 recaı́mos no modelo de Strogatz generalizado.

As próximas figuras apresentam o resultado numérico com as escolhas de parâmetros
acima, para os diferentes valores da ordem fracionária da derivada.

Observamos pelos gráficos apresentados na Figura 14, que desde a origem, o gráfico
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Figura 14: Caso dessincronizado Strogatz n = 1

Figura 15: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0, 9

apresenta dessincronização. A interpretação de tal resultado é a seguinte: O compor-
tamento dos osciladores não segue um padrão, este são diferentes, o que sugere que o
sistema está dessincronizado interna.

As Figuras 15, 16, 17 repesentam a solução do modelo de Strogatz generalizado para
n = 0, 9; 0, 7 e 0, 5, respectivamente. Notamos que a diferença entre o gráfico da solução
do modelo de Strogatz e do modelo de Strogatz generalizado para n = 0, 9 apresenta
diferença considerável, onde os osciladores parecem procurar um padrão em determinado
perı́odo. Observamos que este efeito é cada vez mais evidente, quanto menor o valor da
derivada fracionária n, como é possı́vel observar nas Figuras 16 e 17. Tais efeitos são
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Figura 16: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0, 7

Figura 17: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0, 5

compatı́veis com os processos de memória para os quais o modelo de Strogatz generali-
zado é proposto. Em outras palavras, esse padrão visualizado nos gráficos é compatı́vel
com modelos que utilizam memória tanto do ponto de vista teórico e também é o obser-
vado na prática, dando assim o suporte ao modelo proposto.

Segundo exemplo numérico - Caso Dessincronizado
Para os exemplos numéricos a seguir, utilizaremos os valores das frequências como

ω1 = 1 e ω2 = 12 e para as forças de acoplamento os valores de A1 = 3 e A2 = 6. A
ordem de derivada aplicada foi n = 1;0, 9; 0, 7 e 0, 5, segue figuras 6, 7, 8 e 9 referentes
a esses parâmetros.

Observamos que para esses gráficos temos ω1 < ω2, θ1 e θ2 trocam de posição. Ob-
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Figura 18: Caso dessincronizado de Strogatz n = 1

Figura 19: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0, 9

servamos tal troca nas Figuras 18, 19, 20 e 21, sendo que a dessincronização também se
faz presente.

Comparando os gráficos das Figuras 18 e 19 notamos uma mudança no comporta-
mento dos osciladores, para n = 0, 9 temos oscilações mais pontuais, o que não ocorre
para n = 1.

As Figuras 20 e 21, nos chama a atenção pois, observamos que de tempo em tempo os
gráficos apresentam procurar um padrão para sincronizar. No dia a dia percebemos que
isso também acontece. Tal fato entendemos ser o manifesto dos efeitos da memória que
o modelo de Strogatz generalizado apresenta.

Terceiro exemplo numérico - Caso Dessincronizado
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Figura 20: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0, 7

Figura 21: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0, 5

Analisaremos os exemplos a seguir para os valores de parâmetros ω1 = 5 e ω2 = 1,
sendo a frequência intrı́nsecas e, A1 = 2 e A2 = 1 sendo as forças de acoplamento.
Lembramos o leitor que as análises são feitas para, n = 1 modelo de Strogatz e n = 0, 9;
0, 7 e 0, 5.

As próximas figuras apresentam o resultado numérico com as escolhas de parâmetros
acima, para os diferentes valores da ordem fracionária da derivada.

As Figuras 23, 24 e 25 repesentam a solução do modelo de Strogatz generalizado
para n = 0, 9; 0, 7 e 0, 5, respectivamente. Notamos que a diferença entre o gráfico da
solução do modelo de Strogatz n = 1 mostrado através da Figura 22, e do modelo de
Strogatz generalizado para n = 0, 9, apresenta diferença considerável. Na Figura 23 os
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Figura 22: Caso dessincronizado de Strogatz n = 1

Figura 23: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0, 9

osciladores parecem procurar um padrão em determinado perı́odo. Observamos que este
efeito é cada vez mais evidente, quanto menor o valor da derivada fracionária n, como
é possı́vel observar nas Figuras 24 e 25. Tais efeitos são compatı́veis com os processos
de memória para os quais o modelo de Strogatz generalizado é proposto. Em outras
palavras, esse padrão visualizado nos gráficos é compatı́vel com modelos que utilizam
memória tanto do ponto de vista teórico e também é o observado na prática, dando assim
o suporte ao modelo proposto.
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Figura 24: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0, 7

Figura 25: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0, 5



7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho apresentamos um modelo bastante simples para o compreendimento da
dinâmica do ritmo circadiano, para o qual introduzimos as derivadas de ordem fracionária
como uma alternativa para descrever efeitos de memória no sistema. A este modelo de-
nominamos de Modelo de Strogatz Generalizado.

Embora tenhamos conseguido garantir resutados de boa colocação para o Modelo de
Strogatz Generalizado, não foi possı́vel, neste trabalho, obter de forma explı́cita a solução
do sistema, nem mesmo os pontos de sincornização do modelo, em contraste ao modelo
de Strogatz [27]. Tal fato deve-se em partes pelas complicações impostas pela definição de
derivadas de ordem fracionária. Por outro lado, apresentamos resultados numéricos que
descrevem de maneira bastante precisa a solução do problema (garantido pelos resultados
de precisão do método numérico). Também percebemos que os resultados numéricos re-
produzem os efeitos de memória esperados, fazendo com que os pontos de sincronização
do modelos sejam sentidos de maneia adiantada quando comparados com os resultados
do modelo de Strogatz.

7.0.1 Trabalhos Futuros

Para este trabalho ser considerado completo temos que contemplar diversos passos,
como o fato de que há muito a ser entendido com relação ao modelo proposto, bem como
em termos de comparação com dados reais. Destacamos abaixo os principais resultados
a serem seguidos:

1. Obter resultados analı́ticos para a sincronização e dessincronização. O caminho que
consideramos possı́vel de ser percorrido é considerar o modelo como um modelo
de Kuramoto e seguindo a mudança de variável feita em [14] com a utilização
da função de Mittag-Leffler em substituição a função exponencial apresentada no
problema referido trabalho.

2. Provar de maneira definitiva que a introdução de derivadas de ordem fracionária no
modelo de Strogatz reproduz um modelo que é mais fidedigno aos dados observa-
dos. Este objetivo, por sua vez, depende de conseguirmos dados reais para fazer a
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comparação. Uma maneira de conseguir tais dados é obter as mesmas fontes que as
analisadas por [27].

3. Estudar o que acontece com o modelo se utilizarmos ordens das derivadas (fra-
cionárias) diferentes para cada variável do sistema. Desta forma, podemos caracte-
rizar, em princı́pio, diferentes efeitos de memória para cada uma das componentes
do ritmo circadiano analizado.

4. Colaborar com pesquisadores da área da saúde no sentido de aprimorar o sistema,
bem como para ter dados reais para a comparação dos efeitos desejados.
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ApêndiceA TEOREMAS FUNDAMENTAIS

O apêndice servirá para descrever definições, teoremas e alguns cálculos encontrados,
sendo que primeiro será definido a função gama, função de Mittag-Leffler, teoremas do
ponto fixo e o teorema do valor intermediário. Logo ápos será descrito a Função de Boreal
e Lebesgue mensuráveis e o cálculo do operador Jacobiano para problema estudado.

A.1 Função Gama

Função gama ou integral de Euler do segundo tipo, aqui denotado por Γ(θ), se-
gundo [28], é indiscutivelmente a função básica do cálculo fracionário, considerado uma
generalização do conceito do fatorial.

Definição A.1.1. A função Γ : (0,∞)→ R, é definida por

Γ(θ) :=

∫ ∞
0

tθ−1e−tdt. (101)

Exemplo A.1.1. Considerando θ = 1, obtêm-se:

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−tdt− lim
z→∞

∫ z

0

e−tdt = lim
z→∞

[
−e−t

]z
0

= lim
z→∞

(
1− e−z

)
= 1. (102)

Teorema A.1.2. Se θ ∈ N , então, θΓ(θ) = Γ(θ + 1).

Demonstração: A prova usa indução matemática. Onde (θ = 1) temos Γ(1) = 0! =

1, que é verdade por A.1.1. Usando a equação funcional e a hipótese de indução:

Γ(θ + 1) = θΓ(θ) = θ(θ − 1)! = θ!

Agora será definido alguns valores da função gama, usando a Definição A.1.1 e Teorema
A.1.2. É sabido que Γ(1) = 1, conegue-se assim calcular o Γ(2) e Γ(3) utilizando a
primeira propriedade, temos:

Γ(2) = Γ(1 + 1) = 1Γ(1) = 1
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Γ(3) = Γ(2 + 1) = 2Γ(2) = 2

Γ(4) = Γ(3 + 1) = 3Γ(3) = 3

Γ(5) = Γ(4 + 1) = 4Γ(4) = 4

Γ(6) = Γ(5 + 1) = 5Γ(5) = 5

E assim sucessivamente para os próximos valores.

Para encontrar valores fracionários, vamos primeiro cálcular Γ
(

1
2

)
onde segundo [12]

obtemo da seguinte forma:

Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞
0

e−tt(
1
2
−1)dt =

∫ ∞
0

e−tt−
1
2dt.

Subistituindo
t = θ2 → dt = 2θdθ

temos: ∫ ∞
0

e−θ
2

θ−12θdθ = 2

∫ ∞
0

e−θ
2

dθ

1

2
Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞
0

e−θ
2

dθ.

Seja,

I =

∫ ∞
0

e−ϑ
2

dϑ =

∫ ∞
0

e−θ
2

dθ

então

I2 =

∫ ∞
0

e−ϑ
2

dϑ =

∫ ∞
0

e−θ
2

dθ =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−ϑ
2

e−θ
2

dθdϑ =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(ϑ2+θ2)dθdϑ.

Utilizando coordenadas polares definimos que∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(y2+x2)dθdϑ =

∫ π
2

0

∫ ∞
0

re−r
2

drdα.

Substituindo u = r2 derivando temos du = 2rdr, então∫ π
2

0

∫ ∞
0

1

2
e−ududα =∫ π

2

0

(
−1

2
e−u
) ∣∣∣∣∞

0

dα =∫ π
2

0

(
1

2

)
dα =

π

4
.

Sabe-se que I2 = π
4
, podemos concluı́r que I =

√
π

2
e que 1

2
Γ
(

1
2

)
=
√
π

2
, então
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Γ
(

1
2

)
=
√
π. Apartir desse resultado podemos encontrar outros valores da função gama,

como:
Γ

(
3

2

)
= Γ

(
1

2
+ 1

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2

Γ

(
5

2

)
= Γ

(
3

2
+ 1

)
=

3

2
Γ

(
3

2

)
=

3
√
π

4

Γ

(
7

2

)
= Γ

(
5

2
+ 1

)
=

5

2
Γ

(
5

2

)
=

15
√
π

8

.

Para encontrar outros valores fracionários da função gama, será apresentado outro
método segundo [21].

Temos para θ > 0: (
1

2
+ n

)
=

(2n)!
√
π

4nn!
(103)

Para θ < 0, temos: (
1

2
− n

)
=

(−4)nn!
√
π

(2n)!
(104)

Utilizando a fórmula que foi enunciada logo acima, obtemos os seguintes valores:

Γ

(
−1

2

)
= Γ

(
1

2
− 1

)
=

[−4]1.1!
√
π

(2.1)!
= −2

√
π;

Γ

(
−3

2

)
= Γ

(
1

2
− 2

)
=

[−4]2.2!
√
π

(2.2)!
=

4
√
π

3
;

Γ

(
−5

2

)
= Γ

(
1

2
− 3

)
=

[−4]3.3!
√
π

(2.3)!
=
−8
√
π

15
;

Γ

(
1

2

)
= Γ

(
1

2
+ 0

)
=

2.(0)!
√
π

(40)0!
=
√
π;

Γ

(
3

2

)
= Γ

(
1

2
+ 1

)
=

2.(1)!
√
π

(41)1!
=

√
π

2
;

A.2 Função Mittag-Leffler

Para o contexto do conteúdo dessa dissertação, a função Mittag-Leffler que será apre-
sentada através de conceitos e definições, é de fundamental importância.
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Tabela 1: Tabela de valores da função gama

θ é número inteiro θ é número fracionário
Γ(−1) =∞ Γ

(
−3

2

)
= 4

√
π

3

Γ(0) =∞ Γ
(
−1

2

)
= −2

√
π

Γ(1) = 1 Γ
(

1
2

)
=
√
π

Γ(2) = 1 Γ
(

3
2

)
=
√
π

2

Γ(3) = 2 Γ
(

5
2

)
= 3

√
π

4

Γ(4) = 6 Γ
(

7
2

)
= 15

√
π

8

Definição A.2.1. Seja n > 0, a função En definido como

En(z) :=
∞∑
j=0

zj

Γ(jn+ 1)

sempre que a série converge é chamada função de Mittag-Leffler com ordem n.

Definição A.2.2. Seja n1, n2 > 0, a função En1,n2 é definida

En1,n2(z) :=
∞∑
j=0

zj

Γ(jn1 + n2)

sempre que a série converge é chamada função de Mittag-Leffler com dois parâmetros n1

e n2.

Teorema A.2.1. Sejam n1, n2 > 0 e θ ∈ C. Então,

En1,n2(θ) = θEn1,n1+n2(θ) +
1

Γ(n2)
.

Demonstração: Para maior detalhes podem consultar ([7], teorema 4.2 pág. 69).

Teorema A.2.2. Sejam n > 0, λ = 0 ∈ R e θ(t) := En(λtn), t ≥ 0. Então,

Dn
∗0θ(t) = λθ(t).

Demonstração: Se for considerado λ = 0, note que θ(t) = En(0) = 1. Portanto

Dn
∗0θ(t) = 0 = λθ(t) conforme o necessário. Por outro lado pk(θ) := θk:

Dn
∗0θ(t) = Dn

∗0

[
∞∑
j=0

(λpn)j

Γ(1 + jn)

]
(t)

= Jm−n0 Dm

[
∞∑
j=0

λjpnj
Γ(1 + jn)

]
(t) = Jm−n0

[
∞∑
j=0

λjDmpnj
Γ(1 + jn)

]
(t)
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= Jm−n0

[
∞∑
j=1

λjDmpnj
Γ(1 + jn)

]
(t) = Jm−n0

[
∞∑
j=1

λjpnj−n
Γ(1 + jn−m)

]
(t)

=
∞∑
j=1

λjJm−n0 pnj−m
Γ(1 + jn−m)

(t) =
∞∑
j=1

λjpnj−n
Γ(1 + jn− n)

(t)

=
∞∑
j=1

λjtnj−n

Γ(1 + jn− n)
=
∞∑
j=1

λjtnj

Γ(1 + jn)

= λ

∞∑
j=0

(λtn)j

Γ(1 + jn)
= λθ(t).

Teorema A.2.3. Sejam n > 0, m = dne e λ ∈ R. A solução do problema de valor inicial{
Dn
∗0θ(t) = λθ(t),

θ(0) = θ0, θ(k)(0) = 0 (k = 0, 1, ...,m− 1).
(105)

é dado por

θ(t) = θ0En(λtn), t ≥ 0.

Demonstração: Para maiores informações, pode ser consultado a desmonstração em

([7], teorema 6.11 pág. 101).

A.3 Teoremas do ponto fixo e teorema do valor médio

Neste espaço será apresentado os Teoremas e suas demonstrações.

Teorema A.3.1. (Teorema do ponto fixo Weissinger) Seja (U, d) um espaço métrico não-

vazio e αj ≥ 0, para todo j ∈ N0, tal que
∑∞

j=0 αj converge. Se B : U → U satisfaz a

desigualdade

d(Bju,Bj
v) ≤ αjd(u, v) (106)

onde j ∈ N e u, v ∈ U . Então, B está no ponto fixo u∗. Além disso, para qualquer

u0 ∈ U a sequência (Bju0)∞j = 1 converge para o ponto fixo u∗.

Teorema A.3.2. (Teorema de ponto fixo Schauder’s) Seja (E, d) um espaço métrico, U

um subconjunto convexo, fechado em E e B : U → U tal que o conjunto {Bu : u ∈ U}
é relativamente compacta em E. Então B tem pelo menos um ponto fixo.

A partir deste contexto, recorda-se da seguinte definição:

Definição A.3.1. Seja (E, d) um espaço métrico e F ⊆ E. O subconjunto F é relativa-

mente compacto em E se o subconjunto F é fechado.
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Teorema A.3.3. (Arzelá-Ascoli) Seja F ⊆ A[a, b] para c > b e assumindo a definição da

norma de Chebyshev, então temos que F é relativamente compacto em A ([a, b]). Para

cada ε > 0 existe um δ > 0 tal que para todo f ∈ F e θ, θ∗ ∈ [a, b] com |θ − θ∗| < δ

temos |f(θ)− f(θ∗)| < ε e é uniformemente limitada, ou seja, ‖f‖∞ ≤ A ta que f ∈ F .

Teorema A.3.4. (Teorema do valor médio) Seja f uma função contı́nua definida num

intervalo fechado [b, c] e diferenciável em [b, c] existe algum ponto a em [b, c] tal que:

f ′(a) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Demonstração: Para maiores informações, consultar([13], teorema 4.6 pág. 69).

A.4 Função de Borel e Lebesgue mensuráveis

Definição A.4.1. (Função mensurável) Seja F : Θ → Ξ uma função, onde (Θ,Υ) e

(Ξ,Π) são espaços mensuráveis. Uma função é dita (Υ,Π)-mensurável se f−1(E) ∈ Υ,

∀E ∈ Π, isto é, se a pré-imagem de todo conjunto Π-mensurável é Υ-mensurável.

Função de Borel Observa-se um importante caso particular para definição acima
acontece quando Π é tomado como sendo a álgebra de Borel, neste caso (se for defi-
nido como a menor σ-algebra contendo a topologia), a seguinte definição é equivalente:
Seja f : Θ → Ξ, uma função onde, (Θ,Υ), é um espaço mensurável e (Ξ,Π), é um
espaço topológico. Uma função é dita Borel-Υ-mensurável se:

f−1(O) ∈ Υ,∀ O ∈ Π.

Função Borel-Lebesgue mensurável Uma função é dita Borel-Lebesgue mensurável
quando Υ = Λ, a σ-álgebra de Lebesgue e Π = Ψ, a álgebra de Borel. Diversas vezes,
uma função Borel-Lebesgue mensurável é dita apenas Lebesgue-mensurável ou simples-
mente mensurável. Função reais Borel-Lebesgue mensurável Costuma-se representar
uma função f : D ⊂ Rm → Rn, pelas suas componente no contra-domı́nio:

f(θ) =
(
f 1(θ), f 2(θ), ..., fn(θ)

)
.

Pode-se mostrar que f : D → Rn, é Borel-Lebesgue-mensurável se e somente se cada
uma das fk : D → R, é Borel-Lebesgue -mensurável.

Observação A.4.1. Todas as funções contı́nuas são funções de Borel, mas nem todas as

funções de Borel são funções contı́nuas.

Observação A.4.2. Todas funções contı́nuas, funções monótonas, funções semicontı́nuas,

funções integráveis de Riemann e funções de variação limitada são funções de Lebesgue

mensuráveis.
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Propriedade Seja f : D → Rn e g : D → Rn, função Borel-Lebesgue-mensuráveis
onde D é um conjunto mensurável de Rm, e α e β reais, então:

• αf(θ) + βg(θ), é mensurável;

• f(θ)g(θ) := (f 1(θ)g1(θ), f 2(θ)g2(θ), ..., fn(θ)gn(θ)) é mensurável;

• f(θ + λ), é mensurável para todo λ ∈ Rm;

• Se h : D → Rn e µ{f(θ) = h(x)}, então h, é mensurável;

• Se fn : D → R são mensuráveis e convergem quase-sempre então o limite é uma
função mensurável.

A.5 Cálculo Jacobiano

Neste apêndice utilizaremos o Teorema do Valor Intermediário para mostrar que a
função f definida pela equação 98 é localmente Lipschitz contı́nua em W com relação
a u, conforme foi usado no Teorema 5.2.2, e garantir a existência de Θ ∈]0, 1[ tal que
||f(t, u1)− f(t, u2)|| ≤ ||J(u2 −Θ(u1 − u2))|| ||u1 − u2|| ∀u1, u2 ∈ C ([0, T ], R2).

Completando a demonstração do Teorema 5.2.2, mostraremos que o operador Jacobi-
ano é limitado emW . Assim, obtemos o Jacobiano da seguinte forma:

Jf(t, u1(t) + Θ(u2(t)− u1(t))) =

[
∂f
∂f1

∂f1
∂θ1

∂f
∂f1

∂f1
∂θ2

∂f
∂f2

∂f2
∂θ1

∂f
∂f2

∂f2
∂θ2

]

onde
∂f
∂f1

∂f1
∂θ1

= −2πA1 sin(2π(θ2 − θ1))
∂f
∂f1

∂f1
∂θ2

= −2πA1 sin(2π(θ2 − θ1))
∂f
∂f2

∂f2
∂θ1

= 2πA2 sin(2π(θ1 − θ2))
∂f
∂f1

∂f1
∂θ2

= 2πA2 sin(2π(θ1 − θ2))

Se observarmos cada coordenada do operador Jacobiano percebemos que cada coorde-
nada é contı́nua. ComoW ⊂ R2 é compacto, segue que o operador Jacobiano é limitado.
Portanto é possı́vel mostrarmos que existe L = maxu∈W ||Jf(u1(t, v) + Θ(u2(t, v)))||.

Em particular

max
u∈W
||Jf || = max{|−2πA1 sin(2π(θ2 − θ1))| , |2πA2 sin(2π(θ1 − θ2))|}

≤ 2πmax{|A1 sin(2π(θ2 − θ1))| , |A2 sin(2π(θ1 − θ2))|}

como |sin(x)| ≤ 1 então:
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max
u∈W

≤ 2πmax{|A1| , |A2|}

ainda podemos dizer que, conforme [27] no apêndice A, temos A1 < A2, logo:

max
u∈W

= 2π |A2| = L


