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RESUMO

CONTESSA, Nitiele Medeiros. MODELAGEM DO RITMO CIRCADIANO COM
DERIVADAS FRACIONARIAS. 2017. 89 f. Dissertacdo (Mestrado) — Programa de
P6s-Graduagdao em Modelagem Computacional. Universidade Federal do Rio Grande,
Rio Grande.

O ritmo circadiano € responsavel por diversas atividades fundamentais do organismo
dos seres vivos, como producio de hormonios, atividades do sistema digestivo, a sensagao
de fome, de sono, etc., que funcionam de forma sincronica. Sendo assim, é de suma
importancia entender os mecanismos que regem o ritmo circadiano, bem como efeitos
externos que possam degradar ou acelerar processo de sincroniza¢do do ritmo circadiano.

O foco do nosso trabalho € caracterizar algumas propriedades do ritmo circadiano, le-
vando em consideracdo o ciclo sono-vigilia e o ciclo de temperatura corporal, bem como
outros efeitos externos que possam influenciar a dindmica do ritmo circadiano. Diferente-
mente do que existe na literatura, onde a modelagem da dinamica do ciclo sono-vigilia em
relacdo a temperatura corporal € feita usando derivadas de ordem inteira, neste trabalho
propomos reescrever este modelo usando célculo de ordem fraciondrio. Como tal ferra-
menta possui propriedades que podem ser interpretadas como memoria, prevemos obter
um modelo que seja fidedigno a realidade, e sirva como um guia para determinar me-
canismos que minimizem as alteracdes indesejadas causadas por interferéncia externas.
Do ponto de vista tedrico, provaremos resultados de boa colocacdo do modelo proposto.
Apresentaremos alguns resultados numéricos que mostram o comportamento do efeito
memoria na dindmica em comparagdo com o modelo conhecido na literatura.

Palavras-chave: Ritmo circadiano, Ciclos, Memoria, Derivadas fraciondarias.



ABSTRACT

CONTESSA, Nitiele Medeiros. MODELING OF CIRCADIAN RHYTHM WITH
FRACTIONAL DERIVATIVES. 2017. 89 f. Dissertacdo (Mestrado) — Programa de
P6s-Graduagdao em Modelagem Computacional. Universidade Federal do Rio Grande,
Rio Grande.

The circadian rhythm is responsible for several fundamental activities of the organism
of living being such as the production of hormones, activities of the digestive system, the
sensation of hunger, sleep, among other. Such actions works synchronously. Therefore,
it is extremely important to understand the mechanisms that govern the circadian rthythm
as well as external effect s that may degrade or accelerate the synchronization process of
such rhythm.

The focus of our work is to characterize some properties of the circadian rhythm,
taking into account the sleep-wake cycle and the body temperature cycle, as well as other
external effects that may influence circadian rhythm dynamics. Differently from what
exists in the literature, where the modelling of the dynamics of the sleep-wake cycle in
relation to body t emperature is done using integer-order derivatives, in this work we
propose to rewrite this model using a fractional order calculus. Since such a tool have
properties that can be interpreted as memory, we expect to obtain a model that is reliable
to reality and can be used as a guide to determine mechanisms that minimize unwanted
changes caused by external interference. From the theoretical point of view, we will prove
well-posedness results of the proposed model. We also provide some numerical results
that show the behavior of the memory effect in the dynamics in comparison to the model
known in the literature.

Keywords: Circadian Rhythm, Cycle, Memory, Fractional Derivative.
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1 INTRODUCAO

Processos ritmicos sdo inerentes ao nosso cotidiano e formam boa parte dos processos
indispensaveis para a vida. Dentro de tais processos ritmicos, o processo que € conhecido

como ritmo circadiano desempenha um papel de destaque.

Este pode ser caracterizado por qualquer processo biolégico que apresenta um ritmo
oscilatorio endégeno e ajustavel em torno de 24 horas. Este comportamento ja é ampla-
mente conhecido por atuar em diversos seres vivos, ndo s6 em animais, mas também em
plantas, bactérias, fungos, etc [29].

O estudo formal do ritmo circadiano ou ciclo circadiano faz parte da cronobiologia,
area das ciéncias bioldgicas que tem por objetivo estudar os reldgios bioldgicos que geram
esses ritmos e que sao responsaveis por atividades do organismo dos seres vivos. Em
especial, € sabido que tais ritmos estao associados a func¢des vitais como a produgao de
hormonios, atividades do sistema digestivo e a sensacao de fome e sono, que repete suas

fungdes aproximadamente a cada 24 (vinte e quatro) horas [2].

A existéncia do ritmo circadiano em organismos possibilitam a antecipacdo e o pre-
paro para mudangas regulares no meio ambiente, o que confere a estes organismos gran-
des vantagens evoluciondrias com relacdo aos que ndo possuem tal regulador [9]. A
antecipacdo de fendmenos que ocorrem periodicamente pode ser considerada como um

processo de memoria, a qual é um dos pontos chaves deste trabalho.

Desta forma, estudar e predizer a dindmica e funcionamento do ritmo circadiano é
fundamental para a cronobiologia. Ha excencialmente duas formas de fazer isso. Uma
¢ observar uma enormidade de casos e propor uma teoria que seja compativel com as
observagdes ou entdo propor um modelo matemético que descreva de maneira fidedigna
um conjunto de dados. No primeiro caso faz-se necessdrio a observacdo de uma quanti-
dade suficiente de ocorréncias idénticas para que a estatistica seja completa, ou suficiente.
No segundo caso podemos nos restringir a um conjunto menor de ocorréncias e ’acredi-
tar’que o modelo proposto descreva de maneira fidedigna o comportamento do fendmeno
estudado.

Porém, no caso da modelagem matemética ainda esbarramos na complexidade do

modelo necessdria para descrever fendmenos bioldgicos reais. Assim, por vezes, faz-
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se necessario uma abordagem mais simples do fenomeno que ainda assim, descrevam
informacdes relevantes.

Nestes termos, o matematico Steven Henry Strogatz propds uma modelagem para o
ciclo de sono-vigilia infuenciado pelo ciclo da temperatura corporal utilizando o principio
que estes dois ciclos sejam osciladores (oscilador do ciclo temperatura corporal e oscila-
dor do ciclo sono-vigilia). A interacido desses osciladores é determinada por forgas de
acoplamento, as quais sdo responsdaveis pela sincronia ou dessincronia dos mesmo [27].

Descreveremos o estudo proposto por Strogatz em detalhes no Capitulo 4. O qual
propde para modelagem da dinamica dos dois osciladores um sistema ndo linear de
equagoes diferenciais ordindrias e portanto, utilizando derivadas de ordem inteira. Como
¢ bem sabido da teoria de diferenciacao classica [30], derivadas de ordem inteira reprodu-
zem somente efeitos locais e ndo carregam contribui¢des de memoria. Efeitos de memoria
sdo sempre esperados em processos envolvendo ritmos bioldgicos, pela propria natureza
destes processos [19].

O objetivo deste trabalho € apresentar um modelo simplificado para o ritmo circadiano
que leve em conta o processo de memoria. A novidade de nossa abordagem com relagao
ao modelo proposto por Strogatz € que utilizaremos derivadas de ordem fraciondria para
modelar a dinamica dos ciclo de sono-vigilia infuenciado pelo ciclo da temperatura cor-
poral. A motivacdo para o uso de derivadas de ordem fraciondria em contrapartida as
de ordem inteira € que as primeiras tem como uma de suas caracteristicas efeitos de
memoria [6]. Na literatura encontramos diversos trabalhos aplicando derivadas de ordem
fraciondria, tais como em Oxley [22], Camargo [3] e Rossato [24].

Além da modelagem do ritmo circadiano utilizando o oscilador temperatura corpo-
ral e oscilador ciclo sono-vigilia, mostraremos resultados de boa colocacdo, existéncia,
unicidade e dependéncia continua para o modelo proposto e determinaremos pontos de
sincronia e a dessincronia para tal modelo. Faremos isso no Capitulo 5

Mostraremos que os possiveis pontos de sincronia e dessincronia para o modelo pro-
posto apresentam um atraso, o qual julgamos ser o efeito da memoria. Esta verificacio
serd feita de maneira tedrica no Capitulo 5 e comprovada numericamente no Capitulo 6.

O restante do trabalho se dispde da seguinte maneira: No Capitulo 2 apresentaremos
de forma detalhada a cronobiologia, que € a ciéncia que estuda o ritmo circadiano, tal
capitulo ainda trds como Subsecao 2.1 que aborda o ritmo circadiano de forma aprofun-
dada e detalhada, tratando separadamente os ciclos, sono-vigilia e temperatura corporal.
A Subsecdo 2.2 destina-se a fazermos uma andlise do comportamento do corpo humano,
observando os efeitos de memoria que o mesmo apresenta.

No Capitulo 3 introduziremos o cdlculo de ordem fraciondria, sua historia e as
defini¢des de derivadas de ordem fraciondria segundo Riemann-Liouville e Caputo. Ana-
lisaremos os dois métodos, mostrando porque Caputo € o que melhor se enquadra para

a modelagem do problema proposto. Enunciaremos ainda neste capitulo as hipdteses
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suficientes para garantir resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua dos
dados iniciais e da ordem da derivada para sistemas de equacgdes a derivadas de ordem
fraciondria segundo Caputo.

Para finalizar, o Capitulo 7 apresenta as consideragdes finais, assim como propostas
para trabalhos futuros, visto que ainda temos muito para estudar a fim de obter um modelo

que represente os dados reais de forma fidedigna.



2 CRONOBIOLOGIA

Cronobiologia (crono = tempo, bio = vida, logia = estudo), tem como objetivo estudar
o relogio bioldgico dos seres vivos.

Ao final do século XIX iniciou-se inimeros estudos sobre ritmos biolégicos, mas foi
somente no século XX que a cronobiologia tornou-se aceita internacionalmente, sendo
uma ciéncia que estuda os fendmenos bioldgicos, aspectos bioldgicos da ritmicidade,
descricao e quantificagao dos ritmos [2].

Esses fendmenos sdo chamados de ritmos bioldgicos e podem ter diferentes
frequéncias, os que ocorrem com uma periodicidade proxima a 24 (vinte e quatro) ho-
ras sao chamados de circadianos, os com periodo maior que 28 (vinte e oito) horas sdo
chamados de infradianos e os menores que 20 (vinte) horas recebem o nome de ultradia-
nos [19].

E possivel descrever exemplos para cada frequéncia do ritmo biolégico. Por exemplo
ritmo circadiano € dito: a temperatura corporal, o rendimento mental e o ciclo sono-
vigilia, ja os infradianos sdo: hibernacdo de alguns animais e o ciclo menstrual. Os
exemplos mais comuns e de facil percepcdo, sdo os ultradianos, ou seja: secrecao pulsatil

de muitos hormonios, frequéncia cardiaca, movimentos respiratdrios entre outros [19].

2.1 Ritmo circadiano

Ritmo circadiano € todo o ritmo, tal que, sua natureza seja endégena. Embora os
ritmos circadianos sejam enddgenos (auto-sustentados) eles sdo ajustados (arrastados)
para o ambiente local por meio de sinais externos que inclue ciclos de luz e temperatura.

O ritmo circadiano se d4 através de um marca-passo interno que se encontra no
cérebro, localizado no hipotdlamo, que € o nicleo supraquiasmatico, essa estrutura gera
e regula os ritmos, materiais e psicolégicos do ser humano, tem influéncia na renovagao
das células e na digestdao em vigilia, dentre outras fung¢des [1, 11].

Fungdes como a produgdo de hormoénios, sensagdo de fome e sono, atividades do
sistema digestivo, tais como, atividades dos rins e do intestino, sdo ministradas pelo ritmo

circadiano (circa = por volta de, radical latino ’dies”’= dia) ou seja, que repete suas funcdes
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aproximadamente a cada 24 (vinte e quatro) horas [2].

A ritmicidade circadiana estd presente nos padrdes de sono e alimentac¢io dos animais,
incluindo os seres humanos. Existem também padrdes claros de temperatura corporal cen-
tral, atividade das ondas cerebrais, producao de hormonio, regeneracdo celular e outras
atividades bioldgicas. Além disso, o fotoperiodismo, a reacao fisiolégica dos organis-
mos a duracdo do dia ou da noite, é vital para plantas e animais, e o sistema circadiano
desempenha um papel na medicao e interpreta¢do da duragdo do dia.

Evidenciamos a sincronizac¢do do ritmo circadiano através do meio ambiente e por
ordem temporal interna, os quais apontam a necessidade do mesmo para a expressao
fisioldgica e comportamental normal de um organismo. Problemas de satide podem ser
causados por perturbacdes de ordem temporal interna ou externa, devido a transtornos na
sincronizac¢do do ritmo circadiano, o que pode também ser chamado de dessincronizagdo
do ritmo [18].

Dissincronose ou também conhecida por jet lag, € um distdrbio que provoca diversos
efeitos indesejaveis e prejudiciais a saude, tais como, sonoléncia, cansago, queda do ren-
dimento fisico e mental, entre outros. De uma maneira simplificada, pode-se dizer que a
memoria do relégio bioldgico € afetada por distdrbios desta natureza, geralmente associ-
ada a efeitos externos do tipo, trabalho noturno, voos transmeridianos, doencas e dores

cronicas, etc [27].

2.1.1 Ciclo sono-vigilia

Ciclo sono-vigilia é denominado o periodo em que dormimos ou ficamos acordados
diariamente, sendo um ciclo periddico, influenciado por fatores externos de ordem tem-
poral [11]. Tal ciclo pode sofrer mudancas bruscas por decorréncia de vdérios fatores,
alguns exemplos sdo, trabalho noturno, voos transmeridianos, ou jornada de trabalho ex-
cessiva, esses sao responsaveis pela jet lag (ou dissincronose), um distirbio que provoca
sonoléncia fora de hora, cansaco, altera¢des de humor e até mesmo queda do rendimento
fisico e mental [27].

Segundo Chiese [5], uma boa noite de sono é de tamanha importancia para o bem estar
em vigilia. O corpo humano recebe sinais através do hormonio da melatonina informando
o inicio da noite e sua durag@o, e com isso, inicia uma cascata de eventos fisiologicos,
para assim, preparar 0 organismo para o repouso. Porém, alguns aspectos podem cau-
sar alteracdes no seu periddo de sono-vigilia, sendo esses, a claridade do dia/noite, e a

irregularidade das refei¢des, o que também influéncia no jet lag [11].

2.1.2 Ciclo temperatura corporal

A temperatura corporal apresenta uma variacdo ciclica no decorrer das 24 (vinte e
quatro) horas didrias, sendo controlada endogenamente, com uma variag¢ao térmica didria

que geralmente ndo ultrapassa os 0.6°C (1°F), sendo que, varia¢des acima dessa escala
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sdo consideradas situacdes de urgéncia pelos especialistas [11].

Um ciclo periddico € gerado pela temperatura corporal, se mostrando da seguinte
forma, menor pela manhd, aumenta ao longo do dia e tem seu pico de temperatura no
inicio da noite [19].

Minati [17] diz que, algumas caracteristicas sdo assumidas pela temperatura, através
da sua mensuracdo durante o periodo sono-vigilia. Segundo [16], um grupo de células
localizadas na porg¢do anterior do hipotadlamo, regulam a temperatura corporal e detectam
mudangas na temperatura sanguinea.

Entender as mudancgas que o ciclo sono-vigilia introduzem na temperatura corporal,
e vice-versa, sdo importantes para diagnosticar alteracdes no funcionamento de certas
fungdes vitais do organismo [20].

Strogatz [27] modela o sistema circadiano humano, levando em consideragao a tem-
peratura corporal e o ciclo sono-vigilia, em modelos de equagdes diferenciais simples, o

qual sera apresentado no Capitulo 4.

2.1.3 Sincronizacao e dessincronizacao

E dito sincronizado ou dessincronizado, a relacdo entre dois ou mais ciclos, onde
neste caso serd verificado a iteracao do ciclo sono-vigilia e do ciclo temperatura corporal.
Sabendo que a defini¢do de sincronizagdo € o ato ou efeito de sincronizar, ou seja, tornar
sincrénico, combinar movimentos para que se déem ao mesmo tempo.

Por defini¢do, a relacdo entre dois ciclos € dita dessincronizada quando os mesmos
perdem a sincronia ou simultaneidade, logo estes ciclos ndo estdo perfeitamente interados.

Pode-se analizar a sincronizagdo e a dessincronizacdo na forma matemadtica, consi-
derando os ciclos sono-vigilia e ciclo temperatura corporal descritos por osciladores nao
lineares, os quais apresentam uma frequéncia intrinseca, que € a regularidade do ciclo e
uma forca de acoplamento, que determina o quanto um ciclo influencia no outro. Observa-

se entdo dois casos [11]:

1. Temos um sistema sincronizado, se a soma das forcas de acoplamento for maior
que o mddulo da diferenga das frequéncias intrinsecas, entdo a relacao entre estes
osciladores € sincronizada. Tal acontecimento se da pelo fato das forgcas de acopla-

mento terem maior influéncia no sistema.

2. J4 em um sistema dessincronizado, a soma das forcas de acoplamento serd me-
nor que o moddulo da diferenca das frequéncias intrinsecas, logo a relacdo en-
tre estes osciladores € dita dessincronizada. Devido ao fato das forcas de aco-
plamento ndo terem tanta influéncia no sistema e consequentemente a frequéncia
intrinseca de cada oscilador permanecera sem alteragdo alguma (ou quase nenhuma)

a dessincronizagao acaba acontecendo.
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Logo, matematicamente falando, para o caso de ter um ritmo circadiano sincronizado,
precisa-se obter sincronizado todos os ciclos utilizados para a modelagem do ritmo circa-

diano, caso 1ss0 nao ocorra o ritmo circadiano esta dessincronizado.

2.2 Memoria

Quando citamos memoria, logo levamos em consideracdo o armazenamento de fatores
do dia a dia, recordacdes de situacdes acontecidas tempos atrds. Mas, a memoria tratada
nesse trabalho é o manifesto de sensacdes do corpo humano que em fase sincronizada
acontecem aproximadamente no mesmo hordrio [18].

A memoria, entre outras coisas, possibilita a previsdo do futuro com base em ex-
periéncias vivenciadas em determinado tempo. Um efeito da memoria € que os estimulos
temporarios podem causar efeitos permanentes sobre o comportamento humano ou ani-
mal [23]. Exemplos de Efeitos Permanentes de Estimulo Temporario (EPET) podemos
perceber no nosso dia a dia, como a sensa¢ao de fome e sono, as quais acontece aproxi-
madamente no mesmo hordrio, por um certo periodo, mesmo alterando as condi¢des do
meio [16, 17].

Uma forma de modelarmos efeitos de memoria € utilizando o célculo de ordem fra-
ciondria [3, 7], o qual serd apresentado na préxima sec¢ao. Tal método é de grande valia
para a modelagem do ritmo circadiano, pois efeitos de memoria sdo esperados ndo so-
mente neste caso, mas em qualquer processo que envolve ritmos biolégicos.

O objetivo deste trabalho € apresentar um modelo simplificado para o ritmo circadiano
que leve em conta o processo de memoria. Para tal modelaremos a dinamica utilizando
derivadas de ordem fraciondria pois, estas diferenciam-se das derivadas de ordens in-
teiras por ndo serem operacdes pontuais [7]. A dinamicas que usam estas ferramentas
matematicas para a modelagem carregam os efeitos de memoria de longo prazo, que sao

encontrados no ritmo circadiano.



3 CALCULO DE ORDEM FRACIONARIA

O desenvolvimento do célculo fracionario é quase tdo antigo quanto o do célculo

inteiro. Segundo [15], em 1695 Leibniz comecou uma discussao sobre o assunto, quando
dry
dx’n 9

inteiro positivo. Debnath [6] diz que, na mesma época L’Hospital escreveu uma carta a

introduziu o simbolo D"y(x) = denotado a derivada enésima de y, onde n é um

Leibniz questionando a possibilidade de n ser uma fracao, ou seja, n fosse igual a % Em
resposta Leibiniz apresentou que se y(z) = =, entdo temos Dzy(z) = = dr - Assim,
podemos dizer que a partir dessa resposta originou-se o cdlculo fraciondrio. Este conceito
chamou a aten¢ao de diversos matematicos famosos como Euler (1738), Laplace (1820),
Fourier (1822), além de Riemann, Liouville e Caputo.

Apresentaremos neste capitulo as definicdes de derivada de ordem fracionéria segundo
Riemann-Liouville e Caputo, ja que estas defini¢des estao interrelacionadas. O objetivo
¢ mostrar que a escolha especifica da derivada de ordem fracionéria segundo Caputo na
Secao 3.2 é a mais adequada para descrever a modelagem do ritmo circadiano [7]. Outras
defini¢Oes para as derivadas de ordem fraciondria podem ser encontrados em [24, 7].

Para introduzir e motivar o assunto de célculo fraciondrio, iniciaremos esta se¢ao re-
lembrando um dos resultados fundamentais do calculo classico: O Teorema Fundamental
do Calculo [13].

Teorema 3.0.1. (Teorema Fundamenta do Cdlculo) Seja 0 : [b,c] — R uma fungdo

continua e seja © : [b, c| — R definida por

t
o) = [ ols)is, 1)
b
entdo O ¢ diferencidvel e ©' = 0.

Demonstracao: A demonstragdo é de conhecimento geral e pode ser encontrada em
[13].

Compreende-se com o Teorema Fundamental do Célculo a relacdo entre os operado-
res de diferenciacdo, aqui denotado por D, e o operador de integracdo denotado por .J,

definidos em espacos de fun¢des adequadas.
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Definicao 3.0.1. Denotamos por D o operador que mapeia uma funcdo diferencidvel em
sua derivada, de forma que DO(t) = 0'(t).

Definiremos o operador J, com uma fungdo integrdvel num conjunto compacto em sua
primitiva centrada em b, de forma que J,0(t) = fbt 0(s)ds, parab <t < c. Paran € N,
usaremos o simbolo D" e J;' para denotar b n-ésima iterada de D e J,, respectivamente.
Assim, D" := DD" ' com D' = D e Jy = Jle?_l, com Jbl =Jye D’ = Jl? =1

Alguns resultados que seguem diretamente das defini¢des dos operadores de derivacdo

e de integracdo e ndo serdo demostrado, sdo os seguintes:

Lema 3.0.2. Seja 0 uma fungdo integrdvel em [b, c¢|. Entdo, para qualquer b < t < ¢

temos que

JrO(t) = ;)'/b (t —8)"10(s)ds. )

(n—1
Sejam m > n, com m,n € N. Para qualquer funcdo 0 que possui n-ésima derivada

continua em [b, c] vale que
D" = D™ g, 3)

A introdugdo do célculo de ordem fraciondria passa pelo desafio de generalizar o resul-
tado acima, para n ¢ N. Ao observar a equacdo (2) no Lema 3.0.2, nota-se a necessidade
de generalizar a nocao de fatorial. Isso é feito com a funcdo Gamma de Euler definida

como a seguir:

Definicao 3.0.2. A funcdo I' : (0,00) — R, conhecida como fung¢do Gamma de Euler
[7], é definida por

I'(t) := /00 s le 5 ds. “)
0

No Apéndice A.1 apresentaremos resultados relevantes e necessarios para este traba-
lho com relagdo a funcdo Gamma de Euler.

A partir da proxima se¢do apresentaremos algumas defini¢des de derivadas de ordem
fraciondria a saber, segundo Riemann-Liouville e Caputo. Tais defini¢des vao ser utiliza-

das no decorrer desse trabalho.

3.1 Derivadas Fracionarias Segundo Riemann-Liouville

A defini¢ao segundo Riemann-Liouville para derivadas de ordem fracionaria € usada
na resolucdo de diversos problemas fisicos [7].
Porém, para uma melhor introdu¢do do conteido pode-se dizer que a definicdo esta

baseada no fato que a derivada € a operagdo inversa da integral, como sugere o Teorema
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Fundamental do Célculo apresentado anteriormente. Como veremos adiante, podemos
considerer que a derivada de ordem fraciondria segundo Rimann-Liouville, nada mais €

que a derivada de ordem inteira de uma determinada integral de ordem fraciondria [7].
Definicao de integral segundo Riemann-Liouville

Antes de seguirmos apresentaremos duas definicdes € um teorema, que utilizaremos

posteriormete no decorrer da dissertagao.

Definicao 3.1.1. Seja 1 < p < oo Denotaremos por  Ly[b, c|
o espaco das funcoes p integrdveis segundo Lebesgue: L,[b, | =
{f:b,] >R, f ¢é mensurdvel em [b,c] e [/|f(t)Pdt < oo}

Teorema 3.1.1. (Teorema fundamental do espago de Lebesgue) Seja 0 € Ly[b, c], entdo
Jy € diferencidvel em quase toda a parte em [b, c| e D .J,0 = 0 também em quase toda a

parte em [b, c|.

Demonstracao: Detalhes dessa demonstragcdo podem ser encontrada em [7, Teorema
1B, pag 10].

Definicao 3.1.2. Seja B"™ ou B"[b, c| o conjunto de fungcdes com (n — 1)-ésima derivada
absolutamente continua em [b, c|, ou seja, as fung¢des 0 para que exista (quase em todos

os lugares) a fun¢do g € Ly [b, c| tal que

o=V (t) = 9D (b) + / t g(s)ds.

Neste caso chamamos g n-ésima derivada “generalizada’de 0 e escrevermos g =
o™,

Colocado os resultados e definicdes acima, passaremos a motivacao da defini¢cao da
integral fraciondria, que surgiu através do seguinte conceito: Seja 6 : I — R uma fungao
continua por partes no intervalo / := [0, c0) e integravel em todo subintervalo de [0, o).

Denotamos por J(t) o seguinte operador integral.

JO(t) = /Ote(s)ds, 5)

e por

JEOt) = J(J*10()),

a composi¢do do operador .J em k vezes.
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Observamos que

J20(t) = JJO(t) :/Ot JQ(S)dSZ/Ot /OSQ(U)dvds.

Pelo Teorema de Fubini [26], temos:

720 — /Ot /Osé(v)dvds _ /Ot (/Utﬁ(v)ds> dv — /Otﬁ(v)(t—v)dv.

Analogamente,

so= [ [ sto)s - napas = [ / 00— pyisdp = [ o) S

Usando esse procedimento sucessivamente obtemos a seguinte expressao para integral

com o operador J"6:

ng __ ! (t — S)n_l
J 0—/0 me(s)d& (6)

Agora, utilizando a defini¢cdo da func¢@o I'(n) e suas propriedades, as quais apresenta-

mos no Apéncice A.1, podemos escrever a integral (6) como:

J"0 /t (t—S)n_le( )d 1 /t(t )nfle( )d )
= 2 0(s)ds = —— —s s)ds.
0 I'(n) I'(n) Jo
Note que da equacgdo (7), podemos concluir que € continua e estd bem definida para
n € R;. Da observagao deste fato podemos creditar a motivacdo do surgimento da

integral fraciondria segundo Riemann-Liouville.

Definicao 3.1.3. (Integral de ordem fraciondria segundo Riemann- Liouville) Dado n €
R, e 0(t) € Li[b,c|, o operador da integral fraciondria segundo Riemann-Liouville,

denotado por J, é dado por

t
JO(t) = ﬁ / (t — )" Vo(s)ds (8)
ondeb<t<ec

Exemplo 3.1.2. Seja o monémio 0(t) = t*, comt > 0e —1 < u < 0. A integral de t" é
dada por

T (4 1)

T =
I(p+n+1)

neRr,. (€))
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Demonstracao: De fato, fazendo uma mudanga de varidveis u = %, obtemos

1 t 1 t s\ "1
JHH = — t—s)" lgtds=—— [ "1 (1-2 rd
F(n)/o( 8" "ds F(n)/o ( t) s

L e — )" (tu)H u—L i — )" Hrutdu
:m/ot (1= ) (t)td_r(n)/ot(l Lt

tn+#

= /Ol(l—u)"_lu“du.

Reescrevendo a ultima integral utilizando as propriedades da funcdo Gamma
(Apéndice A.1), obtemos:

AR tte nr Aard ) 1
g = a1 n) = (n+1)T(n) _ (p+1)
I'(n) F'n)T(p+1+n) T(u+n+1)
onde [3(.,.) significa a fungdo Beta tal que (n,m) = Fr(&)i%) Definindo a fungdo

n—1
®, = ?(—n), parat > 0 e fazendo o produto convolugdo entre as funcgdes 6 e ¢, temos:

(t—s)~ !

(¢ x0)(t) = /0 On(t — 5)0(s)ds = /o Wﬁ(s)ds = J"0(t). (10)

Portanto, a definicdo da integral pode ser interpretada como o produto de convolugcdo

entre as funcoes ¢, e 0.

Teorema 3.1.3. Sejam n,m > 0, entdo temos que J*J™ = J"™)  Em particular vale

propriedade comutativa J"J" = J™J".

Demonstracao: Seja f uma funcdo suficientemente suave. Pela equagcdo (10) temos:

(J70) (1) = on(t) + O(1). (11)

Vamos verificar que

¢n<t) * ¢m(t) = ¢n+m(t)

t (4 . N\(n=1) ,m—1 t -1 (1 _ y\=1 4
oult) » o) = [ O = |- (1r<n§) oy

Seja u = ¥, temos:

On(t) * dm(t) = W/O (1— U)n_l(ut)m_ltdu

tn—l

= T /O (1 — )" "u™ " du
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tn+m—1

- —F(n)I‘(m) /0 (1 —w)" " u™ du.

Fazendo a mudanca de varidvel = 1 — u, obtemos

thrm

On(t) * O (t) = Wr(;)/o (9("71)(1 — Q)mflde.

Multiplicando e dividindo por I'(n + m), obtemos:

L'(n+m)I'(n)I'(m) Jo

Considerando a fung¢do [ definida como B(n, m) = FF(&)EEZ;) = fol =1 (1 — 0)™~1df e

relacionando as funcoes 5 e I (ver apéndice A.1), substituindo na equacdo (12), temos:

t(n+m—1) B t(n—l—m—l)
I'(n+m)B(n,m) (n,m) = I'(n+m)

¢n(t) * ¢m(t) = = ¢n+m(t) (13)

Portanto, juntando as equacoes (11) e (13), obtemos:

(J*T"0)(t) = Gu(t) + J"0(t) = bu(t) * Gu(t) % O(t) = P () % 0() = (J""0)(2).

Abaixo apresentamos outro exemplo sobre integral fraciondria o qual servird como

base para resolver derivada fraciondria.

Exemplo 3.1.4. Seja 0(t) = t. Entdo a integral fraciondria de ordem % de 0 é:

1 (2)
Jat = = .
F(1+1+1) r'(3)

tGHIra+1)  #r
(

Sabendo que I'(2) =1 eT'(2) = %E, temos:

4t>

=5

Uma vez definido o operador integral de ordem fraciondria, passaremos a definicao de

N

J2t

derivada de ordem fraciondria segundo Riemann-Liouville.

Defini¢iio 3.1.4. Sejan € R, ,0 € B'la,b] e m = [n]. Definimos o operador derivada

fraciondria segundo Riemann-Liouville de ordem n € R, denotado por D}', como
Dy0 = D™J""0. (14)

O proximo resultado garante sob quais condi¢des a derivada de ordem fraciondria
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segundo Riemann-Liouville estd bem definida.

Lema 3.1.5. Seja 6 € B'[b,c] e 0 < n < 1, entdo D}0 existe em quase toda parte em
[b, c]. Além disso Dy € Ly[b,cJparal <p < +e

Dyo(t) = F(ll— ) ((te_(bg)n + /bt ' (s)(t — s)"ds) :

Demonstracao: Usando a definicdo da derivada fraciondria segundo Riemann- Li-

owville e § € B! temos

Dro(t) — ﬁ% /bté(s)(t—s)”ds
_ ﬁ%[ (0(b) /5(9'( )du)) (t — 5)"ds

_ ﬁ%(e@)/b T //e - ”duds)
_ r(11_n)<t—b dt//e’ )t — s) ”duds).

Utilizando o teorema de Fubini [7] chegamos no seguinte resultado
1 t —u)t "
Dyo(t) = 0 (u)———du | .
(1) F(l—n)( dt/ 1—n u)

A declaracdo de integrabilidade é uma consequéncia imediata dessa representacdo

utilizando os resultados classicos da teoria da integracao de Lebesgue [25].
Teorema 3.1.6. Sejam ny,ny > 0, € Li[b,c| e 0 = J* "2 . Entdo, temos que
DprDy?0 = D20, (15)
Demonstracao: O resultado segue os seguintes argumentos: Primeiro,

DD = D pp2 Jitneg — plul glml=m pne] jieal=nz poitns
Considerando as propriedades do operador integral, obtidas no Teorema 3.1.3, temos que
D Dp2g = plal glml=m pnel gealtn g, pledd pimd=m piee] pinal=nz o,

Segundo [7] esse resultado é equivalente a:

D Dy2g = DImlgimi=m gmg = plml jimly
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Utilizando as propriedades do operador integral, temos
Dy D;*0 = o,

o que implica na demonstragdo de que D} "0 = ¢,
O préximo resultado mostra que a derivada de ordem fraciondria € o operador inverso

a esquerda do operador de ordem fraciondria.

Teorema 3.1.7. Sejan € R e n > 0. Para cada 6 € Ly[b, c|, temos
Dy g0 =06.
Demonstracao: Usando propriedades de integracdo e o Teorema 3.1.3, temos:

DIJM(t) = D™ Ir0(t) = D™IO(E) = 0(t).

Apesar da complexidade da defini¢do, o operador de ordem fraciondria compartilha

de algumas propriedades importantes dos operadores de derivaciao de ordem inteira.

Teorema 3.1.8. O operador de diferenciacdo fraciondria é linear. Em outras palavras,

sejam 0, e O, fungdes em B'[a,b] e c1,co € R entdo
D{f(clel + Cz@g) = (chZfGl + CQD;LQQ).

Demonstracao: Segue como consequéncia da defini¢do de D).

Apresentaremos agora alguns exemplos simples de derivada fraciondria segundo
Riemann-Liouville, as quais servirdo de motivador para a escolha do tipo de derivada de
ordem fraciondria que utilizaremos em nosso problema. Em particular o préximo exem-
plo mostra que a derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville de uma constante ndao

¢ nula, conforme o esperado.

Exemplo 3.1.9. Seja 0(t) = 2 (funcdo constante), entdo a derivada fraciondria segundo

Riemann-Liouville de ordem % é:

Q
Q
3
S
r1
—~
oo
N—
I
oI
Q
—
—~
[a—
~—
I
=
~
Q
3
Q
9
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Observacao 3.1.1. Pode-se observar que a derivada de ordem fraciondria segundo
Rimann-Liouville de uma constante ndo é nula, isso implica que essa derivada ndo pode
ser considerada como uma taxa de variacdo, no sentido usual. Além disso, na modelagem
de problemas de valor inicial, as condigcées iniciais ndo necessariamente possuem uma
interpretacdo do ponto de vista biologico. Sendo esses alguns dos fatos que motivam a

ndo utilizacdo desse método na modelagem do problema proposto.

Exemplo 3.1.10. Seja 0(t) = t?, entdo a derivada fraciondria segundo Riemann-

Liowville de ordem % é:

Dt? = D'[JE(#)] = D

F2+1) 10| _p|LT6)
I'(2+1+1) B

Como, I'(3) =2eT (%) = 15;;/;, temos:

1 2)tz 16t2 8
pi =D | =D = .
‘ [ 158ﬁ] [15ﬁ] 15v/nt

3.2 Derivadas Fracionarias Segundo Caputo

Na se¢do anterior, apresentamos a definicdo da derivada de ordem fraciondria se-
gundo Rimann-Liouville. A grosso modo, podemos considerar que a derivada de or-
dem fraciondria nada mais é que, a derivada de ordem inteira de uma integral de ordem
fraciondria. Nesta secdo apresentaremos a defini¢do da derivada de ordem fracionéria
segundo Caputo. Esta é similar a de Rimann-Liouville, porém invertendo a ordem de

integracdo fraciondria com ordem da derivagdo, como serd mostrado a seguir:

Definicao 3.2.1. (Derivada de ordem fraciondria segundo Caputo)
Sejan € R, 0 € B'[b,c] em = [n]. O operador D}, é definido por

Dre = JrmDme, (16)

para qualquer D™0 € Li[b, c] em que D™ denota o operador da derivada fraciondria

segundo Caputo de ordemn € R .

Os proximos resultados garante sob quais condigdes a derivada de ordem fracionaria

segundo Caputo esta bem definida.

Teorema 3.2.1. Sejamn > 0, m = [n] e § € B™[b, c|. Entdo
D10 = DY(O — Ty 1 [0:1)

onde T,,_1]0;b] é o polinémio de Taylor de grau (m — 1) para 6.
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Observacao 3.2.1. Observe que a expressdo no lado direito da equagdo existe se, D}
existe e 0 possui m — 1 derivadas em b, esta iiltima condigcdo assegura que o polindmio
de Taylor existe. Podemos verificar que esta condigcdo é mais fraca do que a condi¢do

anterior que diz que 6 € B™. Isso ocorre pois, 0 € B™ implica:

o O € O™ e, portanto, a existéncia do requerido polindmio de Taylor e seu derivado

de Riemann-Liouville;

e a existéncia de D0 em quase todos os lugares, como pode ser visto por uma

aplicagdo usada na prova do Lema 3.1.5.

Portanto a partir de agora usaremos a ultima expressdo. Uma formalizagdo é dada

como se segue.

Teorema 3.2.2. Sejamn > 0em = [n] e § € B™[b,c|. Entdo,
D30 = Dy (0 — T,,—1[0;0]). a7
O operador D7, é chamado de operador diferencial de Caputo de ordem n.

Demonstracao: Observe que, para o caso de n € N a afirmacdo é trivial. Logo
temos que analisar o caso n & N. Neste caso, consideramos m como o primeiro inteiro

tal que m > n. Assim, temos

DO — Toa[0:8]) = D™J (0 — Th1[0:8])(2)

o [ 00 - T

Primeiramente, faremos a integragdo, a qual resulta em

/b S F(m; (0(t) = T [6;0](1)) (s — )" " dt =

_n)

e (00 - T G- a9

1 s o
TTm—n+ D) /b (D(O(t)) = D(Tpna[6;1](1))) (s — )™ "dt.

O termo fora da integral na Equacgdo 18 é zero (o primeiro fator desaparece no limite

inferior, o segundo desaparece no limite superior). Assim

J(O = Tr 1 [0;0]) = J " D(0 — T1[0;0])
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Repetindo este processo um niimero total de m vezes resulta em

J(0 — T a[0;6]) = JZ™ D™ (0 — Try1[0;0]) = J T " D™ (0 — Tr, 1[0 0])

Observe que D™T,,_1[0;b] = 0 porque T,,_1(0; ] é um polinémio de grau m — 1. Logo
J(O = Tea[60;0]) = J T D™

Segue do Teorema 3.2.1 que

D} (0 — Ty, 1[0;0]) = D™JMJm"D™0 = J""DO = D).

O préximo resultado estabelece uma relagdo entre as derivadas de ordem fracionaria

de Riemann-Liouville e Caputo.

Lema 3.2.3. Sejamn > 0 e m = [n]. Supondo que 0 seja uma funcdo de tal modo que

ambos D7,0 e D0 existam. Entdo,

m—1

D*g(b)
D} 0(t) = Dy — e T———
(1) b kz:; I'(k—n+1)
Demonstracao:
n n = Dke(b> n k
D30(t) = Dy — Z Ll Dy (( —b) ) (t)
k=0 '
m—1

D*6(b)

= D) = 2 s s — o

ol

=0

Para uma melhor compreencdo da demosntracdo acima, podemos verificar que a igual-
dade segue do Teorema 3.2.2, e a identidade é encontrada através da derivada de uma
fungdo do tipo z*.

O préximo resultado estabelece a relacdo entre a derivada de ordem fraciondria de

Riemann-Lioville e de Caputo.
Lema 3.2.4. Assumindo as mesmas hipoteses do lema anterior, temos:
n _ n
Dy9 = D30

se e somente se 0 possui m derivadas nulas em um dado ponto b e D*0(b) = 6(0) se
k=0,1,....m—1.

Demonstracao: Segue de uma adaptacdo simples das contas feitas no Lema 3.2.3.
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O préximo resultado mostra que o operador de ordem fraciondria de Caputo € a inversa

a esquerda de um operador de integracao de ordem fraciondria.

Teorema 3.2.5. Se 0 for continua e n > 0, entdo
D} Jy 0 = 0.

Demonstracao: Assumindo que ¢ = J'0 e utilizando o Teorema 3.1.3, temos
D*p(b) = 0 para k = 0,1,....m — 1. Considerando agora o lema anterior e o Teo-

rema 3.1.6, temos que,

DIy J0 = Diyp = Dyp = Dy Jj0 = 0.

Lema 3.2.6. Seja 6 € C*[b,c], b < cek € N. Sejamn,c > 0 tal que existe | € N com
l<ken n+eell—1,1], entdo

D3, D10 = D6,

Demonstracao: Para detalhes da demonstragdo veja [6, Lema 3.13, pdg 57].
A seguir provaremos que, como a derivada de ordem fraciondria de Riemann-

Liouville, a derivada de ordem fraciondria segundo Caputo é um operador linear.

Teorema 3.2.7. Sejam as fungées 01,05 : [b,c] — R, onde D7,0 e D7, 0 existem em quase

toda parte e ¢y, co € R, entdo
D7y (c101 + o) = c1 D301 + o D3y0s.

Demonstracao: Tal propriedade e a linearidade do operador diferencial fraciondrio
sdo consequéncias imediata da defini¢do de D7,
Apresentaremos a seguir alguns exemplos de derivadas de ordem fraciondria segundo

Caputo.

Exemplo 3.2.8. Seja 0(t) = 1 (fungdo constante), entdo a derivada fraciondria segundo

Caputo de ordem % é:
D3(1) = J3(D'(1)) = J2(0) = 0.

Observacao 3.2.2. A derivada de ordem fraciondria, segundo Caputo, de uma constante
€ nula. Logo, esse método faz mais sentido para modelar a dindmica de valores inici-
ais. Por isso o método de Caputo foi o escolhido para ser utilizado na modelagem do

problema.
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Exemplo 3.2.9. Seja 0(t) = t%, entdo a derivada fraciondria segundo Caputo de ordem

3 2
5 e’
5 . L 207200+ 1) 2t2T(1)
# = NN = 70 = T =

Como, T'(1)=1el (3) = ‘/77? temos:

L 2tr 4t
O

3.3 Analise do método de Riemann-Liouville e Caputo

O objetivo desta se¢ao € verificar qual derivada de ordem fracionéria melhor se aplica
no nosso sistema, através da andlise do problema de valor inicial com derivadas arbitrarias
segundo Rimann-Liouvile e Caputo. Nesta secdo, ndo apresentaremos as demonstracoes
dos resultados, porém serdo usados as consequéncias destes como argumento basico da
escolha da derivada de ordem fraciondria segundo Caputo para a modelagem do problema

de interesse. Tal andlise é baseada nos seguintes resultados:

Teorema 3.3.1. Sejamn > 0,n ¢ N,m = [n|,k > 0,h* > 0e cy,...,c;, € R. Seja

G = {(t,&)eRSH:OStSh*,@eRS se t=0 e ]tm—ne—zgzlrgfj_—m

< k caso contrario}. Supondo que a fungdo f : G — R é continua, limitada e Lipschit-
ziana em relagdo a segunda varidvel, ou seja, existe uma constante L > 0 tal que, para
todo (t,0,), (t,02) € G, temos

[f(t,00(2) — (2, 62(2))] < L[61(2) — 02(2)] - (19)
Entéio a equagdo diferencial
Dgo(t) = f(t.0(1)), (20)
com condigdes iniciais

DiF0(0) =t (k=1,2,...,m —1), lim JJ"0(2) = by, (21)

z—04

possui uma tinica solugcdo 0 que € uma func¢do continua definida em (0, h] com

s (T4 DR\
h.—mm{h,h,( i ) },

onde M := sup, .ycq |f(t, 2)| e h é um niimero positivo arbitrdrio que satisfa a seguinte
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restri¢cdo

- /T@n—m+1)\"
h<(F(n—m+1)L) ' (22)

A prova desse teorema € similar a demonstracao de existéncia e unicidade para EDO’s
de ordem inteira. Para detalhes veja ([7], Capitulo 5). Assim como no caso classico, a
demonstracdo do teorema 3.3.1 passa por transformar problemas na forma integral como

enunciado no préximo lema.

Lema 3.3.2. Suponha h > 0 e as hipdteses enunciadas no Teorema 3.3.1. Entdo 6 €
C(0, h] é uma solugdo das equagdoes diferenciais (20) e (21) se e somente se é uma solugdo

da equagado integral de Volterra

m Cr n—k t .
o= _tk ot an) /O (£ — )" f(s,0(s))ds. (23)

Agora serd argumentado através de uma observacdo, por que o uso de derivadas de
ordem fraciondria segundo Rimann-Liouville ndo € o mais adequado para a modelagem

do sistema.

Observacao 3.3.1. De fato, ao observar a equagdo da integral percebemos porque a
solugdo 0 € continua no intervalo semi-aberto (0, h] e ndo no intervalo fechado [0, h|. Se
0 fosse continuo ao longo de [0, h|, entdo, como f é continuo, o lado direito da equagéo
(23) também deveria ser continua em [0, h|. Tendo em consideracdo a definicao de m,
podemos facilmente ver que as parcelas de Y, %
para 'k = 1,2,....m — 1. No entanto, o termo (k = m) é limitado quando 6 — 0, haja

sdo de fato continuas em [0, h]

visto que m > n, comn ¢ N a menos que c,, = 0.

Através de teoremas e lemas fundamentais, serd apresentado a partir de agora a
existéncia de solugdo para o problema de valor inicial com derivadas de ordem fracionéria

segundo Caputo.

Definicao 3.3.1. O problema de valor inicial com derivadas de ordem fraciondria se-

gundo Caputo é escrito da seguinte maneira:
DL0(t) = f(t,0(1)), (24)
com as condigoes iniciais
D*O(0) =6, k=01,...,m—1 (25)

onde o operador diferencial de ordem fraciondria segundo Caputo é D}, como definido

na Segdo 3.2.1.
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Teorema 3.3.3. Sejam 0 < nem = [n], (6,...05") € R", k > 0e h* > 0. Seja
G = {(0): te o], |o - Sop) i

é continua, M := sup; e | f(t, 2)| e

< k} Consideramos a fungdo f := G — R

h*, se M =0,
(26)

3=

h ::
: « (KT(n+1))
min {h Y S

}, caso contrdrio

Entdo, existe uma fungdo 0 € C|0, h] solugdo para o problema de valor inicial definido

nas equagoes (24) e (25).

Lema 3.3.4. Nas mesmas hipéteses do Teorema 3.3.3 temos que 6 € C[0,h] é uma
solucdo do problema de valor inicial equagdo (24) e (25) se e somente se é uma solucdo

da equagdo integral de Voterra ndo-linear do segundo tipo

m—1 t
TE t—!eg’“ + ﬁ /0 (£ = 5)" (s, 6(s))ds 27)

onde m = [n].

Observacao 3.3.2. Usando a observagdo 3.3.1 e os Lemas 3.3.2 e 3.3.4, podemos compa-
rar o comportamento das solugoes de equagdo diferenciais fraciondrias segundo Caputo
com as de Rimann-Liouville. Ao fazer isso descobrimos que o problema de continuidade
na origem encontrado para Riemann-Liouville ndo ocorre para Caputo. Pelo contrdrio,
verificamos que a continuidade da funcdo f implica na continuidade da solucdo 0 durante
todo intervalo fechado [0, h.

Observacao 3.3.3. Olhando para a equagdo (27) para algum n € (0,1] e para dois
valores diferentes de t, digamos t, e to com t, < 1y, se subtrairmos a segunda destas

equagoes pela primeira, obtemos que:

0t —2)— (1) — ﬁ/j(h—s)"_lf(s,@(s))ds
1 t ne1l
- / (t — 57" (s,0(5))ds
L ! bty — )" f(s,0(s))ds
SR d B CRD O O
1 t2 I
+ m/ﬁ (ta —s)" " f(s,0(s))ds. (28)

Considerando o caso (ndo-fraciondrio) onde n = 1. Se for analisado o lado direito da
equacgdo (28) serd obtido zero e, portanto, toda a integral desaparece. Entdo esta equa¢do

implica que 0(t) é a solu¢do do problema de valor inicial dado nas equacées (24) e (25)
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no ponto 0(ty) e, em seguida, pode-se calcular a solucdo em ty com ty > ty exclusiva-
mente com base em 0(t1) e a fun¢do f. Ndo serd preciso usar qualquer informagcdo em
0(t) parat € [0,t,). Esta observagdo é apenas outra maneira de expressar a locali-
dade de ordem inteira do operador diferencial. Esta é a base de quase todos os métodos
numéricos cldssicos da solucdo de equacgdo diferenciais de primeira ordem. Também é
Jfundamental para a modelagem matemdtica de muitos sistemas da fisica, engenharia e
outras ciéncias porque ele afirma que isso é suficiente para analisar o estado da primeira
ordem de um sistema em um ponto arbitrdrio na hora de calcular o seu comportamento

no futuro.

Quando for analisado o caso fraciondrio 0 < n < 1 a situacdo é fundamentalmente
diferente. Nesse caso a primeira integral do lado direito da equacdo (28) ndo desaparece.
Logo, sempre que se quer calcular a solugdo 0(ts), em algum momento to, € necessdrio
considerar o que acontece no ponto inicial 0 e levar em conta toda a informagdo até o
ponto de interesse to. Isso reflete a ndo-localidade dos operadores diferenciais segundo
Caputo. Obviamente, essa observacdo tem uma influéncia substancial sobre a construgdo
de métodos numéricos para tais equacoes. Além disso, para a modelagem de um sistema
de ordem fraciondria, com fenomenos reais, interpretar o termo que ndo se anula como
um termo que descreve sistemas com memdoria. Sem mais, é sabido que as derivadas

segundo Riemann-Liouville sdo ndo locais também.

Observacao 3.3.4. Como foi afirmado na observagdo anterior, a equagdo (28) tem
grande impacto sobre a base tedrica dos métodos numéricos para equacoes diferenci-
ais fraciondrias. O método padrdo geralmente funciona corretamente mas, muitas vezes,
ndo faz uso de todo o poder desta equagdo, pois o mesmo termo entre parénteses no lado
direito da equacdo (28) ndo é nulo, ele vai ser muito pequeno em magnitude para deter-
minadas situagdes (por exemplo se t, e ty sdo suficientemente grandes em comparacdo
com (ty — t1)).

Quando for analisado o problema de valor inicial com derivadas de ordem fra-
ciondria percebe-se que o método de Caputo é mais adequado para aplicacdo em siste-
mas biologicos que o método de Riemann-Liouville, visto que para o primeiro a deri-
vada de um constante é nula. Além disso, as condi¢des iniciais em sistemas de EDO’s
fraciondrias dependem de condi¢des que sdo fisicamente interpretiveis. Mesmo que de-
rivadas de ordem fraciondria segundo Riemann-Liouville seja bem posto (existéncia e
unicidade de solucao), depende de condi¢Oes iniciais que nao necessariamente possuem
uma interpretacdo do ponto de vista biolégico [7]. Portanto, para a modelagem usare-
mos derivadas de ordem fracionaria segundo Caputo com o objetivo de obter um modelo

fidedigno ao bem estar do corpo humano.



36

3.4 Sistemas de Equacao Diferenciais Fracionarias - Resultados de

Boa Colocacao

Apresentaremos nesta sec¢do resultados de Existéncia, Unicidade e Dependéncia
continua dos dados iniciais (boa colocacdo segundo Hadamard) para sistemas de
Equacdes Diferenciais Ordindrias, EDO’s de ordem fraciondrias, bem como os efeitos
de memoria caracteristicos da modelagem com derivadas de ordem fraciondria.

Para termos uma melhor andlise dos resultados, serd mostrado resultados de
Existéncia, Unicidade e Dependéncia continua para EDO’s com derivadas de ordem in-
teira, os quais serdao apresentado a seguir. Para maiores informagdes consutar [7]. A
principal ideia é fazer um paralelo com o problema envolvendo derivadas de ordem n nao

inteiras que serd apresentadas posteriormente. Em particular, para n = 1 temos:

Definicao 3.4.1. (Problema de Valor Inicial ou Problema de Cauchy) Seja U contido em
1 x E onde I é um intervalo ndo degenerado da reta e E é um espaco vetorial normado
completo. Seja a funcdo f : U — E uma aplicacdo pelo menos continua. Fixado um par
(to,60) € U chamamos de problema de valor inicial (PVI) para a equagdo diferencial
ordindria dada por f ou problema de Cauchy associado a f com valor inicial (to,6y) ao

problema definido formalmente por:

40(t) = f(t.0(1)), (29)
O(ty) = o.

Definiremos a seguir o que se entende por uma solu¢do do problema de Cauchy da

equagao(29).

Definicao 3.4.2. Uma funcdo ¢ : I — E (onde I é intervalo ndo degenerado da reta
contendo ty) € uma solugdo do problema de Cauchy dado por f com valor inicial (ty, 6,)

se ¢ satisfaz a equagdo (29) e ¢(to) = Oo.

A seguir serd apresentado uma condi¢do suficiente para garantir resultados de

existéncia e unicidade do problema de Cauchy apresentado na defini¢do 3.4.1.

Definicao 3.4.3. (Condicdo de Lipschitz) Seja f : U — E uma funcdo definida em um
conjunto aberto U C I X E, onde I e E sdo como na defi¢do 3.4.1.

Dizemos que [ satisfaz a condi¢do de Lipschitz com relacdo a segunda varidvel, se
existir um constante L > 0 tal que |f(t,y) — f(t,2)| < Ly — z| para quaisquer (t,y),
(t,z) e U.

Se f for Lipschitiziana em relacao a segunda varidvel, entdo o sistema de EDO’s

possui solugdo Unica, 0 que mensionamos no proprio teorema.

Teorema 3.4.1. Seja f : U — R" uma aplicagdo continua no aberto UC R".. Se
[b,c] x R C U e f é Lipschitziana em [b,c] x R". Entdo, para quaisquer t, € [b, |
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e 0y € R", existe uma tinica solucdo do problema de valor inicial definida no intervalo
b, c].

Demonstracao: Se conhece essa demonstracdo da teoria de EDO’s e a maneira
cldssica de provar este resultado é escrever o problema como uma equagdo de Volterra
e provar que o operador associado possui um tinico ponto fixo [8, Teorema 10.2, pdg.
382].

Lema 3.4.2. (Dependéncia continua dos dados iniciais) Seja f; : U — R" uma
sequéncia de aplicagdes continuas definidas em U C R x R", com f; — fo uni-
formemente em subconjuntos compactos de U. Dada uma sequéncia (t;,0;), com

(tj,0;) = (to,6p), se o problema de Cauchy

Ccll_f = fk (t7 8) (30)
Ot = 6, k>0,

possui solugdo maximal vinica ¢y em Jy, entdo V[b,c| C Jo, existe ko(b,c) > 1 tal que
Jj > ko— J; Db, c] e dilb,c] = dolb, c| uniformente.

Demonstracao: A demonstracdo pode ser encontrada com detalhes [4, Lema 3.11
pdg. 58].

3.4.1 Resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados iniciais
para EDO’s com derivadas de ordem fracionaria

Agora apresentaremos as condi¢des necessarias e suficientes para obter resultados de
boa colocagdo para sistemas de equagdes com derivadas de ordem fraciondrias segundo
Caputo. Os resultados obtidos aqui servirdo como base tedrica para o modelo de Strogatz
modificado que apesentaremos na Secdo 5. Antes disso introduziremos o tipo de sistema

de equacgdes a derivadas de ordem fraciondria que estamos interessados neste trabalho.

Definicao 3.4.4. (Problema de valor inicial segundo Caputo) Consideraremos como um
problema de valor inicial de ordem fraciondria segundo Caputo um sistema de equagoes

com condig¢oes iniciais dado da seguinte forma:

{ Dro(t) = f(t,0(t)) (31

D*6(0) = 6k, k=0,1,..,m—1,

onde m = [n| e DY, é operador diferencial de ordem fraciondria segundo Caputo con-
forme definido na Secdo 3.2.1 e D*0(0) sdo as condigdo iniciais, que aqui supomos cen-

tradas em zero. Jd f : D(f) C RNt — RN é uma funcao suficientemente regular.

O resultado desta secdo vai em direcdo a provar existéncia de solu¢do do PVI 31.

Antes disso vamos formalizar o que entendemos por solu¢cdo do PVI 31.
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Definicao 3.4.5. Qualquer funcdo 0 para a qual estd bem definida a derivada de ordem
fraciondria D7, isto é, que satisfaz as hipoteses do Teorema 3.3.3 e também satisfaz o

PVI 31 é dita uma solucdo.

O préximo Lema garante que se existe uma solucao para o PVI 31, entdo esta mesma
solucdo deve satisfazer uma equacao integral, a qual € base para alguns dos métodos

numéricos para resolver PVI’s fracionarios.

Lema 3.4.3. Dados as mesmas hipdteses do Teorema 3.3.3. Entdo, § € C[0, h] é uma
solucdo do problema de valor inicial (31) se e somente se essa solucdo é solucdo da

equacdo integral de Volterra ndo-linear do segundo tipo

m—L ok 1 t
0(t) = oy — —5)" 1 f(s,0(s))ds
0= 3 g+ g [ ¢ o7 G000 (2)

onde m = [n].

Demonstracdo: Primeiramente definimos z(t) := f(t,0(t)). Notamos que dadas as
hipdteses sobre 0 e f temos que z € C0, h]. Em seguida, usamos a defini¢do do operador

diferencial do Caputo reescrevemos a equagdo:

2(t) = [f{t,0(t) = Dib(t) = Dy (6 — T 1[6; 0]) (2)
= D"JJTO0 — T,-110;0])(2).

Uma vez que estamos lidando com fungdes continuas, podemos aplicar o operador Jj*

em ambos os lados e encontrar
Jo'z(t) = Jg' " (0 — Trua[0;0]) (2) + q(2)

com q um polinomio de grau ndo superior a (m — 1). Como z é continua, a fungdo
Ji'z no lado esquerdo da equagdo acima tem um zero de ordem m na origem. Além
disso, a diferenca 0 — T,,_1(0; 0] tem a mesma propriedade por construgdo e, portanto, a
fungdo Ji"" (0 — T,,-1]0, 0]) no lado direito da nossa equagdo tem um zero de ordem m
na origem também. Assim, resta que o polinomio q tem a mesma propriedade e pode-se

entdo deduzir imediatamente (desde que seu grau ndo seja superior a (m — 1) que:
Jo'2(t) = Jg" " (0 — Tina[6; 0]) (2)

Agora aplicando o operador de Riemann-Liouville Dy " para esta equagdo observe-se

que

0(t) — T, 1[0;0](t) = DJ "JJ=(t) = D' Jy " "I (1)
= DJy™"2(t) = Ji2(1).
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Recordando as definicées em que T, é o polinémio de Taylor em [0;0], obtemos que
€ uma condigcdo necessdria para 0 ser solugcdo do problema (31) satisfazer a equagdo
integral de Volterra.

Abaixo serd apresentado uma adaptacao do cldssico Teorema de Peano [4] para siste-
mas de EDO’s de ordem inteira. Seguiremos os passos apresentados em [7, Teorema 6.1

pag.86].

Teorema 3.4.4. (Existéncia) Sejam, 0 < n, m = [n]. Além disso temos 6, ..., eémfl) c
Rk >0, h">0eG := {(t,ﬁ):te[o,h*], 9 m—1 thok

T Lak=0 Tkl
[+ G — Rcontinua, M := supq ec|f(z,2)| e

< k}, e seja a funcdo

h*, se M =0,

= 1 33
min [h*,<%> ] caso contrario. (33)

Entao, existe uma fungdo 0 € C[0, h] que resolve o problema de valor inicial definido no
PVI 31.

Demonstracao: No caso em que M = 0, temos que f(t,0) = 0 para todos (t,0) € G.
()
Portanto, a fungdo 0 : [0, h] — R definida por 0(t) = S 7" % é solugdo do PVI 31.

Assim, apresentamos o polinomio T que satisfaz as condi¢coes iniciais, tal que
T) =S —6%, (34)

e o conjunto U := {0 € C[0,h] : |0 — T||oo < K}. E evidente que U é um subconjunto
fechado e convexo do espago de Banach de todas as fungdes continuas em [0, h], com
a norma de Chebyshev. Portanto, U também é um espaco de Banach ([7]). Como o
polinémio 'T' é um elemento de U, vemos também que U é ndo vazio. Sobre este conjunto

U, definimos o operador B por

BO(t) .= T(t) + ﬁ /0 (t—8)" 1 f(s,0(s))ds (35)

Usando esse operador, a equacdo cuja solvabilidade precisamos provar que pode
ser reescrita como 0 = B6. E assim, a fim de provar o nosso resultado desejado de
existéncia, temos de mostrar que o operador B possui um ponto fixo. Portanto, o proximo

passo é investigar as propriedades do operador B mais de perto.

Indicacdo 1: BO € U para qualquer 8 € U. De fato, seja 0 < t; < ty < h,

entdo:

|BO(t1) — BO(t2)| = ——

1 t - to L
I'(n) /0 (t1 — )" f(s,0(s))ds — /0 (ta — s)" "1 f(s,0(s))ds
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% (/Ot (b — )" — (ty — 5)"|ds + /j(tQ _ s)”_lds) |

Note que a segunda integral no lado direito da equagcdo acima tem o valor % Para
a primeira integral, olhamos para o os trés casosn =1, n < 1 en > 1, separadamente.
Para n = 1, o integrando é identicamente nulo, e, portanto, a integral tem o valor zero.

Paran < 1, temosn — 1 < 0 e, portanto, (t; — s)" 1 > (t — s)"L. Assim,

/0 | (= 8)"" = (t2— )" |ds = /0 1((t1 —8)" = (tg—8)" N)ds

1
= — (7 —th+(ta—t)"
n(1 p + (ta —11)")
1
< —(ty =)™
_n(2 1)

Finalmente, se n > 1 entdo (t; — s)" ' < (to — 5)" ! e, portanto,

t1

S~

1

= (=17 +ty — (2 —t1)"
(1 — (ta — 1))
1

< —(ty —1}).

< —p-1)

Da combinacgdo destes resultados, obtemos:
M (1, — 1" se n<l,

|BO(t,) — BO(ty)| < { (n+1) (36)

oy (e —t)" +15 —#1), se n>1.

Em ambos os casos, a expressdo do lado direito da equagdo (36) converge para 0 quando
ty — t1. Isso é suficiente para provar que B é uma funcdo continua, Além disso, para
6 eUetel0,h]vale que

(BOY(1) —T(1)] = ﬁ / (t = 5" (5, 0(s))ds
1 n
S TarM!
1 n
S et
1 kI'(n+1)

IN
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= K.

Assim, acabamos de mostrar que B0 € U para todo 6 € U. A principal intensdo é
aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder, ver no Apéndice A.3.2, o que resta agora é
mostrar que B(U) := {Bu : u € U} é um conjunto relativamente compacto. Isto pode
ser feito por meio do Teorema de Arzela-Ascoli definido no Apéndice A.3.3. Agora vamos

a demonstragdo deste fato. Para cada z € B(U), temos que, para todos t € [0, h),

2] = |(BO)(1)]

1 t
< Too—i——/ t—5)""f(s,0(s))|ds
Il + i3 . (8= 57175, 605)
1
< ||T — MhA"
< Tl + gy M

desta forma esta provado a limitacdo do conjunto B(U). Para provar a continuidade
do conjunto B(U), vamos considerar novamente os trés casos. Claro que paran € N,
o resultado segue diretamente pelo Teorema de Existéncia para EDO’s cldssico. Se for

especificado, 0 < t; <ty < h, encontra-se o cason < 1 que

2M

[(BO)(t1) — (BO)(t2)] < m(tz —t)".
Assim, para [ta — t1| < 0, temos
(B)(1) = (BO)(1)] < 255

Observando que a expressdo sobre o lado direito é independente de 0,1, e to, vemos que
o conjunto B(U) é continuo. Para o caso em que n > 1, podemos usar o Teorema do

Valor Intermedidrio (ver Apéndice A.3.4) para obter que

M n n n

(BOH) = (BO) ()] < Frgy (=) 485 - 8)
M n n+1
=ty (e~ )"+ nlte =)™
M n n+1

para algum & € [t1,ts] C [0, h]. Portanto, mais uma vez, se |ty — t1| < 0, entdo

M

[(BO)(t1) — (BO)(t2)] < Tt 1)

(6™ 4+ noh™h). (37

Novamente, o lado direto é independente de 0,1, e to, provando assim a continuidade
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do conjunto B(U). Usando o Teorema de Ascoli-Arzeld (Apéndice A.3.3), em qualquer
um dos casos, concluimos que B(U) é relativamente compacto. Portanto, pelo Teorema
de Ponto Fixo de Schauder [7], obtemos que o operador B tem um ponto fixo. Por
construcdo, um ponto fixo de B é uma solugdo de nosso problema do valor inicial (31).
Notam-se que, se 0 < n < 1, entdo o conjunto G definido no Teorema 3.4.4 é o
retangulo (hiper-retangulo) G = [0, h*] x [0¥ — K, 2(© + K].
Agora iremos fazer alguns exemplos de derivadas fracionérias segundo Caputo com a

funcgdo (34) e ap6s faremos uma observagao sobre essa funcao.

Exemplo 3.4.5. Seja 0(t) = Z:[)l Hék)%. Entdo a derivada de ordem fraciondria se-
gundo Caputo de ordem n = % é zero?

De fato se n = % entdo m = 1. Se substituirmos o valor de m em 0(t), obtemos:

1-1 0

90 kl Z

k=0 k=

Logo, fazendo a derivada de ordem fraciondria segundo Caputo:
DZ,(0) = J2(DY(0)) = 0.

Exemplo 3.4.6. Seja 0(t) = Zl:_ol Hék) m- Entdo a derivada de ordem fraciondria se-
gundo Caputo de ordem n = % é zero?

Sen = % entdo m = 2. Se substituirmos o valor de m em 0(t), obtemos:

2—-1 1

o(t) = Zeg’“ o Z

k=0 k=0

Logo, fazendo a derivada de ordem fraciondria segundo Caputo:

1
3 (k1 _g 2 (! By —
Dia) 00 = (D 290 k|>—J (0) =0.

k=0
Observacao 3.4.1. Percebe-se através desses exemplos que a derivada de ordem fra-

ciondria segundo Caputo de ordem n da fungdo 6(t) = >, 01 0 k, "¢ sempre nula.

No préximo resultado estudaremos a unicidade de solu¢do para PVI (31). A
demonstracao € muito parecida com a demonstragcdo do caso de derivadas de ordem intei-

ras.

Teorema 3.4.7. (Unicidade) Seja ) < nem = [n], 9(()0), s Hém_l) ER k>0eh*>0.
Definido G' como no Teorema 3.4.4 e a funcdo f : G — R satisfazendo a condicdo de
Lipschitz em relacdo a segunda varidvel dada no Teorema 3.3.1 com a constante L > (
independente de t,0, e 0. Para h como no Teorema 3.4.4, existe uma uinica fungcdo
0 € C[0, h] solugdo do problema de valor inicial (31).
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Demonstracao: Considere o polinomio T definido na equagdo (34) e o operador B
definido em (35). Ainda, recordamos que o conjunto U = {6 € C[0,h] : |0 — T||c < K}
€ ndo-vazio, convexo e fechado. Agora temos que provar que B tem um tinico ponto fixo.
A fim de fazermos isso, primeiramente provaremos que para cada j € Ny, para todo
t € [0, h] e para todo 6, 6 € U, vale que

, ~ L)
|B70 — B0 .04 < (Lt")

_.fYquZESHQ“QHLmDﬂ' (38)

Agora usaremos o método de indugdo para obter o resultado. No caso j = 0, a afirma¢do

é trivialmente verdadeira. Se utilizarmos esse método para (j — 1) — j, obtemos

136 = Bllucioq = I1BIB'6) = BB 0)]l1.ci0
1 o ~ ) .
T T(n) oseer /0 (=) [f(s,B 0(s)) — f(t, B 9@))} ds| .

Usando agora que f é Lipschitz continua com relacdo a segunda varidvel e a hipotese de

indugdo, temos

B7Y9(s) — BI10(s)| dt

. . L w
1896 — BId|,_ 0y < sup / (w— )
0

I'(n) o<w<t
< —L /t(t — s)”_l sup Bj_lé’(w) — Bj_lé(w) ds.
- I'(n) Jo 0<w<s
. b [0 sup o) — 6] as
- T)IA+n(—-1)) Jo 0<w<s |
< L sup |O(w) — é(w)’ /s(t — S)”_lt”(j_l)ds
— T'mI(1+n(j—1)) o<w<t 0
Ij - I'(n)[I'(1+n(j —1 :
= HQ—QMAW]()( G »ﬂﬁ

I(n)I'(1+n(j—1)) I'(1+ ny)

Como t € [0, h], podemos reformular a estimativa acima em todo o intervalo [0, h], ob-

tendo
. - Lhm™)i _
1896 — B < <Y 19 1.
I'(14nj)
Definindo o; = % temos que a série Z;io a; € a representagdo em série de

poténcias da fun¢do de Mittag-Leffler En(Lh™) (ver o Apéndice A.2 para maiores de-
talhes). Portanto, converge uniformemente. Assim, o operador B satisfaz as hipoteses
do Teorema de Ponto Fixo de Weissingr’s (Apéndice A.3.1) com o definido acima. Logo,

existe uma unica solugcdo do PVI (31).

Apresentaremos a seguir o estudo da dependéncia continua dos dados iniciais para o

PVI com derivadas de ordem fraciondria. Para tal, assumiremos durante toda esta secao



44

que 6 € a unica solugdo do PVI 31.

Lema 3.4.8. Sejam n,T,c1,e9 € Ry €6 : [0, T] — R uma funcdo continua que satisfaz

a seguinte desigualdade

0(t)] < er+

w5 = istoas

para todo t € [0,T)]. Entdo
|5(t)| S €1En(€2tn),

parat € [0,T]. Onde, E, denotada como a fungcdo Mittag-Leffler de ordem n (ver o
Apéndice A.2 na defini¢do).

Demonstracao: Sejam ¢ > 0 e a fungdo definida como ®(t) := (g1 + e3) E,(e2t"),
onde E,, é a fungcdo de Mittag-Leffler de ordem n, como no (Apéndice A.2.3). Usando
a linearidade da derivada de ordem fraciondria segundo Caputo aplicada a fungcdo P,

obtemos o seguinte problema de valor inicial
DZO(I)@) = 82(I)<t)7

onde ®(0) = e, +e3e D*¥®(0) =0 parak = 1,2, ..., [n] — 1. Pelo Lema 3.4.3 podemos

deduzir que ® satisfaz a equacdo integral

t
O(t) =e1+e3+ %/ﬂ (t —8)" 1 ®(s)ds.
Pela suposi¢do sobre a fungdo 0, descobrimos que |0(0)] < &1 < &1 + &3 = ®(0).
Pela continuidade das fungdes envolvidas podemos deduzir que |6(t)| < ®(t) para todo
t € [0,n] comn > 0. Para provar que a desiguadade se mantém ao longo de todo o
intervalo [0,T), denotamos ty como o menor niimero positivo com a propriedade que
|0(to)| = ®(to). Entdo, para 0 < t < tytemos |0(t)| < P(t) e portanto,

3

B0l < =1t gy /O (b — 5)"Y16(s)|ds

IN

€1+ % /0 O(to — )" 1 (s)ds

€2 fo n—1
< 614—83—1—%/0 (to—S) ‘(I)(S)‘ds
— D(ty).

Note que a igualdade ndo pode ser verdade, tendo em conta a escolha de t,. Assim, a
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suposicdo deve ser falsa. Portanto, descobrimos que na verdade
16(t)] < O(t) = (€1 + €3) En(eat™),
parat € [0,T] e e3 > 0, o que chega no resultado desejado.

Teorema 3.4.9. Seja 0 a solucdo do problema de valor inicial (31) e z a solucdo do

problema de valor inicial

Dlye(t) = F(t,=(1). (39)
DF2(0) =2, k=01,...,m—1. (40)
Se € = maxXy—01,. m-1 ‘Gék) — z(()k)‘ é suficientemente pequeno, entdo existe algum

h > 0 tal que tanto as fungées 0 e z estdo bem definidas no intervalo [0, h|, e

sup |0(t) — z(t)| = O ( max ‘96“ - z(()k)D : 41)

0<t<h {k=0,1,...,m—1}

Demonstracao: Definindo 0(t) = 0(t) — z(t), deduzimos que 6 é a solugdo do

problema de valor inicia

22 - f(tv Z<t))7 (42)

, k=0,1,....m — 1.

t
DR5(0) = 6" — 2§

pois o PVI acima satisfaz as hipoteses do Teorema 3.4.4. Considerando o Lema 3.4.3, o

problema de valor inicial é equivalente a equacdo

m—1 t
()= 30 0 (87— A7) + %n) / (t = 5)"™ (£(5,0(5)) = (5, 2(5))) ds.

k=0

Usando desigualdade de Hélder e a condigdo de Lipchitz de f, encontramos que:

ml ok I t
0 <3 G5+ 5o | = oo
onde L é a constante de Lipschitz. Pelo Lema 3.4.8, obtemos:
0()] < O(e) En(LR") = O(e)
como o desejado.

Teorema 3.4.10. Seja 6 a solucdo do problema de valor inicial (31) e z a solu¢do do
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problema de valor inicial

Dfoz(t) - (t7 Z(t))v (43)

DF2(0) =2, k=01,...,m—1, (44)
onde f deve satisfazer as mesmas hipoteses de f e

e:= max |f(ty,t2) — f(tta)]. (45)

(t1,t2)€G

Se ¢ ¢ suficientemente pequeno, entdo existe h > 0 tal que tanto as funcdes 0 e z estdo

bem definidas em [0, h] e

Demonstracao: Definindo primeiramente 0(t) := 0(t) — z(t), onde 0 é a solucdo do

sup 166) = 2(0)] = O (x| f(ts) = Fien o)

0<t<h (t1,t2)€G

problema de valor inicia

(46)

Dfoé(t) - f(t78(t)) - ~(t,Z(t>),
D*5(0) =0, k=0,1,...,m—1.

Isso é equivalente a equagdo

510 = s [ 6= 9= (4650060 .20 s

Usando a hipétese de Lipschitz continuidade de f e f podemos deduzir que

o0 < [ (1906.0060) = s (6D 5. 5(5)) = s 2(61) s
< ﬁ/o (t—s)”_1\5(3)|ds+€r(1n)/o(t—s)”_lds
L ¢ h™
< m/o(t—s)]6(5)|ds+em.

Podemos agora aplicar o Lema 3.4.8 para encontrarmos novamente

5(t)] < O(e) Ea(L™) = O(e).
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Teorema 3.4.11. Seja 0 a solucdo do PVI (31) e z a solugdo de valor inicial

D™ (1) = f(t, 2(t)),
DFz(0) = 6%, k=0,1,..m—1.
onden >n,m:=[nl,e:=n—ne
. 0, se m =nm,
e =
max {’9’5’:m§k§7h—1} caso contrario.

Se ¢ e €* sdo suficientemente pequenos, entdo existe h > 0 tal que, tanto z como 0 sdo
fungoes definidas em [0, h] e

supocin|0(t) — 2(t)] = O(f — n) + O {max [0, max ( Q)

m<ksn-1)]}

Demonstracao: Seja

o) = 0(t) — z(t)

Pt I'(n)
I i1
- i - e
_ N + L/t(t_ )" (f(s,0(s)) — f(s,2(5))) ds
P 170 L'(n) Jy | |
t (

+ [ ;(n) U s st
O

Obviamente a soma é

¢ (t—s)”_l_(t—s)ﬁ_1 . u” w1t .
/o I(n) fwy | / n> T !
= ), It T T@)| ™
= O(e).

Podemos calcular a integral explicitamente, entretando, primeiro temos que achar o zero

da integracdo que estd localizado em (%) r (uma quantidade que converge para
exp(¢(n)) e i — n onde Y =). Se h é o menor do que esse valor, entdo o inte-
grando ndo tem nenhuma mudanga de sinal. Caso contrdrio devemos dividir o intervalo

de integracdo neste ponto. Em qualquer caso, podemos dizer que a expressdo resultante
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é delimitada por O(i — n) = O(e). Entdo

5(8)] < O(e) + O(") + % / (t — 5" 1[6(s)]ds.

se utilizarmos o Lema 3.4.8 produzindo o resultado desejado.

Corolario 3.4.12. Assumindo as hipéteses do Teorema 3.4.11 e m = m, entdo
supo<i<n|0(t) — 2(t)| = O( — n)

Corolario 3.4.13. Assumindo as hipdteses do Teorema3.4.11 e sejam m > m e Qék) =0

parak =m,m+1,....m — 1 entdo

supo<t<n|0(t) — z(t)| = O( — n).



4 MODELO DE STROGATZ

Nesse capitulo apresentaremos o modelo proposto por Strogatz [27], sendo um dos
mais simples modelos de equagdo diferencial do sistema circadiano humano. Tal modelo
baseia-se em dois osciladores acoplados de maneira nao-lineares, sendo um manifestado
pelo ritmo circadiano da temperatura do corpo e a outra pelo ciclo sono-vigilia. Esses
marcapassos sao escolhidos para ser acoplados de tal modo que cada um acelera ou retarda
o outro. Além disso, pela sua simplicidade, esse modelo ignora varidveis tais como a

amplitude.

4.1 Estrutura do modelo de Strogatz

As fases dos dois osciladores sao denotados 0, (t) e 05(t). As equagdes do modelo de

fase sdo:
9/1 (t) = W1 — A1 COS [271' (92(t) — 91 (t))] (48)

05(t) = wo + Ag cos [27 (01(t) — Oo(1))] (49)

onde w; e wo sdo frequéncia intriscecas, A; e A, sdo forcas de acoplamento, ou seja, o que
determina o quanto um oscilador influéncia no outro e (') representa a derivada. Todos os
parametros sdo considerados nao-negativos, sendo assim, positivos ou zero.

A FIGURA 1 é uma reproducdo do modelo de Strogatz.

Temos que o oscilador 8, representa a temperatura corporal e o oscilador 6, representa
o ciclo sono-vigilia. Sendo que a forma do acoplamento em que se encontram € tal que o
primeiro oscilador diminui e o segundo acelera quando estiao em fase.

Observamos que os sinais que antecedem as forcas de acoplamento no modelo 48-49
sao diferentes, sendo uma equagao positiva e outra negativa. Tais sinais sdo determinados
pela posi¢cdo dos osciladores, uma vez que quando a for¢a de acoplamento do oscilador
05(t) é contraria ao movimento do oscilador () o oscilador movem-se no sentido anti-
horério. Portanto, o sinal é negativo, sendo que o que faz o sinal ser positivo, € a forca
de acoplamento do oscilador ¢, (t) coincidir com o sentido do oscilador (¢) [11]. Veja
Figura 1 para um melhor entendimento.

O sono é definido por uma fra¢do v, do ciclo s (t). Strogatz [27] supds que o sono do
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Oscilador Oscilador
Temperatura Corporal Sono-Vigilia

Inicio da Vigilia

Baixa Inicio do Sono

L= 011}

Acoplamento

Figura 1: Estrutura do modelo de fase de Strogatz

ser humano perdura por todo o periodo [0, v5]. Assim, temos que

O2(tg =0) =0 (50)

e ainda para qualquer 0 < ¢ < vy, temos 05(t) = 0.

No inicio da atividade, ou seja, quando comega a vigilia, temos:

62<t = 1)2) == va (51)

Observamos que Strogatz considerou na figura acima que a temperatura assume seu
menor pico, ao inicio do sono, ou seja, significa que o ponto no oscilador ¢, (¢) estd na
fase zero”. Logo, sendo o ponto minimo no ciclo da temperatura endégena (interior).

Matematicamente temos:

01 (to = 0) =0 (52)

4.2 Sincronizacao e Dessincronizacao

Por tratarmos de dois osciladores € preciso analisar a sincronizagao e dessincronizacao
dos mesmos. E sabido que, a sincroniza¢io acontece quando dois ou mais osciladores
interagem em perfeita conexdo e a0 mesmo tempo, ja a dessincronizagdo acontece quando
o tempo nao coincide entre duas ou mais coisas, sendo assim, acontece um desajustamento

temporal.

Iniciaremos o estudo da sincronizagdo e a dessincronizagao entre os osciladores con-
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siderando a diferenca de fase:

P(t) = 6:1(t) — 0:(t) (53)

Derivando a equagdo (53) em relacdo a ¢, das equacoes (48) de (49), obt€ém-se:

P (t) = Q — Acos (2m(t)) (54)
onde
Q = W1 — Wo
A = A+ A,

Observamos aqui que 2 é a diferenca das frequéncias intrinsecas dos dois osciladores

e A é o acoplamento total do sistema.

4.2.1 Sincronizacao

Tornar algo sincronico é combinar movimentos para que se déem ao mesmo tempo.
Para isso, consideramos a diferenca de fase dada pela equacao (54).

Fazemos uso da defini¢do de sincronizagdo apresentada na sec¢do 2.1.3, temos que a
sincronizag@o ocorre quando A > |{2|. Considerando nessa se¢do somente o caso sincro-

nizado, temos:

> 1. (55)

Em seguido, a relagdo de fase sincronizada internamente chamada de v (t), é obtida

da resolugdo (54) para ¢'(t) = 0 temos:

Q
Q—Acos(2my(t)) =0 <= cos(2m(t)) = 1
Q 1 Q
2 =cos ' | = =+—cos ' ).
<= 2mi)(t) = cos (A) — Y(t) 5, €O (A) (56)
Estas s@o duas solugdes implicitas em (56), onde a solucdo estavel € aquela que % <
0 [27]. Sendo que o intervalo tomado para cos™! € [0, 7], temos:
1 Q

V{t) = o con? (Z) | (57)

¢ a solucdo estavel.
Da equacdo (57) podemos encontrar a frequéncia de ”compromissos”’w* adotada pelo

sistema sincronizado. Durante a sincronia interna, obtemos através da substitui¢do da
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equacdo (57) no sistema (48)-(49), que:

, . Q . W1 — Wo
0i(t) = wi—A4 (A) =w — 4 (A2+A1) (58)
, . Q . W1 — Wy
92(15) = W2 A2 (A) = W2 A2 (A2 T Al) . (59)

Sendo 0 (t) = 04(t) = w* durante a sincronizagio, qualquer uma destas duas ex-

pressoes resulta em :

Ajws + Agwr

e S 60

“ A + A, (60)

Esta frequéncia € diferente da frequéncia intrinseca w; e ws por valores Aw; e Aws,
em que:

Ala}2 + Agwl —Al (wl — (,dg) —AlQ
A=W —w=—F7"—""— —w; = = 61
: A4, YT T A4 4 D
e
Ajwy + Agw Ag(wy — wo) AsyQ
TR TRRETATA, T A A, A ©2)

Notamos que as frequéncias durante a sincronia dos osciladores sdo deslocadas de

seus valores intrinsecos na propor¢ao das forcas de acoplamento, no caso:

Awl
Awg

Ay

=% (63)

Podemos encontrar 61 (t) e 02(t) pela interagdo da equacgdo (60) em relagdo a ¢, assim

temos

/Wﬂwﬁ:/w%@ﬁ. (64)
0 0

Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo a equagdo (64), temos que

91 (Ug) — 91 (0) = 92(@2) — 92(0) + const.

E sabido das condicdes iniciais dadas pela equacao (50),(51) e por (52), temos:

const = 01(vqy) — Va. (65)

Portanto, a solug¢do do sistema (48)-(49), para o caso sincronizado, levando em
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consideracgdo as condicdes iniciais (50) e (52) é dada analiticamente por

A2w1 + Al(,L)Q
0(t) = | ———— |t 66
o = () (66)
Ale + Alwg A2w1 + A1w2
O(t) = | ———— |t —_ — V5. 67
2(1) ( Ay + A )‘+< Ay + A )'U2 ? ©7)

4.2.2 Dessincronizacao

Algo € dito dessincronico quando duas ou mais coisas perdem a sincroniza¢io, ou

seja, seus movimentos ndo siao simultaneo. Utilizando a defini¢do de dessincronizac¢ao

apresentada na sec¢do 2.1.3, temos que a dessincronizagdo ocorre quando A < ||, sendo
assim, para caso dessincronizado assumimos que [11]:
A
kE=|=| <Ll
H
O tempo estd dimensionado de modo que
di(t
v = 20, (68)

Denominamos « o batimento de frequéncia entre os osciladores 6 () e 02(t), ou seja,

o tempo em que a diferenca de fase leva para completar um ciclo. Entdo, temos

L[ ) [ di(t)
e AR Bl vz ©)

Podemos observar que a funcdo cosseno com frequéncia 27 € simétrica no intervalo

[0, 1]. Assim, reescrevemos a equagdo (69) como

1 [ di(t)
a 2/0 Q — Acos (2m(t)) (70)

Consideramos a seguinte mudanca de varidvel

p(t) = tan(my)(t)). (71)

Entao,
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()2
cos(2m(t)) = 1 n 282, (72)
e
_ dp(t)

BT EOE) )

Como
YO=0 ¢ p(1) =3, (74)

temos que
p(0)=0 e p (%) = tang = +00. (75)

Reescrevemos a equacao (70), pelas equagdes (71)-(75), como sendo

dp(t)

— 2/+OO (1+p(H)?)
0 0O_ A (1—0(75)2)

Q|+

1+p(t)?

=2 /om (o) (e : 27 )

_ 2/*“’ dp(t)
mJo Q= A)+ (Q+ A)p(t)?

B 2 oo dp(t)
T+ A) /o ( gJ—r_ﬁp)Q i p(t)Q. 7o

Integrando indefinidamente a equagao (76) em relacdo a ¢, logo

Y- ).( ! )((M)
T(Q+ A) 2-4 \/%
(o) () (o (9 o

Como A < |92, temos p(t) — +oo e, assim

Q|+
2|0

~+~
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arctan,(fgszS?:::2§> o g.

Va—4 )

Portanto, a equacao (77) tem a seguinte forma,

1 1 1

o (VOrA)-(Va-4) Ve

E a frequéncia de batimento satisfaz

1 A%\ 2
azuﬂ—ﬁpza(yu—>. (78)
Temos dois casos especiais:

(i) Para A = 0, a frequéncia de batimento se reduz a a = () = w; — wo, isto é,
a frequéncia de batimentos ndo interativos. Em outras palavras, ndo hd interacao
entre os osciladores, as forcas de acoplamento sdo nulas, dadas que ndo podem ser

negativas.

(ii) Segue da equacdo 78 que A — || . Neste caso o sistema aproxima-se do aco-
plamento critico, ou seja, € 0 momento em que o sistema passa de dessincronizado

para sincronizado e assim o batimento de frequéncia é nulo.

Outro parametro importante na dessincronizacao, além da frequéncia de batimento «,
¢ o periodo do ciclo sono-vigilia denominado 7,. Como a fungdo cos(27m(t)) assume
os valores extremos +1 ou —1, segue da equacdo (49) que o tempo 7}, necessario para

que 05(t) completar um ciclo dado por:

! <Tsw < !

—— —_ 79
CUQ+A2 wg—AQ ( )

A equagdo (79), pressup0s limites brutos em 7,,. Estimativas mais satisfatorias podem
ser obtidas encontrando a solucdo exata de (48)-(49) no caso dessincronizado.

Um caso especial do modelo € aquele em que A; = 0, ou seja, ndo ha parecer para
0 marcapasso circadiano, ou seja, ndo ha for¢a de acoplamento saindo do oscilador 2.
Tendo assim uma aproximacgao razoével para o valor 7,.

Da condigdo incial dada pela equag@o (52), temos que #1(0) = 0. Em seguida, dimen-

sionando o tempo, de modo que
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segue, da equacao (48) que

No caso em que A; = 0, as equacdes (48) e (49) sdo simplificadas como :

6, = )\

Oy = wy—+ Aycos(2m(0(t) — 05(t))).

Da derivada da equacdo (53) em relacdo a ¢, temos:

G(t) = 61(t) — 6(t) = 2 — Acos(2mi(1)),

com

Q = wl—WQ:/\l—CUQ

A = A+ A=A

Redimensionando o tempo mais uma vez, temos:

T(t) =t
e deixando (T
(T = “aT

Utilizando 83 e 84 a equacao (82) toma a forma:

W(T)=1— écos(QmD(T)) =1 — kcos(2m(T)).

€
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(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

Podemos resolver por separacdo de varidveis a equagdo (85) seguido de integragdo.

Assim temos que

di(T)

T(t) + const = / 1 — kcos(2mp(T))

Consideramos a seguinte mudanga de variavel

2(T) = tan(mw(T)).

(86)

(87)
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Entao
1= 2(T)?
cos(2mp(T)) = T+ 2T (88)
_ (D)
(T = (14 2(T)%) (89)
Portanto, com as equacdes (88)-(89), reescrevemos (86) como sendo
dz(T)
T(t) + const = / ﬂ(HZ(_T)Q) -
1k ()
B / dz(T) . 1+ 2(T)? (90)
B m(1+ 2(T)2) 1—k+2(T)%+ kz(T)2
1 / dz(T) B 1 / dz(T)
T on) -k Ak 1tk =\’ '
) (I=k)+0+k)T)?  7(1+k) ( L—;i) +2(T)?
Calculando a integral na equagao (90), temos que
B 1 1 2(T)
T(t)+ const = (W) : (E) : (arctan ( M)
I+k 1+k
2(T)
<= (T'(t) + const) (7?\/ 11— k2> = arctan (
i—ﬁi
_ (1)
< tan <(T(t) + const) (’/T\/l — k:2>> =T
1tk
) = 2(T)(91)

1+k

( ﬂ) tan ((T(t) + const) (ﬂ\/ﬁ)

Voltando pra variavel ¢(7"), obtemos

( ﬂ) tan ((T(t) + const) (W\/ﬁ))
(( ﬂ) tan ((T(t) + const) <7r\/1—7k2))) (92)

tan(my)(T)) = Tk
1+k

1
— Y(T) = ;arctan

Da equacao (83), temos que

(( - ’“) tan (0t + A(0)) (Nﬁ)))

1
t = — t _—
(1) arctan -

™
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sendo

A(0) = arctan Gtan(m/;(o)))
A

)\_C{)Q.

Assim, pela diferenca de fase, equagdo (53), obtemos que

92@) = 91(75) - @b(t)'

Portanto, temos no caso dessincronizado e com A; = 0 a solucdo do sistema (48)-

(49), com condig¢des iniciais dadas pelas equagdes (50) e (52) é dada por

0.(t) = M (93)
O-(t) = A— 1 arctan (( ﬂ) tan <(Qt + A(0)) <7r\/1 — k:2>>> . (94)

T 1+k



5 MODELO DE STROGATZ GENERALIZADO

Neste capitulo apresentaremos o novo modelo denominado Modelo de Strogatz Ge-
neralizado. Tal modelo consiste em substituir as derivadas de ordem 1 no modelo de
Strogatz apresentado no Capitulo 4 por um modelo cuja dinamica € regida por deriva-
das de ordem fraciondria segundo Caputo. A escolha das derivadas fraciondrias segundo
Caputo deve-se ao fato que estas sdo as que melhor se adequam para a modelagem do

problemas de valor inicial, como foi apresentado na secao 3.3.

Para além da apresentacdo do modelo, neste capitulo também serdo apresentados re-
sultados de boa colocacdo do modelo, provando existéncia, unicidade e dependéncia con-

tinua do mesmo. Tais resultados incluem o modelo se Strogatz como um caso particular.

Ainda, reservamos uma das secdes para apresentar de maneira tedrica a relag@o entre o
modelo e os efeitos de memoria que este representa. Tais efeitos também serdo percebidos

nos testes numéricos realizados no préximo capitulo.

5.1 Estrutura

A fim de modelar a dindmica do ritmo circadiano e incluir neste efeitos de memoria,

denominamos Modelo de Strogatz Generalizado ao modelo que toma a seguinte forma:

D} (01) = wy — Ay cos(2m(02(t) — 0:1(t)), 95)
D} (02) = we + Ag cos(2m(01(t) — 04(t)), (96)

sendo D"+ a derivada de ordem n segundo Caputo, com 0 < n < 1. Consideraremos neste
trabalho que os parametros e as condigdes inicias sdo os mesmos do modelo de Strogatz
do Capitulo 4. Em particular, quando n = 1 temos o modelo de Strogatz apresentado no
Capitulo 4.

Na proxima secao apresentaremos resultados de boa colocagao para o modelo de Stro-

gatz generalizado.



60

5.2 Resultados de boa colocacao do modelo proposto

Nesta secdo estudaremos resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua
dos dados iniciais (boa colocagdo segundo Hadamard) para sistemas de Strogatz generali-
zado (95)-(96). Em outras palavras, apresentaremos as condi¢des necessarias e suficientes
para obter resultado de boa colocagdo para o modelo de Strogatz generalizado (95)-(96).

Primeiramente reescreveremos o sistema (95)-(96) na forma de sistemas de ordem
fraciondria apresentados no Capitulo 3. A ideia € utilizar os resultados para sistemas de
EDQO’s fraciondrias provados no referido capitulo. Ou seja,olharemos para o sistema de
EDO’s fracionarias (95)-(96) escrita da forma

{ Dru(t) = f(t,u(t)), o7
D*u(0) = 1y,
onde f : U C R — R” é dada por

ft,u(t)) = (wy — Ay sin(2m(0; — 63)), we — Ay sin(2mw(0y — 6y))), (98)

com u(t) = (01(t),0(t)). ug = (61(0),02(0)) pertencente ao subconjunto U representa
os dados iniciais e D7u(t) representa a derivada de ordem fracionaria n segundo Caputo
definida na sec¢do 3.2.

Considere subconjunto W do R? definido da seguinte forma

W= {(t,u) € Rx R*|u—ug| <rlt—to| <o, com r,0>0} (99)

Um resultado auxiliar de nosso interesse para o futuro € o seguinte:

Lema 5.2.1. O conjunto YV definido acima pela equagdo 99, é um subconjunto compacto
do R”.

Demonstracao: Como u(t) = (01(t),0:(t)) é a solugdo do PVI fraciondrio, temos
do Lema 3.4.3 que u é uma fungdo continua em |t — to| < o, esta é, assim, limitada.
Portanto, W é um subconjunto fechado e limitado do R*, portanto, compacto.

O préoximo resultado é fundamental para obtermos resultados de boa colocagdo para o

problema estudado.

Teorema 5.2.2. A funcdo f(t,u(t)) definida em (98) é continua com relagdo at € [0, T
onde (t,u(t)) € W C R x R”. Ainda, f(t,u(t)) é Lipschitziana com relagdo a segunda
varidvel, ou seja Sf € Lip,(W).

Demonstracao: Como toda fungdo Lipschitziana é continua, nos limitaremos a pro-

var que f é Lipschitz continua com relagdo a segunda varidvel. Para tal observamos
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que da definicdo de f em (98), existem as derivadas parciais de f com relacdo ambas as
varidveis. Portanto, dadas quaisquer funcées continuas u,y € W, segue do Teorema do

Valor Médio (veja Apéndice A.3.4), que existe © € |0, 1] tal que,

fut) = [t y(t) = Jf(tut) + O (y(t) — ul(t)))(u(t) —y(t))

onde Jf(t,u(t)) + O(y(t) — u(t)) representa o Jacobiano de f. Segue da desigualdade
de Cauchy-Schwarz que

£t u(®)) = £y < N[Tf( ut) + O(y(E) — w@)[|ult) — y@)]]

Desta  forma, para provar o resultado enunciado, basta mostrar que
[|Jf(t,u(t) + O(y(t) —u(t))|| é uniformemente limitado em W. Como as deriva-
das parciais de [ com relacdo a cada uma de suas entradas sdo continuas (ver detalhes
no Apéndice A.5) e [0, T] é compacto, segue que a aplica¢do Jacobiana é uniformemente
limitada em VW (haja visto que W é compacto como provado no Lema 5.2.1). Em outras
palavras L := max ||J f(t,u(t) + O(y(t) — u(t)))||- Logo, concluimos que f é Lipschitz

continua com constante de Lipschitz (L). Em particular L = max{A;, As}.

Corolario 5.2.3. A funcdo f(t,u(t)) definida pela equacdo (98) é Lebesgue mensurdvel
emt e [0,T].

Demonstracao: Segue diretamente do fato de que cada coordenada de [ é continua
com relagdo a t, como provado no Teorema 5.2.2.

A partir de agora, vamos verificar que o PVI de ordem fraciondria (95)-(96) é bem
posto no sentido de Hadamard. Isto €, vamos garantir resultados de existéncia, unicidade

e dependéncia continua para o sistema de Strogatz generalizado

Teorema 5.2.4. (Existéncia) Existe uma tinica solugdo v € C ([O, h], R* ) do PVI (95)-
(96), onde h = h(L), para L a constante de Lipschitz, é dado como no Teorema 3.4.4.
Além disso o PVI depende continuamente dos dados iniciais, bem como, da ordem fra-

ciondria da derivada n e do lado direito f.

Demonstracao: Como f definida no lado direito do problema (95)-(96) é Lipschi-
tiziana com relagcdo a segunda varidvel, como provado no Teorema 5.2.2, segue que as
hipoteses dos Teoremas 3.4.4, 3.4.7, 3.4.9, 3.4.10 e 3.4.11 sdo satisfeitas e, portanto, o
teorema estd provado.

Em particular, os resultados dos Teoremas acima se aplicam para n = 1, garantindo

assim que o modelo se Strogatz € bem posto no sentido de Hadamard.

Corolario 5.2.5. A solucdo u € C|0, h] do problema (98) satisfaz a equagdo integral de

Volterra ndo-linear do segundo tipo
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k!ug + %/o (t—s)"""f(s,u(s))ds

onde m = [n].

Demonstracao: De fato, como as hipoteses do Teorema 3.4.4 sdo satisfeitas, entdo
também sdo satisfeitas as hipoteses do lema 3.4.3. O resultado do Corolario acima é
importante para definir estratégias numéricas para a solucao do PVI (95)-(96) no préximo

capitulo.

5.3 Efeitos de Memoria no Sistema de Strogatz Generalizado

Nesta sec@o apresentaremos alguns resultados que evidenciam os efeitos de memoria
no sistema de Strogatz gerenalizado e como esperamos que estes efeitos sejam vistos nos
resultados de sincronizagao e dessincronizagdo. Como nao foi possivel, até o presente mo-
mento calcular de forma explicita os pontos de sincronizac¢do e dessincronizacdo, neste
trabalho nos deteremos a mostrar que a utilizagdo das derivadas de ordem fraciondria
implicam em efeitos de atrasos nos referidos pontos, comparados com o modelos de Stro-
gatz com derivadas inteiras. Em particular, estes mesmos efeitos serdo observados nos
resultados numéricos no proximo capitulo.

Iniciaremos com a hipotese que 0 < n < 1. Portanto, do Lema 3.2.6 e da defini¢do de

derivada de ordem fraciondria segundo Caputo, temos que

V() = DI DY) = s | o D)

Usando a definicdo de D")(t) e a seguinte mudanga de varidveis 7 = ¢ — s, temos

que

P(t) = %/o TinA sin(2mp(t — 7)Y (t — 7)dT

1—-n
2 K . / 1-n
= T =) = n) /0 Asin(2r(t — 7)) (t — 7)dr (100)

Portanto, ¢’(t*) = 0 no modelo de Strogatz equivale a integral em (100) avaliada em
t* se anular.

Uma das possibilidades é que, na nova medida d7'~" tenhamos o efeito de atraso
Y/(t* —7) = 0. A mudanga de medida ds — d7'~" pode ser interpretado o peso do efeito
da memoria no sistema.

Veremos no préximo capitulo com o auxilio dos resultados numéricos como tais efei-

tos se manifestam de maneira mais clara.



6 RESULTADOS NUMERICOS

Apresentaremos nesse capitulo resultados numéricos para o sistema de equagdes
diferenciais fraciondrias (98) para alguns valores de n €]0,1|, ou melhor, para ser
mais especifico, trabalharemos com n = {0,9;0,7;0,5}, sendo as condigdes iniciais
01(t =0) = 0eby(t =0) = 0, temos para o caso de n = 1 sendo exatamente o modelo
de Strogatz.

Para a simulag@o numérica utilizamos os cddigos fdel2.m e o flmm.m em linguagem
Matlab adaptados de [10].

O método fdel?2 utiliza uma combinacgdo de algumas regras de integracdo para inte-
grandos do tipo produto, como o que aparece na equagao de Volterra de segunda espécie,
equacdo (23), conhecidas como método de Adams-Bashforthm-Moulton. Detalhes de

convergéncia, estabilidade e especificagdes do método podem ser encontradas em [10].

O codigo flmm usa diferentes versdes fraciondrias de métodos lineares do tipo multi-
passos (LMMs) de segunda ordem descritos em [10]. Tais métodos podem ser vistos
como uma generalizacdo da regra do Trapézio (conhecida como método Tustin), que € de
fato uma generalizacdo da férmula de Newton-Gregory ou ainda, uma generalizacdo do
método de diferenciagdo para a frente.

Ambos os métodos estdo baseados na regra de quadratura discreta para convolucoes.
A regra da quadratura para a convolugdo € avaliada utilizando a Transformada de Fourier
rapida (FFT), reduzindo o custo computacional de N? para N (log(NN))?, onde N é o
nimero de pontos de integragio no tempo em [0, 7).

6.1 Simulacao Numérica e Analise dos Modelos

Nessa secdo apresentaremos simulacdes numéricas para valores de n =
{0,9;0,7;0,5}. Utilizaremos ainda o modelo de Strogatz, ou seja, para n = 1 como
objeto de comparagdo, uma vez que nao conseguimos dados reais. Estabeleceremos al-
guns valores para os parametros dos casos estudados, a fim de analisar o comportamento
do ritmo circadiano com efeitos de memoria o qual encontramos nas derivadas de ordem

fracionaria.
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Para as simulacdes nos deteremos a analisar os casos em que o valor dado para cada
frequéncia equivale ao nimero de vezes que o ciclo sofreu grandes alteragdes em um dia.
Em outras palavras, consideraremos w1, que € a frequéncia do ciclo da temperatura corpo-
ral, como sendo a quantidade que representa o nimero de vezes que a temperatura sofreu
mudanga. Como ja foi dito anteriormente, a temperatura aumenta gradativamente durante
o dia, sendo que temos o maior pico de temperatura durante a noite. J4, ws representa a
frequéncia do ciclo da atividade-repouso. Em nossas simulagdes utilizaremos wy; como
sendo a quantidade de vezes que uma pessoa mudou do estado de sono (dormindo) para
o estado de movimento ou vigilia (acordado).

Notamos que existem uma vasta quantia de possibilidades para as escolha de w; e w,
mas, apenas algumas escolhas foram consideradas nas simulacdes. Uma forma fidedigna
de escolher o par wq, ws poderia ser feita a partir de dados reais. Como ndo conhecemos
dados reais para o modelo estudado, esta escolha serd feita de forma sintética.

Deixamos claro que os graficos geram uma caracteristica do ritmo circadiano e ndo o
ritmo circadiano em si. Tais caracteristicas serdo o fruto de uma andlise particular para
cada caso. Notemos também que cada dia esta definido pelo intervalo? < ¢ < 7+ 1 com
1€ 4.

6.1.1 Sincronizacao

Para essa subsecdo apresentaremos simulagdes, levando em consideracdo os
parametros descritos por Strogatz [27] e apresentados nesse trabalho na secio 4.2. Lem-
brando que a sincronizagdo acontece quando temos:

A
‘5‘ >1

Primeiro exemplo numérico - Caso Sincronizado

Para os primeiros exemplos numéricos utilizaremos os valores das frequéncias como
wi; = 10 e wy = 2 e para as forgas de acoplamento os valores de A; =5e Ay, = 4.

Gostariamos de lembrar o leitor que, utilizando o sistema de equagdes (95) e (96) com
n = 1 obtemos o modelo de Strogatz e, para os valores de n = 0,9;0,7; 0, 5 estamos no
modelo de Strogatz generalizado.

As préximas figuras apresentam o resultado numérico com as escolhas de parametros
acima, para os diferentes valores da ordem fraciondria da derivada.

Observamos pelos graficos apresentados na Figura 2, que apds um certo ponto obte-
mos duas retas paralelas. A interpretacdo de tal resultado é a seguinte: Mesmo com a
mudanca dos dias o sistema permanece com as mesmas caracteristicas o que sugere que
o sistema estd sincronizado a partir de um dado ponto no tempo.

As Figuras 3, 4, 5 repesentam a solu¢do do modelo de Strogatz generalizado para

n =20,9;0,7e0,5, respectivamente. Notamos que a diferenca entre o grafico da solugdo
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Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz, n=1 w, =10, w2=2, A1 =5 A2=4

L} T T T T T T T
—_— )

— 1)

Time t

Figura 2: Caso de Strogatzn =1

Solugo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, =09 w1=10, w2=2‘ A1=5, %=4

B . \ I ! ! \

&

8, (1)

Time t

Figura 3: Caso de Strogatz Generalizado n = 0,9

do modelo de Strogatz e do modelo de Strogatz generalizado para n = 0,9 apresenta
poucas diferencas. Este resultado ja é esperado, haja visto o resultado de dependéncia
continua do indice das derivadas dado pelo Teorema 5.2.2. No entanto podemos observar
que hd uma pequena inclinac¢ao do grafico proximo a origem, fazendo com que o ponto em
que, a partir dele, os gréficos se tornam retas praticamente paralelas, fique mais proxima
da origem. Suspeitamos que tal ponto seja o ponto de sincroniza¢do do modelo, embora
ndo tenhamos evidéncias tedricas para garantir tal suposicdo. Observamos que este efeito

€ cada vez mais evidente, quanto menor o valor da derivada fraciondria n, como € possivel
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Solugéo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,7 m1:1D, m2:2, A1:5‘ Azzrl

% | ! T T I

Tirne t

Figura 4: Caso de Strogatz Generalizado n = 0,7

Solugéo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=05 m1:1D, m2:2, A1:5‘ Azzrl
7
I T T T T I

Tirne t

Figura 5: Caso de Strogatz Generalizado n = 0,5

observar nas Figuras 4 ¢ 5. Tais efeitos sdo compativeis com os processos de memoria
para os quais o modelo de Strogatz generalizado € proposto. Em outras palavras, o adian-
tamento visualizado nos gréficos é compativel com modelos que utilizam memdria tanto
do ponto de vista tedrico e também € o observado na prética, dando assim o suporte ao
modelo proposto.

Segundo exemplo numérico - Caso Sincronizado

Usamos os seguintes parametros para os segundos exemplos numéricos, wy = 3, we =
le A; =3, Ay = 1. A ordem de derivada aplicada foin = 1;0,9; 0, 7 e 0, 5, segue figuras
6, 7, 8 e 9 referentes a esses parametros.

Observamos a Figura 6 onde o n = 1 temos a solu¢do para o modelo de Strogatz, onde
percebemos sincronizacdo a partir de determinado ponto visto no gréafico. As Figuras 7,
8 e 9 representam a solugdo do modelo de Strogatz generalizado paran = 0,9;0,7 ¢ 0, 5,

respectivamente. Notamos que, para os parametros analisados neste momento, o modelo
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Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz, n=1 w, =3, m2=1, A1=3 A2=1

1.6 T T T T T T T T

R—)
14 g

0.8

04—

02

Time t

Figura 6: Caso de Strogatzn = 1

Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,9 w =3, w,=1, A =3 A =1

18 T T T T T T T T T

—0
16 "

08 [~

06 [~

0.4~ -

02 -

Time t

Figura 7: Caso de Strogatz Generalizado n = 0,9

de Strogatz generalizado com n = 0,9 apresenta uma pequena diferenca em relacdo ao
modelo de Strogatz, ou seja, n = 1. Observamos uma mudanca considerdvel no compor-
tamento dos osciladores, onde ¢, e 0, ja comegam a apresentar uma pequena inclinagao
do gréfico préximo a origem, o que podemos visualizar com mais facilidade nas Figu-
ras 8 € 9. Entendemos que o fato dos graficos apresentarem inclinagdo proximo a origem
representa o efeito de memoria que estd presente no modelo de Strogatz generalizado.
Apresentando suporte ao modelo proposto.

Terceiro exemplo numérico - Caso Sincronizado

Analisaremos os exemplos a seguir para os valores de parametros w; = 2 e wy = 1,

sendo a frequéncia intrinsecas e, 4; = 10 e A, = 2 sendo as forcas de acoplamento.
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Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,7 w, =3, m2=1, A1 =3 A2=1

1.8 T T T T T T T T

—_— ()

0.8~

06 [~

—, 0|

Time t
Figura 8: Caso de Strogatz Generalizado n = 0,7

Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,5 w, =3, w2=1, A1=3 Az=1

1.8 T T T T T T T T
— {1}
16—

14—

1.2 =

08

0.6~

04—

0.2

—,t)|_|

Time t

Figura 9: Caso de Strogatz Generalizado n = 0,5

As préximas figuras apresentam o resultado numérico com as escolhas de parametros

acima, para os diferentes valores da ordem fraciondaria da derivada.

Observamos nas Figura 10, 11, 12 e 13 que o oscilador 6, (oscilador da temperatura
corporal), apresenta-se num primeiro momento negativo. Porém, Strogatz determina no
Capitulo 4, equacdo (52), que no inicio do sono a temperatura corporal € igual a zero.
Logo, lembre que estamos usando a temperatura base como zero, mas na verdade é 36°C,
assim os graficos devem ser transladados desta quantidade e a temperatura de fato nao
¢ negativa. Verificamos nas Figuras 12 e 13, paran = 0,7 e n = 0,5 mais uma vez a

presenca da inclinacdo proximo da origem, o que nos da o suporte para constatar que o
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Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz, n=1 w, =2, wz=1, A1 =10 A2=2
14 T T T I T T T

o 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Time t

Figura 10: Caso de Strogatz n = 1

Solugéo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,9 w =2, w =1, A =10 A =2
14 T T T T T T T T

] 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 08 09
Time t

Figura 11: Caso de Strogatz Generalizadon = 0,9

modelo proposto, ou seja, 0 modelo de Strogatz generalizado tem grande possibilidade de

obter melhores resultados para dados reias, comparado ao modelo de Strogatz.

6.1.2 Dessincronizacao

Para essa subsecdo apresentaremos simulagdes, levando em consideracdo os
parametros descritos por Strogatz [27] e apresentados nesse trabalho na secdo 4.2. Lem-
brando que para obter dessincroniza¢do do ritmo circadiano temos:

A
—| <1
B
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Solugéo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,7 w, =2, w,=1, A =10 A =2
T T

14 T T T T T T

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 0.7 08 09 1
Time t

Figura 12: Caso de Strogatz Generalizadon = 0,7

Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,5 w, =2, “'z=1’ A1=1D A2=2
14 T T T T l T T T

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Time t

Figura 13: Caso de Strogatz Generalizado n = 0, 5

Primeiro exemplo numérico - Caso Dessincronizado

Definimos os seguintes pardmetros w; = 10 e wy = 1, sendo as frequéncias, e para as
forcas de acoplamento A; = 2e Ay = 6.

Utilizando o sistema de equacgdes (95) e (96) obtemos os primeiros exemplos
numéricos para o caso dessincronizacdo, onde n = 1 obtemos o modelo de Strogatz
e, para os valores de n = 0,9; 0, 7; 0, 5 recaimos no modelo de Strogatz generalizado.

As préximas figuras apresentam o resultado numérico com as escolhas de parametros

acima, para os diferentes valores da ordem fraciondria da derivada.

Observamos pelos graficos apresentados na Figura 14, que desde a origem, o gréifico
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Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz, n=1 w1=1D, w2=1, A1=2 AZ=S

9 T T T T I T T T T
=
—_— {1

—,0|_

Time t
Figura 14: Caso dessincronizado Strogatz n = 1

Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,9 w, =10, wz=1, A1 =2 A2=B

g T T T I T T T T

—_— (1)

—,|

Time t

Figura 15: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0,9

apresenta dessincronizacdo. A interpretacdo de tal resultado é a seguinte: O compor-
tamento dos osciladores ndo segue um padrio, este sdo diferentes, o que sugere que o

sistema esta dessincronizado interna.

As Figuras 15, 16, 17 repesentam a solu¢do do modelo de Strogatz generalizado para
n=0,9;0,7e0,5, respectivamente. Notamos que a diferenga entre o grafico da solugao
do modelo de Strogatz e do modelo de Strogatz generalizado para n = 0,9 apresenta
diferenca considerdvel, onde os osciladores parecem procurar um padrao em determinado
periodo. Observamos que este efeito é cada vez mais evidente, quanto menor o valor da

derivada fraciondria n, como € possivel observar nas Figuras 16 e 17. Tais efeitos sdo
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Solugéo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,7 w =10, w,=1, A =2 A =6
0 T T T T T T T T

—_—1

9 _nz[l) et

| I | 1 | I | 1 I
0 041 02 0.3 04 05 06 0.7 08 09 1
Time t

Figura 16: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0,7

Solugédo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,5 :.;1=1[I, u2=1, A1=2 A2=B
10 T T T T T T T T

—_— ()

ot —, 0

Time t

Figura 17: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0,5

compativeis com os processos de memoria para os quais o modelo de Strogatz generali-
zado € proposto. Em outras palavras, esse padrao visualizado nos gréficos é compativel
com modelos que utilizam memdria tanto do ponto de vista tedrico e também é o obser-
vado na prética, dando assim o suporte a0 modelo proposto.

Segundo exemplo numérico - Caso Dessincronizado

Para os exemplos numéricos a seguir, utilizaremos os valores das frequéncias como
w; = 1 e wy = 12 e para as forcas de acoplamento os valores de A; = 3e Ay = 6. A
ordem de derivada aplicada foi n = 1;0,9; 0,7 e 0, 5, segue figuras 6, 7, 8 e 9 referentes
a esses parametros.

Observamos que para esses graficos temos w; < wa, 61 € 05 trocam de posi¢do. Ob-
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Solugao do sistema para o modelo de Strogatz, n=1 w, =1, w2=12, A1 =3 A2=E
2 T T T I T T T

Time t

Figura 18: Caso dessincronizado de Strogatz n = 1

Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,9 w1=1, w2=12, A1=3 A2=S
T T T T

o 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Time t

Figura 19: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0,9

servamos tal troca nas Figuras 18, 19, 20 e 21, sendo que a dessincronizagcdo também se
faz presente.

Comparando os graficos das Figuras 18 e 19 notamos uma mudanc¢a no comporta-
mento dos osciladores, para n = 0,9 temos oscilacdes mais pontuais, o que nao ocorre
paran = 1.

As Figuras 20 e 21, nos chama a ateng¢@o pois, observamos que de tempo em tempo os
graficos apresentam procurar um padrao para sincronizar. No dia a dia percebemos que
isso também acontece. Tal fato entendemos ser o manifesto dos efeitos da memdria que
o modelo de Strogatz generalizado apresenta.

Terceiro exemplo numérico - Caso Dessincronizado
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Selugdo do sistema para o modele de Strogatz Generalizado, n=0,7 w,=1, w,=12, A ;=3 A =6
8 T T T T T T T T T

| | I | | | I | |
0 0.1 02 0.3 04 05 06 07 08 08 1
Time t

Figura 20: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0,7

Selugéo do sistema para o modele de Strogatz Generalizado, n=0,5 w,=1, w,=12, A ;=3 A =6
8 T T T T T T T T T

0 0.1 02 0.3 04 05 06 0.7 08 09 1
Time t

Figura 21: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0,5

Analisaremos os exemplos a seguir para os valores de parametros w; = 5 e wy = 1,
sendo a frequéncia intrinsecas e, A; = 2 e A; = 1 sendo as for¢as de acoplamento.
Lembramos o leitor que as andlises sdo feitas para, n = 1 modelo de Strogatze n = 0, 9;
0,7e0,5.

As proximas figuras apresentam o resultado numérico com as escolhas de parametros
acima, para os diferentes valores da ordem fraciondria da derivada.

As Figuras 23, 24 e 25 repesentam a solucdo do modelo de Strogatz generalizado
paran = 0,9;0,7e 0,5, respectivamente. Notamos que a diferenca entre o grafico da
solu¢do do modelo de Strogatz n = 1 mostrado através da Figura 22, e do modelo de

Strogatz generalizado para n = 0,9, apresenta diferenca considerdvel. Na Figura 23 os
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Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz, n=1w, =5, w,=1, A =2 A =1
4.5 T T T T T T T T

— 1)

—a,

35 =

25+ =

Time t

Figura 22: Caso dessincronizado de Strogatz n = 1

Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,9 w, =5, w,=1, A =2 A =1
4 T T T T T T T T T A

—_— 1)

—i,

25 =

05 1

Time t

Figura 23: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0,9

osciladores parecem procurar um padrdo em determinado periodo. Observamos que este
efeito é cada vez mais evidente, quanto menor o valor da derivada fraciondria n, como
€ possivel observar nas Figuras 24 e 25. Tais efeitos sdo compativeis com 0s processos
de memoria para os quais o modelo de Strogatz generalizado é proposto. Em outras
palavras, esse padrao visualizado nos graficos € compativel com modelos que utilizam
memoria tanto do ponto de vista tedrico e também € o observado na prética, dando assim

o suporte ao modelo proposto.
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Solugdo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,7 w1=5, u)z=1, .|ﬂk1 =2 A2=1
4 T T T T T T T T T

Time t

Figura 24: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizadon = 0,7

Selugéo do sistema para o modelo de Strogatz Generalizado, n=0,5 w, =5, w,=1, A =2 A =1

4 T T T T T T T T
—_—r (1)

—
ask 2

25—

0.5

Time t

Figura 25: Caso dessincronizado de Strogatz Generalizado n = 0,5



7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos um modelo bastante simples para o compreendimento da
dindmica do ritmo circadiano, para o qual introduzimos as derivadas de ordem fracionaria
como uma alternativa para descrever efeitos de memoria no sistema. A este modelo de-
nominamos de Modelo de Strogatz Generalizado.

Embora tenhamos conseguido garantir resutados de boa colocacao para o Modelo de
Strogatz Generalizado, ndo foi possivel, neste trabalho, obter de forma explicita a solucdo
do sistema, nem mesmo os pontos de sincornizagdo do modelo, em contraste ao modelo
de Strogatz [27]. Tal fato deve-se em partes pelas complica¢des impostas pela defini¢ao de
derivadas de ordem fracionéria. Por outro lado, apresentamos resultados numéricos que
descrevem de maneira bastante precisa a solucao do problema (garantido pelos resultados
de precisao do método numérico). Também percebemos que os resultados numéricos re-
produzem os efeitos de memoria esperados, fazendo com que os pontos de sincroniza¢ao
do modelos sejam sentidos de maneia adiantada quando comparados com os resultados

do modelo de Strogatz.

7.0.1 Trabalhos Futuros

Para este trabalho ser considerado completo temos que contemplar diversos passos,
como o fato de que hd muito a ser entendido com relacdo ao modelo proposto, bem como
em termos de comparacdo com dados reais. Destacamos abaixo os principais resultados

a serem seguidos:

1. Obter resultados analiticos para a sincronizagdo e dessincronizagao. O caminho que
consideramos possivel de ser percorrido é considerar o modelo como um modelo
de Kuramoto e seguindo a mudanca de varidvel feita em [14] com a utilizacdo
da funcdo de Mittag-Leffler em substitui¢do a fungdo exponencial apresentada no

problema referido trabalho.

2. Provar de maneira definitiva que a introducdo de derivadas de ordem fracionaria no
modelo de Strogatz reproduz um modelo que € mais fidedigno aos dados observa-

dos. Este objetivo, por sua vez, depende de conseguirmos dados reais para fazer a
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comparagdo. Uma maneira de conseguir tais dados é obter as mesmas fontes que as

analisadas por [27].

. Estudar o que acontece com o modelo se utilizarmos ordens das derivadas (fra-
ciondrias) diferentes para cada varidavel do sistema. Desta forma, podemos caracte-
rizar, em principio, diferentes efeitos de memoria para cada uma das componentes

do ritmo circadiano analizado.

. Colaborar com pesquisadores da drea da sadde no sentido de aprimorar o sistema,

bem como para ter dados reais para a comparagao dos efeitos desejados.
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ApéndiceA TEOREMAS FUNDAMENTAIS

O apéndice servird para descrever defini¢des, teoremas e alguns calculos encontrados,
sendo que primeiro serd definido a funcdo gama, funcdo de Mittag-Leffler, teoremas do
ponto fixo e o teorema do valor intermediario. Logo apos serd descrito a Fun¢do de Boreal

e Lebesgue mensuraveis e o célculo do operador Jacobiano para problema estudado.

A.1 Funcao Gama

Funcgdo gama ou integral de Euler do segundo tipo, aqui denotado por I'(f), se-
gundo [28], € indiscutivelmente a fun¢do basica do célculo fraciondrio, considerado uma

generalizagcdo do conceito do fatorial.

Definicao A.1.1. A funcdo T : (0,00) — R, é definida por
L) = / '~ te tdt. (101)
0
Exemplo A.1.1. Considerando 0 = 1, obtém-se:

(1) :/ e tdt — lim e 'dt = lim [—e_t]z = lim (1 — e_z) =1. (102
0

z—00 Jq 2—00 0 Z—r00
Teorema A.1.2. Se 0 € N, entdo, 01'(0) =T'(6 + 1).

Demonstracao: A prova usa inducdo matemdtica. Onde (0 = 1) temos I'(1) = 0! =

1, que é verdade por A.1.1. Usando a equacdo funcional e a hipotese de indugdo:
FO+1)=0r0)=000—-1)!=46!

Agora sera definido alguns valores da funcao gama, usando a Defini¢do A.1.1 e Teorema
A.12. E sabido que T'(1) = 1, conegue-se assim calcular o I'(2) e I'(3) utilizando a

primeira propriedade, temos:

I(2)=T(1+1)=1(1) =1
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T(3) =T(2+1) = 2I'(2) = 2
T(4) =T(3+1) =30 (3) = 3
[(5) =T(4+1) = 4T'(4) = 4
I(6) =T(5+1)=5I(5) =5

E assim sucessivamente para os proximos valores.
Para encontrar valores fraciondrios, vamos primeiro célcular I' (%) onde segundo [12]

obtemo da seguinte forma:

FG) :/ ett@—l)dt:/ et 3L,
2 0 0

Subistituindo
t =6% — dt = 20d6
temos: - ~
/ e 07120d0 = 2 / e do
0 0
1 1 R
T(=-)= ~07de.
r(2)- ]
Seja,
00 92 [e’s) g2
= eV dd = e db
0 0
entao

I? = / e dy = / e dp = / / e e d0dy = / / ~(40%) 1949,
0 0 0 0

Utilizando coordenadas polares definimos que

/ / ~W* ) ggdy = // re " drda.

Substituindo u = 7?2 derivando temos du = 2rdr, entdo

/ / e~ dudo =

Sabe-se que [? = 7> podemos concluir que / = 5~ e que %F (%) = %, entdo
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r (%) = /7. Apartir desse resultado podemos encontrar outros valores da fun¢do gama,
JORIGOEIOR,
f(3)r(3er) o (3) -
(@)-re)-5 (-

Para encontrar outros valores fraciondrios da fun¢do gama, serd apresentado outro

como:

método segundo [21].

Temos para 6 > 0:

1 _ 2n)/7
(5 * ”) T (103)
Para 6 < 0, temos:
1 _(=4)"nlym
(5 - ”) D] (1o

Utilizando a férmula que foi enunciada logo acima, obtemos os seguintes valores:

(1G-S

T (_§) 1 2) (4227 4\/E;

2 2 220 3
() -r(i) -
*(3) =1 (3+0) = S -7
(2) v (1en) 205

A.2 Funcao Mittag-Leffler

Para o contexto do contetido dessa dissertacdo, a funcdao Mittag-Leffler que sera apre-

sentada através de conceitos e defini¢des, € de fundamental importancia.



Tabela 1: Tabela de valores da fun¢do gama
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6 é namero inteiro | § € namero fracionario
(-1) = oo L(-3) =%~
['0) = 0 r —%) =27
(1) =1 () =vrm
re) =1 L) =%

3T
D(3) =2 L(3) =%

15/
r(4)=6 ()=

Definicao A.2.1. Sejan > 0, a funcdo E,, definido como
0 i
N ; T(jn + 1)
sempre que a série converge é chamada funcdo de Mittag-Leffler com ordem n.

Definicao A.2.2. Seja ni,ny > 0, a fungdo E,, ,, € definida

B ijnl—i-nQ

Jj=0

sempre que a série converge é chamada funcdo de Mittag-Leffler com dois pardametros n,

€ No.

Teorema A.2.1. Sejam ny,ns > 0e 6 € C. Entdo,

1

1, ( ) 1ni4na(6) T F(ng)

Demonstracao: Para maior detalhes podem consultar ([7], teorema 4.2 pdg. 69).
Teorema A.2.2. Sejamn > 0,A\=0¢€ Re0(t) := E,(A\t"),t > 0. Entdo,
DI,0(t) = M0(t).

Demonstracao: Se for considerado A = 0, note que 0(t) = E,(0) = 1. Portanto
D2,6(t) = 0 = \0(t) conforme o necessdrio. Por outro lado pk(6) := 0k:

D8(t)

|

)
3
™

—  (Apn)’
— I'(1 + jn)
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= ND"p,;
= Jr [Z Y
g I'(1+ jn)

_ - )‘jjg)n_npnj m o )\jpnj n
B ZF(1+]n— )(t) _ZF(1+]n—n)(t)

Teorema A.2.3. Sejamn > 0, m = [n] e A € R. A solugcdo do problema de valor inicial

D0(t) = A0(),
(105)
0(0) = 6, o®0)=0 (k=0,1,..,m—1).

é dado por
0(t) = O E,(At"), t>0.

Demonstracao: Para maiores informacoes, pode ser consultado a desmonstracdo em
([7], teorema 6.11 pdg. 101).

A.3 Teoremas do ponto fixo e teorema do valor médio

Neste espaco serd apresentado os Teoremas e suas demonstragoes.

Teorema A.3.1. (Teorema do ponto fixo Weissinger) Seja (U, d) um espago métrico ndo-
vazio e o; > 0, para todo j € Ny, tal que Z;io a; converge. Se B : U — U satisfaz a
desigualdade

d(B’u, BY) < a;d(u,v) (106)

onde 7 € N e u,v € U. Entdo, B estd no ponto fixo u*. Além disso, para qualquer

ug € U a sequéncia (B’ uo);?" = 1 converge para o ponto fixo u".

Teorema A.3.2. (Teorema de ponto fixo Schauder’s) Seja (E,d) um espaco métrico, U
um subconjunto convexo, fechado em E e B : U — U tal que o conjunto {Bu : u € U}

é relativamente compacta em E. Entdo B tem pelo menos um ponto fixo.
A partir deste contexto, recorda-se da seguinte defini¢ao:

Definicao A.3.1. Seja (E,d) um espago métrico e F C E. O subconjunto F ¢ relativa-

mente compacto em E se o subconjunto F' é fechado.
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Teorema A.3.3. (Arzeld-Ascoli) Seja F' C Ala,b] para ¢ > b e assumindo a defini¢do da
norma de Chebyshev, entdo temos que F' é relativamente compacto em A ([a,b]). Para
cada € > 0 existe um § > 0 tal que para todo f € F e 0,0 € [a,b] com |0 — 0| < ¢
flloo < Ataque f € F.

temos | f(0) — f(0%)| < € e é uniformemente limitada, ou seja,

Teorema A.3.4. (Teorema do valor médio) Seja [ uma funcdo continua definida num

intervalo fechado [b, c] e diferencidvel em [b, c| existe algum ponto a em [b, c| tal que:

1) = fla)

flay =

Demonstracao: Para maiores informagoes, consultar([13], teorema 4.6 pdg. 69).

A.4 Funcao de Borel e Lebesgue mensuraveis

Definicdo A.4.1. (Fungdo mensurdvel) Seja F' : © — = uma func¢do, onde (©,7) e
(2, 10) sdo espagos mensurdveis. Uma fungdo é dita (Y, I1)-mensurdvel se f~1(E) € T,

VE €1, isto é, se a pré-imagem de todo conjunto I1-mensurdvel é -mensurdvel.

Funcao de Borel Observa-se um importante caso particular para defini¢do acima
acontece quando II é tomado como sendo a dlgebra de Borel, neste caso (se for defi-
nido como a menor g-algebra contendo a topologia), a seguinte defini¢do é equivalente:
Seja f : © — ZE, uma fungdo onde, (O,Y), é um espaco mensurdvel e (Z,1II), é um

espago topolégico. Uma fungao é dita Borel-Y-mensuravel se:
f0)eT,vOe I

Funcao Borel-Lebesgue mensuravel Uma fungdo é dita Borel-Lebesgue mensuravel
quando T = A, a o-dlgebra de Lebesgue e [ = U, a dlgebra de Borel. Diversas vezes,
uma fungdo Borel-Lebesgue mensurdvel € dita apenas Lebesgue-mensurdvel ou simples-
mente mensurdvel. Funcao reais Borel-Lebesgue mensuravel Costuma-se representar

uma fungdo f : D C R™ — R", pelas suas componente no contra-dominio:

Pode-se mostrar que f : D — R", é Borel-Lebesgue-mensuravel se e somente se cada

uma das f* : D — R, é Borel-Lebesgue -mensurével.

Observacao A.4.1. Todas as fungdes continuas sdo fungoes de Borel, mas nem todas as

fungédes de Borel sdo fungoes continuas.

Observacao A.4.2. Todas fungoes continuas, funcoées monotonas, fungcoes semicontinuas,
fungoes integrdveis de Riemann e funcoes de variagdo limitada sdo funcoes de Lebesgue

mensurdaveis.
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Propriedade Seja f : D — R"e g : D — R", fun¢do Borel-Lebesgue-mensuraveis

onde D € um conjunto mensurdvel de R™, e « e [3 reais, entdo:
o af(f)+ pg(0), é mensuravel;
o f(0)g(0) == (f1(0)g"(0), f2(0)g*(0), ... f*(0)g"(6)) é mensurdvel;
e f(6+ \), é mensurdvel para todo A € R™;
e Seh:D — R"epu{f(#) = h(x)}, entdo h, é mensuravel,

e Se f, : D — R sdo mensurdveis e convergem quase-sempre entdo o limite ¢ uma

funcdo mensurdvel.

A.5 Calculo Jacobiano

Neste apéndice utilizaremos o Teorema do Valor Intermedidrio para mostrar que a
funcdo f definida pela equacdo 98 € localmente Lipschitz continua em ¥ com relacdo
a u, conforme foi usado no Teorema 5.2.2, e garantir a existéncia de © €0, 1] tal que
1 f(tun) = ftu)|| < [T (w2 — Our — u2))] [lur — ual| Vur, up € C([0,T7], R?).

Completando a demonstragdao do Teorema 5.2.2, mostraremos que o operador Jacobi-

ano € limitado em )V. Assim, obtemos o Jacobiano da seguinte forma:

9f Of2 9f 0f2

af 8f1 af 8fi ]
an 001 8f2 002

Jf(t ur(t) + O(ug(t) —uy(t))) = [ 9fi 001 0f1 90,

onde
g_ﬁg—gi = —2mA; sin(2m(0y — 6,))

g—}{lg—g; = —27TA1 sin(27r(«92 — 91))

DLSE — o7 Ay sin(27 (01 — 0))

g—flg—g; = 2w Ay sin(27(0; — 65))

Se observarmos cada coordenada do operador Jacobiano percebemos que cada coorde-
nada € continua. Como W C R? é compacto, segue que o operador Jacobiano € limitado.
Portanto é possivel mostrarmos que existe L = max,ew || f(u1(t,v) + O(ua(t, v)))||.

Em particular

rrg%(HJfH = max{|-27A;sin(27(0; — 0,))|, |27 Ay sin(27 (6, — 02))|}
§ 2 max{\Al sin(27r(¢92 — 91))| y |A2 sin(27r(91 — 92))’}

como |sin(z)| < 1 entdo:



max < 27 max{|A;]|,|A2|}
ueWw
ainda podemos dizer que, conforme [27] no apéndice A, temos A; < A,, logo:

max = 27 |As| = L
ueWw
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