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RESUMO

Intrinsecamente, o sistema imunoldgico possui uma defesa adaptativa contra ataques de
doencas infecciosas. Essa defesa, que pode ser adquirida pelo contato direto com a doenca ou
pela aplicacao de vacinas, é conhecida por meméria imunolégica. O entendimento da evolugao
das doencas, bem como da resposta imunolégica dada por vacinas, sao de inestimavel im-
portancia para a tomada de decisoes em politicas publicas. Uma maneira de entender o com-
portamento das doencas é modelar a dinamica de sua evolucao. Uma das possiveis formas
de modelagem consiste na utilizacao de modelos comportamentais, os quais servem como uma
simplificacao do comportamento do organismo bioldgico, através da acoplagem da dinamica
em um sistema de equacoes diferenciais ordinarias. Nesta proposta estudamos especialmente o
modelo compartimental SIRC, que relaciona os individuos divididos em compartimentos: sus-
cetiveis (S), infectados (I), recuperados (R) e imunidade cruzada (C) com o diferencial de que
utilizaremos o enlace da teoria do calculo fracionario, com o objetivo de aplicar as propriedades
dos operadores diferenciais fracionarios, os quais introduzem, de forma natural, processos de
memoéria ao sistema dinamico. Outra contribuigao importante deste trabalho é a insercao de
vacina (antigeno) ao modelo SIRC. Focamos nos efeitos do antigeno na dinamica do compar-
timento imunidade cruzada e na dinamica do sistema evolutivo, trazendo uma inovacao para
a atual proposta, ja que, desconhecemos resultados na literatura nesse sentido. Mais especifi-
camente, nossa contribuicao neste trabalho consiste em provarmos resultados de boa colocacao
do modelo SIRC e com a introducao da vacinacao considerando a dinamica governada por de-
rivadas fraciondrias segundo Caputo. A este modelo chamamos de modelo SIRC Fracionario.
Estendemos os resultados de boa colocacao para o caso em que cada linha do sistema tenha
uma derivada de ordem fracionaria diferente, refletindo efeitos distintos de memoria. Além
disso, estabeleceremos resultados de estabilidade para os modelos estudados, demonstrando em
que condicgoes sobre os parametros no modelo as solugoes sao assintoticamente estaveis. Por
fim, utilizaremos de métodos numéricos adequados para discutirmos os resultados para ordens
de derivada fracionaria em comparacao com o modelo de ordem inteira, demonstrando que a
introducao das derivadas de ordem fracionaria apresenta um retardo na dinamica do sistema,
o qual pode ser interpretado como memoria epidemioldgica. Finalmente, exibiremos o efeito
que a imposicao da vacinacao causa na dinamica do sistema, mostrando os resultados que essa

nova abordagem pode revelar.

Palavras-chave: Modelo SIRC Fracionario. Epidemiologia Matematica. Vacinagao.



ABSTRACT

Intrinsically, the immunological system has an adaptive defense against attacks of infecti-
ous diseases. This defense, which can be acquired by direct contact with the disease or by the
application of vaccines, is known as immunological memory. Understanding the evolution of di-
seases, as well as the immunological response given by vaccines, is of invaluable importance for
decisions in public policies. One way to understand diseases behaviors to model the dynamics of
its evolution. One of the possible forms of modeling is the use of compartmental models, which
serve as a simplification of the behavior of a biological organism, by coupling the dynamics th-
rough a system of ordinary differential equations. In this proposal we study the compartmental
SIRC model, which relates the individuals divided into compartments: susceptible (S), infected
(I), recovered (R) and cross-immune (C) with the differential of which we will use the link of
the theory of fractional calculus in order to apply the properties of the fractional differential
operators, which naturally introduce memory processes to the dynamic system. Another im-
portant contribution of this work is the insertion of vaccine (antigen) to the SIRC model. We
focus on the effects of the antigen on the dynamics of the cross-immune compartment and on
the dynamics of the evolutionary system, bringing an innovation to this work, since we do not
know results in the literature in this sense. More specifically, our contribution in this work
consists of proving good placement results of the SIRC model and with the introduction of
vaccination considering the dynamics governed by fractional derivatives according to Caputo.
This model is called the Fractional SIRC model. We extend the good placement results to the
case where each line of the system has a derivative of a different fractional order, reflecting
distinct memory effects. Besides that, we will establish stability results for the studied models,
demonstrating in what conditions on the parameters in the model the solutions are asymp-
totically stable. Finally, we will use appropriate numerical methods to discuss the results for
fractional order derivatives in comparison with the integer order model, demonstrating that
the introduction of fractional order derivatives presents a delay in the system dynamics, which
can be interpreted as memory epidemiological study. Finally, we will show the effect that the
imposition of vaccination causes on the dynamics of the system, showing the results that this

new approach can reveal.

Palavras-chaves: Fractional STRC model. Mathematical Epidemiology. Vaccination.
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1 INTRODUCAO

A facilidade da mobilidade populacional e a formacao de aglomerados em grandes centros
urbanos sao dois dos fenomenos que contribuem, de maneira significativa, para o aumento
de epidemias em populagoes humanas e, por conseguinte, o seu estudo e a sua modelagem
tornaram-se ferramentas de essencial importancia.

O interesse por esse estudo é bem antigo, pois desde sempre, doencas infecciosas afetam
populagoes humanas, animais e vegetais, causando custos aos cofres publicos e devastando po-
pulagdes. Conforme HETHCOTE (2000), tais estudos nao sao coisas do passado, pois epidemias
ainda sao apontadas como causas preocupantes de mortalidade nos paises em desenvolvimento.

Existem varias defini¢oes de epidemiologia na literatura, oriundas de areas diversas. Mas,
em resumo, epidemiologia é a ciéncia que estuda o processo de disseminacao de doencas em
certas populagoes, a fim de especificar fatores como: as causas de sua ocorréncia, medidas de
prevengao, controle e erradicagao (LAST; ABRAMSON; FREIDMAN, 2001; SILVA, 2012).

Para que possamos entender melhor o apanhado historico sobre doencas que marcaram a
humanidade, teremos que introduzir alguns conceitos importantes, por exemplo, epidemias,
endemias e pandemias. De maneira simplificada, assume-se que esta ocorrendo uma epidemia
quando hé um grande nimero de casos de uma doenca em um curto periodo de tempo. Estamos
diante de uma endemia quando verificamos a ocorréncia de casos de uma doenga em um mesmo
ambiente, por um longo periodo de tempo, mesmo que seu aparecimento seja sazonal. Ja,
quando se fala em pandemia, conceitua-se como uma epidemia de grandes proporcoes, que se
espalha por vérios paises englobando mais de um continente (REZENDE, 1998).

O primeiro estudo sobre epidemiologia data de (458-377 a.C.) e tem autoria de Hipdcrates,
na obra intitulada Epidemia (YANG, 2001). O exemplo mais conhecido de pandemia, e que
melhor exemplifica como ela pode ser devastadora, é a Peste Negra, que assolou a Europa du-
rante trés anos e tem como estimativa de 6bito de 30-50% da populagao infectada (DEWITTE;
WOOD, 2008). J& o estudo de Bernoulli (BERNOULLI, 1760), foi o pioneiro na utilizagao de
matematica para estudar uma doenca, no caso a variola.

Uma pandemia, ainda maior que a Peste Negra, que se espalhou ainda mais pelo mundo em
1817, foi a Célera (SANTOS, 1994). Comegou como uma endemia na Asia, e permaneceu no
continente por um grande periodo de tempo. Como o governo se mantinha passivo aos indices
de ébito da doenga (ROSENBERG, 2009), esta se espalhou pelo mundo como mais uma grande
pandemia.

No Brasil, as doencas que sao passiveis de imunizagao tém apresentado uma notoéria dimi-
nuicao dos indices de ébito, assim como as diarreias (NEPOMUCENO, 2005). Porém, as taxas
de mortalidade brasileira por doencas infecciosas ainda sao elevadas comparadas aos padroes
mundiais (PAES; SILVA, 1999).

Em uma breve pesquisa na revista do Sistema Unico de Satide do Brasil, Epidemiologia

e Servicos de Saude, varios panoramas tem se mostrado preocupantes no que tange a po-
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tenciais epidemias. Por exemplo, a rapida propagacao do virus Zika, no nordeste, trazendo
consequéncias para mulheres (CABRAL et al., 2017; VARGAS et al., 2016) e homens (MALTA
et al., 2017), principalmente a sua associacao aos casos de microcefalia em recém nascidos.
Além disso, vérias outras doengas ainda tém o merecido enfoque, como Chagas (MOTA et al.,
2014), Dengue (BOHM et al., 2016), Febre Amarela (SAAD; BARATA, 2016). Mais recente-
mente, diversas formas de influenzas também tém chamado a atencao das autoridades de saide
(PAULA JUNIOR et al., 2017).

Para que este trabalho seja autocontido, primeiramente introduziremos alguns temas im-
portantes para o compreensao do que segue, como por exemplo, Epidemiologia do ponto de
vista matematico, bem como alguns aspectos dos modelos compartimentais e memoria epi-
demioldgica, os quais sao imprescindiveis para podermos assim esclarecer os objetivos dessa
pesquisa. Gostariamos de deixar claro ao leitor que, de maneira nenhuma visamos esgotar o
assunto, pois este é muito extenso. No entanto, as referéncias aqui citadas darao um caminho

pleno para os que desejam se aprofundar mais no assunto.

1.1 Epidemiologia Matematica

Nesta secao abordaremos o tema epidemiologia, porém do ponto de vista das ciéncias exatas,
com enfoque em matematica, trazendo um pouco do seu histérico e introduzindo alguns termos
importantes.

Atualmente os estudos sobre epidemiologia tem se desprendido da &area das ciéncias da
saude e adentrado nas pesquisas baseadas em modelos preditivos envolvendo conhecimentos
estatisticos, computacionais e matematicos (ALMEIDA, 2011; ALVARENGA, 2008).

A computacao preocupa-se com modelos de propagacao, que na maior parte do tempo focam
em simulagoes, aproximagoes e modelos, que utilizam, por exemplo, redes, automatos celulares,
modelos baseados em agentes, dentre outras ferramentas.

A estatistica, responsabiliza-se principalmente pelos clusters, aglomerados inesperados da
doenga com o objetivo de obter resultados preditivos que envolvam alguma distribuicao de
probabilidade conhecida.

Ja na matematica, as pesquisas em sua maioria tem como objeto estudar modelagens obtidas
através de equacoes diferenciais. Estes procuram fornecer da forma mais fidedigna possivel
informagoes sobre os processos de disseminacao e a dinamica das doengas, assim como as
formas de contagio e cura, buscando ser de grande auxilio na tomada de decisao dos érgaos
governamentais. O presente trabalho tera como enfoque a epidemiologia levando em conta esta
perspectiva.

O primeiro estudo matematico que se tem conhecimento acerca de doencas epidemioldgicas,
foi realizado por Daniel Bernoulli (BERNOULLI, 1760), que j& visava auxiliar a tomada de
decisoes dos governantes da época, quando a Colera era um problema de satde ptublica. Pos-
teriormente, Hamer (HAMER, 1906) e Ross (ROSS, 1908) deram um passo importante para
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a teoria epidemioldgica, que é o principio da acao das massas, onde eles postulam que a pro-
pagacao de epidemias depende da forma de contato entre os individuos suscetiveis e infectados.
Tal postulado estd intimamente relacionado com o modelo SI (Suscetiveis-Infectados) que ve-
remos abaixo.

Alguns estudos da epidemiologia matematica objetivam fornecer informacoes sobre dois
parametros epidemiolégicos que sdo importantes para entender as doengas estudadas (YANG,
2001), que sao, a forga de infecgao e a taxa bésica de reprodugao (Rp).

A forca da infeccao pode ser estimada através do nimero de casos por unidade de tempo
dividido pelo nimero de individuos suscetiveis de uma populacao, que depende diretamente
do meio em que o estudo estd delimitado. Ja a taxa basica de reproducao, Ry, que é definida
como o numero médio de infecgoes secundarias produzidas quando um individuo infectado é
introduzido em uma populagao inteiramente suscetivel. Esta segunda informacao é de extrema
importancia, através do Ry pode-se prever se a epidemia entrard em extingao ou nao. Se
Ry > 1, um tnico individuo infectara mais de uma pessoa, podendo assim ocorrer um surto
epidemiolégico maior, mas se Ry < 1, por certo a doenca entrard em extinggdo (HETHCOTE,
2000; YANG, 2001).

Do ponto de vista matematico Ry esta relacionado aos pontos de estabilidade do modelo
estudado. Esta estabilidade pode assumir diferentes formas e precisa ser analisada para cada
caso, e isso serd feito no decorrer deste trabalho.

Um outro marco para esses estudos , sao as ideias introduzidas por Kermack e McKendrick
em 1927, que estabeleceram que a introducao de individuos infectantes em uma comunidade
suscetivel somente se tornard uma epidemia se o nimero de suscetiveis estiver acima de um
valor critico Ry (ALMEIDA, 2011).

Ambas as abordagens acima, bem como o enfoque deste trabalho baseiam-se em modelos

compartimentais, os quais passaremos a introduzir na proxima secao.

1.2 Modelos Compartimentais

Aqui, traremos uma explicacao sobre o tipo de modelo que este trabalho estd interessado, que
sao modelos compartimentais de equacgoes diferenciais, exibindo as caracteristicas do seu funci-
onamento e abordando alguns modelos presentes na literatura, explicitando as suas eficiéncias
e deficiéncias.

Modelos compartimentais levam em consideracao a teoria do balango de massa. Sao des-
critos por equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s) e sdo sistemas com multiplas entradas e
multiplas saidas. Servem como uma simplificacao do organismo bioldgico, por isso, devem ser
aplicados com cautela, porém sao uteis para muitos usos clinicos, fisiolégicos e sociais. Trata-se
de sistemas que contém um ou mais compartimentos que podem estar conectados entre si, isto
¢, pode existir um processo pelo qual o que esta sendo modelado sai de um compartimento e

entra em outro.
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Os modelos epidemiolégicos obtidos através de equacgoes diferenciais, na sua maioria, sao
tratados como modelos compartimentais (SILVA, 2012) e objetivam ilustrar a dinadmica de
doencas infecciosas, epidemias, endemias e pandemias.

Estes modelos tem como hipdtese que a totalidade da populacao deve ser dividida em sub-
populagoes, compartimentos, criados em conformidade com a doenca estudada. Classificando
os individuos de uma populagao de acordo com seu estado em relacao a doenca e a troca de
compartimento ocorre conforme as taxas de infeccao, taxas de recuperacao entre outras, estas
estipuladas pelas doengas que se optou por estudar.

Agora apresentaremos alguns modelos compartimentais e as equacoes que os descrevem,
mas primeiramente faz-se necessario um apanhado sobre o que significa cada compartimento a

ser considerados nos modelos abaixo. Sao eles comumente representados por:

e Compartimento Suscetivel (S), onde fica a populagdo que nao possui anticorpos para o

combate da doenca e estd apta a contrai-la quando exposta ao agente infeccioso.

e Compartimento Infectado (I), fica o individuo que ja esteja infectado com a doenca. Neste
estado esta infectado pelo agente patogénico e é capaz de transmitir a doenca ao individuo

suscetivel.

e Compartimento Exposto ou Latente(E), o estado de laténcia (ou exposigdo) é um com-
partimento que existe em alguns modelos que consideram o tempo de laténcia da doenca,
ou seja, os individuos que estao na fase de laténcia, ja estao infectados, porém nao sao
capazes de transmitir a doenca a outros individuos. E um compartimento intermedidrio
onde o individuo suscetivel fica por um periodo de tempo (que depende de cada doenga)

e somente depois o individuo passa para o estado de infectado.

e Compartimento Recuperado(R), onde fica a populagao apds o final do periodo de infecgao.
Esse estado inclui os casos nos quais o individuo recuperou-se da infeccao e adquire imu-
nidade a doenca através de anticorpos e nao podera mais contrai-la ou adquire imunidade

temporaria a infeccao.

e Compartimento Imunidade Cruzada (C), é o novo compartimento que foi incluido para
considerar doencas que sofram mutacgoes através do tempo. Nele ficam os individuos
que ja foram infectados e apds um tempo recuperados, com imunidade, passam a ser

suscetiveis nao a doenca original, mas a uma mutacgao dela.

Modelo SI

O primeiro modelo a ser apresentado, é o mais simples, onde os individuos infectados nao
voltam a ser suscetiveis, nao conseguem se recuperar da infeccao e nao adquirem imunidade,
pois permanecem infectados ao longo de sua vida.

Os dois estados dos individuos nesse modelo sao suscetivel e infectado, como mostra o

diagrama abaixo, figura (1.1).
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Figura 1.1: Diagrama Compartimental SI.

Este modelo se limita a descrever doencas que nao permitem a cura do individuo, como
o HIV (POLI; YANG, 2006). Com base nas consideragoes anteriores, o modelo SI pode ser

modelado através do seguinte sistema de equagoes ordindrias (SILVA, 2012):

% — —BS()I() + nN —mS(t) (1.2.1)
dI
& = BSOI) - mI()

Com condigoes iniciais I(0) = Iy e S(0) = So.

No sistema (1.2.1) temos, [ é a taxa de contato entre suscetiveis e infectados, N = S + I,
ou seja, o total da populacao, m é a taxa de mortalidade e n a taxa de natalidade, porém, na
maioria dos casos a populagao é considerada constante e m = n.

Uma das principais limitagoes desse modelo é compreender somente doencas que causam a
morte do infectado ou que estes permanecam doentes ao longo de sua vida, sem considerar a

sua recuperacao.

Modelo SIS

No modelo SIS, sao consideradas doencas em que ha recuperacgao, porém nao hé, em nenhum
momento, imunidade, ou seja, os individuos passam do estado de suscetiveis para infectados, e
quando deixam de estar infectados, retornam ao compartimento dos suscetiveis. Este modelo é

representado pela figura (1.2). O modelo ainda continua contendo somente dois compartimen-

. BSMI)

T
YI(t)

|

v

m

Figura 1.2: Diagrama Compartimental SIS.

tos, onde a populacao suscetivel é infectada com uma taxa (8 por meio de contato com individuos
infectados. Por outro lado individuos infectados recuperam-se a uma taxa < tornando-se no-

vamente suscetiveis a doenca. Este modelo é representado pelo sistema de equagoes (LUIZ,
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2012):
a5
B~ BSWIW) +A1(t) + nN ~mS(1) (122)
% = BS(H)I(t) — AI(t) — mI(t)

Com condigoes iniciais I(0) = Iy e S(0) = So.

Sendo n e m, respectivamente a taxa de natalidade e a de mortalidade e N = S+1. Um caso
particular deste modelo é quando o individuo infeccioso, uma vez infectado, nunca recupera-se
da doenga. Neste caso tem-se o modelo apresentado anteriormente (1.2.1).

Apesar do sistema (1.2.2) abrangir a recuperagao do infectado, ele nao considera que algu-

mas doencas conferem imunidade apds a recuperacao.

Modelo SIR

O primeiro Modelo SIR foi proposto por Kermack e McKendrick em 1927, descreve a
dindmica da populacgao dividida em trés compartimentos. No primeiro compartimento (S),
ficam os individuos que nunca foram contaminados, no segundo compartimento(I), ficam os
individuos que ja tiveram contato com a doenga e no terceiro (R), ficam os individuos que
estao curados, ou que vieram a 6bito (KERMACK; MCKENDRICK, 1927). Este modelo esta

representado no diagrama compartimental, de acordo com a figura (1.3).

S(OI(t /

!

m

Figura 1.3: Diagrama Compartimental SIR.

A populagao para esse modelo é considerada constante (BARROS, 2007) e o modelo é

1

expresso pelas equagoes do sistema (1.2.3), com 7' sendo o periodo médio infeccioso e 3 é a

taxa de contato entre suscetiveis e infectados:

o~ a5 (1.2.3)
= S 1)
f%? = 71()

Com, S(0) >0, I(0) > 0e R(0) > 0.
Neste modelo os suscetiveis diminuem na mesma proporg¢ao em que os infectantes aumentam

e a populacao de individuos infecciosos diminuem uma vez que alguns individuos sao curados,
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e assim preencham o compartimento dos recuperados.

Apesar de ser um modelo eficiente, conta com algumas deficiéncias, uma delas é a descon-
sideracao do periodo de incubagdo que algumas doengas necessitam (SILVA, 2012). Existem
outras estimativas que este modelo nao consegue considerar (SANTOS; SOUZA, 2012), como

tempo de incubacao do virus, campanhas de vacinacao e infecgoes multiplas pelo mesmo virus.

Modelo SEIR

Para sanar uma das deficiéncias do modelo SIR, dado por (1.2.3) onde somente era conside-
rado que as doencas tenham a capacidade de infectar outras pessoas imediatamente apos a sua
infe¢ao surgiu o Modelo SEIR que é expresso pelo sistema de equagdes ordinarias (RHODES;
JENSEN; ANDERSON, 1997):

as

= N = S() — AS(I() (1.2.4)
U= BSOIM) — uE() —E()

% = NE(t)—pl(t) —0I(t)+v

U~ 1)~ uR0)

COHI, S(O) = SQ > 0, E(O) =Fy> 0, I(O) =I,>0e R(O) =Ry > 0.
O total da populacao é dado por N = S+ E+ I + R e a media da vida util por =%, A taxa
de contato entre suscetiveis e infectados é 3, a média dos periodos de incubacao e infeccioso

1. 0 pardmetro v representa a introducao ocasional de infecciosos

sao, respectivamente, v 1 e 6~
no sistema.

Muitas doengas tém o que é chamado de uma fase latente ou exposta, durante o qual é
dito ao individuo estar infectado mas nao ser infecioso, assim surgiu o compartimento £, para

acomodar os individuos que estao nessa fase como mostra no diagrama compartimental, figura

(].-4)-

!

m

Figura 1.4: Diagrama Compartimental SEIR.

Este novo compartimento ' pode ser também acrescentado a qualquer outro modelo dos
ja apresentados, porém os modelos continuam somente considerando doencgas que nao sofrem

mutacoes com o passar do tempo.
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Modelo SIRC

O Modelo SIRC, tem como acréscimo a insercao de um novo compartimento C', intitulado
imunidade cruzada, ao Modelo SIR. Foi introduzido por Casagrandi et. al em 2006 (CASA-
GRANDI et al., 2006), trazendo uma inovagao para a epidemiologia matemética.

O modelo se torna mais abrangente, principalmente por considerar esta imunidade parcial
que existe nas doengas que sofrem mutagoes, isso o torna mais efetivo para descrever doencas
como a Influenza A e outras, onde deve-se levar em conta uma imunidade parcial temporaria
(IACOVIELLO; STASIO, 2013).

Nesse novo compartimento, o individuo ainda estd exposto a doenca da mesma maneira
que os outros suscetiveis, porém somente uma fragao deles se torna infectado, a figura (1.5)

representa essas ideias de forma mais explicativa.

Tl PR e

AT(l o)p

Figura 1.5: Diagrama Compartimental SIRC.

O parametro p representa a taxa de mortalidade e natalidade, vista como iguais, que é
supostamente formada de individuos suscetiveis. Uma vez que a populacao total é considerada
constante, seu inverso p~! pode ser calibrado com a média do tempo de vida da populacao.

Os parametros «, d e 7y sao os inversos do tempo em que os individuos ficam respectivamente
nos compartimentos I, R e C, os quais devem ser estimado através de observagoes clinicas por
alguns dias. Ja o, pode ser estimado como a probabilidade média de reinfeccao do individuo que
esteja no compartimento C. E ainda f3, é a taxa de contato entre individuos dos compartimentos
S e I, estes dois 1ltimos sao mais dificeis de constatar, e precisam de um tempo maior de
observagao.

A populagao fica dividida em compartimentos, e claramente é exposto como funciona o
comportamento dos individuos em relacao aos compartimentos e percebe-se qual é a principal
diferenga do modelo SIRC dos outros modelos.

Os individuos do compartimento R, aqueles que se recuperaram da doenga e tém imunidade
total, depois de algum periodo de tempo, movem-se para a compartimento C, porque eles tém
imunidade parcial a uma nova estirpe da doenca, uma vez que eles foram infectados e sao
imunes a anterior.

Note pela figura (1.5) que, os individuos do compartimento C s@o suscetiveis a nova infec¢ao,
mas com uma taxa parcial correspondente a mutacdo do meio infeccioso. Apesar de seus

avangos esse modelo ainda nao considera a existéncia da memoria imunolédgica e seus efeitos no
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organismo. Nesse sentido, estudar o modelo SIRC fracionério se faz necessario, pois derivadas
de ordem fracionéria consideram memoria.
A formalizagao matematica desse modelo sera feita posteriormente, ja com a introducao da

primeira contribuicao dessa proposta, que é a colocacao da ordem fraciondria no modelo.

1.3 Memoéria Imunolédgica

Nesta secao introduziremos uma definicao fundamental para o tema abordado em nosso
trabalho, que é a memoria imunoldgica. Trataremos também um pouco do seu funcionamento
no corpo humano, assim como justificativas de seu estudo e a importancia de considera-la na
modelagem do problema.

O sistema imunoldgico tem sido conceitualmente dividido em imunidade inata e imunidade
adaptativa(CRUVINEL et al., 2010). A imunidade inata representa uma resposta rapida e
estereotipada a um numero grande, mas limitado, de estimulos e tem como principais células
macréfagos, neutréfilos, células dendriticas e células Natural Killer (MEDZHITOV; JANEWAY,
1997). A imunidade adaptativa (MESQUITA JUNIOR et al., 2010) é adquirida por contato
com o invasor e é especifica somente aquele invasor. Esse contato inicial com determinado
agente externo, que desencadeia uma série de eventos levando a ativacao de dessas e outras
células é chamado de imunizagao.

A imunizacao pode ser ativa, passiva e adotiva. A imunizacgao ativa, refere-se a imunizacao
de um individuo por meio da administracao de um antigeno, de forma natural, adquirida
através de doenga, ou artificial, adquirida por meio de vacinas (PIMENOV et al., 2012). A
imunizacgao passiva, refere-se a imunizacao por meio da transferéncia de anticorpos especificos
de um individuo imunizado para um nao imunizado que pode ser congénita, ou através de soros.
J4 a imunizacao adotiva, refere-se a transferéncia de imunidade por meio da transferéncia de
células do sistema imune (transfusao de sangue).

As principais células da imunidade adaptativa sao os Linfocitos T e B, Natural Killer/T,
Células dendriticas ou apresentadoras de antigenos (MESQUITA JUNIOR et al., 2010), sendo
o linfécito B responsavel por criar barreiras que impecam ou dificultem a reinfeccao dos hos-
pedeiros (ANTIA; GANUSOV; AHMED, 2005), tornando assim o sistema imune capaz de se
adaptar ao ambiente, propiciando respostas mais eficientes e rapidas quando ocorre exposicao a
antigenos encontrados previamente. Essa célula possui uma especificidade extraordinaria para
distinguir as diferentes moléculas e uma habilidade de se ”lembrar”e responder com mais inten-
sidade a exposi¢oes subsequentes ao mesmo microrganismo (ABBAS; LICHTMAN; PILLAI,
2015). Tal defesa, aqui vai ser chamada de meméria imunolégica, esta memoria faz com que
os individuos mudem de comportamento como resposta as modificagoes ambientais, o que é
uma caracteristica essencial 4 vida (PIMENOV et al., 2012). Uma importancia prética deste
fenomeno foi observada durante um surto de praga em Atenas (ANTIA; GANUSOV; AHMED,

2005), pelo historiador grego Tucidides, que percebeu que aqueles que se recuperavam da doenga
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conseguiam ajudar os demais, pois nao eram reinfectados ou quando eram, a reinfeccao nao se
tornava fatal.

Um outro exemplo da existéncia da memdria imunolégica é uma pesquisa relatada em (YU
et al., 2008), que constatou que sobreviventes da pandemia de gripe de 1918 possuem anticorpos
altamente funcionais e neutralizadores, para este virus exclusivamente, sustentando a hipotese
de que seres humanos podem sustentar células de memoria imunolégica em circulagao, durante

muitas décadas apds a exposicao.

1.4 Objetivos e Justificativas

Como exposto anteriormente, a modelagem de fenomenos epidemiolégicos possuem grande
impacto nas tomadas de decisao, nas politicas piblicas de combate aos vetores infecciosos, bem
como nas estratégias de prevencao/imunizagao através de campanhas, como por exemplo, de
vacinagao em massa.

A presente dissertacao centra-se no estudo de modelos epidemioldgicos conhecidos como
SIRC, proposto inicialmente em (CASAGRANDI et al., 2006). Este modelo compartimental,
que sera apresentado na secao 3 considera uma variavel extra relativa a imunidade cruzada
(C) ao ja conhecido modelo SIR (suscetiveis, infectados, recuperados). Basicamente, este novo
compartimento inclui os individuos cujas doencgas tenham sofrido mutagoes através do tempo.
Ou seja, leva em consideragao os individuos que ja foram infectados e apds um tempo recu-
perados, com imunidade, passam a ser suscetiveis nao a doenca original, mas a uma mutacao
dela.

Nossas hipoteses principais sao que tanto as defesas dos seres estudados quanto as doengas
(virais/bacterianas) possuem memdria imunoldgica. Desta forma, tal efeito de meméria deve
ser levado em conta na modelagem do problema.

O objetivo dessa contribuigao esta no estudo de modelos compartimentais do tipo SIRC com
efeitos de memoria. Existem varias maneiras de incorporar a memoria em sistemas dinamicos
como o SIRC. Uma delas e diferente da apresentada em (PIMENOV et al., 2012) utilizando
um efeito chamado histerese, é a troca da ordem das derivadas do sistema, que habitualmente é
inteira, por derivadas de ordem fraciondria (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015; CAMARGO, 2009;
DIETHELM, 2010). Outra novidade deste trabalho é a introducao de vacinagao no modelo, a
fim de considerar a imunizacao ativa artificial.

Para este estudo provaremos resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua,
para cada um dos modelos do tipo SIRC estudados, além de resultados de estabilidade. Essas
provas necessitam de uma construcao da teoria do cédlculo de ordem fracionaria. Por isso no
Capitulo 2, traremos uma breve construcao tedrica sobre o tema, apresentando a definicao de
derivada utilizada para o trabalho e sua justificativa, assim como os principais teoremas.

Posteriormente, no Capitulo 3 apresentaremos os resultados tedricos para cada uma das

hipoteses levantadas neste trabalho, primeiramente para o modelo compartimental SIRC de
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ordem fraciondria tnica, na se¢ao 3.1, que se baseia em (KHADER; BABATIN, 2014; EL-
SHAHED; ALSAEDI, 2011; RIHAN et al., 2014).

Outra inquietacao que surgiu, foi trabalhar com modelos que considerassem ordens diferentes
nas derivadas para cada linha do sistema, tendo em vista em os individos do compartimento
dos suscetiveis podem nao possuir memoria imunoldgica, enquanto os do imunidade cruzada,
por essa logica, possuem muita. Para tal, foram construidos resultados de boa colocacao para
esse caso também, apresentados a segdo 3.1.1, que usa como base (DIETHELM, 2010).

No entanto, uma hipdtese ainda nao levantada, até onde nossa pesquisa bibliografica nos
levou, é como a introdugao de um antigeno no modelo afeta a dinamica do modelo SIRC e
SIRC fracionario. Em particular, gostariamos de entender como a introducao desta varidvel na
dinamica afeta os individuos com imunidade cruzada.

Desta forma, outra de nossas contribuigoes para o estado da arte, foca no modelo SIRC
fracionario com vacinagao. Faremos isso com base nas ideias introduzidas por (BARRETO
et al., 1998; ROY; SON; MAY, 1982; HETHCOTE, 2000; ANDERSON; MAY, 1983; NEPO-
MUCENO, 2005; SABETTI, 2011; YANG, 2001), usadas para outros modelos compartimentais.
Para este novo modelo, novamente, provamos resultados de boa colocagao e estabilidade, devi-
damente apresentado na segao 3.2.

Para todos os casos estudados apresentaremos no Capitulo 4 resultados numéricos relativos
as variagoes do modelo SIRC estudadas. Apresentamos diversas simulagoes e suas discussoes.
Fazemos isso com o objetivo de estudar as propriedades matematicas e biologicas dos modelos
do tipo SIRC fracionario e nao fracionério, buscando encontrar o modelo que melhor represente
a realidade.

Finalmente apontaremos nossas conclusoes e as expectativas de trabalhos futuros no Capitulo
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2 BREVE APANHADO A RESPEITO DO CALCULO
DE ORDEM FRACIONARIA

A origem do célculo fraciondrio é motivada pela prépria criagdo do calculo cldssico (CA-
MARGO; OLIVEIRA, 2015). Sua primeira apari¢do é em uma carta escrita por L’Hospital
ao seu amigo Leibniz, enviada no dia 30 de Setembro de 1695, na qual o significado de uma
derivada de ordem meio é proposto e discutido (ROSS, 1977).

A resposta de Leibniz juntamente com contribuicoes de Euler, Lagrange, Laplace, Fourier,
Abel, Heaviside, Liouville , entre outros (ROSSATO, 2011), fizeram com que surgissem as
primeiras defini¢oes de derivadas e integrais de ordens nao inteiras.

Contudo, suas aplicagoes limitavam-se ao campo da matematica pura, sem grandes aplicacoes
em outras dreas. Até que, em 1969 Caputo, resolveu problemas de viscoelasticidade e descreveu
problemas de sismologia utilizando uma nova definicao, proposta por ele, para a derivada de
ordem fracionaria(CAMARGO, 2009).

Para introduzir e motivar o assunto de calculo fraciondario, iniciaremos este Capitulo re-
lembrando um dos resultados fundamentais do calculo classico: O Teorema Fundamental do
Calculo. Posteriormente serao apresentadas definicoes de derivada de ordem fracionaria se-
gundo Riemann-Liouville e Caputo, ja que estas estao associadas. Também sao apresentados
resultados gerais de existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados iniciais para EDO’s

com derivadas de ordem fraciondria.

Teorema 2.0.1 (Teorema Fundamenta do Cdlculo) Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua

e seja F : [a,b] — R definida por

F(t) = /tf(s)ds, (2.0.1)

entao F' € diferencidvel e F' = f.

Demonstracao 2.0.2 Esta demonstracao € comumente vista nos cursos bdsicos de Cdlculo de
ordem inteira e pode ser encontrada em (GUIDORIZZI, 2012).

Portanto, temos uma relagao muito estreita entre o operador diferencial e o operador inte-
gral. E um dos objetivos do célculo fracionario manter essa relacao em um sentido adequada-
mente generalizado. Por isso, partindo do Teorema Fundamental do Calculo e da relagao entre
os operadores de diferenciacao, aqui denotado por D, e o operador de integracao denotado por

J, sendo estes definidos nos espacos de fungoes adequadas.

Definicao 2.0.1 Denotamos por D o operador que mapeia uma funcdo diferencidvel em sua

derivada, de forma que

Df(t) = f/(1).
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Definiremos o operador J, para funcgoes integrdaveis definidas em conjuntos compactos e sua

primitiva centrada em a, de forma que

Jaf(t) = [, f(s)ds,

para a <t <b. Para § € N, usaremos o simbolo D° e J° para denotar a 0-ésima iterada de D

e J,, respectivamente. Assim, D? := DD?~' com D' =D e Jg = Jan_l, com J! = J,.

Alguns resultados que seguem diretamente da definicao do operador de derivacao e de

integracao por isso nao sera demostrado, sao os seguintes:

Lema 2.0.3 Seja f uma funcgao integrdvel em |a,b]. Entao, para qualquer a <t < b temos

TOf(t) = ﬁ / (t — 5)°~1 f(s)ds. (2.0.2)

Sejam n > 60, comn,0 € N. Para qualquer funcao f que possui 8-ésima derivadas continua em

[a, b] vale
DVf =Dy f (2.0.3)

O célculo de ordem fracionéria busca a generalizagdo do resultado acima, para 6 ¢ N. Para
isso, partiremos do Lema 2.0.3, notando a necessidade de generalizar a nocao de fatorial. Isso

é feito com a fungao Gamma de Euler definida como a seguir:

Defini¢ao 2.0.2 A fungao I' : (0,00) — R, conhecida como fun¢ao Gamma de Euler, € defi-

nida por:

[(t) = /000 s le 5 ds. (2.0.4)

Maiores resultados e discussoes sobre a fungao Gamma de Euler podem ser encontrados em
(CAMARGO; OLIVEIRA, 2015; DIETHELM, 2010; RICHARD, 2014).
A partir da proxima segao, definiremos as derivadas de ordem fracionéria segundo Riemann-

Liouville e Caputo, que serao essenciais para o decorrer desta dissertacao.

2.1 Derivadas Fracionarias Segundo Riemann-Liouville

A defini¢ao, segundo Riemann-Liouville, para derivadas de ordem fracionaria é usada na
resolucao de diversos problemas fisicos (DIETHELM, 2010), como os apresentados em (RI-
CHARD, 2014).

Porém a definicao permeia a ideia da primitizagao, ou seja, no fato que a derivada é a
operagao inversa da integral, como sugere o Teorema Fundamental do Calculo apresentado

anteriormente.
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Em resumo, podemos considerar que a derivada de ordem fracionaria segundo Rimann-
Liouville, nada mais é que a derivada de ordem inteira de uma determinada integral de ordem
fraciondria (DIETHELM, 2010).

Primeiramente apresentaremos a definicao de funcoes integraveis segundo Lebesgue, inte-

ressantes para essa proposta.

Definicao 2.1.1 Seja 1 < g < co. Denotaremos por L,la,b] o espago das fungoes q integrdveis
sequndo Lebesque: Lgla,b] :={f :[a,b] = R ; f é mensurdvel em [a, b f |f(s)|%ds < oco}.

Passaremos a motivacao da definicao da integral fracionaria, que surgiu através do seguinte
conceito: Seja f : I — R uma fungao continua por partes no intervalo I := [0, 00) e integravel

em I. Denotamos por Jf(t) o seguinte operador integral.

= /0 f(s)ds, (2.1.1)

JEf(E) = J(JFTE(),

a composicao do operador J, k vezes, para k € N.

JAf(t) = JJf(t) :/Ot Jf(s)ds:/ot /Osf(v)dvds.

Pelo Teorema de Fubini (SANTOS et al., 2012), temos:

sz:/ot/osf(v)dvds:/ot (/vtf(v)ds> dv:/otf(v)(t—v)dv

Analogamente,

rr= [ [ somts = myimas = [ [ somyts —myasam = [ S

Usando esse procedimento sucessivamente, obtemos a seguinte expressao para integral com o

e por

Observamos que:

operador J?f:

JOf = /t—301 f(s)ds. (2.1.2)

Agora, utilizando a definicao da fungao I'(0) e suas propriedades, podemos escrever a integral
(2.1.2) como:

Jef:/o %f{s)ds:ﬁ/o (t — s)?71 f(s)ds. (2.1.3)
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Sabendo que (2.1.3) é continua e estd bem definida para # € R,. Assim, surgiu a integral

fracionaria segundo Riemann-Liouville.

Defini¢ao 2.1.2 (Integral de ordem fraciondria sequndo Riemann- Liouville) Dado 6 € R, e
f(t) € Li[a,b], o operador da integral fraciondria sequndo Riemann-Liouville, denotado por J?,

¢ dado por,

0 F(E) = ﬁ / (t— )0V f(s)ds (2.1.4)

onde a <t <b.

Definindo a funcao ®y = %, para t > 0 e fazendo o produto de convolucao entre as fungoes

60—
T(0
f e ¢, temos:

@ 0 = [ oute =) (as = [T s = 110 (2.1.5)

Portanto, a definicao da integral pode ser interpretada como o produto de convolugao entre

as funcgoes ¢y e f.

Teorema 2.1.1 Sejam 0,1 > 0, entdo temos que J°J" = JON  Em particular vale proprie-

dade comutativa J°J" = J1J°.

Demonstracao 2.1.2 Seja f uma funcao suficientemente suave. Pela relagio (2.1.5) temos:

(J°F) () = dolt) % f(1). (2.1.6)
Vamos verificar que:

Go(t) * &y (1) = Po4y(1).

De fato,

- - -1
t(t_y)(e_l)ynl _/ttel(l_%) y77 ld,y (217)
0

oult) » onft) = [ ey - RO

Seja u =¥, temos:

bo(t) * 8y(t) = m / (1 — )0 (ut)"
_ ! ’ )L
B r<e>r<n>/1 (1 —u)™ e

t@-‘rn—l

- —F(H)F(U)/o (1 —w)" u" du.
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Fazendo a mudanca de varidvel f =1 — u, obtemos:

0+n—1
¢<>¢n(—“ /f‘“) Fytdf,

Multiplicando e dividindo por T'(6 +n), obtemos:

t0+n—1I0+n) ' 0-1)(1 _ -1
onlt) wnlt) = St [ o gy (2.18)
Considerando a fungao 8 definida como 3(60,n) = ((99+n fo fO-V(1—f)11df e relacionando

as funcgoes B e I', substituindo em(2.1.8)(Para as relagdes entre e I' consulte(CAMARGO,
2009)), temos:

$(0+n—1) 0 $(0+n—1)
NI Ak

Portanto, juntando (2.1.6) e (2.1.9), obtemos:

Po(t) * 9y(t) = = Po4n(?) (2.1.9)

(JOTF)(E) = do(t) % JTF(t) = Pa(t) * dy(t) % f(t) = boun(t) % f (1) = (J7F7) f(2).

Apds mostrarmos como se comporta o operador integral de ordem fracionéria, passaremos
a definicao da derivada de ordem fracionéria segundo Riemann-Liouville. Como veremos, ha
uma grande diferenca para o caso classico, onde tanto 1 como 6 sao inteiros. A principal delas
é que agora, o operador integral fracionario, definido em (2.0.2) depende da escolha do ponto
a, € por conseguinte, a derivada também dependera desse ponto. Nos, portanto, chegamos a

seguinte definigao se escolhermos o valor de n = [6], notagdo do menor inteiro maior que 6.

Definigao 2.1.3 Seja 0 € Ry, f € Clla,b] e n = [0]. Definimos o operador derivada fra-

ciondria sequndo Riemann-Liouville de ordem 6 € R, denotado por D®, como
DYf(t) = D"JT0f(2). (2.1.10)

O proximo resultado garante sob quais condigoes a derivada de ordem fracionaria segundo

Riemann-Liouville estd bem definida.

Lema 2.1.3 Seja f € Ca,b] ¢ 0 < 0 < 1, entdo D?f existe em quase toda parte em [a,b).
Além disso DSf € Lyla,b] paral < g <3 e

DUf(t) = r(11—0 < /f )(s —t) edt)

Demonstracao 2.1.4 Usando a defini¢ao da derivada fraciondria sequndo Riemann- Liouville
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e f € C! temos

DU = g | S —0ds

1

- g [ (e [ - o)
ﬁ% f(a) /(Sf—tt)ﬁ/ :f'(u)(u—t)%udt>
i (i K (0o~ 0]
Utilizando o teorema de Fubini (SANTOS et al., 2012) chegamos no sequinte resultado

o0 1 fla) d [*, (s—u)'’
Dl = 5= <<s—a)9 +£/a f“”Ted“)'

A declaracao de integrabilidade é uma consequéncia imediata dessa representacao utilizando

S

os resultados cldssicos da teoria da integragao de Lebesgue (RUDIN et al., 1964).
Teorema 2.1.5 Sejam 01,0, > 0,0 € Li[a,b] e f = J"+%2p. Entdo, temos
DR D% f = Do+l g, (2.1.11)
Demonstracao 2.1.6 Primeiramente,
DU Dl f = Do pla ji+b2, — pIoi] jlon1=61 1021 j102]=02 jO1+62
Considerando as propriedades do operador integral, obtidas no Teorema 2.1.1, temos que
DDl f — o o101 plos] jlexT+01, — plor) JTor1=01 piea] gToz1-02 y01
Segundo (DIETHELM, 2010) esse resultado é equivalente a:
D pl2 f = plonl glol=01 o1, — DIl gl0rTe

Utilizando as propriedades do operador integral, temos

DD f = ¢,
o que implica na demonstracdo de que D10 f = .

O proximo resultado mostra que a derivada de ordem fracionaria é o operador inverso a

esquerda do operador integral de ordem fracionaria.
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Teorema 2.1.7 Seja 0 > 0. Para cada f € Ly[a,b], temos
DyJif = f.
Demonstragao 2.1.8 Usando propriedades de integracao e o Teorema 2.1.1, temos:
DgJq f(t) = D"J"C I3 f(t) = D"JLf(t) = f(2).

Apesar da complexidade da definicao, o operador de ordem fracionaria compartilha de

algumas propriedades importantes dos operadores de derivacao de ordem inteira.

Teorema 2.1.9 O operador de diferenciacao fraciondria € linear. Em outras palavras, sejam

f1 e fo fungoes em Ca,b] e c1,co € R entao

Di(c1fr 4 cafa) = (1D fr + 2D fo).

Demonstragao 2.1.10 Segue imediata consequéncia da definigao de DY,

Apresentaremos agora um exemplo de derivada fraciondria segundo Riemann- Liouville, o
qual implica na escolha do tipo de derivada de ordem fracionaria que utilizaremos em nosso pro-
blema. Em particular, o préximo exemplo mostra que a derivada fracionaria segundo Riemann-

Liouville de uma constante nao é nula, conforme esperado.

Exemplo 2.1.11 Seja h(t)

Riemann-Liouville de ordem

2 (fun¢ao constante), entdo a derivada fraciondria segundo

1 4.
26.

b [T ] ] ]
S L0 () )

Observagao 2.1.1 Podemos observar que a derivada de ordem fraciondria seqgundo Rimann-
Liouville de uma constante nao € nula, 1sso implica que essa derivada nao pode ser considerada

como uma taxa de variacao, no sentido usual.

2.2 Derivadas Fracionarias Segundo Caputo

Na secao anterior, apresentamos a definicao da derivada de ordem fracionaria segundo
Rimann-Liouville, que como ja salientado, podemos considerar que nada mais é que, a de-

rivada de ordem inteira de uma integral de ordem fracionaria. Nesta secao apresentaremos
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a definicao da derivada de ordem fracionaria segundo Caputo. Esta é similar a de Rimann-
Liouville, porém invertendo a ordem de integracao e derivacao, como serd mostrado a seguir,

em uma definicao preliminar:
Definigao 2.2.1 Seja e R, f € C'a,b] en = [0]. O operador 152, ¢ definido por

Dif = gDy, (2.2.1)
para qualquer D"f € Lya, b

Os préximos resultados garantem sob quais condigoes o operador fracionario segundo Caputo

estd bem definido.

Teorema 2.2.1 Sejam 6 >0, n = [0] e f € C"[b,c]. Entdo
Dof = Dy(f = Tyalfral),

onde T,,_1[f; a] € o polinomio de Taylor de grau (n — 1) para f.

Observe que a expressiao no lado direito da equacgio existe se, D’f existe e f possui n — 1

derivadas em a, esta ultima condicao assegura que o polinomio de Taylor existe.

Defini¢ao 2.2.2 (Operador Diferencial de Caputo de Ordem Fraciondria) Sejam 0 > 0 e f
seja tal que DY(f —T,_1[f;a]) exista, onde e n = [0] . Entao,

DI, f = Di(f = Tylf;a]). (2.2.2)
O operador DY, é chamado de operador diferencial de Caputo de ordem 0.

Demonstracao 2.2.2 Observe que, para o caso de 0 € N a afirmacgao € trivial. Logo temos
que analisar o caso 0 ¢ N. Neste caso, consideramos n como o primeiro inteiro tal que n > 6.

Assim, temos

Dy(f = Tylfial) = DVI(f = Tyl fial)(t)

A [* (s —t)1 01 ‘
as ). Tm—0) (f(t) = Ty=alf;al(t)) dt.

Primeiramente, faremos a integracao, a qual resulta em

t ! n—0—1
/a oy —gy V)~ Tialfial()) (= )" ds
! =t

= =g V)~ Tmlfale) (=), (223

1 t .
AT, (PUG) ~ DEALfal6) ¢ sds
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Note que o termo fora da integral € zero (o primeiro fator desaparece no limite inferior, o

sequndo desaparece no limite superior). Portanto, Equagdo 2.2.3 é zero. Assim,
T (f = Tyalfsal) = T D(f = Tyl £ ))

Repetindo este processo um niumero total de n vezes resulta em

T = Tyalfsal) = 270D (f = Tyl fral) = JLJ7DY (f = Tyl fral).
Observe que D"T,_1(f;a] =0 porque T,,_1[f; a] € um polinémio de grau n — 1. Logo

T (f = Tyalfia)) = J1J° D" f.
Seque do Teorema 2.2.1 que
D} (f = Tylf:a)) = DVIJI°D f = Ji°Df = D f.

Os préximos resultados estabelecem relacoes entre as derivadas de ordem fracionaria de

Riemann-Liouville e Caputo.

Lema 2.2.3 Sejam 0 > 0 e n = [6]. Supondo que [ seja uma fungao de tal modo que ambos
DY f e DVf existam. Entao,

n—1

DFf

0 _ o - ¢ _ Nk—0
D*af(t)_Daf_kzor(k—0+1>(t CL)k .
Demonstragao 2.2.4
n—1 g
o, 1) = if = 3 2o (a1
k=0 ’
D" f(a)

Lema 2.2.5 Assumindo as mesmas hipdteses do lema anterior, temos:
Dy f =Dl f

se e somente se f possui n derivadas nulas em um dado ponto a e D¥f(a) = f(0) se k =
0,1,y — 1.

Demonstracao 2.2.6 Segue de uma adaptacao simples das contas feitas no Lema 2.2.3.

O proximo resultado mostra que o operador derivada de ordem fraciondria de Caputo é a

inversa a esquerda do operador de integracao de ordem fracionaria.
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Teorema 2.2.7 Se f for continua em 6 > 0, entao

Dl Jof = f.
Demonstragao 2.2.8 Assumindo que ¢ = J°f e utilizando o Teorema 2.1.1, temos D*p(a) =
0 para k=0,1,....,n — 1. Considerando agora o lema anterior e o Teorema 2.1.5, temos que,
DI, Jif =Dl =Dip=DiJlf = [.
Lema 2.2.9 Seja f € C*[a,b], a <b ek € N. Sejam 0, > 0 tal que existe | € N com | < k
ef,0+¢ee€l[l—1,1, entao
D;,Di,f =Dl f.

Demonstracao 2.2.10 Para detalhes da demonstragio veja (DEBNATH; BHATTA, 2014,
Lema 3.13, pag 57).

A seguir provaremos que, como a derivada de ordem fracionaria de Riemann-Liouville, a

derivada de ordem fracionéria segundo Caputo é um operador linear.

Teorema 2.2.11 Sejam as fungoes fi, fo : [a,b] = R, onde D fi e DY f, existem em quase

toda parte e c1,co € R, entao

Dfa<clf1 + 02f2) = ClDfafl =+ Cszan-

Demonstracgao 2.2.12 Tal propriedade e a linearidade do operador diferencial fraciondrio sao

consequéncias imediatas da defini¢cao de D7,

Apresentaremos a seguir um exemplo de como calcular derivadas de ordem fracionaria se-

gundo Caputo.

Exemplo 2.2.13 Seja h(t) =1 (funcao constante), entio a derivada fraciondria seqgundo Ca-

puto de ordem % é:
DZ,(1) = J2(DY(1)) = J2(0) = 0.

Observacao 2.2.1 A derivada de ordem fraciondria sequndo Caputo de uma constante é nula.

2.3 Boa Colocacao para PVI’s com Derivadas de Ordem

Fracionaria

Agora apresentaremos as condigoes necessarias e suficientes para obter resultados de boa
colocagao para sistemas de equagoes com derivadas de ordem fracionarias segundo Caputo. Ou
seja, mostrar existéncia, unicidade e dependéncia continua da solugao do Problema de Valor

Inicial (PVI) (2.3.1).
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2.3.1 Existéncia

Definicao 2.3.1 O PVI com derivadas de ordem fraciondria sequndo Caputo € escrito da

sequinte maneira:

Digu(t) = f(t,u(t)), (2.3.1)
D*u(0) = o, k=0,1,..,n—1

como condigdes iniciais, onde operador diferencial de ordem fraciondria sequndo Caputo é DY,

como definido na Se¢ao 2.2.1.

Teorema 2.3.1 Sejam 0 < 0 e n = [0], (u),...uj ') € R, k > 0 e h* > 0. Seja
G = {(t,u):te [0, h*],‘u—zn_l thuf < k} a funcao f = G — R € continua, M :=

k=0 k!
Sup(tfz)GG |f(t7 Z)| €

h* , se M =0,

h =
min {h*, W} , caso contrdrio

(2.3.2)

=

Entao, existe uma fungdo u € C|0, h] solu¢ao do problema de valor inicial definido em (2.3.1).

Demonstracao 2.3.2 No caso em que M = 0, temos que f(t,u) = 0 para todos (t,u) € G.

*)
Portanto, a funcio u : [0,h] — R definida por u(t) = 37" " kf(k) ¢ solugao do PVI (2.3.1).

Assim, apresentamos o polinomio T que satisfaz as condicoes iniciais, tal que

T =S —ul”, (2.3.3)

e o conjunto U = {u e C[0,h] : ||u—T|w < K}. E evidente que U € um subconjunto fe-
chado e convero do espago de Banach de todas as fungoes continuas em [0, h], com a norma
de Chebyshev. Portanto, U também é um espag¢o de Banach (DIETHELM, 2010). Como o
polinomio T € um elemento de U, vemos também que U € ndo vazio. Sobre este conjunto U,

definimos o operador A por

(Au)(t) == T(t) + ﬁ /0 (= )01 (s, u(s))ds (2.3.4)

Usando esse operador, a equacao cuja solvabilidade precisamos provar pode ser reescrita como
u = Au. E assim, a fim de provar o nosso resultado desejado de existéncia, temos de mostrar
que o operador A possui um ponto fixo. Portanto, o proximo passo € investigar as propriedades

do operador A mais de perto.
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Afirmacao 1: Au € U para qualquer uw € U. De fato, seja 0 <ty <ty < u, entdo:

|Au(ty) — Au(tz)| =

AYn—@*%@mwmw—l?w—@“vuu@mS

ARm—@*hﬁm—ﬁ“%@u@Ms

I
n /7@—Q*vuu@Ms

t1

< fy (10 o as s [ eas)

Note que a sequnda integral no lado direito da equacdao acima tem o valor %.

primeira integral, olhamos para o os trés casos @ =1, 0 < 1 e 6§ > 1, separadamente. Para

Para a

0 =1, o integrando € identicamente nulo, e, portanto, a integral tem o valor zero. Para 6 < 1,
temos @ — 1 < 0 e, portanto, (t; — s)?71 > (ty — s)’~1. Assim,

[t = o == = [ = = (=) as

= (0 =1+ (ta—1,)?)

D =D~

< —(ty — t1)0-

Finalmente, se 0 > 1 entdo (t; — s)?71 < (ty — )71 e, portanto,

[l = == = [ =" = (=)

0
= S+ B~ (- 1))
< (-1
Da combinacao destes resultados, obtemos:
2M_(ty —t,)0 se 6<1,

| Au(t:) — Aultz)] < { ey (2.3.5)

M ((te = 1) 15— 19), se 0> 1.

Em ambos os casos, a expressao do lado direito da equagao (2.8.5) converge para 0 quando

ty — t1. Isso € suficiente para provar que Au € uma fung¢do continua, Além disso, para u € U
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et € [0,h] vale que

(Au)(t) — T(5)] = ﬁ / (t — )" f(s,u(s))ds

1

= r(e+1)Mt9
1

= r(e+1)Mh9

_ 1 KD(6 4 1)

= T(0+1) M

= K.

Assim, acabamos de mostrar que Au € U para todo u € U.

A principal intencdo ¢ aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder, ver no Apéndice 6.0.1,
o que resta agora é mostrar que A(U) := {Au :u € U} € um conjunto relativamente compacto.
Isto pode ser feito por meio do Teorema de Arzela-Ascoli definido no Apéndice 6.0.2. Agora

vamos a demonstracao deste fato. Para cada z € A(U), descobrimos que, para todos t € [0, h],

2] = [(Au)(?)]

I _

< Tt 577 [ (0= 9SG o)l
1

< ||T —M#n’

< |7 + K,

desta forma esta provado a limita¢ao do conjunto A(U).

Para provar a equicontinuidade do conjunto A(U), vamos considerar novamente os trés
casos. Claro que para € N, o resultado seque diretamente pelo Teorema de Fxisténcia para
EDO’s classico (SOTOMAYOR, 1979).

Especificando, 0 <ty <ty < h, encontramos, para o caso 0 <1 que

(Au)(t) = (Au)(12)] < g5 2 = 1)
Assim, para |ty —t1| < A, temos
(Au)(t) = (Au)(1)] < 2 A

Observando que a expressao sobre o lado direito € independente de u,t, e ty, vemos que o
conjunto A(U) é equicontinuo.

Para o caso em que 8 > 1, podemos usar o teorema do valor médio expandido, ver no
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Apéndice(6.0.7), para obter que

(Au)(t) = (Au)(e)] < s (2= t0) +15 )
M 0 0+1
= m((tg—tl) + 0(ty — £1)€")
- % ((ta — t1)? + 0(t2 — t1)ROH)

para algum & € [ty,ta] C [0, h]. Portanto, mais uma vez, se |ty — t1| < A, entdo

(Au) (1) — (Au)(t)] < ot (A + 05001, (2.3.6)

(0+1)

Novamente, o lado direto € independente de u,t; e ty, provando assim a equicontinuidade

do conjunto A(U). Usando o Teorema de Ascoli-Arzeld (Apéndice 6.0.2), em qualquer um
dos casos, concluimos que A(U) € relativamente compacto. Portanto, pelo Teorema de Ponto
Fizo de Schauder (DIETHELM, 2010), obtemos que o operador A tem um ponto fizo. Por

construc¢ao, um ponto fixro de A é uma solu¢ao de nosso problema do valor inicial (2.3.1).

Definicao 2.3.2 Qualquer funcdo u para a qual esta bem definida a derivada de ordem fra-
ciondria DY, isto €, que satisfaz as hipdteses do Teorema 2.3.1 e também satisfaz o PVI (2.3.1)

¢ dita uma solu¢ao do PV

Lema 2.3.3 Nas mesmas hipéteses do Teorema 2.53.1, u € C[0, h] é uma solugdo do problema
de valor inicial equagdao (2.3.1) se, e somente se, € uma solugao da equagao integral de Volterra

nao linear do segundo tipo

n—1 tk 1 t
u(t) = —uék) + —/ (t — )71 f(s,u(s))ds (2.3.7)
— k! @) J,
onde n = [6].
Demonstracao 2.3.4 Primeiramente definimos z(t) := f(t,u(t)). Notamos que dadas as

hipdteses sobre u e f temos que z € C[0,h]. Em seguida, usamos a definicio do operador

diferencial do Caputo para reescrever a equagdo (2.3.1) da sequinte forma:

2(t) = f(tult)) = Digu(t) = Dg (u — Ty-1[u; 0]) (¢)
= D"JI % (u— T, [u; 0])(t).

Uma vez que estamos trabalhando com fungoes continuas, podemos aplicar o operador J em

ambos o0s lados e encontrar

Joz(t) = 3~ (u— Ty u; 0]) (1) + a(2)
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com q um polinémio de grau nao superior a (n — 1). Como z € continua, a fun¢ao Jz no
lado esquerdo da equagdo acima tem um zero de ordem, pelo menos, n na origem. Além
disso, a diferenca uw—T,_1[u; 0] tem a mesma propriedade por construgao e, portanto, a fun¢do
JI (u — T, _1[u,0]) no lado direito da nossa equagio tem a mesma ordem n na origem. Assim,
resta que o polindmio q tem a mesma propriedade e pode-se entdo deduzir imediatamente (desde

que seu grau ndo seja superior n — 1) que:
Jgz(t) = J§ " (u = Ty [u; 0]) (¢)
Agora aplicando o operador de Riemann-Liouville Dg_a para esta equagao observa-se que

ult) = Tya[us 0)(t) = Dy~ Jg=(t)
= DY) (2.3.8)
= DJJT2(t) = J(1).

Recordando as definicoes em que T,y € o polinomio de Taylor em [u;0], obtemos que € uma

condi¢ao necessaria para u solu¢ao do problema (2.3.1) satisfazer a equagao integral de Volterra.

2.3.2 Unicidade

Agora com o préoximo resultado garantiremos unicidade de solugao para PVI (2.3.1). A

demonstracao é muito parecida com a demonstragao do caso de derivadas de ordem inteiras.

Teorema 2.3.5 (Unicidade) Seja 0 < 0 e n = [6], ul”,..,ul"™" € R", k > 0 ¢ h* > 0.
Definido G como no Teorema 2.3.1 e a funcao f : G — R satisfazendo a condi¢ao de Lips-
chitz em relacao a sequnda variavel, ou seja, existe uma constante L > 0 tal que, para todo
(t,u1), (t,u2) € G, temos

(£, ua(t) = f(t, ua(t))| < Lfua(t) — ua(t)] - (2.3.9)

com a constante L > 0 independente de t,u; e uy. Para u como no Teorema 2.5.1, existe uma

tnica fungao u € C0, h] solugao do problema de valor inicial (2.5.1).

Demonstracao 2.3.6 Considere o polinomio T definido na equagio (2.3.3) e o operador A
definido em (2.3.4). Ainda, recordamos que o conjunto U = {u € C[0,h] : ||u — T||ec < K} €
nao vazio, convexo e fechado. Agora temos que provar que A tem um unico ponto fizo. A fim
de fazermos isso, primeiramente provaremos que para cada j € Ny, para todo t € [0, h] e para
todo u, u € U, vale que

4 . Lt?) 5
HAJU— AJU“LOO[O,ﬂ S ( ) )Hu_uHLoo[O,t}' (2310)

T(1+0)
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Agora usaremos o método de inducao para obter o resultado. No caso j =0, a afirmacao é

trivialmente verdadeira. Se utilizarmos esse método para (j — 1) — j, obtemos

A — ATt oy = AN 0) — A(A )| Loy
1 * 0—1 —1 =1y
— _— - A] - AJ ’
r@ﬁﬁhﬂw $)'71 [ (s, A Mu(s) — f(t, A V()] ds

Usando agora que f € Lipschitz continua com relacdo a sequnda varidvel e a hipdtese de

mducao, temos

Al — Al oy < L sup / (w—8)""" AT u(s) — A a(s) | ds
’ [(0) o<ws<t Jo
¢

< %/0 (t—s)71 021};8 | AV u(w) — A Ma(w)| ds.

< L . /t(t —5)7 %0 sup ||u(w) — @(w)]| ds.

- DO +60G—-1)) Jo 0<w<s

J s A
< L sup |u(w) — &(w)|/ (t — )0~ 1s%0= s
0

COT(1+0( — 1)) o<wst
L N LOTA+0( — 1))

= torareg =y Meoi—a05 ]

Como t € [0, h], podemos reformular a estimativa acima em todo o intervalo [0, h], obtendo

, - (Lh?) i
Alu — A7 < ———||lu— )
40— Wil €
Definindo <; = F((Llh—fe);) temos que a série » ;’;0 §j € a representacao em série de poténcias

da funcdo de Mittag-Leffler Eq(Lh%) (ver o Apéndice 2.6.2 para maiores detalhes). Portanto,
converge uniformemente. Assim, o operador A satisfaz as hipoteses do Teorema de Ponto Fixo
de Weissingr’s (HINDERER; RIEDER; STIRGLITZ, 2017) com g; definido acima. Logo,

existe uma unica solugao do PVI (2.5.1).

2.3.3 Dependéncia Continua dos PVI’s com Derivadas de Ordem
Fracionaria
Apresentaremos a seguir o estudo da dependéncia continua dos dados iniciais para o PVI

com derivadas de ordem fracionaria. Para tal, assumiremos durante toda esta secao que u é a

Unica solucao do PVI 2.3.1.

Lema 2.3.7 Sejam 0,T,e1,e9 € Ry e A : [0,T] — R wma fun¢ao continua que satisfaz a

sequinte desiqualdade

3]

')

AW <er+ A@—Wﬂ&ﬂm
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para todo t € [0,T]. Entao
[A)] < e1Bp(eat”),

parat € [0, T]. Onde, Ey denotada como a fungao Mittag-Leffier de ordem 0 (ver o Apéndice 2.6.2
na defini¢ao).

Demonstragao 2.3.8 Sejam € > 0 e a fungdo ®(t) := (e1 + 3)Ey(e2t?), obtida aplicando o
Teorema (Apéndice 6.0.8) e usando a linearidade do problema de valor inicial considerando a

funcao ® a solucao do problema de valor inicial
D®(t) = ex(1),

onde ®(0) = &1 + &3 e D*®(0) = 0 para k = 1,2,...,[0] — 1. Considerando o Lema 2.5.3

podemos deduzir que ® satisfaz a equagao

O(t) =e; +e3+ % /0 (t — 5)'71d(s)ds.

Pela suposi¢ao sobre a fun¢ao A, descobrimos que |[A(0)| < e < &1 + &3 = $(0).

Pela continuidade das fungoes envolvidas podemos deduzir que |A(t)| < ®(t) para todo
t € [0,0] com © > 0. Para provar que a desigualdade se mantém ao longo de todo o intervalo
[0,T], denotamos ty como o menor nimero positivo com a propriedade que |A(to)| = P(to).
Entao, para 0 <t <ty temos |A(t)| < ®(t) e portanto,

Aw)| < o+ / “(to — )" A(s)]ds

€1+ TZ) /0 O(to —8)"71®(s)ds

2 v — 5)01 s)|ds
< 81+€3+F(¢9)/; (to ) |(I)( )‘d
= D(ty).

Note que a igualdade ndao pode ser verdade, tendo em conta a escolha de ty. Assim, a

suposi¢ao deve ser falsa. Portanto, descobrimos que na verdade
A1) < ®(t) = (61 + e3) Fg(eat?),
para t € [0,T] e e3> 0, 0 que chega no resultado desejado.

Mostramos agora o resultado que garante a dependéncia continua em relacao as condicgoes

iniciais.
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Teorema 2.3.9 Seja u a solugio do PVI (2.3.1) e z a solugdo do sequinte PVI,

Dipz(t) = f(t,=(t)), (2.3.11)
DF2(0) = 2, k=0,1,..,n—1

Se € 1= maxy—o1,. n-1 ‘uék) — Z(()k)‘ € suficientemente pequeno, entao existe algum h > 0 tal que

tanto as funcgdées u e z estao bem definidas no intervalo [0, h], e

sup |u(t) — z(t)| = O ( max

0<t<h {k=0,1,....n—1}

) — 29 D . (2.3.12)

Demonstracao 2.3.10 Definindo A(t) := u(t) — z(t), deduzimos que A € a solu¢ao do pro-

blema de valor inicial

D&A(t) = f(t,ult)) — f(t, 2(t)),
{ DFA(0) = ug” — 27, k=0,1,..,n—1. (2.3.13)

pois o PVI acima satisfaz as hipoteses do Teorema 2.5.1.

Considerando o Lema 2.3.3, o problema de valor inicial é equivalente a equagao

AW =Y %(ué’“—zé’”wﬁ / (t = 5"~ (f(su(s)) = f(5,2(5)) ds.

Usando desigualdade de Holder e a condicao de Lipchitz de f, encontramos que:

o L ' 0—1
At) < — 4+ — t— )" |A(s)|d
<X g (Al
onde L ¢ a constante de Lipschitz. Pelo Lema 2.3.7, obtemos:
|A(t)] < O(e) Eg(LA") = OCe)

como o desejado.

Agora, mostraremos o teorema que garante dependéncia continua em relagao aos parémetros

do modelo estudado.

Teorema 2.3.11 Seja u a solugdo do PVI (2.3.1) e z a solu¢ao do sequinte PVI

Dipz(t) = f(t,2(1)), (2.3.14)
D*2(0) = 2P, k=0,1,..,n—1

onde [ deve satisfazer as mesmas hipoteses de f e

e= max |f(ti,t2) — f(tt)|.
(t1,t2)€G
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Se € € suficientemente pequeno, entao existe h > 0 tal que tanto as funcoes u e z estdao bem
definidas em [0, h] e

sup Jult) — =(t)] = O ( max [f(tt2)— it 1)

0<t<h (t1,t2)€G

) . (2.3.15)

Demonstracao 2.3.12 Definindo primeiramente A(t) := u(t) — z(t), onde A € a solu¢ao do

problema de valor inicial

(2.3.16)

DEA(L) = f(t,u(t)) — f(t, 2(t)),
D*A(0) =0, k=01,....n—1.

Isso € equivalente a equacao

A0 =175 | =) (Fsu(s) — s, (5)) ds.

Usando a hipotese de Lipschitz continuidade de f e f, podemos deduzir que

t(p_ g1 3

20 = [ T (1) = 2D £, 2(6) — Fls.2(5)) ds
< ﬁ/@ (t—s)91|A(s)\ds+8ﬁ/o(t—s)91ds
S -

L t o1 h9
Fw)/o(t—s) 1A(s) ds + g

Podemos agora aplicar o Lema 2.3.7 para encontrarmos novamente
IA(t)] < O(e)Eg(LAY) = O(e).

Os outros resultados para dependéncia continua, sao parecidos com os resultados de or-
dem inteira, para maiores informagoes consulte (SOTOMAYOR, 1979). Porém para trabalhar
com operadores fracionarios é necessario um resultado que garanta a dependéncia continua em

relacao a ordem das derivadas, que apresentaremos a seguir.

Teorema 2.3.13 Seja u a solugdo do PVI (2.3.1) e z a solu¢ao do sequinte PVI,

Digz(t) = f(t,2(1), (2.3.17)
DF2(0) = o, k=01,...7-1

onde 0 > 0,7 :=[0],e :=0—0 e

. { 0, se =1,
g =

max {‘u’é’ n<k<n-— 1} caso contrario.
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Se € e €* sdo suficientemente pequenos, entdo existe h > 0 tal que, tanto z como u sao

fungoes definidas em [0, h] e
supo<i<n|u(t) — z(t)] = OO — 0) + O {max [O,max <‘uék)‘ n<k<ng-— 1)] } . (2.3.18)
Demonstracao 2.3.14 Seja

At) = uf

v (“ ) U >> F(s,2(5))ds.

A@I< ) 5+ —/0 (t —s)" 7Y A(s)|ds (2.3.19)

(t—s)01  (t—s)"!

r'() r'(6) s

+ max ‘f(tl,tg)—f(tl,tg)‘/ot

(t1,t2)€eG

Obviamente a soma é O(e*). Logo,

/

Ue—1 Uﬁ—l

m—% ds
0 0—1

-1

(t—s)0t  (t—s)"

I'(6) T'(6)

(% (%

t
ds:/
0

. / NORERGI
= O(e).

Podemos calcular a integral ea:plz'cz'tamelnte, entretanto, primeiro temos que achar o zero da
integracao que estd localizado em (%)ﬂ (uma quantidade que converge para exp(¢(0)) e
6 — 0 onde V= %) Se h é menor do que esse valor, entao o integrando nao tem nenhuma
mudanca de sinal. Caso contrdrio devemos dividir o intervalo de integracdo neste ponto. Em
qualquer caso, podemos dizer que a expressio resultante € delimitada por O(0 — 0) = O(e).
Entao

A1) < O() +O(E") + % / (t — 5} A(s)|ds,
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se utilizarmos o Lema 2.3.7 produzindo o resultado desejado.

Corolario 2.3.15 Assumindo as hipoteses do Teorema 2.3.13 e 1) =10, entdo

supo<i<n|u(t) — z(t)] = O(6 — 0)

Corolario 2.3.16 Assumindo as hipdteses do Teorema 2.3.13 € sejam 11 > 1 e uék) = 0 para

k=mnn+1,...n—1 entao

suposi<n|u(t) — z(t)] = O] —n).

2.4 Uma Comparacgao entre Riemann-Liouville e Caputo

Aqui verificaremos qual definicao de derivada de ordem fracionaria melhor se aplica no
nosso sistema, através da analise do problema de valor inicial com derivadas arbitrarias segundo
Rimann-Liouvile e Caputo. Nesta secao nao apresentaremos as demonstragoes dos resultados
segundo Rimann-Liouvile que podem ser encontrados em (DIETHELM, 2010), porém os re-
sultados segundo Caputo ja foram mostrados na Secao 2.3, tendo em vista que usaremos essa

defini¢ao nesta proposta. Tal analise se inicia com os seguintes resultados:

Teorema 2.4.1 Sejam 6 > 0,0 ¢ N.n=1[0],k>0,h*>0ecy,...,c, eR. E

’7 —k
1
=4 (¢ R 0<t < h* RS t= = _Eck—
G {(,u)e 0<t<h*uelR’ 0 e U 2 0k D)

<k,s}.

Supondo que a funcao f : G — R € continua, limitada e Lipschitziana em relagao a sequnda

varidvel, satisfazendo a desigualdade 2.3.9. Entao a equagao diferencial
Diu(t) = f(t,u(t)), (2.41)
com condi¢coes iniciais
D Fu(0) =¢, (k=1,2,...,n—1), Jim JI%(2) = ¢, (2.4.2)

possui uma unica solu¢do f que € uma fungao continua definida em (0, h] com

. _(T(0+ 1)k \ "
ho= Wk, [
mln{ ) ) < M ) }7

onde M := sup ,yeq |f(t,2)| € h € um mimero positivo arbitrdrio que satisfaz a seguinte res-
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tricao

_ (T@0-n+1)\?

A prova desse teorema é similar a demonstracao para EDO’s de ordem inteira. Para detalhes
veja ((DIETHELM, 2010), Capitulo 5). Tal demonstracao passa por transformar problema
(2.4.1)-(2.4.2) na forma integral, assim como acontece no caso classico, e usar o teorema de ponto
fixo de Banach para estabelecer o resultado. A equacao integral equivalente serd enunciado no
lema (2.4.2), cujos detalhes da demonstracao podem ser obtidos em (DIETHELM, 2010).

Lema 2.4.2 Suponha h > 0 e as hipdteses enunciadas no Teorema 2.4.1. Entio u € C(0, h]
¢ uma solugdo das equagoes diferenciais (2.4.1) e (2.4.2) se, e somente se, € uma solu¢ao da

equacao integral de Volterra

=y et 1 /t<t— Y f(s,u(s))d (2.4.4)
u(t) = To—ke1) T J, s s,u(s))ds. 4.

k=1

Observagao 2.4.1 De fato, ao observar a equagdo integral (2.4.4) percebemos porque a solu¢ao
u € continua no intervalo semi-aberto (0, h] e nao no intervalo fechado [0, h]. Seu fosse continuo
ao longo de [0, h], entdo, como f € continuo, o lado direito da equagao (2.4.4) também deveria
ser continuo em [0, h]. Tendo em consideracdo a defini¢ao de n, podemos facilmente ver que
as somas sao de fato continuas em [0,h] para k = 1,2,....n — 1. No entanto, o termo (k =)

€ limitado quando f — 0, haja visto que n > 6, com 6 ¢ N a menos que ¢, = 0.

Na secao 2.3 apresentamos uma adaptagao do classico Teorema de Peano (CASTRO J UNIOR,
2009) para sistemas de EDO’s de ordem fracionéria. Seguimos os passos apresentados em (DI-
ETHELM, 2010, Teorema 6.1 pdg.86) e mostramos que existe uma funcao u € C[0,h] que
resolve o problema de valor inicial definido no PVI (2.3.1).

O Lema (2.3.3), ja demonstrado na sec¢ao 2.3 garante que se existe uma solucao para o PVI
(2.3.1), entdao esta mesma solucdo deve satisfazer uma equacao integral, a qual é base para
alguns dos métodos numéricos para resolver PVI’s fracionarios.

Através da observacao a seguir, faremos uma comparacao do problema de valor inicial com

derivadas arbitrarias segundo Rimann-Liouvile e Caputo.

Observagao 2.4.2 Usando a observagdo (2.4.1) e usando os Lemas (2.4.2) e (2.3.3), podemos
comparar o comportamento das solucoes de equagao diferenciais fraciondrias sequndo Caputo
com as de Rimann-Liouville. Ao fazer isso descobrimos que o problema de continuidade na
origem encontrado para Riemann-Liouville nao ocorre para Caputo. Pelo contrdrio, verificamos

que a continuidade da funcao f implica na continuidade da solugcao u durante todo intervalo

fechado [0, h].

Quando analisamos o problema de valor inicial com derivadas de ordem fracionaria percebe-

se que o método de Caputo é mais adequado para aplicagao em sistemas biologicos que o método
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de Riemann-Liouville, visto que para o primeiro a derivada de uma constante é nula. Além
disso, as condigoes iniciais em sistemas de EDQO’s fracionarias segundo Caputo dependem de
condigbes que sao fisicamente interpretdveis. Mesmo que o PVI definido em (2.4.1), usando
derivadas de ordem fracionéria segundo Riemann-Liouville, seja um problema bem posto, a sua
dependéncia das condicoes iniciais, nao necessariamente possuem uma interpretacao do ponto
de vista biol6gico (DIETHELM, 2010). Portanto, para a modelagem que apresentaremos nesta
dissertagao, usaremos derivadas de ordem fracionaria segundo Caputo com o objetivo de obter

uma modelagem fiel ao nosso objetivo.

2.5 Uma Breve Consideracao sobre o Efeito de Memoria

Na proxima observagao, mostraremos de que maneira as derivadas de ordem fracionaria

introduzem naturalmente o efeito de memoria em um problema de valor inicial.

Observagao 2.5.1 Olhando para a equagdo (2.3.7) para algum 6 € (0,1] e para dois valores
diferentes de t, digamos t; e to com t; < to, se subtrairmos a sequnda destas equacoes pela

primeira, obtemos que:

) =ult) = 7 / “(ta — 5 f (s, u(s))ds

t
+ F(Q)/ (ty — )77 f(s,u(s))ds. (2.5.1)
Considerando primeiramente o caso (nao fraciondrio), isto é 0 = 1. Analisando o lado direito
da equagdo (2.5.1) vemos que a primeira integral é nula. Entdo esta equagdo implica que
u(ty) € a solugao do problema de valor inicial dado equagdo (2.3.1) no ponto u(ty) e, em
sequida, pode-se calcular a solu¢do em ty com ty > t1, exclusivamente com base em u(ty)
e a fungao f. Nao serd preciso usar qualquer informacdo em u(t) para t € [0,t1). FEsta
observacao é apenas outra maneira de expressar a localidade do operador diferencial de ordem
inteira. Esta € a base de quase todos os métodos numéricos cldssicos da solucao de equacoes
diferenciais de primeira ordem. Também € fundamental para a modelagem matemdtica de
muitos sistemas da fisica, engenharia e outras ciéncias (DIETHELM, 2010), porque ele afirma
que isso € suficiente para analisar o estado de um sistema em um ponto arbitrdrio na hora de

calcular o seu comportamento no futuro.
Quando for analisado o caso fraciondrio 0 < 6 < 1 a situacdo € fundamentalmente dife-
rente. Nesse caso, a primeira integral do lado direito da equagao (2.5.1) nao desaparece. Logo,

sempre que se quer calcular a solugdo u(ts), em algum momento ty, é necessdrio considerar o
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que acontece no ponto inicial 0 e levar em conta toda a informacgao até o ponto de interesse
ta. Isso reflete a nao localidade dos operadores diferenciais seqgundo Caputo. Obviamente, essa
observacao tem uma influéncia substancial sobre a construcao de métodos numéricos para tais
equacoes. Além disso, para a modelagem de fenomenos reais com um sistema de ordem fra-
ciondria, podemos interpretar o termo que nao se anula como um termo que descreve sistemas

com memoria.

Observagao 2.5.2 Como foi afirmado na observagao anterior, a equagdo (2.5.1) tem grande
impacto sobre a base tedrica dos métodos numéricos para equagoes diferenciais fraciondrias.
O método padrao geralmente funciona corretamente mas, muitas vezes, nao faz uso de todo o
poder desta equagao, pois o mesmo termo entre parénteses no lado direito da equagdo (2.5.1)
nao € nulo, ele vai ser muito pequeno em magnitude para determinadas situagoes, por exemplo,

se ty ety sao suficientemente grandes em comparagao com (to —t1).

2.6 Resultados de Estabilidade para PVI’s com Deriva-

das de Ordem Fracionaria do tipo Caputo

Primeiramente vamos olhar para os resultados de estabilidade sob as hipdteses de que 6 €
10,1], e w : [0,00[— R™, uma funcao continua qualquer, tal que f(¢,u(t)) esteja bem definida
em um subconjunto adequado de R™*!,

Quando falamos sobre estabilidade estamos interessados no comportamento de solugoes de
(2.3.1) para t — oo. Portanto, consideramos apenas problemas cujas solugoes do PVI (2.3.1)
existem em [0, 00).

Para isso, temos a seguinte hipdtese, seja f continua em relacao a t e Lipschitz continua
com relagao a segunda variavel, com condigoes iniciais u(0) = ug, entao f apresenta uma tnica
solugdo no intervalo [0,b) com algum b < oo se |Jug|| < W, com algum 0 < W < oco. Teremos
entao que b = h, do Teorema 2.3.1.

Agora assumiremos que f(t,0) = 0, para todo t > 0, o que implica que a funcao u(t) = 0,

tem que ser solugao do PVI (2.3.1). Dessas hipdteses podemos formular alguns conceitos:

Defini¢ao 2.6.1 A solugdo u(t) = 0 da equagio diferencial (2.53.1), sujeito aos pressupostos

mencionados acima, €:

e [) chamada de Estdvel se, para algum ¢ > 0 existe algum A > 0 de modo que a solugdo do
problema (2.53.1) com as sequintes condi¢oes iniciais u(0) = ug satisfaz |u(t)|| < e para

todo t > 0 sempre que |[up|| < 0.

o [I) chamada de Assintoticamente Estdvel se ela é Estdvel e existe algum x> 0 de modo

que limy_, ||u(t)|| = 0 sempre que ||uo|| < k.
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A esséncia da nocao de estabilidade é a extensao da ideia de dependéncia continua, a solucao
de uma equagao diferencial fraciondria nao muda muito sobre um intervalo finito se perturbar-
mos os valores iniciais por uma pequena magnitude.

Para intervalos nao limitados a solucao trivial é estavel se uma pequena alteragao no valor
inicial conduzir a uma pequena mudanga na solucao ao longo do sistema. Obviamente, isso
¢ muito mais forte do que a dependéncia. A estabilidade assintdtica é ainda mais forte, pois
exige a solucao do problema perturbado nao sé para permanecer perto da solugao original, mas
convirja para o ponto anterior.

Aqui somente discutimos propriedades de estabilidade de uma equacao diferencial fra-
ciondria que satisfaca a condi¢ao de f(¢,0) = 0, para todo ¢ > 0. Antes que possamos discutir
o principal teorema sobre estabilidade, precisamos discutir a chamada funcao de Mittag-Leffler

e suas propriedades basicas. Essa funcao é de fundamental importancia em nosso estudo.

Definicao 2.6.2 Seja 6 > 0, a funcao Ey definido como
= IN{ 39 +1

sempre que essa série converge ¢ chamada fun¢ao de Mittag-Leffler com ordem 6.

Podemos perceber usando essa definicao que:

ngﬂ Zr(;!

j=0 Jj=0

ou seja, quando # = 1 é a conhecida fungao exponencial.

Agora apresentamos a funcao de Mittag-Leffler com dois parametros:

Definicao 2.6.3 Seja 01,05 > 0, a funcao Ep, 9, € definida

E —
S ZF 391‘1‘92

Jj=

sempre que essa série converge € chamada funcao de Mittag-Leffler com dois parametros 6, e

0s.
Teorema 2.6.1 Sejam 61,0, >0 e u € C. Entao,

1
(62)

Demonstracao 2.6.2 Para maior detalhes consultar ((DIETHELM, 2010), Teorema 4.2 pdg.
69).

By, 0,(u) = uFp, 9, 10,(0) +

Teorema 2.6.3 Sejam 0 > 0,A =0 € R e u(t) := Ep(\t?),t > 0. Entao,

Dlu(t) = Mu(t).
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Demonstracao 2.6.4 Se for considerado N\ = 0, note que u(t) = FEy(0) = 1. Portanto

Dbu(t) =0 = \u(t) conforme o necessdrio. Por outro lado pk(u) := uk:

(1)

_ = (Apg)’
Dfou(t) = Dfo Lz:; —F(1+j9)

o0

N DPoj
= Jrfpn S
[Z (1 + 40)

D77
n—=0 p@]
=Jd [Z I'(1+56)

~ N D"py. = N poj_g
- gt R j "
[ T(1+ j6) ZF1+j¢9 77]()
_ i AjJ(?_("pej —n i N paj o _MPoico
‘= F(l—i—j@—n ‘= (1450 —0)
i N 030 = Mt

I'(1+ 50— 0) jlr(1+j9)

=1

()
Zm Au(t).

Jj=0

.

I
>

E interessante para o estudo de estabilidade, ter algum conhecimento sobre o comportamento
assintotico da funcao de Mittag-Lefller. Nesse contexto, no proximo resultado faremos o estudo

do comportamento dessa funcao.

Teorema 2.6.5 Seja 6 > 0, a funcao de Mittag-Leffler Ey comporta-se da sequinte maneira:
o I) Eg(re") — 0 parar — oo se |¢p| > &
o II) Ey(re'®) permanece delimitada para r — oo se |¢| = &,
o II) |Eg(re'®)| — oo parar — oo se |¢| < &

Demonstracao 2.6.6 Obviamente, no caso cldssico 0 =1 isso se reduz ao fato bem conhecido

de que, como |z| — o0,€*, vai para 0 se arg(z) > 3, permanece delimitada se arg(z) = 5 ou

cresce sem limite se arg(z) < 3.
Agora para o caso nao cldssico, primeiramente, consideremos o caso de 6 = % com algum
k € N. Neste caso, podemos ver que Eg = FE1 satisfaz a equacao diferencial linear de primeira
k

ordem

/ _ k—1
Ey(t) = kt* By (t) + kY -

Isso pode ser mostrado facilmente usando a representagao da série de poténcia de E%. Desde
que E% satisfaca a condi¢cao inicial E%(O) = 1 que corresponde a esta equacdao diferencial,

podemos entao encontrar a representacao

E dz (2.6.1)

==
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Para cada um dos k do lado direito da equagdo (2.6.1), pode-se configurar expressoes assintdticas

que permitam concluir o resultado desejado.

l

Agora para 6 € Q*, ou seja 0 = ¢, entao podemos escrever a identidade

-1
1 1 2pmi
[

Ei(tte 1)

==

que, usando o resultado para E%, que ja mostramos, encontramos Fi .
k
Finalmente, para 0 € 1, podemos escolher uma sequéncia (0;)32, de mimeros racionais, que
convirjam para 6. Para cada um dos Ey,, podemos tomar os limites apropriados, derivando-os,

também encontramos para Ejy.

Teorema 2.6.7 Considere um sistema de equagoes diferenciais fraciondrias n-dimensional
DY (u(t)) = Au(t) (2.6.2)

onde A € uma matriz n X n constante arbitrdria.

e [) A solugio u(t) = 0 do sistema é assintoticamente estdvel se, e somente se, todos

autovalores \; com (j =1,2,...,n) de A satisfaz em |arg();)| > .

o [I) A solucao u(t) = 0 do sistema € estdvel se, e somente se, os autovalores satisfize-

or
2

geométrica que coincide com a sua multiplicidade algébrica (ou seja, os autovalores com

rem |arg(A;)| > e todos os autovalores com |arg(\;)| = & tém uma multiplicidade

I-duplas raizes do polinémo caracteristico, tém | autovetores linearmente independentes).

Demonstracao 2.6.8 Primeiramente olharemos para as informagoes sobre a forma precisa de
todas as solugoes da equacdao diferencial em consideracao.
Sejam A1, ...\; os autovalores de A e yD . . yY) seus autovetores correspondentes. Entdo,
a solugdo geral da equagao diferencial (2.6.2) tem a forma
J

u(t) = ay Ey(\t?) (2.6.3)

=1

com certas constantes ¢, € C. A unica solugao de (2.6.3) sujeita a condi¢ao inicial u(0) = ug

¢ caracterizada pelo sistema linear
ug = (uW, ., u) (e, .., )T

Para obter ¢; da solu¢ao do problema do valor inicial é preciso fazer t = 0 na solucao geral. O
fato de o sistema linear ter uma solucdo unica seque por causa da independéncia linear acima

mencionada dos autovetores que formam a matriz de coeficientes deste sistema.
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Agora, para cada k — duplo autovalor da matriz A, temos k solugoes linearmente da equacao

diferencial linear homogénea (2.6.2) que pode ser representado na forma
w(t) = TO(t), coml = 1,2, ...k,

onde o TIV(t) sdo vetores n-dimensionais cujos componentes das funcdes H;l), 1 =12 ..n,

sao da forma
I—
! I,
10ty =" P10 pr gy (\t%)

p

—_

I
o

A combinacao dessas solugoes para todos os autovalores leva a n solucoes linearmente in-
dependentes do sistema (2.6.2), isto €, a base do espago de todas as solugies deste sistema.
Ezplicitando as possiveis formas para a solugao de (2.6.2), e usando os resultados do Teo-

rema 2.6.5, que analisa o comportamento da fun¢ao de Mittag-Leffler, o resultado fica provado.

Observagao 2.6.1 FEsses resultados podem ser utilizados para sistemas de equagoes diferenci-
ais fraciondrias, basta que se trabalhe com a linearizacao desse modelo em estudo, ou seja, que

as consideracoes acima, sejam feitas sobre a matriz jacobiana do sistema.
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3 RESULTADOS TEORICOS PARA O MODELO COM-
PARTIMENTAL SIRC E SUAS VARIACOES

Neste capitulo apresentaremos o modelo compartimental SIRC fracionario, tomando por
base o modelo compartimental SIRC de ordem inteira proposto por (CASAGRANDI et al.,
2006). Para o modelo fracionario demonstraremos resultados de boa colocagao e exibiremos os
calculos para estabilidade, em particular provaremos os resultados para dois casos particulares:
o modelo compartimental SIRC de ordem inteira e o modelo compartimental SIRC fracionario
quando consideradas ordens diferentes das derivadas em cada uma das linhas do sistema.

Além disso, desenvolveremos os resultados tedricos para o modelo compartimental SIRC
fracionario com a insercao da vacinacao, sendo essa uma das maiores inovacoes dessa proposta,
tendo em vista que nao foi encontrado na literatura essa inovacao no modelo compartimental

SIRC. Primeiramente, apresentaremos o modelo compartimental SIRC de ordem fracionaria:

DYu(t) = f(t,ut)), com j=1,..,4. (3.0.1)
Onde denotamos,
S(t)
_ | 1@®)
u(t) = R()
C(t)

PN = (1) = BS()I(E) +1C (1)
ftay) — | A0+ oBOWIE) ~ (1t 0)1()
(L~ oIBORIE) +al) - (u+ DR
SR(1) — BCWI() — (n+)C()
DI(S(1) = (N = S(t) = BS(I() +1C ()
DE(I(1) = BSII(E) +oBCWI) — (u+a)I() (3.0.2)
D(R(1)) (
D(C(1)

= (1=0)BCHIt) + al(t) — (n+0)R(t)
= OR(t) = pCWI(t) — (u+7)C(1),

No modelo (3.0.2), S(0) = S, I(0) = I, R(0) = R e C(0) = C sao as condigoes iniciais.
JA N = Sy + Iy + Ry + Cp, representando o total da populagdo, e §; € ]0,1] para j =
1,...,4 sao as ordens da derivada. Em particular, quando 6; = 1 o modelo é o proposto por
(CASAGRANDI et al., 2006).

O Lema a seguir sera muito utilizado a partir de agora, pois nele exibiremos a matriz jaco-
biana do modelo (3.0.2), e a partir desse resultado, conseguimos provar a lipchitz continuidade

do (3.0.2).
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Lema 3.0.1 A matriz jacobiana do sistema (3.0.2) € dada por J(f). Além disso, existe uma
constante M, independente de S, I, R,C tal que ||J(f)|| < M.

Demonstracao 3.0.2 O cdlculo de J(f) seque de maneira trivial, calculando as derivadas

parciais de f com relacio a S, 1, R,C.

—p — BI(t) —BS(t) 0 ~

J(f) = BI(t) BS(t) +opC(t) = (u+a) 0 oBI(t)
0 (1=0)BC(t) + o —(n+9) (1—0)BI(t)

0 —BC(t) o —pIt) = (n+7)

Como cada coordenada de J(f) € formada por funcoes continuas, definidas em uwm compacto
[0, T, seque do Teorema de Weierstrass (SOTOMAYOR, 1979) que existe M, independente de
S, 1,R,C tal que ||J(f)|| < M.

Os parametros do modelo ja foram apresentados na secao 1.2, assim como o diagrama

compartimental do modelo compartimental SIRC, na figura (1.5).

3.1 Modelo Compartimental SIRC Fracionario

Para o primeiro caso que consideraremos, faremos a demonstracao da boa colocacao do
modelo compartimental SIRC fracionario quando 6, = 6y = 03 = 6,. Por simplicidade de

apresentacao, olharemos para (3.0.2) da seguinte forma:

Dl(u(t)) = f(t,u(t)) (3.1.1)
Dl(u(te)) = wug

Pelas construgoes feitas na secao 2.3, se f é Lipschitiziana com relagao a segunda variavel,
conforme o Teorema 2.3.9, podemos afirmar que possui uma tinica solucao pelos Teoremas 2.3.1
e 2.3.5, que depende continuamente das condigoes iniciais, pelo Teorema 2.3.9, dos parametros,
pelo Teorema 2.3.11 e da ordem da derivada pelo Teorema 2.3.13. Portanto, o que nés queremos
provar aqui ¢ que as hipdteses do teorema de existéncia e unicidade e dependéncia continua
para o PVI (3.1.1) sao satisfeitas:

Primeiramente observamos uma implicacao direta do teorema do valor médio expandido,
ver no Apéndice (6.0.7),

Observagao 3.1.1 Tomando a = f(uy) — f(uy) podemos usar a desigualdade de Couchy-

Schwarz para apés dividirmos por || f(ug) — f(u1)]|, obtemos que

1/ (uz) = fur)| < Mjug — ua]

onde M é a norma de Df(z), ou seja a jacobiana, isto, para algum z € L(uy, us), como definido
no Apéndice (6.0.7). Em particular se A é convezo e as derivadas parciais de f sao limitadas

em A, entdo f é Lipschitz, uma vez que, para qualquer us,uy € A, temos que L(uy,uz) € A.
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Definicao 3.1.1 Definimos um conjunto G* da sequinte forma:

G ={(t,u) ERxRY:|u—ug|<r|t—1to|< 070> 0}
Lema 3.1.1 O conjunto definido em 3.1.1, é um subconjunto compacto de R,
Demonstracao 3.1.2 Parte diretamente da defini¢ao 3.1.1.

Preposicao 3.1.3 A funcao f(t,u(t)), € continua com relagio a t € [0,T], onde (t,u(t)) €

G* C R x R* e € Lipschitziana continua em relacio a sequnda coordenada.

Demonstracao 3.1.4 Pela observagao (3.1.1) que é resultado do teorema do valor médio ex-

pandido e o Lema 3.0.1, agora levando para o nosso problema, tem-se que:

1f (£, u(®) = f(& 2(@)] < 1T (sult) + (1= 5)z(@) llu(t) — 2(O)]] < Lllu(t) — 2(2)]]
onde L = M no Lema 5.0.1. Assim, temos que f(t,u(t)) é Lipschitz continua em rela¢ao a

sequnda coordenada.

Assim, conseguimos enunciar e demonstrar o préximo resultado que garante a boa colocacao

do (3.1.1).

Teorema 3.1.5 Eziste uma tnica solucio u € C([0,h],R*) do PVI (3.1.1), onde h é dado
pelo Teorema 2.3.1. Além disso, a solugcdo do PVI (3.1.1) depende continuamente dos dados

wmaciais, dos parametros, bem como, da ordem da derivada 6.

Demonstracao 3.1.6 Pela Proposi¢ao , temos que f(t,u(t)) é Lipschitziana com relagdo a
seqgunda varidvel. Seque que as hipdteses dos Teoremas 2.3.1, 2.3.5, 2.3.9, 2.53.11 e 2.3.13 sao

satisfeitas e, portanto, o teorema estd provado.

Corolario 3.1.7 A solugio u € C([0,h],RY) do PVI (3.1.1), satisfaz a equagio integral de

Volterra nao linear do sequndo tipo

) = 3 o+ 1 /0 (£ — )1 F(s, u(s))ds. (3.1.2)

onde, n = [0].

Demonstracao 3.1.8 De fato, como as hipdteses do Teorema 2.53.1 sao satisfeitas, entdao

também sao satisfeitas as hipoteses do Lema 2.3.3.

Corolario 3.1.9 Em particular, quando 6, = 0, = 03 = 0, = 1, o modelo compartimental

SIRC, proposto por Casagrande em (CASAGRANDI et al., 2006), é bem posto.

Demonstracao 3.1.10 De fato, tendo em wvista que os teoremas de existéncia, unicidade e
dependéncia continua para Equacgoes Diferenciais Ordindrias de ordem inteira sao particula-
rizacoes dos Teoremas 2.3.1, 2.3.5, 2.3.9, 2.3.11 e 2.53.13, e € garantida a Lipschitz continui-
dade de f(t,u(t)) com rela¢io a seqgunda varidvel como mostra o Teorema 3.1.6, € garantida a

boa colocagao do PVI 3.1.1 de ordem inteira.
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3.1.1 Modelo Compartimental SIRC com Miiltiplas Ordens

Ao modelarmos problemas bioldgicos, surgiu outra hipdtese importante a ser considerada.
Como seria o sistema se pudéssemos usar para cada equagao do sistema (3.0.2) uma ordem
distinta da derivada. Porém para que se possa considerar essa hipotese, é necessario olhar para
boa colocacao de um sistema desse tipo.

Usaremos um sistema de equagoes diferenciais fraciondrias (3.0.2) onde, 601, 05,03 e 64 podem

ou nao coincidir. Para coloca-lo de forma mais formal, isso leva a um modelo do tipo

DI (uy(t)) = filtun(t), .., ux(t))

: (3.1.3)

DY (up(t)) = fult,us(t), ..., up(t))
u;(0) = wu;0(j =1,2,...k)

Para atingirmos nossos objetivos, basta assumirmos que 0 < 6; < 1 para todos j.

Teorema 3.1.11 Considere 0; > 0 para j = 1,2,...,k e considere o problema do valor inicial

dado pelo sistema diferencial fraciondrio multi-ordem, que é equivalente a (3.1.3).

DY (u;(t) = Ffitt,us(®),...,un(), (G =1,2, ... k), (3.1.4)
u'(0) = wuo'(l=0,1,....[0;] - 1)(j =1,2,..k))

Suponha que as fungées f; : [0,T] x R¥ — R,j = 1,2,..k, sejam continuas e satisfagam
as condigoes de Lipschitz em relacao a todos os seus argumentos, exceto o primeiro. Entao, o
problema do valor inicial tem uma solugdo unica que € continuamente dependente das condigoes

mictais, dos parametros e da ordem da defivada.

Demonstracao 3.1.12 O problema de valor inicial (3.1.4), € equivalente ao sistema de equagoes
de Volterra

[0;]-1 ltl 1

uj(t) = lz:; Uy g F(ej)/o(t—s)ej_lfj(s,ul(s),...,uk(s))ds. (3.1.5)

i=1,2,.. k.

Em seguida, definimos 8 = min;0; e reescrevemos (3.1.5) na forma

[93‘]*1 1 t
t 1 i
ws(t) = ZZ; u' m/ﬂ (t= )T (5, ua(s), oy un(s))ds. (3.1.6)
para 7 =1,2,....k, onde,
~ re -
fi(s,un, . uy) = (6) (t — )% f; (5,01, .., ug) (3.1.7)
I'(05)
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Apresentando a notacdo vetorial U := (uy,...,ux)’, F := (f1,..., f)' e uma expressio corres-
) ) ) 3 ?
pondente para os valores iniciais, podemos combinar essas k equagoes escalares em uma equagao

vetorial, da forma

max;[0;]—1 ! +

t 1 =~

U(t) = U'l= + —— / (t —s)? " Ei(s,U(s))ds. (3.1.8)
— I T J,

Como f; : [0,T] x R — R,j = 1,2,..k e o fato de que 0; = 0 para todos j, concluimos
que todas as fungoes fj sao continuas e satisfazem as condicoes de Lipschitz com respeito a
Upy .on, Up. Assim, ﬁj ¢ continua e satisfaz uma condi¢cao de Lipschitz em relagdo a U.

Agora, como uma argumentacao andloga a feita na secao 3.1 a existéncia e unicidade de

uma solugao continuamente dependente U = (uy, ..., ux)" .

Observacao 3.1.2 A prova da dependéncia continua das maultiplas ordens da derivada do
problema (3.1.4), € consequéncia da equacdo (3.1.8) da demosntragcdo anterior. Basta que
considere-se um problema prézimo ao PVI (3.1.4) sé que com ordem da derivada igual a 9},
onde 9} >0 ee; = 9} — 0;, como no Teorema 2.3.13. Basta que quando fossemos pegar o
0 = minb;, pegdassemos 6 = min{b;, 9}} Portanto a dependéncia continua das maltiplas ordens

da derivada do problema (3.1.4) é garantida.

3.1.2 Resultados de Estabilidade para os Modelo Compartimentais
SIRC anteriores

Nesta secao estabeleceremos resultados de estabilidade para a solucao dos modelos do tipo
SIRC que estudamos até agora, tendo como base as construgoes tedricas apresentadas na segao
2.6. Ou seja, provaremos resultados de estabilidade para o modelo SIRC de ordem inteira e
fraciondria apresentado no PVI (3.1.1), bem como para o modelo SIRC com cada equagao do
sistema em (3.1.3) com ordens diferentes das derivadas. Portando quando aqui estamos falando
que os resultados valem para o modelo (3.1.1), eles também valem para o modelo (3.1.3).

Primeiramente para que o modelo (3.0.2) se encaixe nas hipéteses dos resultados apresenta-
dos na segao 2.6, é preciso mostrar que f(t,0) = 0, quando u(t) = 0. Para isso temos o seguinte

Lema.
Lema 3.1.13 Seja 0o modelo (3.0.2) € suficiente que u(t) = 0, para que f(t,0) = 0.

Demonstracao 3.1.14 Temos que, 0 = [S(0), 1(0), R(0),C(0)]". Como S(0) = Sy, I(0) = I,
R(O) = Ro 60(0) = OO e N = So+]0+R0—|—Oo, fazendo S() = I() = RO = C() = 0, (&
£(t,0) =10,0,0,0]".

Agora encontramos os pontos de equilibrio do sistema, dado o modelo compartimental SIRC

fraciondrio, (3.0.2). Para encontrar os pontos de equilibrio fazemos:
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DY (S(t)) = D (I(t)) = DP(R(t)) = DA(C(1) = 0.

* *

Assim, temos que:

0 = pu(N—=5()) = BSH)I(t)+~C(t) (3.1.9)
0 = BSWH)I(t)+oBCH)I(t) — (u+ a)I(t) (3.1.10)
0 = (1—0)BCH)I(t)+al(t) — (u+0)R(t) (3.1.11)
0 = OR(t) — BCWHOI() — (u+7)C(H) (3.1.12)

De (3.1.10):

BSHI(E) + o BCRIE) — (u+ ) I(t) =0
I(t).(BSM)I(t) + oBC(t) — (u+a)) =0 (3.1.13)

Desse resultado, I(t) = 0 ou I(t) # 0. Primeiro encontraremos o ponto de equilibrio livre de
doenga, I(t) = 0. Assim,

uN — uS(t) +7C(t) = 0, (3.1.14)
—(u+0)R(E) = 0, (3.1.15)
SR(t) — (u+)C(t) = 0. (3.1.16)
De (3.1.15):

—(u+8)R(t) = 0= R(t) = 0. (3.1.17)

De (3.1.17) em (3.1.16):
SR(t) — (n+~)C(t) =0 = C(t) = 0. (3.1.18)

De (3.1.18) em (3.1.14):
UN — uS@t) +7C(t) = 0= uS(t) = uN = S(t) = (3.1.19)

Portanto, o ponto de equilibrio livre da doenga é P, = [N, 0,0, 0]. Aplicando P, na jacobiana

do modelo SIRC fracionério:

— —BN 0 Y

7(p,) = 0 BN —(u+a) 0 0
a —(p+9) 0

0 0 =0 —(p+7)

Estudo dos autovalores do sistema reduzido aplicado no ponto P;:



—i— A —BN 0
0— 0 BN —(p+a)—A 0
0 a —(p+9)—2A

0 0 5 () -

(== X((BN = (p+a) = M) (=(p+6) = N (=(p+7v)—A) =0
A= =—a+pN—-pug=—y—pel=—0—pu

> o o =2
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Podemos entao encontrar a taxa de reprodutividade basal, Ry, sabendo que P; é um ponto livre

de doenca, logo se P; ¢é assintoticamente estavel, assim todos os autovalores Aj, Ao, A3, Ay € R™.

Disso:

—a+ 6N —-—pu<0=
BN mu+a:> BN

<
U et U3 et 1 el
N
Ry = 6 < 1.
[ e’

<1l=

Agora encontraremos o ponto de equilibrio com doenga, I(t) # 0.

P = [S*,I*, R, C*].
Como I(t) # 0 de (3.1.10) temos:
BS*I* + oBC* — (u+a) = 0.
Disso concluimos que:

g _pta

De (3.1.11):

(1—0)C* I" +al* — (u+6)R* =0,
., (1—o)pCT al*
(1 +9) (n+9)

Substituindo (3.1.22) em (3.1.12):

(1—-o0)pC*I* N al*
(1 +9) (1 +9)

*

oal*

— BCT — (u+)C",

T Bl (ptod) + () (o)

Substituindo (3.1.23) em (3.1.22):

. _ al*(BI" + p+7)
(14 00)BI* + (u+7) (4 0)

(3.1.20)

(3.1.21)

(3.1.22)

(3.1.23)

(3.1.24)
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De (3.1.23) em (3.1.21):

/H'O‘_U dal*
B (51*(u+05)+(ﬂ+7)(”+5)> : (3.1.25)

St =

Para encontrar uma expressao para [*, substituiremos (3.1.25) e (3.1.23) em (3.1.9):

H+ Sal*
E _U(ﬁf*(ﬂ+05)+(u+7)(u+5))} - (3.1.26)

o u—l—oz_g doal*
o { B (ﬁf*(u+05)+(u+7)(u+5)>]+
oal*
Bt od) + (n )t 0) 0

uN—u{

Arrumando a equagao ficamos com:

Bulp+od+a) I+ (3.1.27)
+Bu[=BuN +7[p+ 6 + o] + 50 (=BN + p) + (2p + 0) (1 + )| I" +

Np
Fu(p+ ) (p+ ) (p+a) [1- = 0.
o 2) o+ D) +0) [1 = 2
Assim, I*, é a raiz positiva do polinémio (3.1.27).
Aplicando P, na jacobiana do modelo SIRC fracionario:
—p— pr —pBsS* 0 g
J(Py) = pI* BS* +opC* — (n+ «) 0 oBI*
2 0 (1-0)8C" +a —(u+d)  (1-0)8I"
0 -pCt 0 —BI" = (n+1)
Estudo dos autovalores do sistema reduzido aplicado no ponto Ps:
—p— BIF — X —BS* 0 gl
0 pI* BS*+opC* — (u+a) — A 0 opBI*
0 (1—0)pC*+a —(pp+6)— A (1 —o0)pI*
0 —BC* § —BI* —(p+vy)—A

(=(1+0) = N)(=p = BI" = N)(BS" + oBC" = (p+ ) = N)(=PI" = (n+7) — A) +(3.1.28)
+0(—p— BI" = XN)(BS"+0BC" — (u+a) = N)((1 —0)B*I") =0.

Abrindo as contas e substituindo S*, I*, R* e C*, na equagao anterior (3.1.28):

0 pu—
(BOYI* 4282512 4+-6ypu+3B61* i Bypd *+ B2 -6 2 +y p + 281 pi? 4+ — 26 I*2 0 — BST* o ) A+
(67 4 3B0T* + Byl* + B2I*2 4+ 204 2y 4 4BT* 1+ 3> — BIT 0 )N + (8 +y + 281 + 3p) A + \*



60

Encontramos as seguintes raizes:

)\1 - 0,
\ —0 =y = BI* = 2 — \/6* — 20y + 42 — 685" + 2ByI* + B2I*° + 4B50 1
2 = 3
2
\ —0 =y = BI* = 2+ \/62 — 267 + % — 6801* + 2By1* + B*I** + 4850 1"
3 = 9
2
)\4 = —,8[*—;L.

As consideragoes tedricas sao as da segao 2.6. O sistema ¢ assintoticamente estavel se, e
somente se, todos autovalores A1, A2, A3 e Ay satisfazem |arg(\)| > 07.

Uma outra maneira de analisar a estabilidade desse modelo, é através dos coeficientes do
polinémio caracteristico, da forma que foi feito em (EL-SHAHED; ALSAEDI, 2011; RTHAN
et al., 2014).

0 = BoyI* + 28251 + Srypu+ 3BT i+ Bryul* + B2+ dp® + yu? + 281 p? + p — B0 120 —
BOI* o4 (67 +3B8T* + By I*+ B2 2 426 -2y puA-4BT* p+-3 % — BET* 0 ) A+ (0 +7+2B1*+-3 ) N2+ A3

Fazendo,

ag = 1

ap = 6+v+28I"+3u

ay = 0y +3B0I* 4 ByI* + B2 + 200 + 2ypu + 4RI + 3p* — BSI* o

as = BT+ 282607 + 6y + 3861+ Byl + B2+ 6p +yp®  (3.1.29)
+2B8I* 1% + 1 — B*61%0 — BOI" o

Definigao 3.1.2 O discriminante D(f) de um polinomio f(x) = agz"+a12™ ' +asx™ 2 +...4a,
é definido por D(f) = (=1)"=V2R(f, ') onde ' ¢ o derivada de f e onde g(x) = x"+byx' 1+
boxl — 2+...4+b e R(f, g) € um determinante (n+1)®(n+1). Usando os resultados de (AHMED;
EL-SAYED; EL-SAKA, 2006), se D(f) > 0(< 0), entdo hd um mesmo nimero de pares de
raizes complexas para a equagdo f(x) = 0. Para n = 3 isso implica que D(f) > 0 implica que
todas as raizes sao reais e D(f) < 0 implica que existe apenas uma raiz real e uma raiz complexa

e seu conjugado complexo. Paran = 3 temos D(P) = 18a1a2a3+(a1a2)2—4a3a13—4a23—27a32.

Utilizaremos o Critétio de Routh-Hurwitz, segundo (AHMED; EL-SAYED; EL-SAKA, 2006),

D(P) é o discriminante do polinémio se:

Observacao 3.1.3 (1)D(P) > 0,a; > 0,a3 > 0,a1as > a3, entdo Py é assintoticamente
estdvel, pois satisfaz |arg(N;)| > 07.

(2)D(P) < 0,a; > 0,a3 > 0,a1as = as, entao Py € assintoticamente estdvel, pois satisfaz
larg(A;)| > 0% para todo 0 € [0,1).

(3)D(P) < 0,a; < 0,as < 0,6 > 2, entio P, € instdvel.
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3.2 Modelo Compartimental SIRC Fracionario com Va-

cinacao

Nesta secao discutiremos sobre uma inovacao que fizemos no modelo compartimental SIRC
fraciondrio (3.0.2), que foi a introdugao de um termo de vacinagao no modelo.

De maneira geral, as doencas infecciosas podem ser controladas por: vacinagao, ou por
isolamento dos individuos infectados (MATTHEWS et al., 2003).

A implementacao de vacinacao tem dois efeitos principais. O primeiro efeito é tornar in-
dividuos imunes a algum patdégeno, o segundo, menos evidente, estd relacionado com o enfra-
quecimento do poder de infeccdo, por isso é que nao é necessario imunizar 100% da populacao
para se erradicar uma doenca (NEPOMUCENO, 2005).

A vacinagao tem funcgao de ajudar o sistema imunoldgico a estabelecer meios de defesa
contra micro-organismos, de forma que, esse sistema possa reagir rapida e eficazmente para
prevenir a infecgao.

No nosso modelo a insercao da vacinagao se dard em um processo de transferir individuos
suscetiveis, do compartimento S, e torna-los imunes a infeccao, colocando-os no compartimento
R, conferindo aos individuos vacinados uma protegdo extra contra a doenca. A vacinagao
tem sido uma grande aliada para prevenir e, até erradicar, doencas (YANG, 2001), por isso
explicitamos aqui uma forma de implementéd-la em um modelo compartimental.

Antes de apresentarmos o modelo compartimental SIRC com vacinacao, é preciso estudar
algumas caracteristicas epidemiolégicas.

Traremos uma nova definicao, a taxa de reproducao efetiva do parasita denotada por R..
No equilibrio, cada infeccao produz em média uma segunda infeccao, disto, R, = 1.

Se for assumido a mistura homogénea da populacao dos hospedeiros, quando se considera
que em média cada individuo de uma populacao tem as mesmas propriedades epidemioldgicas
(HETHCOTE, 2000), a taxa de reprodugao efetiva do parasita pode ser escrita como o nimero
de infeccoes secundarias produzidas por um individuo infectado multiplicado pela parcela de
individuos suscetiveis da populacao. Nesse sentido, a taxa de reproducao efetiva pode ser

expressa por:
R. = RyS

em que S é a parcela de individuos suscetiveis da populacao. Desse modo, no equilibrio, R, = 1,

tem-se a relagao:
RyS =1

Uma vez que a vacinagao tenha atingido um valor critico, os microparasitas serao incapazes
de manter Ry > 1. Como na pratica é impossivel vacinar todos os individuos de uma populagao,

essa consequeéncia ¢ muito importante para os programas de erradicagao.
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Com as consideragoes acima, pode-se estabelecer um critério para erradicacao de uma doenca
infecciosa. Considere que a proporcao p da populagao foi imunizada. No equilibrio, a populagao
suscetivel remanescente é inferior a S =1 — p.

A taxa de reproducao efetiva do parasita é entao,
Re < RO(l - p)

Para que a doenca infecciosa nao se mantenha, é necessario que R, < 1. Essa consideracao

leva a proporcao critica da populacao a ser imunizada:

RO(l_p>21a
le—Rio.

Agora que ja mostramos como calcularemos a proporcao critica da populagao a ser imuni-

zada apresentaremos o novo modelo compartimental SIRC Fracionarico com vacinagao:

DX(S(t) = u(N = S(t) = BSHI(t) +~C(t) = pS(t)

DE(I(t) = BS@H)I(t)+oBCHI(t) — (u+a)(t) (3.2.1)
DE(R(t) = (1—0)BCI() +al(t) = (u+8)R(t) + pS(t)

DI(C(t) = OR(t) — BOWI() — (n+7)C(1).

Lema 3.2.1 A matriz jacobiana do sistema (3.2.1) € dada por J,(f). Além disso, existe uma
constante M,, independente de S, I, R,C tal que ||J,(f)| < M,.

Demonstracao 3.2.2 O cdlculo de J,(f) seque de maneira trivial, calculando as derivadas

parciais de f com relacio a S, I, R,C.

—p—PBIt) —p —BS(t) 0 v

1) = BI(t) BS(t)+0BC(t) — (n+ ) 0 opI(t)
p (1-0)BC({t) + o —(n+9) (1—0)BI(t)

0 —BC(t) o —pI{) = (n+7)

Como cada coordenada de J,(f) € formada por fungoes continuas, definidas em um compacto
0,7, seque do Teorema de Weierstrass (SOTOMAYOR, 1979) que existe M,, independente
de S, I, R,C tal que ||J,(f)|| < M,.

Preposicao 3.2.3 O lado direito do modelo (3.2.1), € continuo com relagdo a t € [0,T], onde

(t,u(t)) € G* C R x R* e é Lipschitziana continua em relacdo a seqgunda coordenada.

Demonstracao 3.2.4 Pela observagao (3.1.1) que é resultado do teorema do valor médio ex-

pandido e o Lema 3.0.1, agora levando para o nosso problema, tem-se que:

1F(w(®)) = [ 2] < | Jo(su(t) + (1 = s)2(0)[[[[u(t) — 2(D)]] < Lllu(t) - 2(8)]]



63

onde L = M, no Lema 3.2.1. Assim, temos que o lado direito do modelo (3.2.1), € Lipschitz

continuo em relacao a sequnda coordenada.

Teorema 3.2.5 Eziste uma tnica solugao de (3.2.1) uw € C([0,h],R?), onde h é dado pelo
teorema 2.5.1. Além disso, a solug¢do do PVI (3.2.1) depende continuamente dos dados iniciais,

dos parametros, bem como, da ordem da derivada 6.

Demonstracao 3.2.6 Pela Proposicao 3.2.3, temos que o lado direito do modelo (3.2.1) €
Lipschitziana com relacao a sequnda varidvel. Seque que as hipoteses dos Teoremas 2.3.1,

2.3.5, 2.3.9, 2.3.11 e 2.3.13 sao satisfeitas e, portanto, o teorema esta provado.

3.2.1 Resultados de Estabilidade para os Modelo Compartimentais
SIRC com Vacinagao

Como as definigoes de estavel e assintoticamente estavel ja foram apresentadas na secao 2.6,
aqui, nos deteremos a apresentar os pontos de equilibrio e os calculos realizados. Primeiramente
temos que iniciar essa se¢cao, da mesma forma que a secao 3.1.2, pois temos que mostrar que o

modelo (3.2.1) se encaixa nas hip6teses dos resultados apresentados na segao 2.6.
Lema 3.2.7 Seja o modelo (3.2.1), € suficiente que u(t) = 0, para que f(t,0) = 0.

Demonstracao 3.2.8 Temos que, 0 = [S(0),1(0), R(0),C(0)]". Como S(0) = Sy, 1(0) = I,
R(0) = Ry e C(0) = Cy e N = Sy + Iy + Ry + Cy, fazendo Sy = Iy = Ry = Cy = 0, e
f(t,0) = [O,O,O,O]T. Portanto, o (3.2.1) se encaize nas hipdteses dos resultados apresentados

na segao 2.6.

Dado o modelo compartimental SIRC fracionario, (3.2.1), para encontrar os pontos de

equilibrio fazemos:

Dy (S(t)) = D2(I(t)) = D (R(t)) = D(C(t) = 0.

Assim,
0 = u(N—S(t)—BSHIt)+~C(t) — pS(t) (3.2.2)
0 = BSWHIE)+oBCHI({) — (n+a)l(t) (3.2.3)
0 = (1—0)BCt)I(t)+ al(t) — (u+ d)R(t) + pS(t) (3.2.4)
0 = OR(t) = BCI(t) — (n+7)C(¢) (3.2.5)
De (3.2.3):

BSWI(t) +opCHI([) — (n+a)I(t) =0,
I().(BSMI(t) + oBC(t) — (n+a)) = 0. (3.2.6)
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Desse resultado, I(t) = 0 ou I(¢) # 0. Primeiro encontraremos o ponto de equilibrio livre de
doenca, I(t) = 0. Assim,

uN — (= p)S(t) +7C(t) = 0 (3:2.7)
—(p+0)R(t) +pS(t) = 0 (3.2.8)
SR(t) — (n+v)C(t) = 0 (3.2.9)
De (3.2.8):
—(u+0)R(t) + pS(t) = 0 = R(t) = Zs—ﬁg. (3.2.10)
De (3.2.10) em (3.2.9):
SR() — (5 +)C(t) =0 = O(t) = 2B 951 (3.2.11)

pty o (pt+y)(p+0)

De (3.2.11) em (3.2.7):

IpS(t)

uN—(u—p)S(t)+7(u+7)(u+5) 0,

B —puN (e +7)(p +9)

R P | PR (3:2.12)
De (3.2.12) em (3.2.10) e (3.2.11):

_ —ppuN(p +7)
B = T At )+ 0) T 105 (3:213)
C, = — —opnlY (3.2.14)

(4 p)(p+7) (1 +06) +v5p

Portanto, o ponto de Equilibrio livre da doenga é P,y = [S,,0, R,,C,]. Aplicando P,y na

jacobiana do modelo SIRC fracionario e estudando os autovalores do sistema reduzido aplicado

no ponto:
—p=p—A —BS, 0 gl
0— 0 BS,+0pC, —(p+a)—A 0 0
p (1-0)pCy+a —(u+3d)—A 0
0 _ﬁcv 0 _(M+’7) —A
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—(p+p=AN(BS +0BC, — (p+a) = A)(=(p+7) =) =0

/\1 = —u—=0p,
Ay = =y —p,
e

—ady —ayp = dyp — (= & = y)p® — p® + (B + Bop + Byp + Bu*)N
Oy +0p+ v+ p*+dp+yp+ pp
—(ad —ay —ap = —yp — p* + fyNo)p.
Oy +0p+yu+p*+dp+yp+pp

Podemos entao encontrar a taxa de reprodutividade basal, Ry, sabendo que P,; é um ponto livre
de doenca, logo para que seja assintoticamente estavel, assim todos os autovalores Ay, Ag, Az, Ay €
R™.

Disso:

R BN (v6 + p 4 yp + p* + dpo)
" (et @) (Y6 + St vt 1+ p+p + pp

< 1. (3.2.15)

Agora encontraremos o ponto de equilibrio com doenga, I(t) # 0.
vl — [S* I* R* C*]

v U

Como I(t) # 0 de (3.2.3) temos:

BS(t)I(t) + opC(t) — (u+ a) = 0.

Disso concluimos que:

—oC?. (3.2.16)

De (3.2.16) em (3.2.2):

—BuN + p? —l—uﬁ[*—l—up—kau—%aﬁ[*—l—&p

Cr = 3.2.17
v Bou+ B2olx + Pop+ By ( )
Substituindo (3.2.17) em (3.2.16) temos que:
—BuN Iy Iy
S;:’“‘+O‘—a BuN + p? 4+ pbly + pp + op + o tap (3.2.18)
g Bop+ BPoly+ Bop+ by
Agora, substituindo (3.2.17) em (3.2.5) nos leva a:
I N I I;
R::(ﬁvﬂwv) —BuN + 1 + pBIy 4 pp + ap+ap +tap (3.2.19)

0 Bop+ BPoly + Bop+ By

Substituindo (3.2.17), (3.2.18) e (3.2.19) em (3.2.4) encontramos uma expressao para I;:
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(a6 — afPu+ B3pu — BPu? — BPopo)1;? + (af?S + af?oy — af’yu — af?u® + 26 —
BPyp? = 2021 — BP6uN + BN + 2a8%6p — 232 up + B2opup — 2 p*p + afdpo + fPopo N —
208%0po — 2620 ppo)| 1y + —Pyp’ — But + Py’ N 4 Bop + Bovp — 2uafyp — 2p*afp —
Byp*p — Bu’p — Boupo — Bép*po + Bopo — 2apdp*o — Boup?) = 0.

Assim, [}, é a raiz positiva do polinomio anterior.

Aplicando P,; na jacobiana do modelo SIRC fracionario com vacina e calculando o deter-

minante, obtemos como autovalores do sistema reduzido aplicado no ponto P,i:

—p—BI"—p—A —pBS* 0 gl

0 BI* BS* 4 0BC* — (n+a) — A 0 oI
p (1-0)BC*+a —(u+6)—A (1—o0)pI*

0 —BC* § —BI" — (n+7) — A

(=(H+8) = N)(=p—BI"=p=N)(BS" +0BC" — (n+a) = N)(=BI" = (p+7) = A) = 6(—p —
BI* —p—N)(BS* +0BC* — (u+a) = N)((1 —0)8* I*) + dvp(BS* + o SC* — (u+a) — ) =0.

Abrindo as contas e substituindo S*, I*

= I, R e Cy, naequagao anterior, o polinomio caracteristico,

dado por:

N AN (547428143 p14p) A N2 (07 +BO L+ By I+ B2 420 pA+-2y p+AB L 4312+ p+yp+ LI p+
2p1p+BYL0) A NBSYLE+0ypt BOL: A B2 1 it SpP+y >+ 2815 12+ 11>+ 5 pp-+ypp+BS 1 por) = 0

E possivel encontrar as raizes. No entanto, dada a quantidade de parametros, apresentar
uma expressao simples para elas é mais facil quando fazemos algumas consideracoes.

Definindo:

r=—0—7—28L, —3u—p,

y=—6"+ 0y —~*— 561, — Byl, — f*1,° + 0p+vp — Bpl, — p* + 3Bdol,,

2 = —28°% 4+ 36%y + 3072 — 2+ — 38621, — 158071, — 38721, + 3B%01,% + 382~vI1,> + 26°1,% +
36%p + 1567p + 3v%p + 1286pl, + 12Bvpl, + 36212 p + 36 p* + 3yp> — 3B1,p*> — 2p° + 936%0 1, +
986~v1,0 — 952%01,%0 — 18361, po, temos:

)\1 = 07
23 1
N = - Y Pt (2 + VA T 2)5,
3 3(z+ 4P +22)s  3x23
1+ 1,V/3 1 1
)\3 = f + 2 ( \/_)y 1 1 (1 + Iv\/g)(z + 4(y3 + 22))§7
3 3x25(z4++/4(yP+22))3  6x23
1—|—[v 3 1
o= DAV s I )
3 3x25(z4++/4(yP+22))3  6x23

(3.2.20)

As consideragoes tedricas sao as mesmas da secao 2.6. O sistema serd assintoticamente

estavel se, e somente se, todos autovalores A, A2, Az e Ay satisfizerem |arg(\)| > 07.
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4 RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSOES

Nesta secao apresentaremos os resultados numéricos para o Modelo Compartimental SIRC
Fracionario (3.0.2) e para o Modelo Compartimental SIRC Fraciondrio com Vacinagao (3.2.1).
Para os dois modelos, os parametros utilizados para as simulacoes sao os apresentados na tabela
(4.1), retirados de (CASAGRANDI et al., 2006). Esses foram os parametros escolhidos, pois
da literatura, sao os que tem maior evidéncia cientifica. Portanto a doenca que essa proposta

estd estudando é a Influenza A.

Tabela 4.1: Parametros do modelo SIRC.

Parametro | Valor
0,02
52,14
0,75
0,35
0,12
1,355
100

Z@(a R |2

Primeiramente, apresentaremos simulagdes para o modelo (3.0.2), com as seguintes condigoes
iniciais Sy = 80, Iy = 20, Ry = 0 e Cy = 0. Gostariamos de deixar claro para o leitor que
tais condicoes iniciais nao sao advindas de dados reais, e assim, servem somente para ilustrar o
comportamento do modelo.

Para todas essas simulacoes, foram empregadas ideias de programacao produzidas por
(GARRAPPA, 2015), que se baseiam em adaptagoes do Método Trapezoidal para Equagoes
Diferenciais Fracionarias implementado no Scilab e as simulacoes aqui apresentadas terao a
mesma ordem da derivada pra cada equagao do modelo.

Abaixo apresentaremos as simulagoes feitas para quatro diferentes ordens das derivadas, a
saber, § = 1;0 = 0,9;0 = 0,8;0 = 0,7. Consideramos que tais derivadas afetam os efeitos
da memoéria imunolégica. No entanto, uma afericao efetiva de qual é a ordem da derivada que
melhor representa a situacgao, necessitamos um estudo com dados reais. Por outro lado, nosso
objetivo com esse estudo é mostrar os efeitos da memoria imunolégica imposta no sistema pela
introducao das derivadas de ordem fracionaria.

No primeiro caso consideramos que o efeito da memoria imunoldgica é zero, ou seja, que a
meméria imunoldgica nao existe. Para isso, consideraremos que 6 = 1. Desta forma, o modelo
considerado é o proposto por (CASAGRANDI et al., 2006). Este servird como o modelo a ser
comparado com o modelo utilizando derivadas de ordem fracionaria.

O segundo caso que consideraremos, podemos interpretar como um modelo cujo efeito da
memoria imunolégica é fraco, para o qual utilizaremos 6 = 0,9. Dado o resultado de de-

pendéncia continua da ordem das derivadas (veja Teorema 2.3.13), e a hipdtese de que o modelo
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compartimental SIRC de ordem inteira nao possui memoria, a fraqueza da memoria imunolégica
no modelo pode ser medida de acordo com a distancia da ordem da derivada fracionaria a 1.
Veremos como esse fenomeno é traduzido no sistema nos exemplos numéricos a seguir.

Como o terceiro caso assumiremos que o efeito da memoria imunoldgica é moderado. Dada
a interpretacao acima, neste caso, tomaremos # = 0,8. Este fenomeno podera ser observado
nas figuras que seguem.

Por fim consideraremos que o efeito da meméria imunoldgica é forte, fazendo 6 = 0,7. Mais
uma vez veremos este efeito aparente nas figuras que seguem.

Na figura 4.1 é possivel observar o comportamento dos individuos suscetiveis (S) nos quatro

casos descritos acima.

80 T T T T T T T T T

Sit), ordem 1

S(t), ordem 0,9
S(t), ordem 0,8 | 4
Sit). ordem 0,7

70

60 1

o
=]

Populagéo
=
S

w
=]

20

Figura 4.1: Comportamento do compartimento dos suscetiveis perante oscilacao de 6.

Por comparacao entre o comportamento das curvas da figura 4.1, para os diferentes valores
de 0 estudados aqui, é possivel inferir que para um tempo muito pequeno, t préximo de zero,
quanto menor a ordem da derivada mais rapido é o decaimento dos individuos suscetiveis, ou
seja mais individuos estao fluindo para o compartimento dos infectados.

A partir do tempo ¢t = 0, 02, hd uma mudanca perceptivel nesse panorama, ja que a presenca
da memoria imunoldgica causa um retardo no comportamento do sistema, e assim, quanto
menor a ordem da derivada, maior é a dificuldade de infeccao dos individuos, justificando o
efeito esperado em um processo com memoéria (PIMENOV et al., 2012). Em outras palavras,
é possivel afirmar que a introducao das derivadas de ordem fracionaria de fato incluem efeitos
de memoria e que, para o caso particular do modelo SIRC, o comportamento do modelo é
compativel com um modelo que possua memoria epidemiologica.

Na figura 4.2 apresentamos o comportamento dos individuos infectados (I), para os diferen-
tes valores de # que enunciamos anteriormente. Note que, pela inter-relagao compartimental do

modelo SIRC, o comportamento dos individuos infectados esta fortemente associado ao com-
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I(t), ordem 1
I(t), ordem 0,8
I(t), ordem 0,8
I(t), ordem 0,7 | ]

FPopulagéo

Figura 4.2: Comportamento do compartimento dos infectados perante oscilagao de 6.

portamento dos individuos suscetiveis. Podemos perceber que a populacao dos infectados cresce
rapidamente até certo ponto e depois tende a diminuir. Quando comparado as simula¢oes com
ordens de derivadas diferentes, o que podemos perceber é que, quando # = 1 o ntmero de
infectados tende a ser maior, enquanto, para os demais valores de 6, este efeito indesejavel nao

é tao intenso, fazendo prevalecer mais uma vez o efeito de memoéria ja comentado.

a0

R(1), ordem 1
R{1), ordem 0.9
RIl), ordem 08|
R{1), ordem 0,7

80

or

60 [

o
=]

Populagdo

Tempo

Figura 4.3: Comportamento do compartimento dos recuperados perante oscilacao de 6.

Para a populagao dos recuperados apresentados na figura 4.3, para os diferentes valores de 6,
o que podemos perceber é que existe uma resposta ao comportamento dos infectados, pois para
0 = 1, onde mais se infecta, mais se recupera. Mas o interessante é perceber que no decorrer da

dinamica, os valores menores de 6, onde a memoria imunolégica é mais presente, apresentam
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uma recuparacao, evidenciando a modificacao na dinamica do sistema, quando considerado a

memoria imunologica.

40 T T T T T T T T T

C(1), ordem 1

C(t), ordem 0.9
C(t), ordem 08| 4
C(t), ordem 0.7

35

301 / 1

\

\\
\
\
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Tempo

Figura 4.4: Comportamento do compartimento dos imunidade cruzada perante oscilacao de

6.

O comportamento dos individuos do compartimento imunidade cruzada é muito dependente
dos recuperados, como pode ser vista na figura 4.4, ja que os individuos que migram para o
compartimento C saem do compartimento R. Sobre a ordem da derivada, a populacao com
imunidade cruzada que menos cresce é a com 6 = 0,7. Tal resultado ja era esperado, pois, a
memoria imunoldgica tem um efeito mais marcante, mas é visivel que nos primeiros instantes de
simulgao essa é a curva que cresce mais rapidamente. Isso decorre em consequencia do fato de
que o efeito de memoria fica mais visivel com o passar do tempo. Vimos aqui, que a populacao
fica também menos suscetivel a uma mutacao do agente infectante da doenca original.

Agora analisaremos o Modelo Compartimental SIRC Fracionario com Vacina (3.2.1). A
primeira andlise a ser realizada é a comparacdo do comportamento do modelo (3.2.1) com
vacina, quando usamos § = 1 e § = 0,8. O comportamento do modelo, no geral, é muito
préximo ao modelo sem vacina, quando oscila-se o valor de 6, como nos quatro casos anteriores.
O caso com # = 0,8 foi escolhido, por mostrar um comportamento que consideramos que 0s
efeitos da memoéria imunolégica nao sao muito fracos, nem muito fortes.

O que vemos nessa comparacao 4.5, é o fato de que ao usarmos o ¢ = 1, a queda nos
suscetiveis € muito mais brusca e mais pessoas sao infectadas. Os individuos infectados caem
pra zero muito rapidamente, e populagao do compartimento imunidade cruzada sobe bastante,
evidenciando que as pessoas tam dificuldade de serem reinfectadas diretamente pela mesma
doenca ou até mesmo por uma mutacao do agente infectante da doenca original.

Para fazermos uma comparagao entre o Modelo Compartimental SIRC Fracionario (3.0.2)
o Modelo Compartimental SIRC Fracionario com Vacina (3.2.1), optamos por continuar simu-

lando com a ordem 6 = 0,8 e olharmos para cada uma das curvas do sistema, comparando-as.
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Figura 4.5: Comparacao do comportamento do modelo com vacina, com § = 1 (& esquerda) e
0 = 0,8 (a direita) para p = 0,51.
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Figura 4.6: Comparacao entre modelo com e sem vacina com ¢ = 0,8 para p = 0, 51.

Na figura 4.6, para evidenciar o que acontece usamos a escala logaritmica na varidvel tempo,
com condigoes iniciais Sy = 80, I = 20, Ry = 0 e Cy = 0 e simulando até 10 unidades de tempo.

E notério que as curvas comecam muito parecidas e apoés um periodo de tempo a curva
pontilhada, que caracteriza o modelo com vacina tem uma diminuicao no seu crescimento, esse
processo ocorre pelo modo que incluimos a vacinagao nessa dinamica, estamos tornando parte
da populagao suscetivel imune, logo os individuos suscetiveis estao indo para o compartimento
dos recuperados, onde possuem imunidade.

O comportamento dos infectados, ilustrados na figura 4.6, tém na sua simulacao as mesmas
condicoes iniciais e neste caso, usamos a escala logaritmica na varidvel populagdo. Em um
primeiro momento tem um crescimento muito grande, e parecido com o que acontece sem
vacina, mas o interessante é que apds um tempo os infectados decaem, mostrando a acao da
vacina no impedimento do contagio.

O comportamento do compartimento dos recuperados, figura 4.8 é muito dependente do que
acontece com os suscetiveis e infectados, mas como infectam-se mais individuos sem vacinagao

era esperado que essa curva fosse maior no inicio da dinamica, porém esse efeito nao é visivel,
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Figura 4.7: Comparacao entre modelo com e sem vacina com ¢ = 0,8 para p = 0, 51.

3 ] 3

FPopulagéo
B

0 L A . .
10 10 102 107! 10°? 10!
Tempo
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devido ao modo que implementamos a vacinagao, as linhas crescem praticamente iguais. Depois

de um tempo, vai recuperar-se menos na dinamica com vacinagao, devido ao fato de infectar-se

menos individuos.
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Figura 4.9: Comparacao entre modelo com e sem vacina com ¢ = 0,8 para p = 0, 51.

No compartimento imunidade cruzada, figura 4.9, o que se percebe é um aumento substan-
cial dos individuos nesse compartimento na dinamica com vacinagao. Como esse compartimento
¢ interligado com o dos Recuperados, estamos imunizando mais pessoas e ha um crescimento po-
pulacional neste compartimento, porém apesar de suscetiveis ao contagio de uma nova mutacao
do antigeno da doenca original essa populacao apresenta um comportamento nao crescente, esse
comportamento evidencia a acao da vacina e o quanto esta imposicao esta dificultando o re-
contagio ou o contagio por uma mutacao da doenca.

Foram realizados testes numéricos, mostrando que realmente ha mudancas no comporta-
mento dos sistemas com relagdo a ordem fracionaria da derivada. Acredita-se que essas mu-

dancas sao causadas pelo efeito que a consideragao da memoria epidemiolégica tem no sistema.
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5 REFLEXOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho procuramos mostrar que o uso da teoria do calculo fracionario pode ser
considerado como uma alternativa interessante para modelar a memoria imunoldgica. Em
particular, esta metodologia pode ser explorada para um melhoramento de varios modelos que
consideram mecanismos biolégicos.

E notério que calculo de ordem arbitraria tem se mostrado como uma importante ferramenta
para descrever diversos fenomenos (RIHAN et al., 2014), principalmente os que dependem do
tempo, tendo em vista a sua potencialidade de captar os efeitos de meméria (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015). Em particular, para o modelo compartimental SIRC fraciondrio e suas
variagoes, podemos concluir que os efeitos que a mudanca da ordem da derivada causa, sao
compativeis com os de um processo de meméria, mostrando assim que as derivadas de ordem
fracionarias sao mais uma maneira de modelar tais efeitos, quando desejados.

Apresentamos uma construcao tedrica a respeito do Célculo Fracionario, manifestando a
motivacao para o uso da definicao de Caputo. Mostramos a boa colocacao do modelo SIRC
com derivadas de ordem fracionaria e suas variagoes e estudamos a estabilidade desses sistemas
e seus pontos de equilibrio, explicitando a taxa bésica de reproducao (Rp).

O tipo de vacinacao proposto nesse trabalho pode nao ser o ideal, para podermos analisar
sua qualidade precisariamos de dados reais e com condicoes ideais, mas o que afirmamos é que
existem muitas outras maneiras de colocar vacinagdo em um modelo compartimental (YANG,
2001). Porém, esta é uma primeira proposta valida de vacinagao para este modelo e fica evidente
a sua importancia, assim como a sua complexidade. Portanto, futuramente, gostariamos de
estudar a implementacao da vacinacao de uma forma mais complexa e por conseguinte, mais
préxima da realidade.

Como trabalhos futuros pretendemos utilizar dados reais para comprovar a eficicia do mo-
delo, bem como calibrar os parametros do modelo com base no método proposto. Para isso,
em um futuro breve, pretendemos utilizar a teoria dos chamados Problemas Inversos aplicados
ao modelo SIRC de forma a obter um método estavel para a calibracao dos parametros nos
modelos, bem como para a ordem das derivadas, a partir de dados reais. Acreditamos que estes
procedimentos resultarao em modelos preditivos que descrevem de maneira mais fidedigna a
dinamica de algumas doengas infecciosas.

Gostarfamos também de desenvolver simulagoes que considerem sistemas com multiplas
ordens de derivada, as quais temos como hipotese, nao diferirem muito em implementacao das
ja feitas nesse trabalho.

Enfim, acreditamos que este trabalho contribui para uma melhor construcao tedrica da uti-
lizagao do Calculo Fracionario para este tipo de sistema, assim como tenha implementado uma
primeira proposta de vacinacao em modelos do tipo SIRC e também tenha trazido simulacoes
que esperamos que brevemente sejam calibradas com dados reais e contribuam na tomada de

decisao para o controle e entendimento de epidemias.
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6 APENDICES

O apeéndice servird para descrever definigoes, teoremas e algumas construgoes que estao

citadas ao longo do texto.

Teorema 6.0.1 (Teorema de ponto fixo Schauder’s) Seja (E,d) um espago métrico, U um sub-
conjunto convezo, fechado em E e B : U — U tal que o conjunto {Bu : u € U} € relativamente

compacta em E. Entao B tem pelo menos um ponto fixo.

A partir deste contexto, recorda-se da seguinte definigao:

Defini¢ao 6.0.1 Seja (E,d) um espago métrico e F C E. O subconjunto F € relativamente

compacto em E se o subconjunto F ¢é fechado.

Teorema 6.0.2 (Arzeld-Ascoli) Seja F C Ala,b] para ¢ > b e assumindo a defini¢ao da norma
de Chebyshev, entao temos que F' é relativamente compacto em A ([a,b]). Para cadae > 0 existe
um 6 > 0 tal que para todo f € F e 0,0* € [a,b] com |0 —0*| < 0 temos |f(0) — f(6%)] <eceé

uniformemente limitada, ou seja, ||flleo < A ta que f € F.

Teorema 6.0.3 Sejam 6 >0, n=[0] e A € R. A solu¢ao do problema de valor inicial

= Au(t),
{ u(0) = uyp, u®(0) =0 (k=0,1,...n—1). (6.0.1)

¢ dado por
u(t) = ugEp(At?), t>0.

Demonstracao 6.0.4 Para maiores informagoes, pode ser consultado a desmonstracao em
((DIETHELM, 2010), teorema 6.11 pag. 101).

Teorema 6.0.5 (Teorema do Valor Médio) Para uma fun¢do diferencidvel f : R — R o

teorema do valor médio afirma que

flur) = fluz) = f(2)(u1 — ug),

para algum z € (uy, ug).

Demonstracgao 6.0.6 Esta demonstracao é comumente vista nos cursos de Cdlculo e pode ser
encontrada em (GUIDORIZZI, 2012).

Entretanto esta relacdo nao é valida em geral para funcoes de R” — R™ . Demonstraremos
que a versao expandida do teorema ¢ valida. Utilizaremos a seguinte notacao para uy, us € R",

definimos,
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L(uy,ug) :=tus + (1 —t)ug |0 <t < 1

Teorema 6.0.7 (Teorema do Valor Médio Expandido) Seja A C R™ um aberto e f : A — R™
diferencidvel em todo o ponto de A. Sejam uy,us € A, tais que L(uj,us) C A. Entao, Ya €
R, 3z € L(uy,us) tal que,

< a, flug) — fluy) >=<a,Df(2).(ug —uy) >

Demonstracao 6.0.8 Seja x = us — uy. Como A € aberto e L(uy,us) € A, temos que eziste
¢ >0, tal que uy +tx € A, para qualquer —¢ <t < 1 — (. Agora fizemos a € R™ e definimos
F: (=140 =R por f(t) :=< a, f(u; +tx) >. Notemos que

i F(t+h)—F(t)

_ / :
Jim Y =<a, f'(uy +tx;z) >

Em particular, F' € diferencidvel em (0,1). Seque do teorema do valor médio de uma varidvel

que existe 0 < 9 < 1 tal que

F(l) - F<O) = Fl(]) =<a, f/(ul —F]iL’,.’E) >=<a, f,(Z;UZ - ul) >=<a, Df(’Z)(uZ - ul) >,
onde z :=uy + jxr € L(uy, us).

Tendo como resultado que F(1) — F(0) =< a, (f(u2) — f(u1)) > .



