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Resumo

Nos 1ltimos séculos, diversos métodos foram propostos tentando estabelecer um Principio da
Minima Acao nao conservativo, no entanto nenhum foi bem sucedido, permitindo que esse
problema encontre-se ainda em aberto. O objetivo desta dissertagao é propor um Principio
da minima acao capaz de descrever processos fisicos nao conservativos. Estenderemos o
principio variacional de Herglotz, bem como o teorema de Noether corespondente, para o
caso de varios campos, onde demonstraremos a equacao generalizada de Euler-Lagrange. A
partir da equacao generalizada de Euler-Lagrange abordaremos sistemas nao conservativos
como no caso do electromagnetismo, mecanica quantica e gravitacao. Estudaremos os efeitos
das ondas gravitacionais considerando o tecido espago-tempo com uma geometria nao
conservativa. Os resultados mostram que a teoria de gravidade nao conservativa proposta
explica a expansao do universo sem a necessidade da energia escura, e a dificuldade na
detecao das ondas gravitacionais.

Palavras-chaves: Principio da Minima Ag¢ao. Euler-Lagrange. Sistemas nao conservativos.
Gravidade nao conservativa.



Abstract

In recent centuries, various methods have been proposed trying to establish a non-
conservative principle of least action, however none were successful, allowing this problem
to still be unsolved. The goal of this dissertation is to propose a principle of stationary
action capable of describing non-conservative physical processes. We will extend Herglotz’s
variational principle, as well as the corresponding Noether’s theorem, for the case of
multiple fields, where we will demonstrate the generalized Euler-Lagrange equation. From
the generalized Euler-Lagrange equation we will discuss non-conservative systems as in
the case of electromagnetism, quantum mechanics, and gravitation. We will study the
effects of gravitational waves considering the space-time fabric with a non-conservative
geometry. The results show that the proposed Non-conservative theory of gravity explains
the expansion of the universe without the need of dark energy, and the difficulty in the
detection of gravitational waves.

Keywords: Principle of Least Action. Euler-Lagrange. Non-conservative systems. Non-
conservative Gravity.
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1 Introducgao

Uma teoria fisica consistente é caraterizada por uma estrutura logica matematica,
onde cada propriedade, resultado e objeto matematico da teoria encontra no mundo real
um analogo fisico, descrevendo com exatidao o comportamento do sistema real. Ainda nao
temos uma teoria fisica consistente capaz de desccrever o mundo fisico em todas as suas
escalas de tamanhos e energias. A incapacidade de conciliar os principios da relatividade
geral com os principios da mecanica quantica é o maior desafio da fisica teérica em aberto.
Assim como uma teoria matematica é construida a partir de verdades assumidas a priori
e que nao podem ser provadas, chamadas de axiomas, as teorias fisicas sao construidas
a partir de verdades & priori chamadas de postulados. Para que a teoria seja boa, esses
postulados devem descrever leis naturais observadas e testadas experimentalmente, e o
conjunto dos postulados deve produzir uma extrutura matematica légica e consistente. Se
a escolha do conjunto de postulados contiver algum erro, quer seja pela formulacao errada
por um deles, quer seja pela auséncia de algum postulado ainda desconhecido, ou pelo uso
de um falso postulado, a teoria fisica nao sera consistente.

Nesta dissertacao, trataremos justamente da modificacao de um dos postulados mais
universais da fisica, o postulado da Minima Acao. Ea partir deste postulado que se obtém
a dinamica em qualquer teoria fisica, desde a mecanica classica até o mundo quantico,
desde a escala de distancia entre as particulas fundamentais até escalas cosmoldgicas. No
entanto na forma com que o Principio da Minima Acao é formulado atualmente, ele s6
pode ser aplicado a sistemas conservativos, como foi provado rigorosamente por Bauer
em 1931 (BAUER, 1931). Por outro lado, a expansao acelerada do universo é comumente
explicada na literatura a partir da definicao de um tipo exético de energia, chamada de
energia escura, que apresneta em muitas teorias propriedades de viscosidade, violando a
conservagao de energia. No entanto, tanto a energia escura quanto a nao conservacao de
energia nao foram observadas, diretamente na natureza até hoje. Além disso, como essas
teorias envolvem a inclusao de um novo objeto fisico com propriedades nao conservativas,
a teoria obtida nao é uma teoria de primeiros principios, pois a dinamica nao pode ser
obtida a partir do Principio da Minima Acao.

Neste contexto, no presente trabalho mostramos que é possivel generalizar o

Principio da Minima Ac¢ao para sistemas nao conservativos, generalizando o problema



variacional de Herglotz (HERGLOTZ, 1930) para vérios campos. Mais importante, a partir
desta Acao generalizada é possivel construir uma teoria para a gravitagao que mesmo
sem a energia escura, e com conservagao de energia-momentum, descreve qualitativamente
e quantitativamente o fenomeno da expansao acelerada do universo. Na nossa teoria,
diferente das outras propostas conhecidas na literatura, a nao conservacao esta presente
na lado geométrico da equacao de Einstein generalizada e nao no lado fisico. Além disso,
como o nosso Principio da Minima Acao é geral, estudamos também a sua aplicacao no
eletromagnetismo e na mecanica quantica. Estudamos também as leis de conservacao a
partir da generalizacao do teorema de Noether.

O trabalho estd dividido da seguinte forma: No capitulo 2 apresentamos uma breve
revisao do Principio da Minima Acao e de algumas tentativas de estende-lo para sistemas
nao conservativos. No capitulo 3 formulamos nosso Principio da Minima Ag¢ao a partir da
generalizagao do problema de Herglotz. Também apresentamos neste capitulo o teorema
de Noether associado. O capitulo 4 ¢é dedicado as aplicacoes no eletromagnetismo e na
mecanica quantica. No capitulo 5 formulamos nossa teoria de gravitacao nao conservativa,
estudamos o modelo cosmoldgico de Bianchi I, as ondas gravitacionais e o limite Newtoniano

da teoria. As conclusoes sao apresentadas no capitulo 6.

Nota 1 Ao longo do trabalho sempre que estiverem presentes indices repetidos, significa
que existe a soma sobre indice. Ao longo dos cdlculos escolhemos a velocidade da luz no

vacuo ¢ = 1.



2 Principio da Minima Acao

Neste capitulo faremos uma breve revisao do Principio da Minima Acao para
sistemas conservativos, e de tentativas de estendé-lo para sistemas nao conservativos. O
Principio da Minima Ag¢ao é um dos pilares fundamentais da fisica moderna. A dinamica
em qualquer teoria fisica, desde a mecanica classica de Newton a relatividade geral de
Einstein a teoria dos campos quanticos de Schrodinger, foi reformulada com este tinico
principio, por Euler, Hilbert e Feynman, respectivamente. Ele foi proposto inicialmente,
por Maupertuis (MAUPERTUIS, 1999) em 1744, com o objetivo inicial de unificar as leis
da natureza. Maupertuis inspirou-se no principio de Fermat da ética e tentou adapta-lo
para a mecanica Newtoniana. Mais tarde este principio foi corretamente estendido por
Euler (EULER, 1952), mantendo a mesma ideia de Maupertuis. A formulagdo moderna do
Principio da Minima Acao, também conhecida como principio de Hamilton, foi finalmente

proposta por Hamilton usando o principio de D’Alambert (VUJANOVIC; JONES, 1989).
2.1 Principio da Minima Acdo para sistemas conservativos

Nesta secao apresentaremos o Principio da Minima Acao na forma proposta por
Euler, e na sequéncia mostraremos como obter o principio como se conhece hoje. Em nossa
demonstracao usaremos um caminho diferente do usado por Hamilton e em livros textos.

Apesar da grande contribuicao de Maupertuis, o Principio da Minima Acao, que
serviu de base para a formulacao moderna da mecanica analitica, foi proposto por Euler.
Segundo Euler a trajetoria descrita por uma particula é aquela que minimiza a acgao
integral S = f;f muvds, onde m é a massa, v o modulo da velocidade da particula , ds
¢ o elemento infinitesimal da trajetéria, sp e sy comprimento do arco inicial e final da
trajetoria, respectivamente. Além disso, deveria ser imposta a trajetéria a condicao de
conservacao da energia do sistema. Lembrando que ds = vdt, podemos escrever a agao

como sendo

tf
S:/ mv?dt, (2.1)
to



onde ¢ ¢ a varidvel tempo e ty, ¢y tempo inicial e final da particula. Por outro lado, a versao
de Hamilton, como é conhecida hoje o principio da minima agao, consiste em minimizar o

funcional agao

S— /tf (T — U dt, (2.2)

to

onde T' é energia cinética e U a energia potencial. Para fazer a transi¢ao do ponto de
vista de Euler para Hamilton, considera-se apenas sistemas fisicos conservativos, ou seja a
energia mecanica do sistema (7' 4 U), é constante ao longo da trajetéria. Se a energia é
constante ao longo da trajetéria, digamos E, a sua integracdo no intervalo [to, t¢] também
¢, logo o principio da minima ac¢ao proposta por Euler se reduz a uma classe problemas
variacionais com restri¢ao, conhecidos como problemas isoperimétricos (SAGAN, 2012).
Em outras palavras, o Principio da Minima Acao para sistemas fisicos onde hé conservagao

de energia consiste em minimizar o funcional

ty
/ mu’dt
to

sujeito a condigao (2.3)

ty
/ (%UQ + U) dt = EAt = constante
to

O problema (2.3) pode ser convertido para um problema variacional cldssico, de modo que
a lei da conservagao de energia fica de forma implicita. Fazendo a conservacao de energia
permanecer de forma implicita, segue o Principio da Minima Acao para mecanica classica

na forma mais conhecida atualmente (Principio de Hamilton).

Teorema 2.1.1 (Principio da Minima Acgao conservativo) Consideremos um sis-
tema fisico conservativo de uma unica particula, a trajetoria descrita por essa particula
no intervalo de tempo [to,ts|, € caraterizada pelas fun¢oes x; (i = 1,2,3) que deizam o

funcional integral
ty
S:/ (T —=U)dt (2.4)
to

estaciondrio.

Prova Se z;(t) é a trajetéria que a particula descreve, entao é solu¢ao do problema (2.3).
Usando o método multiplicador de Lagrange (ADAMS, 2010) o problema (2.3) equivale

minimizar o funcional

ty

to



onde

m
L:m(i:f+x‘§+i:§)—/\(E(x'f+j:§+x'§)+U> (2.6)
e A um namero real, conhecido como multiplicador de Lagrange. Se x; deixa o funcional

(2.5) estaciondrio, entdo a sua primeira variagao é nula
0S = 0. (2.7)

Variando a Acao, vem que

b (OL L
tO 8:57/ al‘l
(0L d OL oL _ |
= 7 0x; — ———0; | dt + —dx; .
/to (8:@ v dt 8@ v ) + 81‘2 . to (2 8)
(0L d oL oL _ |
/; (axz dt 8xz> . + 8951 * to
onde na segunda linha foi usada a integracao por p?rtes e com i = 1,2,3. A quantidade
oL L f
8_'6$i ¢ nula nos extremos, logo quantidade % dx;| também é nula. Entao usando (2.7)
ZT; Li t,
temos que ’
" (OL d OL
- — dx;dt =0, 2.9
/to (8% dt 6@) o ( )
para qualquer variagao dx;. Como a igualdade (2.9) é valido para qualquer variacao dx;,
logo
oL d oL
_ = =0 , =1,2,3. 2.10
(9:[1- dt 8:151 ’ ! T ( )
De (2.6) temos
oL ou
on ~ om
i i (2.11)
oL (2 A)i
=m — ZT;.
0;
Substituindo essas duas quantidades em (2.10) temos
dQCL’i 8U
A—2 - A =0. 2.12
m(A=2) T Ay, (2.12)

Comparando (2.12) com a segunda lei de Newton conclui-se que A = 1. Com a escolha

desse multiplicador de Lagrange, temos que L =T — U, logo a demostragao fica concluida.

C.Q.D

Na formulagao de Hamilton, que é valida apenas quando o sistema é conservativo, a
Lagrangeana ¢é construida com a diferenga entre a energia cinética 1" e potencial U do

sistema

L=T-U. (2.13)



Embora tenha sido formulado inicialmente no contexto da mecanica Newtoniana, ao longo
dos séculos, e em especial na primeira metade do século XX, verificou-se que o Principio
da Minima Acao era de fato um dos principios fundamentais da fisica, sendo fundamental
para a construgao de todas as teorias fisicas modernas. De fato, a descrigao dinamica de
qualquer sistema fisico em qualquer teoria satisfaz o Principio da Minima Acao.

Para obter a dinamica em um sistema fisico a partir do Principio da Minima Acgao é
necessario definir uma fungao Lagrangeana. Como a Agao é uma quantidade escalar, sendo
assim, ela deve ser um invariante por mudancas de coordenadas de escala, a Lagrangeana
deve ser uma fungao construida com escalares, ou invariantes da teoria. Para fixar a ideia da
construcao da acao a partir dos invariantes da teoria, aplicaremos o Principio da Minima
Acao na teoria eletromagnética e na teoria quantica. Analogamente a uma particula
material, na teoria de campos a fun¢ao Lagrangeana é construida da mesma maneira,
fazendo a seguinte transi¢ao: A fungdao Lagrangeana j4 nao depende mais da posigao z*(t)
em funcao do tempo, mas do campo escalar ¢*(z*). Campo ¢ uma quantidade definida em
cada ponto do espaco tempo x*, enquanto que uma particula classica é caraterizada pela
sua posigao x(t), consequentemente a acdo S é um funcional dependente desses campos e

das derivadas. Usaremos as seguintes notagoes para coordenadas e derivadas:

xozt, ' =z, xzzy, 3=z
(9H<b :%, M:0,1,2,3. 1=1,...,n. n € N.

Quando envolve campos, a funcao Lagrangeana pode ser expressa como uma integral

sobre uma densidade Lagrangeana L:
L= /E (z#,¢",0,9") d’x. (2.15)

Nesse caso a acao fica definida por

S = /Ldt = /E(x“,gbi,ﬁugzﬁi) diz, (2.16)

para quaisquer n campos escalares ¢’ que extremizem (2.16). Estes necessariamente
devem satisfazer a equacao de Euler-Lagrange para campos escalares (SAGAN, 2012;

GOLDSTEIN CHARLES P. POOLE, 2001)

oL d oL
—_— | — ] = =1 1
96 duv <a<8u¢z>) O = bz (217)

Antes de investigar os invariantes, introduziremos algumas definicoes. Chamaremos de A,

o quadri-vetor eletromagnético, onde a componente temporal Ay é o potencial elétrico



e a parte espacial A é o vetor potencial magnético. A quantidade F,, = 9,4, — 0, A,
(CARROLL, 2004; JACKSON, 1999) é conhecida na literatura como tensor campo ele-

tromagnético, que na sua forma mais explicita, em termo de componentes, ¢ dado por

F,, = : (2.18)
E, —B; 0 B

Es By, —-B; 0
Os unicos invariantes (LANDAU, 2013) que podem ser construidos com o tensor eletro-

magnético [, sao:

F,, P = E? - B

(2.19)
EpapF" F*P =E - B,
onde £,,,3 ¢ o simbolo de Levi-Civita definido de forma seguinte
+1 se prap for permutacao par de 0123
Ewap = —1 se praf for permutacao impar de 0123 (2.20)

0 caso contrario,

e E, B sao os campos elétrico e magnético, respectivamente, e onde F* = pranv8 F,3, sendo
n* = n,, a métrica do espaco de Minkowski 7, = diag(—1,1,1,1) (CARROLL, 2004).
Se existirem fontes, introduz-se o produto escalar do quadri-potencial eletromagnético A,
com o quadri-vetor densidade de carga J* (A, J"), que representa o termo de acoplamento
entre a corrente e o campo. Além disso, se estivermos interessados que a equagdo do campo
seja linear, entao a densidade Lagrangeana tem que ser quadratica em A, e 9,A4,,. Entao
a densidade Lagrangeana deriva-se da combinagio linear entre F,, F* &,,,sF" F°° e

A, J". Portanto, a acao para o potencial eletromagnético é
S = /d4$ (ale,F‘w/ + 61/214‘[“]‘u + agéﬂmlgF“”F“B) (221)

onde a1, as e ag sao constantes nao nulas, a serem determinadas de modo que minimize a

acao (2.21). A densidade Lagrangeana é
L=a,F,,F" + ayA,J" + asépas " F*° (2.22)

Entao, segundo o Principio da Minima Acao, se o quadri-potencial A, minimiza (2.21), é

necessario que satisfaca a equacao de Euler-Lagrange

oL d oL
0A,  dan (a(aﬂAy)) =0 (2.23)




Para encontrar a equacao do campo, comecemos a calcular os termos da equacao de Euler-
Lagrange (2.23). Observa-se que o terceiro termo que aparece na densidade Lagrangeana,
(2.21), nao tem contribui¢cao nenhuma para a equagao do campo, pois levando em conta
que o indice na qual se realiza a soma é mudo, e usando a matriz da métrica para baixar e

subir indices no tensor eletromagnético, temos:

GagékmgFMFo‘ﬁ
0(0,A,)

oF,. oF,,
= a3Exyap (77“ UWWZMF e UBUFMWZL,))
= 3€xap (F o7 (77*”77W - n”nw> +F (n““nﬁ” - n””nﬁ“)) (2.24)
= a3€xap (QFaBnuAn'w + QFMnaunfBV)
= agérnasd 0",

pois Exyap apresenta a propriedade da anti-simetria nos seus indices. Como €yyq5 86 € nao

nulo para os indices todos diferentes e n vé diagonal, IOgO
~ ) Ay, au, By 0 ( )
Exyapb LF norn =Uu. 2.25

Entao chega-se a conclusao que o terceiro termo em (2.22) nao contribui para a equacao

do campo. Ja o segundo termo contribui, com

oL _ o
0A, 0A,

GQA“JM) = agé’j“(]“ = CLQJV. (226)
E por fim, do primeiro termo obtemos
OF
o pab appBop LT
S )
=a ((5’;5”5 — 5"65”a) FoB 4 pro (5“p5”0_ — 5“05”p))

OL  QaFogFP OF 5
00,A)  0@,A)

(2.27)
= q (F™ — PP 4 1 — iy

Tendo em conta que tensor eletromagnético F*¥ é anti-simétrico, entao temos que

or
= — Aq ™ 2.2
00,4, @ (2.28)

substituindo (2.36) e (2.28) em (2.35) tem-se

40,0, F" = ayJ”

2.29

= 2, (229
H a,



Comparando a equacao acima com o primeiro par das equacoes de Maxwell, ou com a
primeira equacao na forma tensorial (CARROLL, 2004; JACKSON, 1999) conclui-se que

alz——eagzloualzze@:—l.

4
Nota 2 A sequnda possibilidade se descarta porque maximiza a acao, contradizendo o

Principio da Minima Acao, entdo a unica opgcao € a primeira, na qual minimiza a agao.

O segundo par das equacgoes de Maxwell, que sao as equagoes homogéneas, é uma con-
sequencia da anti-simetria do tensor eletromagnético F),,. Pois devido a propriedade da

anti-simetria e da definigao de F},\ temos
Ok =0, (2.30)

com efeito
Oputyn = OuFyy + 0, Fy, + O F
=0, (0,A\ — 0\A)) + 0, (0\A,, — 0,A)) + O (0, A, — 0, A,) (2.31)
= O’
onde foi usada a defini¢ao do tensor eletromagnético F),, e que as derivadas comutam
entre si.
Ja do ponto de vista da mecanica quantica, constréi-se a acdo com invariantes a
partir da funcao de onda 1. Cada fungao 1 é complexa e pertence a um espaco de Hilbert
(COHEN-TANNOUDJI, 1977), entdo a acdo com Lagrangeana quadratica que determina

a equacao do movimento é dada por

S = / d*z (—;—mv¢*(r,t)vw(r,t) — V() (r, t)(r, t)

+5 (Vg - g ven) )

onde 9* é o complexo conjugado de ¥ e Vi* é o complexo conjugado de V). Para a acao

(2.32) a densidade Lagrangeana ¢ (GERGELY, 2002)

(2.32)

£ =~ Lo U Vet — V) e ) (2.3
+5 (w0 gt - S v (234

Podemos tratar ¢ e ©* como dois campos independentes. De acordo com o Principio
da Minima Acao se o par (¢,%*) minimiza (2.32), tem que satisfazer a equacao de

Euler-Lagrange

oL d oL
d(

- —0,v=1,2 2.35
9A, ~ duv 8MA,,)) U (2:35)
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com A; = e Ay = ¢*, fornecendo duas equacoes de movimento
h—QVQQ/J*(r t) — V(r)y*(r,t) — zh2¢*(r t)=0
2m ’ ’ ot o
—V w(rv t) - V(r)@U(Ta t) + lha?ﬁ(r, t) =0,

2m

(2.36)

conhecidas como equagoes de Schrodinger (COHEN-TANNOUDJI, 1977) para ¢ e 9*.

2.2 Principio da Minima Ac¢ao para sistemas nao conservativos

Desde a introducao do Principio da Minima Acao em sua formulagao madura
por Euler, Lagrange e Hamilton, sabe-se que a equacao do movimento para sistemas
dissipativos lineares nao pode ser obtida diretamente a partir do principio variacional. Uma
prova rigorosa da falha do Principio da Minima acao tradicional para descrever sistemas
nao conservativos foi dada por Bauer (BAUER, 1931) em 1931, em um trabalho onde ele
provou matematicamente a impossibilidade de se obter um termo dissipativo proporcional
a velocidade em Lagrangeanas fisicas a partir do Principio da Minima Acao. No ultimo
século, diversos métodos foram propostos na tentativa de contornar este problema. Alguns
exemplos incluem Lagrangeanas dependentes do tempo (STEVENS, 1958; RAZAVY, 2006;
VUJANOVIC; JONES, 1989) e coordenadas auxiliares descrevendo o sistema com tempo
invertido (BATEMAN, 1931; VUJANOVIC; JONES, 1989). Infelizmente, todas essas
propostas utilizam Lagrangeanas nao fisicas no sentido de elas nao fornecerem relagoes
corretas para o momentum e para a energia do sistema (RIEWE, 1996). Recentemente
também foi proposta uma alternativa que, embora contenha Lagrangeanas fisicas, utiliza
derivadas fracionarias que sao operadores nao-locais e com uma estrutura algébrica
complicada, dificultando a sua aplicacao (RIEWE, 1996; LAZO; KRUMREICH, 2014).
Apesar de todo esse esforco ao longo do século XX e inicio do século XXI para se generalizar
o Principio da Minima Acao para sistemas nao conservativos, uma proposta promissora
feita por Herglotz em 1930 passou praticamente desconhecida ao longo desse tempo.

Nosso trabalho se baseia justamente na generalizacao do Principio de Herglotz
(HERGLOTZ, 1930) para campos. Resumimos a seguir as carateristicas de algumas dessas

formulagoes.
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2.2.1 Lagrangeanas fisicas

Como ja foi dito anteriormente, uma das limitagoes do Principio da Minima Acao
é o fato de ser valido apenas para sistemas conservativos. Sabe-se que, na realidade,
no mundo macroscopico existe sempre a dissipacao de energia, entao ¢ extremamente
importante estabelecer um principio para processos nao conservativos. Varias dessas
propostas, apresentam equacao de movimento correta para certos sistemas dissipativos,
porém a fungao Lagrangeana nao é fisica. Uma Lagrangeana é dito fisica, se apresenta o
momento e o Hamiltoniano corretamente.

Para entender melhor o significado de Lagrangeanas fisicas vamos ilustrar alguns
exemplos. Vamos considerar o caso do movimento unidimensional de uma particula sob a
acao de uma forca resistiva proporcional a velocidade. Como primeiro exemplo temos a

Lagrangiana dependente do tempo (STEVENS, 1958; RAZAVY, 2006)*
1 .92 ¢
L= Sma” = U)em’ (2.37)

Da equagao de Euler-Lagrange (2.9), temos a equagao que descreve a trajetéria da particula

ou
¢ . .
x it =0 2.38
e <mx—|— 5 +7x) (2.38)
com o momento conjugado
p = miemn (2.39)
e o Hamiltoniano correspondente
1 -2 Xt
H= gme +U )em (2.40)

Dividindo a equagao (2.38) pelo fator ewt, temos a equacdo correta da trajetéria da
particula. Por outro lado as expressoes (2.39) e (2.40) nao representam momento e
Hamiltoniano respectivamente, devido a presenca do fator ew’. Conclui-se entdo que a
Lagrangeana (2.37) nao é fisica. Para finalizar condsiremos o mesmo problema, em que
a formulacao é proposta em (BATEMAN, 1931; RIEWE, 1996), onde uma coordenada
auxiliar com tempo reverso (t — —t) , y é introduzida. A Lagrangiana para este caso é:

1
L =miy+ 37 (zy —yz) — U, (2.41)

Aqui a Lagrangeana foi escolhida de uma maneira mais geral, em vez de considerar o caso da particula
livre.

1
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que nos da duas equacoes de movimento

m:ﬁ—l—g—g—l—’m:(), mg'j—k%—i—’yy’zO, (2.42)
0s momentos
Pe = my — %vy, py = mi + %vx, (2.43)
e Hamiltoniano ,
H="10y ;—mmy — % (ypy — xps) + U. (2.44)

Novamente vé-se que a funcao Lagrangeana (2.41) nao tem significado fisico. Portanto
ambas as funcoes Lagrangeanas que foram apresentadas aqui nao servem para fazer a
descricao fisica do sistema, e também nao apresentam uma formulacao geral. Apesar dessas
funcoes Lagrangeanas apresentarem equacoes do movimentos corretas para o movimento,
fisicamente sao importantes as quantidades que se conservam ao longo da trajetdria. Essas
quantidades sao consequéncias da invariancia da agao sobre transformacoes de coordenadas,
como por exemplo, podemos ver que a Lagrangeana (2.41), ndo é invariante por uma
translacao na direcao de x ou de y, em consequéncia a ag¢ao também nao ¢é invariante.
Para contornar esse problema, na préxima secao apresentaremos um principio

variacional mais geral conhecido como principio variacional de Herglothz.

2.2.2  Principio variacional de Herglotz

Como discutimos no inicio do capitulo, a funcao Lagrangeana é construida com
os escalares, ou invariantes, da teoria. Neste sentido, a préopria Acao é um invariante.
Poderiamos perguntar entao o que aconteceria se a Lagrangeana também fosse uma funcao

da prépria Acao. A resposta desta pergunta é dada pelo Principio variacional proposto

por Herglotz (HERGLOTZ, 1930).

Definicao 2.2.1 O principio variacional proposto por Herglothz consiste em determinar a
curva x(t) que extremiza (mazimiza ou minimiza) S(b), onde S(t) € a solugdo da equagdo
diferencial

S(t) = L(t, (), #(t), S(t)),  t€ [a,0]

(2.45)
S(CL) = Sa, I(a) = La, .’L‘(b) = T, Sas Ta, xp € R
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As condigoes acima sao conhecidas como condigoes de contorno. E importante notar que a
equagao em (2.45) representa uma familia de equagoes diferenciais, ou seja para cada z(t)
corresponde uma equagao deferencial. O problema (2.45) reduz-se ao problema classico
quando a funcao Lagrangeana nao depende da acao. Nesse caso
S(t) = L(t,z(t),i(t)), t€la,b]
(2.46)
S((l) - Sa? I((l) = Za, I’(b) = Tp, SCU Za, T € ]Ra
integrando a equagao diferencial em (2.46), junto com a condigao de fronteira recupera-se

o problema cléssico.

b
S(b) = / L(t,z(t), &(t)) — extremizar (2.47)

i:L@x®@ﬁ»+b%d

(2.48)

Herglotz demonstrou que a condi¢do necessaria para que a curva z(t) seja solucao do

problema (2.45), equivale x(t) ser solucao da equagao diferencial

oL dOL OLOL

— = ——4+ —=—=0. 2.49
gr ~ dtoi | 05 0i (2:49)
L . N - oL
No caso clédssico onde a fun¢ao Lagrangeana (L) nao depende da agao, temos 75 = 0,

obtém-se a equagao de Euler-Lagrange cldssico a partir de (2.45).
Vamos apresentar o resultado (2.49) obtida por Herglotz na forma de teorema e

depois prova-lo.

Teorema 2.2.1 Seja x(t) a funcao que extremiza S(b) definida no problema (2.45). Entdo

x(t) € solugao da equagao de Euler-Lagrange

oL doL  OLOL

or d@ior Tasar Y (2.50)

Para provar a condigao necesséria (2.50) devemos resolver a familia de equagoes diferenciais

em (2.45), que define o funcional S(t), para qualquer fungao real z(t).

Prova Comecemos por definir uma variagdo (variagao fraca) na varidvel dependente x(t),
definida da forma z.(t) = x(t) + en(t). Onde n é uma fun¢ao qualquer pertencente a classe
C? ([a,b] ;R) e € é um ntimero real qualquer. Assumimos que a fungao n é identicamente

nula na fronteira, ou seja n(a) = n(b) = 0. Repare que essa hipdtese é crucial para que
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a familia de curvas z.(t) sejam fungoes admissiveis (fungoes satisfazendo a condigao de
contorno). Consideremos agora a equagao diferencial (2.45) definida pela familia de curvas

xe(t) que estao definidas na vizinhanga de (t)

S (z+ent) = L(t,x(t) +en(t), z(t) +en(t), S(t)), (2.51)

derivando em relacao a variavel € temos

d . oL oL . O0LdS

%S (93 +E77;t) = a£g77+ 81..877 + %%’

(2.52)

uma vez que a variavel € e t sao independentes podemos inverter a ordem da diferenciacao.

Introduzindo a notagao ¢ = - podemos escrever (2.52) como
£

¢ oL 9L L
= n+ =
0T,

dt 9S> Oz

. (2.53)

A equagao (2.53) representa uma equagao diferencial linear da primeira ordem, que pode
ser resolvida por varios métodos diferentes. Optamos por determinar a solucao pelo método

de fator integrante (RITGER; ROSE, 1968). Logo temos a solucao geral

oL t oL oL oL
ow (= [ Gett) clet)—cear= [ (= [ Soar) (5on+ ) dr. 250

Se z(t) é solugao do problema (2.45) entao, ((0,a) = ((0,b) = 0, pois para e = 0 o

funcional é estaciondrio, ou seja S(b) é o seu valor maximo (minimo). Entao fazendo ¢ = 0
e t = b, depois aplicando uma integragao por partes no segundo termo do integrando em

(2.54), e lembrando que n(a) = n(b) = 0 temos que

b oL oL d [OL 0L OL
/a exXp <— %dt) (a—x - % (@) + %%) ndT =0. (255)

A seguir apresentaremos o lema fundamental do célculo variacional (LOGAN, 1987) que
nos permite calcular a funcao z(t), candidato & solugao do problema, pois a condi¢ao

(2.55) é uma condigao necesséria, porém nao fixa diretamente a fungao x(t).

Lema 2.2.1 (Lema fundamental) Seja f € C([a,b];R) tal que

b
/ f(Bg(t)dt = 0

para toda funcao g € C([a,b];R) eg(a) = g(b) = 0.Entao f(t) =0 para todo t € [a,].
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Identificando f = exp (— g—gdt) <Z—L — % (Z—L) + Z—Lg—g) e g = 1, entao o lema
x z T

OL d (OL\ OLOL
i (%) + oo =0, (2.56)

Assim, a demonstracao do teorema fica concluida. C.Q.D

nos da que

Nota 3 Quando o movimento da particula € tridimensional, as equagoes (2.50) para esse

sistema sao dadas por

oL d<aL) aLa—L—o, i=1,2,3. (2.57)

ar, di \oz,) " 05,05
Tendo em mao a equagao generalizada de Euler-Lagrange (2.57), estamos em condigoes de

apresentar a equagao do movimento de particulas em sistemas nao conservativos.

Teorema 2.2.2 (Principio da minima acao nao conservativo) Consideremos um sis-
tema fisico nao conservativo, que consiste de uma unica particula. A trajetoria descrita por
essa particula no intervalo de tempo [t;,ts], € caraterizada pelas fungoes x; (i = 1,2,3) que

deizam o funcional integral S(b) estaciondrio, onde S(t) € solucao da equagdio diferencial

S(t) =T — U + Ly(S)
S(a) = Sa,

(2.58)

com T a energia cinética, U a energia potencial da particula e Ly(S) representa a fungdo

Lagrangeana nao conservativa.

Prova De (2.58) temos que L = % (22 + @3 + 22) — U + Lg(9), logo

oL oUu
or;  Ox;
o (2.59)
or; "
Supondo que zx; é solugao de (2.58), entao a equagao (2.57) nos déa
ou OLg
r; = — —Mmii—5, =1,2,3. 2.
mi i MEi—me, 3 (2.60)

C.Q.D

Pela equacao do movimento (2.60), conclui-se que este principio é muito mais geral,
comparando com os dois exemplos propostos com as Lagrangeanas (2.37) e (2.41). Com

efeito para cada escolha da fun¢do Lagrangeana L4, na equagdo do movimento (2.60)
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surgem diferentes tipos de forcas nao conservativas. Além disso, a Lagrangeana tem
significado fisico. Para ilustrar isso foquemos no mesmo problema onde foram consideradas
as Lagrangeanas (2.37) e (2.41), isto é, o caso do movimento unidimensional de uma
particula sob a acao de uma forca de atrito viscoso que é proporcional a velocidade.

Escolhendo a Lagrangeana nao conservativa dada pela expressao (GEORGIEVA, 2001)
Ly = —as, (2.61)

onde o é uma constante real positiva, a equagao (2.60) resulta na equagdo do movimento

oU
com momentum
p=mi (2.63)
e Hamiltoniano
1
H:Emﬁ+U+aS (2.64)

Se considerarmos o termo «S como um potencial efetivo, entao conclui-se que com a
escolha feita em (2.61), resulta na mesma equagao de movimento que as Lagrangeanas
(2.37) e (2.41), e que as expressoes do momento e o Hamiltoniano tém significados fisicos.
Além da Lagrangeana (2.61) apresentar equacao de movimento correta, apresenta também
simetrias em relacao a uma translacao no tempo, ja que a funcao Lagrangeana é auténoma?.
O teorema de Noether garante que devido a essa simetria, existe uma quantidade que
se conserva, como veremos nos proximos capitulos. Entao conclui-se que é muito mais
vantajoso trabalhar com o principio de Herglotz do que com o principio variacional classico,

por duas razoes: Apresenta a equacao do movimento adequada para o movimento da

particula e, mesmo sendo o sistema com dissipacao, nao quebra a invariancia do problema.

2 Funcao Lagrangeana que nio depende explicitamente do tempo
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3 Principio Variacional de Herglotz e teorema de Noether para campos

3.1 Principio Variacional de Herglotz para campos

Nesta seccao vamos estender o principio variacional de Herglotz para campos escala-
res e determinar a equacgao de Euler-Lagrange correspondente, com o objetivo de descrever
sistemas fisicos nao conservativos que envolvem campos, tal como no electromagnetismo,
na mecanica quantica e na relatividade geral. Dados n campos ¢(z!, 22, ..., 2¢) (com
i =1,2,...,n) definidos no domfnio Q € R(d € N), sendo que esses campos podem ser

eletromagnéticos, gravitacionais etc... O problema variacional de Herglotz que propomos

para campos consiste em determinar os campos ¢’ que extremizam o funcional

5(6Q2) = /5 Qz (2, ¢ (z"), 0, ' (), s) d%x (3.1)

onde 0) é a fronteira de Q e ¢’ satisfazem as condigoes de fronteira ¢*(6Q2) = ¢, com
@5 02 — R. Assim como (2.45), para vérios campos ¢', o funcional (3.1) reduz-se
a uma funcao de fronteira 6. Com vista em generalizar o principio de Herglotz para
campos, consideremos ) uma superficie de Jordan orientdvel com a normal n,. Se s* é

um campo vetorial diferenciavel tal que

S(6Q) = /59 stn,do, (3.2)

onde do é o elemento da superficie diferenciavel, entao pelo teorema da divergéncia temos

S(6Q) = / stn,do = / O,stdir = / L(z", ¢ ("), 8,0" ("), s*) dx (3.3)
50 Q Q
Consequentemente podemos generalizar o principio variacional de Herglotz como:

Definigao 3.1.1 (Problema fundamental) Seja s* um campo vetorial diferencidvel
em Q € R O problema fundamental do principio variacional para campos consiste em
determinar os campos ¢' que extremizam (mazimizam ou minimizam) S(0S2), onde S(6Q)
¢ definida por
S(6Q) :/ stn,do, o' = (z', 2% ... 1Y) €Q
50 (3.4)
st = L (¥, ¢'(a#), 0,0' (a"), s") ,  ¢'(6Q) = ¢sq,  ¢'(09Q) : 6Q — R
Teorema 3.1.1 (Generalizagao da equagao de Euler-Lagrange para campos) Seja

Osull =N, = 0,f(x") o gradiente de um campo escalar f : Q — R e sejam & 0s campos
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que extremizam S(09)), definida em (3.4). Entdo os campos ¢* sdo solucdes das equagoes
de Euler-Lagrange

oL d oL oL
- 4 Ay=——— = 0. 3.5
d¢™ dw“( @W*)) TG00 (335)

Nota 4 A derivada total que aparece na equagao (3.5) € frequentemente escrita na litera-

tura como uma derivada parcial, ja que quando os campos dependem apenas das coordenadas

independentes essas derivadas tornam equivalentes.

Prova Consideremos a familia de campos ¢ (variagao fraca) definida por
P (x") = ¢ (2t + en'(xh), i=1,2,..n. (3.6)

Onde ¢ € R e, n'(z") sao campos que satisfazem as condigoes de fronteira n’(6€2) = 0. Se
S(09) atinge um minimo em ¢**, entdo temos

dS(59)

y = 0. (3.7)

e=0

/ ds*
= —n

m
=0 9] d€ =

Por outro lado, integrando sobre o dominio {2 ambos os membros da equacao diferencial

De acordo com (2.12) temos

dsS(692)
de

do =0 (3.8)

(3.4) temos
S(6Q) = /QE (z#, ¢'(3"), 00" (), ) dx (3.9)

derivando em relagao a € obtemos

dS (62 d : A
(082) :/Q—E (x“,qﬁ’(a:“),@ugb’(x“),s“) dx

de de (3.10)
= / i R Yl
Tog + W1 5 @) 3 (0,0 “ds
Partindo de (2.12) e aplicando o teorema da divergéncia temos
Q) p
dS 0 / din do = / 8M—dd (3.11)
De (3.10) e (3.11) podemos escrever
dst 0L oL
—A Iy = 12
[0 5~ gy~ e e =0 (312

A condigao suficiente para que (3.12) se verifique é que o integrando se anule, ou seja

ds" 0L 8£ s
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sH
onde (" = pa Desde que A, = 0,f(z") é o vetor gradiente em €2, podemos resolver a
£

= e f A;dex'u

equagao diferencial (3.13) determinando o fator integrante E(z#) , e multiplicar

em (3.13) de modo a encontrar o divergente total, podendo integrar resultando na seguinte

solugao
(H(e) = A" (¥, ¢, 0,9, s") E(x)™ (3.14)
onde
i i _ (9L i 0L
OpA* (a, 9", 0,0, s") = (77 95 +0,n (a,ﬁﬁi)) E(z") (3.15)
De (3.8) temos
/ ¢H(0)n,do = 0, (3.16)
59

lembrando que a func¢ao exponencial nao se anula temos que

/ Afn, |  do = / 0,A"  dir = 0. (3.17)
9] e=0 Q e=0
Logo

OL (z#, ¢, 0,0", s*) OL (z#, ¢, 00", s*) y

! — + 0,1 fs E(x")d"z =
/Q TI a¢l Nn a(aﬂ¢z ) (.93 ) x

| OL (2, ¢, 0,0, 5")  d [OL (zt, 97, 0,07, s*) ;

! : — ‘ E(x* 1
/Qn 90" o G (z*)d%z+ (3.18)

oL (x#, ¢, 00", s") d OL (2,9, 0,0", s*) p

A . E(z* ! - E(z* =

/Q TR (@) + T 20,0 (@) )| d"e =0

Aplicando o teorema da divergéncia e levando em conta que n(d€2) é identicamente nula
sobre toda a fronteira da superficie, logo o ultimo termo se anula. Entao temos como

condicao necessaria de otimalidade

i| 9L d oL or o
/QW [a¢i* T dah (5(3ﬂ¢¢*)> +ANW] E(z")dz = 0, (3.19)

onde A, = O L. Aplicando o lema fundamental do calculo variacional para campos

escalares, concluimos a demonstragao do teorema, isto é

o d oL oL
9 (

E)qﬁl* - dl‘/" auqsl*)) +AHW = 0, 1 = 172, N (320)

C.Q.D

Nota 5 Repare que quando a fun¢ao lagrageana ndo depende de s* (A, =0) a equagdo

(3.5) reduz-se a equagdo de Euler-Lagrange para vdrias varidveis no caso cldssico

oL d oL
s~ (ai,) ~° .

Justificando que a equagdo de Fuler-Lagrange (3.5) € uma generalizagao.
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Antes de prosseguir, é importante salientar que a nossa Ac¢ao S(d€2) é invariante
por transformagoes de calibre (LAZO et al., ), uma vez que o problema fundamental
(3.4) nao fixa totalmente o campo vetorial s#. Por exemplo, no caso tridimensional s* é
fixado a menos do rotacional de qualquer campo vetorial, pois dado §=3+V x U, sendo
V-§= L(Z, ..., g), eV 3= L(Z,...,§), entao

SQ) = | - ddo= ﬁ-g}z?’x:/ﬁ <§+6 ><17) P
Q

o0 2 (3.22)

:/ﬁgcz%:/ ii - §do = S(6Q)
Q 50

Embora o problema fundamental fixe as equacoes da dinamica dos campos ¢' indepen-
dentemente de s* estar totalmente fixado, essa liberdade na escolha na definicao de s*
desempenha um papel importante na andlise de simetrias do problema, como veremos na
préxima secao. De forma a fixar totalmente o campo s* podemos impor uma condi¢ao

adicional a s* que chamaremos de escolha de calibre canonico:

Definigao 3.1.2 (Calibre candnico) Seja s* um campo vetorial diferencidvel. Se s*

satisfaz a condi¢ao

Ad,s” — A,D,s” =0, (3.23)

entdo s* satisfaz o calibre canonico.
3.2  Teorema de Noether para campos nao conservativos

Vamos considerar por simplicidade o caso de apenas um campo ¢ (n = 1). O
caso geral de n campos pode ser obtido facilmente de maneira andloga. A equacao de
Euler-Lagrange para problema de Herglotz para campos

oL d oL oL

8_gz5 e <W> + Aum =0, (3.24)
descreve sistemas fisicos que sao, em geral, nao conservativos. Também sao equacoes
em geral nao lineares e de segunda ordem, que apresentam bastante dificuldade na
determinacao da solugao do problema. Neste contexto, a generalizacao do teorema de
Noether é fundamental para estudar quantidades conservadas em sistemas nao conservativos
descritos pelo problema de Herglotz. Pois o teorema de Noether faz corresponder a cada
simetria do sistema uma lei de conservagao. Uma vantagem que se obtém, é a reducao da

ordem da equagao diferencial de Euler-Lagrange. Nesta secao apresenta-se a generalizagao
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do teorema de Noether para campos, comegcando com nogoes bésicas de transformagoes de
coordenadas e definicao de invariancia.
Consideremos a familia de transformagdes uni-paramétricas no espago (z#, ¢) que

depende do parametro e
Th = pt(zt, pye), p=1,..,d
b =1(a, die),
onde ¢ e 1 sdo fungoes diferencidveis em relacao a ¢, satisfazendo p*(z#, ¢;0) = a* e

U(at, ¢;0) = ¢.

(3.25)

Definigao 3.2.1 Seja 5* a densidade da agao resultante das transformacgoes (3.25), da
densidade da ag¢ao s*, dada pela defini¢ao (3.4). Entdo 5" é a solu¢do da equagao diferencial
93" = L(T",6,0, $,5"), T = (T, - ,7%) €Q, (3.26)

onde Q) € o dominio resultante das transformagées (3.25) do dominio 2.

Agora estamos nas condi¢oes de apresentar a definicao de invariancia para o problema

(3.4).

Defini¢ao 3.2.2 (Invariancia do problema (3.4)) Seja D um subdominio fechado de
Q que tem como fronteira 0D C €. Dizemos que o funcional definido por (3.4) € invariante
sob a familia das transformacées (3.25) se, e s6 se, o funcional S(6D) definido pela equagdo
transformada (3.26), e o funcional S(0D) sem transformagcoes, satisfazem
S(0D) = / s'n, do = / s'n, do = / s'n, do = S(0D), (3.27)
5D 5D 5D
onde D e 6D sdo os transformados de D e 6D resultante das transformacées (3.25). Além

disso , se o funcional € invariante sob um grupo local de transformacoes uniparamétricas

G (3.25) , dizemos que G € um grupo de simetria .

Exemplo 1 Consideremos d = 2 com a' = x, v°> =y e a densidade Lagrangeana
L= (0:0)" +(9y0)" + 75", (3.28)
onde v, = (71,72) € um vetor constante. O problema com a densidade Lagrangeana
(3.28), € invariante em rela¢do a rotagdo
T = xcos(e) — ysin(e)

xsin(e) + y cos(e) (3.29)

y
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onde € € uma constante arbitrdria. De fato, se a inversa da transformagdao (3.29) é

r =T cos(e) + ysin(e)

y = —Tsin(e) + 7 cos(e) (3.30)
¢ =0,
onde
¢ = ¢ (Tcos(e) + ysin(e), —Tsin(e) + ycos(e)) = (T, ), (3.31)
temos que

S6D) = [_((0:0)" + (055)" + 25" iy =

/ ((cos()Dx¢ — sin(e)d,¢)° + (cos(e)Dy¢ + sin(e)dyd)* + 7,5") dedy =(3.32)
oD a(xa y)
/ ((0:0) + (0y0)* + 7u5") dwdy = S(6D),
5D
desde que
/ v stdrdy = / Yustdrdy. (3.33)
5D 5D

Se (3.33) werificar, o problema € invariante em rela¢do a rotagdo.

Teorema 3.2.1 Se S(0D) for invariante sob as transformagcoes (3.25) no sentido da

definicao (3.2.2), entdo a quantidade

d oL oL 0¢ oL [ ost 0s”
7= v\ Bt E(z" v _ n\
15 (5@ £ gamane ) P+ Begs (g€~ g) =0
(3.34)
¢ vdlida ao longo da solugdo da equacdo de Euler-Lagrange (3.5), onde &* = %k:o e

n= %]520, com p=1,....d, sao conhecidas na literatura como geradores infinitesimais de

ot e respectivamente.

Prova Para provar o teorema 1, consideremos £ uma quantidade suficientemente pequena.

Entao pelo teorema de Taylor

TH = at + EH(at, p)e + o(e)
b=0d+nr de+o(e), p=1,...d
Da condicao (3.27) temos

S(6D) = / s'n, do = / 0,3" d'T =
) D

/DE(W@%M 5,3 ddT:/

0D

(3.35)

(3.36)
st'n, do = / Oys" dz.
D
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Fazendo a mudanga de variaveis em (3.36) de modo a voltar para as varidveis iniciais z* e

o Gl
/ 0,5 dlz = / L(7",0,6,5") det (89“" ) 'z, (3.37)
D D al’u

onde det (gf:) é o jacobiano da transformacao das variaveis. Tomando a derivada de (3.37)

¢, entao

em relacao € e de seguida igualando € a zero, temos

dS(6D dst L aTH d ozH
(0D) :/aui ddx:/[—det<x>+£ det(gC)] dz =0,
d€ =0 D ch =0 D 313” 81’” -0
(3.38)
pois por hipétese o grupo uniparamétrico de transformagoes (3.35) deixa o funcional S(6D)
invariante, ou seja S(6D) = S(0D). Uma vez que de (3.35) obtemos 2% .o = 0", temos
que
ozt
det =1. 3.39
) <8x ) =0 ( )
Precisamos calcular o termo
d azH
det . 3.40
L (57l o0
Seja a = det(at), onde a¥ é fun¢ao dependendo do mesmo parametro ¢, entao
da  dat
— = —ZA" 3.41
de  de " (3:41)

onde A*, é o cofator do elemento a*, da matriz no célculo do determinante. Aplicando

esta formula ao jacobiano det (gi':) temos

d oz d [oz*\ |,

()] 4 () v
onde A} &

oz dz* oz Ot O¢
pu— -4
(W) ( ) 0070z | 9206 D (3:43)

pois T# = T+ (2", p(x*);e), = 1, ..., d. Substituindo esta expressao em (3.42)

d oz" o*zr 9T 0o .
& {det (aa;vﬂ = (890”85 9200 6:16”) A (3:44)

. ~ i
Fazendo ¢ = 0, junto com as notagoes &# = dg—6|5:0, e observando que A |._g =4, é o

cofator da matriz identidade

d o ogn  ogr 98\, _deh ., dgr
de {det (&vV)H 0 (&BV - ¢ 8:70”) ou  dav o T dan (3.45)
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Substituindo (3.39) e (3.45) em (3.38) nds temos

ds* dL

0,— dz = —

/D " de N ¢ /D [ de

Depois de calcular a expressao %}820 temos que
oL oL oL d [ 0¢
9, CH dix = — &+ = A o\ o=

/D it /D[é?x“g 96" 9(0,9) de (aw)

onde a funcao (* = % ‘E:O' Derivando as expressoes ¢ = ¢ (T;¢) e ¢ = pH(a, o(zt);e),

dxt

L‘ﬁ} dx. (3.46)

e=0

e=

em relacao a z¥ temos

ol 8_5 do ¢ dz" B dp (0T  OT" O (3.48)
oz O¢pOxv  Oxtdxv 07" \ Oz O¢p Oz '
Escolhendo € = 0, e substituindo as igualdades
ol ol oz . OT"
em (3.48)temos que
| 9¢
7|, = (3.50)
Calculemos o termo B
d ( 0¢
— | =— 51
de <8§#> a:O, (3 ’ )

que aparece em (3.47). Depois de derivar (3.48) em relacao a ¢ , e fazendo € = 0 temos

i@g_b+i8_$8¢_iﬁa 8§“+6§“8¢ L) d ozt d ozt 0¢ (3.52)
de Ozv  de Op dxv  de OT* \ Ozv O OxV ozH \de Oxv  de 0¢ Oxv )

Fazendo € = 0 em (3.52), usando a expressao (3.50) e as quantidades

iaﬁ_b :(977 3_5 :@ oz — 5

de Oxv e—0 O’ aQb e=0 8@57 dx” e=0 o (3 53)
o\ _ dow|  _o¢ dow| o |
06 |._y,  dedxv|_, Oxv de 9¢|._, 09’

em (3.52), temos que

on 8n8¢_d8_q_b

Op (0&"  O&" O¢
! - — oM .54
oz 090w  deowr |, | Oun (8x" "0 0w ) (3:54)
depois de identificar as derivadas totais podemos escrever, e fazendo v = p
d (d¢ _dn 09 dg,
de (@) L_O o dzr Oxv dar (3:55)
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Finalmente, substituindo (3.55) em (3.47) resulta em

oL oL oL dn d¢p deg¥ gt .
w_ Yen Y& _ I W —0.
/D {aﬂg 81:/‘5 8¢77 0(0,9) (dx” Oz dx“) Eda:“ uo| ' =0
(3.56)
Uma condicao suficiente para que a equagao (3.56) seja verdadeira, é
oL oL oL dn  0¢ d&” gt
w_ Y& en U2 _ 1
Ot OxH * 8gbn - 0(0,0) (dx“ oz dx“) * Edm” RO (8:57)
Uma vez que A, = 0L = 0, f(x") é o vetor gradiente em D C (2, a solugao da equagao
(3.57) é da forma
CM($M7 ¢a 8u¢7 Su) = BM($M7 ¢a 0u¢7 SN)E(:EV)’ (358)
onde E(x") = e~/ Mude" ¢
oL oL oL dn  0¢ d&” gt
B b BY — | 2= ep 4 ZF _ - v
0uB"(a", 6,09, ") {89&“ 9" 9(0,0) (dm“ o dm“) dor | B
(3.59)
De (3.36) pode-se escrever que
dS(6D) / ds /
_ = — n, do = ("'n, do=0. 3.60
de e=0 0D de e=0 ! 0D ! ( )

Uma condigao suficiente para que (3.60) seja verdadeira, é que a funcao B*(x*, ¢, 0,0, s)
satisfaga a condigdo do produto escalar B”(z", ¢,0,¢,s*)n, = 0, para todo z* € dD.

Consequentemente,
/ B (a", ¢,0,0,s")n, do = / 0,B" (2", ¢, 0,0, s") dz =
6D D

oL oL oL [dyp 0 der\ .dev ]
IRy o/ _ _ v —
/D {890“ 26" 900,9) (dx“ Y dg;u) +£dw} B(a”) d'e = 0.

(3.61)

O ponto crucial para terminar a demonstracao, é fazer com que a equacao generalizada de
Euler-Lagrange (3.5) apareca no integrando de (3.61). Da regra do produto em relac¢ao a
derivada temos
d oL d oL oL dn oL
— == ) = | = == — A E(x”
i (sa) = | (o) " F070 ~ 3] B
d d¢

n v L " v " v H v
T (LEB() = 8 B(a") + L2 B(a”) — A& LE(a")

Inserindo as quantidades em (3.62) na (3.61) e usando a equagao (3.5), temos

d oL 5 oL oL 0¢ d&¥ y
[ L (g ree) ) + (st + goe — gy e ) )|

L
- /D {wgw(x”)} dr =0,

(3.62)

(3.63)
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supondo que ¢ é solugdo da equagao de Euler-Lagrange (3.5), entdo podemos escrever

d (0L 99, N\ _ d [ 9 N\,
da (8(0,,¢) oar* B )> = G <9(8u¢)> o€ B(a)+

0L d (06 ooy, 0L 0048, o oo
8(8,@) dzt <8$y)§ E(l’ )+ 8(8M¢) Oz dr (l’ )_ VW@S E((E ) (3.64)

(0L 0p ., 0L dpde AL d (06 ., )
- (8_qb6x”§ T 9(0,0) 927 dr | 9(0,0) dor <8x”)§ ) E@")

Logo, a expressao (3.63) equivale a

d oL i oL 9d¢ , . .
/p [dw“ ((8(6Mgb)n+£§ B 9 (0,9) axué. ) E(x )) + A& LE(x )} dda+

(3.65)
oL 0¢ oL d ([ 0¢ y AL ., o ad
[ |Gt * ataras (aw)) € — et | B2 0.
Depois de considerar que
dc oL 0¢ oL d ([ 0¢
- _ = A v .
dor ~ 96 0z" | 9(0,0) dor (8x”> 08" (3.66)
podemos simplificar a expressao (3.65)
d oL oL 0¢ d
"o v v m v
/D [dx/‘ ((8(8#¢)77+£§ —a(a;ﬁﬁ) 8:6”6 ) E(x )) + AMLE(x )} dz+
aL dL (3.67)
v vep Y e vy gd,.
/D [dx”f A, 0,s"E dx“§ } E(z")d%x = 0.
e, por fim usando 0,8” = L
d oL oL 0¢ d
wo_ v v
| i ((aaa <2 - syt ) 7o) o (5.68)

(A,0,8" — A,0ys”) §“E(x”)} d’r = 0.
C.Q.D

Nota 6 Para o caso de vdrios campos ¢¥,v =1,....,n, temos

(2 oc_o¢" . h e
dat [(a (au¢y)n - ﬁﬁ“ B 0 (a#gf)’/) 8xl’£p> E} + (AM&,S - Ava,us )§“E = 0. (3.69)

Do teorema 1 e da equagao (3.69) nao obtemos de forma direta uma quantidade
conservada que seja relacionada a invariancia em relacao a transformagao (3.35). Isto ocorre
devido ao termo (A,0,s" — A,0,5") " E presente nessas relacoes. No entanto podemos usar
a invariancia de S(0€2) por transformagoes de calibre para obter quantidades conservadas.

Podemos entao formular a generalizacao do teorema de Noether.
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Teorema 3.2.2 (Noether generalizado) Se S(0D) for invariante sob as transformagoes
(3.25) no sentido da defini¢ao (3.2.2), e se s satisfaz o calibre candnico (3.23), entdo a

quantidade

oc oL  O¢”
(G2 - 5700 ) * .

¢ uma constante ao longo da equacao generalizada de Euler-Lagrange (5.90).
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4 Aplicagoes do principio variacional de Herglotz e teorema de Noether para
campos nao conservativos

Neste capitulo faremos aplicagoes da equagao generalizada de Euler-Lagrange

oL d oL oL
9% o (a@d))) BRI (1)

A equacao do movimento neste caso descreve um sistema fisico nao conservativo, como
foi dito na capitulo anterior. Com o objetivo de entender o efeito da dependéncia da
Lagrangeana em relacao a densidade de Ag¢ao s* e de caraterizar o tipo de efeitos nao
conservativos introduzidos por essa dependéncia, aplicaremos o nosso Principio da Minima

Acao para o electromagnetismo e para a mecanica quantica.
4.1 FEquacao de Mazwell para sistemas nao conservativos

Para obter uma generalizacao das equagoes de Maxwell a partir do nosso Principio
de Minima Acao, precisamos acrescentar a Lagrangeana (2.22) uma dependencia em
s*. Como a equacao de Euler-Lagrange (4.1) foi obtida no caso em que A, é um vetor
independente de s*, a Lagrangeana deve ser linear em s*. O caso mais simples é dado pela

Lagrangeana:
1
L= _ZFWFW + AT+ st (4.2)

onde v, = (70, 71,72, 73) é um quadri-vetor constante e s, = (s, 51, 52, S3) serd chamado
de quadri-vetor densidade de agao. Aproveitando os cédlculos ja feitos no capitulo anterior,

a equacao (3.5) para a densidade de Lagrangeana (4.2) é
O F"™ + y FM = J", (4.3)
onde ainda podemos escrever na forma de operadores, junto com os outros dois pares de
equacao
VxB—-0E—-+xB+v%E=J
V-E—+"-E=p
V x E - 0,B =0
V.- B =0.

Dessas equagoes podemos interpretar os efeitos do quadri-vetor v*. O termo 7 - E descreve

um efeito semelhante a de uma densidade de carga elétrica sobre o véacuo, que esta
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relacionada a nao conservacao da carga elétrica total do sistema. J4 os termos 7' x B e voE
representam correntes induzidas. Veremos mais a frente os efeitos fisicos dessas densidades
induzidas.

De seguida vamos calcular a densidade da forca de Lorentz, que de acordo com
(JACKSON, 1999), é dada por F; = F;,0,F"", i =1,2,3. Por questao de simplificacao
consideremos a parte espacial do quadri-vector v, nula. Da equacao (4.3) a densidade da

forca de Lorentz pode ser escrita como:
Fi =1t +78S; (4.5)

sendo f = pE + J x B a densidade de for¢a de Lorentz classica, e S = E x B o vetor
Poynting, que representa quantidade de energia transportada pelos campos por unidade de
tempo e drea. Da expressao (4.5) conclui-se que sistemas onde a densidade Lagrangeana é
escolhida da forma que foi proposta em (4.2), sdo sistemas com forgas nao conservativas
proporcionais ao vetor de Poyting. Pode-se notar que quando a componente temporal
do quadri-vetor constante -, for nula, e o vetor constante da parte espacial v = (71, 72,73)
for paralelo ao campo magnético B e perpendicular ao campo elétrico E, as equagoes (4.4)
reduzem-se as equacoes de Maxwell tradicionais.
Tomando a derivada parcial na segunda equagao de (4.4) e usando a primeira
chega-se a equacao de continuidade
%z%p%—v’- J-Vv.-1J (4.6)
Em particular se o quadri-vetor constante v* for nulo, a equagao (4.6) reduz-se a equagao
de continuidade classica,o que representa a conservagao local da carga. Ja os termos vyp
e v - J estao relacionados a dissipacao da carga, como veremos. Resolvendo a equacao
diferencial (4.6) e integrando sobre a superficie cujo o volume delimitado é V', temos a

expressao da carga total contida no volume,

Q= / pdV = Qo — €™ /0 t (wot’ / (V-J) dV) dt. (4.7)

Aplicando o teorema do divergente

t
Q=CQo— 67“/ (G_W’ /J : dS) dt’
0

t
= Qo — emt/ e 0V 1dt
0
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Se I nao depende do tempo, a expressao da carga relacionada com a corrente é da seguinte

maneira
1
Q=CQo+ 7—1 (=1 + e (4.9)
0
Vemos de (4.9) que para 79 < 0 a carga total () nao é conservada, sendo reduzida com o

tempo.
4.1.1 Ondas eletromagnéticas amortecida

Vamos agora investigar os efeitos do quadri-vetor v* sobre as ondas eletromagnéticas.

Em notacao tensorial temos:
O F"" + vy, 1 =J"
0, (0"AF — 0" A”) + 7, (0" A" — 0" A) = (4.10)
—[PA” + 7, 0" AY + 0,0" A* — 7,0 AP =,
Devido a liberdade na escolha dos potenciais podemos escolher o calibre de Lorentz

modificado

O A" — 5, AP =0, (4.11)

com essa escolha a (4.10) resulta na equagao da onda para os potenciais
O?A” — 4, 0" AY = —J". (4.12)

Da definicao do tensor eletromagnético F* = 0OFA”Y — 0¥ A¥, tomemos o operador

D’alembertiano, para determinar a equacao da onda para o campo eletromagnético.

PR = gOPAY — 9V TP A

(4.13)
= O (7o, 0A” — J) — 0" (7, 0% AF — JH) .
Entao a equacao para campo eletromagnético na forma tensorial é dada por
[PFM — O FH = oY JH — o*J". (4.14)
Na auséncia da fonte a equacao reduz-se em
[PFM — 7, 0% F" = 0, (4.15)

que representa uma equacao de onda amortecida ou forcada dependendo do quadri-vetor

v*. A equacao (4.15) contém seis componentes independentes devido a propriedade de



31

antissimetria do tensor Fj,, e da auséncia dos elementos na diagonal principal. E fécil

verificar que a equagao (4.15) admite a solugao
P = Flveikar? (4.16)

onde F}"” é um tensor constante com a diagonal principal nula e com a propriedade de

antissimetria, e o quadri-vetor k, satisfazendo a relacao
ko k% + iv,k° = 0. (4.17)

Da relagao (4.17) conclui-se que o quadri-vetor k, é complexo, logo a sua parte imaginaria
contribuira para o amortecimento da onda. Concluimos entao, que para sistemas nao
conservativos, as ondas eletromagnéticas amortecem.

Vamos usar a equagao (4.17) para fixar o quadri-vetor k,. Separando a parte

temporal da espacial do quadri-vetor k, temos que
k% +iv'k cos p — w? —iyow = 0, (4.18)

onde k é o médulo da parte espacial do quadri-vetor k., 7' é o médulo da parte espacial
do quadri-vetor 7,, w ¢ frequéncia, e ¢ ¢ o angulo formado entre k; e ;. Dessa equacao
podemos afirmar que ou k ou w é complexo. Por questao de simplicidade vamos considerar
dois casos separadamente, onde s6 o w é complexo e k real, e o caso contrario. Consideremos

que w é complexo e k real, entao w pode ser escrita na forma
w=a+if, (4.19)

onde a equagao (4.18) da nos a seguinte solugao (com ¢ = 7 ou y' = 0):
1
o ==+ (k:2 - lg) i
4 (4.20)

Sabemos que de (4.16) os campos apresentam a solugao seguinte

E = Eoei(knjzj—wt)
4.21
B = Boei(knj‘rjib’)t)’ ( )

com Eg, By vetores constantes, e n; ¢ um vetor unitario na mesma dire¢ao que k;. De
(4.20) temos que
v i(kjai—at
E = Ejei(te' 1)

- (122)
B = B{)@Z(kjmj_at)

?
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onde Ej, = Eoe’%ot, B| = Boe 2. Fica claro que para o caso onde w é complexo e k real,
a solugao (4.16) representa uma onda eletromagnética com a amplitude caindo (v > 0)
com o tempo.

Agora consideremos o outro caso onde k é complexo e w real, entao
k=a+1ip. (4.23)

Neste caso a equagao (4.18) torna muito dificil de resolver, para facilitar vamos supor que

o vetores 7; e k; sdo ortogonais (¢ = 7). Se ¢ = § temos que

<1+ 1t (%)2)
peg (e (2))

Uma conclusao que podemos tirar da constante g, é que tem o efeito analogo no caso das

o’ =

[\D|€M

(4.24)

| &

ondas eletromagnéticas propagando num meio condutor, caraterizada pela constante de
condutividade 79 (JACKSON;, 1999). Entéo fica entendido que o efeito da dissipagao das
ondas eletromagnético no vacuo é como se estivessem se propagando num meio condutor
ficticio com a constante de condutividade 7. Tomando as raizes positivas de a e § podemos

caracterizar o meio condutor ficticio em dois casos extremos

a:(w;(H 1+(Zﬁ’)2>)1
62(%(—1+ 1+(%)2>> .

Primeiro caso 22 < 1, que corresponde a um condutor fraco (sistema aproximadamente

(4.25)

conservativo), podemos considerar apenas termos de primeira ordem para escrever
k=a+if ~w+ iv. (4.26)

No segundo caso consideremos X >> 1, que corresponde a um condutor puro (sistema

altamente dissipativo) temos que

ke (1+14) /0w (4.27)

Em geral para o vetor de onda k; = (o +if8) n;, os campos podem ser escritos
como

E = Eoefﬁnjmj ei(omjxj—wt>
(4.28)

B - Boe—ﬁnjxjei<anja:j—wt)7
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onde n; é o vetor unitario na direcao de k;. Das duas equagoes homogéneas em (4.4)
podemos concluir que
1 :
BO = —(Oz—l—Zﬂ)l’l X EQ
w (4.29)
EO -n=0.
A primeira equagao mostra que E e B estao em fase quando existe dissipagao. Usemos a

notacao exponencial para nimeros complexos para reescrever k. Definindo o moédulo e o

angulo de k:

1
1

2
k| = \/a2+ﬁ2:w(1+ (2) >
w
1
0 =tan (=) = = tan™! <E>
15} 2 w
podemos escrever a primeira relacao em (4.29) na forma:

1
2\ 4 .
B, = (1 + (ﬂ) ) ¢n x By, (4.31)

w

(4.30)

cuja interpretacao é o seguinte: O campo magnético B atrasa o campo elétrico E com

relagao ao tempo, com um angulo de fase # e com uma amplitude relativa

1
|Bo| ( Y0\2\*
Pol_ (14 (—) . 4.32)
’Eo‘ w (
Para sistemas onde ha bastante dissipacao (¥ > 1), vemos que o campo magnético ¢
muito mais intenso do que o campo elétrico, e encontram-se numa fase aproximadamente

%talrf1 oo = 45°. O caso classico das ondas eletromagnéticas no vacuo, que nos é familiar,

recupera-se quando vy = 0.
4.1.2 Lei de Gauss e Ampere

No electromagnetismo, as duas primeiras equagoes em (4.4) na forma integral sao
conhecidas como lei Gauss e de Ampere, respectivamente. Com a modificacao das equacoes
de Maxwell, com certeza existem modificacoes nas leis em forma de integral, pois sao
equivalentes. A seguir veremos de que forma as leis na forma integral se modificam.

Integrando as duas primeiras equagoes (4.4) sobre um volume V' limitado por uma

superficie S, que contem uma carga total (), e com uma densidade de corrente total [
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passando por um caminho fechado C, obtém-se a lei de Gauss e de Ampere na forma de

integral para sistemas nao conservativos

jiE-dSzj{/y’-EdVJrQ (4.33)

fB-dl—at]{E-dS+707{E-ds—]§7’><B-dszf, (4.34)
C S S S

Em particular se 4/ = (0,0,0) temos

jf E.dS - Q (4.35)

%B-dlzlqt]{(]d-ds, (4.36)
C S

onde J; = O,E — 1 E é o vetor densidade de corrente de deslocamento. Com a escolha da
parte espacial do quadri-vetor 7, nula, a lei de Gauss permanece na sua forma original,
e quanto a lei de Ampére continua apresentando alteragao. A expressao (4.36) permite
concluir que, mesmo sem a variacao do campo elétrico hé a inducao do campo magnético.
Em outras palavras mesmo que o campo elétrico nao varie com o tempo, ele ird induzir
um campo magnético, e vice versa. Na pratica esse efeito nao é detectavel, o que nos leva

a justificar que a constante vy tem uma ordem de grandeza muito pequena.
4.1.3 Leis de conservacao

E importante analisarmos as leis de conservacao dadas pela generalizacao do teorema
de Noether para essa teoria eletromagnética nao conservativa. Em particular, fazendo a

translagao nas coordenadas do espago tempo z*, ou seja
ot — xt 4 el (4.37)

logo &, = 97, e m, = 0. Obtemos de (4.2) e (3.70) que,

d 1
af « «a v —YuTH | _
W |:((—ZFOC5F + AaJ +’}/a8 ) (Spu + FH apAy) e 7 :| =0 (438)
onde s* é solucao da equacgao diferencial 9,s* = L. Entao podemos concluir que a
quantidade

1 ’
T F = (5 p (—ZFaﬂFaﬂ ALY+ ’yaso‘) + FWapAy) e (4.39)

P P



35

se conserva através de uma translagao no espaco-tempo, e o chamaremos de tensor
energia-momento do campo eletromagnético. Se olharmos para (4.39) vemos que o tensor
energia-momento em geral nao ¢é simétrico. Voltando para teoria da relatividade geral
(observando o lado direito da equagao de Einstein), vemos que tensor de Ricci Ry, e
o tensor métrico g,, sao ambos simétricos, entao para obter uma teoria consistente, o
tensor energia-momento deve preservar a propriedade de simetria. Essa consisténcia é feita

introduzindo um termo adicional (RYDER, 1996) 0,M**, tal que MP* = —M*"#" entao
0,0, M = 0. (4.40)

Quanto a liberdade de adicionar esse termo extra, podemos claramente fazé-la, uma vez

que (4.39) nado é definida unicamente. Para o novo tensor energia-momento temos
1

T = ((5p“ (_ZF’“’FW + A, J" + ’yus“) + F"0,A, + 8pMp‘“’) e (4.41)

Como F,, = 0,4, — 0,A,, podemos escrever tensor energia-quantidade de movimento
1
T, = ((SPM (—ZFagF“/B + A J + %s“) + F"E,, +0,A,F" + OpM”’“’) e~ (4.42)
Fazendo a escolha 0,M*" = 0,A,F"", temos claramente o tensor energia-momento
simétrico
1 [e3 (0% (03 v — €T
T, = <6PM (—ZFaﬁF Bb Apd® + Yas ) + B F,,,,) e (4.43)

Para v* = 0 obtém-se para o caso classico

1
T} = =0/ FapF™ + F'F,

p pUs

(4.44)

na qual nao existem fontes (J* = 0).
4.2 FEquacdo de Schréodinger para sistemas ndao conservativos

Tal como no mundo macroscépico, existem também forcas de dissipagao no mundo
microscépico. Por exemplo, na teoria de colisdes de fons pesados, a colisao entre 3 Kr
(Criptonio) e 2% Bi (Bismuto), certas caracteristicas do espalhamento podem ser explicadas
se assumirmos a presenca de um meio viscoso em torno dos ntcleos pesados. No caso
da dissipacao da energia cinética, momento angular relativo e o aprisionamento dos

nicleos estao entre os fenomenos dissipativos que podem ser descritos por uma forca
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de amortecimento simples (N6RENBERG, 1980). Sabe-se que a equagao de Schrodinger
é vélida apenas em sistemas nas quais atuam forgas conservativas. Para sistemas nao
conservativos varios métodos foram propostos para estudéa-los. Alguns desses métodos
envolvem derivadas fracionarias, como exemplo, em (RIEWE, 1996), ilustra-se forca de
dissipacao proporcional a velocidade. Além do uso de derivadas fracionarias, Bateman
(BATEMAN, 1931) sugeriu dois métodos baseados na ideia de construgao da Lagrangeana
que leva a equagoes multiplas de movimento. Nesta secao ilustraremos exemplo, com a

densidade Lagrangeana correspondente a parte dissipativa semelhante a (4.2)

L= —%Vw*(r,t)vw(r, 1) — V(£)* (r, 1) (r, 1) .
. 4.45
+ % (zb*(r,t)%@/)(r, t) — % *(r, t)¢(r,t)) + 8"

onde v, = (70,71, V2, 73) € um quadri-vetor constante e s, = (s, 51, S2, S3) serda chamado de

quadri-vetor densidade de agao. Aplicando (4.1) em (4.45) temos a equacdo do movimento

—h—zv%ﬁ(r t) + V(r)(r,t) —i—ihﬂtb(r t) + . "VY(r,t) = ih2¢(r t), (4.46)
om ’ ’ o VI T o B Tk

onde podemos escrever na forma de operadores

Hip(r,t) = m%w(r, t) (4.47)

~ h? h?
onde H = —2—V2 +V(r)+ ih% + —+ - V. A equagao (4.46) representa a equagao de
m

Schrodinger para um sistema mecén?g nao conservativo. Segundo (RAZAVY, 2006) a
equagao (4.46) representa um sistema fisico onde as forcas de dissipagao que atuam no
sistema sdo proporcionais & velocidade (lei da resisténcia de Stokes), e o quadrado da
velocidade (lei da resisténcia de Newton). A lei da resisténcia de Stokes é predominante
quando a velocidade da particula for menor do que 24m - s~!, enquanto que a resisténcia de

Newton para valores de velocidade da particula compreendida entre 30m - s~! e 330m - s~ 1.

Quando o vetor +' for completamente nulo, a equacao (4.46) se reduz a

12 , 0
— 5 V(e )+ V(x)u(r ) + m%w(r, t) = i (e, b), (4.48)

que apresenta uma forca nao conservativa proporcional a velocidade. Esta equacao foi
proposta por um método diferente em (WU et al., 2009) e, portanto a equagao obtida em

(4.46) é muito mais geral que a equagao apresentada em (WU et al., 2009). Um outro caso
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particular é considerar apenas a constante y; # 0 e o movimento unidimencional. Neste
caso a equacao (5.90) reduz-se a

h2 82

2m 82

wh* 0
21m 50 =0, (4.49)

0

que de acordo com (RAZAVY, 2006), representa um sistema nao conservativo na qual
a forga dissipativa é proporcional ao quadrado da velocidade. Para ilustrar o efeito da
equacao de Schrodinger para sistemas nao conservativos, consideremos o caso de uma
particula de massa m em uma dimensao com o movimento na direcao do eixo x. Entao a

equagao de Schrodinger que descreve a evolucao da particula é

B2 92 (0 Yo wh* o
%%¢ — Vi +in (§¢ B ?¢)  2m or (4.50)
0? 2mV 2im [ O Yo 0
& (‘wa + P+ . (—atw Y @/)) - 71—(%@0 =0 (4.51)

Fazendo a separagao de variaveis, onde assumimos que ¢ (z,t) = ¢ (z) ¢ (t), a equagio

(4.51) se escreve

10% v 0p 2m 2imd¢  imy
- r_ 27 =7 - — 4.52
pd’r ¢ Oz hQV(x)+ h¢ Ot h (4.52)
De (4.52) conclui-se que
10% v 0p 2m
~de_ oy m - 4,
Py R T Vi(z)=0Ch (4.53)
2im 0¢
imo

onde C e (5 sao constantes tais que C7 + Cy = . Em particular, para uma particula

livre, as fungoes que satisfazem as equacgoes (4.53) e (4.54) sao:

ihCy

¢ (t) = 67 2m
0 (r) = 27 (A1 4 Age™?)
/=2 —4C 2
ondeR:%eCﬁ<—%.
A equagao (4.53) é conhecida como equagao de Schrédinger independente do tempo,

(4.55)

de maneira mais familiar temos

h? 9* h?v, 0 h*C
4 NEP Ly (z) o = ——0p. (4.56)

2m

2m 02%x 2m Ox

Comparando a equagao(4.56) com a equagao de Schrodinger classica independente do
) 2mE , . . ,
tempo conclui-se que C = — 2 onde E ¢ a energia mecanica da particula.
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Exemplo 2 (Pogo de potencial quadrado infinito) Consideremos o poco de poten-

cial na figura abairo

Figura 1 — Poco potencial infinito

Da primeira condi¢ao de fronteira ¢(0) = 0 obtém-se que A; = —As, e da sequnda

(p(L) =0)

ezl (At — Aje™) = 2iAre2 " sin (RL) =0, (4.57)

2mE V=72 -—4C
que implica que RL = nm, comn =1,2,3,.... Usando C; = — 7;; e R= %,

temos a quantizacao da energia
h27T2n2 ’}/2712
E(n) = L 4.58
(n) 2mL>? * 8m ( )
’)/277,2

Podemos observar que o espectro de energia é deslocado pela quantidade E; = ——. Uma

observacao importante é que as distancias entre as linhas espectrais de energia sao as
mesmas que no caso classico, devido a constancia de Ey. A fungao o(x) fica determinada
por

nz

p(x) = Be 2 sin(Rz) . (4.59)

A fungao de onda completa para o poco de potencial infinito fica determinada da sequinte

forma
_ ihCo t+m .
Y(z,t) = Be” 2m T2 sin (Rx), (4.60)
2mE  imyg . . . ,
onde Cy = — 2 + o A fungdo ¥ (x,t) estd associada a uma onda amortecida onde

ihCo t+ 2
2

a amplitude € dada por Be™ =zm que varia com o tempo e a posicao.
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4.2.1 Equagao de continuidade

Na mecanica quantica a evolucao temporal do sistema é governada pela equacao de
Schradinger, onde a solucao estd associada a uma funcao de onda que representa a densidade
de probabilidade. Como a equac¢ao de Schrodinger descreve uma evolugao temporal, para
ser util, a funcao de onda deve permitir fluxos de probabilidade. Vamos procurar a equacao

da conservacgao local de probabilidade, definindo a densidade de probabilidade por

p(r,t) = ¢(r7t)¢*(r7t)' (461)

Derivando em relagao ao tempo, e com a ajuda da equacao de Schridinger (4.46) e o seu

conjugado, podemos deduzir a equacao da continuidade

o _ 0 o,
E - ’¢ (I’,t)ad](r,t) + ¢(rat)§¢ (I‘,t)
h 1 h
= *(r,t) (—%V% + Vet %@b + 2_mﬂ/ : vw) + (4.62)
h 2 g% 1 Y0« h / *
vir.1) (Qmiv V- ﬁijL Ew B Qmﬂ VY ) )

Organizando os termos e simplificando, segue equac¢ao de continuidade na forma diferencial

dp
ot

h
onde J(r,t) = P (V*(x, t)Vip(r,t) — (r, t)Vip*(r, t)) é o vetor corrente de probabilidade.
mi

(r,t) ==V -J(r,t)+~ - J(r,t) + yop(r, 1), (4.63)

Em particular se o vetor constante +' for ortogonal ao vetor densidade de carga J, a equagao
(4.63) reduz-se a equagao de continuidade cldssica, ou seja tem-se a conservacao local da
corrente. Tomando o integral sobre todo espago em (4.63), obtém-se a formal integral

desse resultado

2/ der—%/ pdPr = / 7’-Jd3r—7{ J - dSd®r, (4.64)
ot Jy v 1% av

onde foi usada a lei de Gauss. Seja [ = fav J -dS a corrente de probabilidade que atravessa

a superficie que delimita a carga de probabilidade @ = [, pd°r, e D = [|,4/-Jd®r, obtém-se

Q—Q=—-1+D (4.65)

Em particular escolhendo +' = 0, e levando em conta que a fungdo de onda se anula sobre

a superficie OV, temos como solugao da equagcao diferencial (4.65)

/V p(r,t)d’r = e / p(r,0)d°r. (4.66)

Vv
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Com 7y < 0 conclui-se que a probabilidade da particula ser encontrada em uma determinada
regiao do espaco decai com o passar do tempo, incluindo os estados estacionarios. Este
resultado mostra que a dissipagao esta relacionada a um sistema aberto, com a particula
escapando do sistema, consequentemente a probabilidade de encontrar a particula no

sistema vai a zero para t — o0.

4.2.2 Limite macroscépico

Em diversos livros textos (COHEN-TANNOUDJI, 1977) se conecta a mecanica
quantica e classica através do teorema de Ehrenfest (BOLIVAR, 2004). Esse teorema é
valido sob a condicao de pacote de onda de Ehrenfest. De maneira que para pequenos
pacotes de onda (Pacote de Ehrenfest), valores médios dos observaveis tém de obedecer as
leis da mecanica classica. Vamos tomar o limite macroscépico para equagao de Schrédinger
no que corresponde a segunda lei de Newton, podendo observar quais sao as forcas
dissipativas presentes no problema.

Comecemos por considerar apenas uma dimensao por questao de simplicidade nos

calculos. Usando a equacao de continuidade temos:

aJ
/ dIL’ = / (—% + ’Y1J + 70p> dz (467)

Fazendo a integragao por partes apenas no primeiro termo da tltima igualdade, e lembrando

que a funcao de onda se anula nos extremos da integragao, nos da que

d

h 0

Tomando a derivada em relagao a varavel tempo ¢t em (4.68), temos

d? h 0 0 0
@(@: th ( w ¢ w_(azb))dx—i-/x( 8tj+708t>dx'(4'69)

Com a ajuda da equagao de Schodinger

h* 0? (0 Y yh* 0
— 1) — — — = 4.
2m 82x¢ VY b <8tw 2 ) 2m Oz ’ (4.70)
e o seu complexo conjugado
h2 82 % % . 0 * Y0« 71712 d *
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podemos escrever

0 Cr(0.L 0 0.0 N,
/( v Lyt w—(E@b))dx:m/(aw%@b—&w%w)d -

Rz 92 Y o ) B
Lt — VOt 4 iR — ey - 4.72
/(Qma%w Vy —Hth 2m 8a:¢ ) axwdx (4.72)
hz 82 ... Y0 ’Ylh a a *
/ (—%%“W*%W w) At

Depois da integragao por partes, e levando em conta que a funcao de onda é identicamente

nula nos extremos da integracao, temos

. 0 0 )%
zh/ (azp el <a—¢>) dr = /w Stdrt

(4.73)
Yo * % ’71FL2 0 " 0
h;/(w a—ggw—wa—ggw)dx— ) P
Introduzindo (4.73) na (4.69),
e, 1 OV oo 0 mh? O
@(5@——%[/(#} %w—l—zh%df 8_xw_ - axw 1/1) }
(4.74)
9, 9)
/7130 <8t(]+%8t ) dx.
De (4.68) temos
d? ov d h? 02
i @) = (=50 )+ Zamg o+ o () + - [y o .

0
/711' ((,%J—I—%J) dx.

m% (z) = < 86‘;> + 270mjt () +v5m (z) + % <]?2> + % (c;it {(xp) + Yo <xp>) (4.76)

A equagao (4.76) é equivalente a segunda lei de Newton. Podemos concluir que o problema

inclui varias forcas dissipativas, que aparecem de forma acoplada com as constantes 7, e

M-
4.2.3 Leis de conservagao

Em particular, fazendo a translacao na coordenada do tempo z°, ou seja
¥ = 2%+ e (4.77)

Como a densidade Lagrangeana nao depende de 2, logo o problema (3.4) é invariante no

sentida da definigao (3.2.1). Entao o teorema Noether (3.70) garante que existe quantidade
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que se conserva, como consequéncia dessa invariancia do problema. De (4.77) temos os
geradores infinitesimais €° = 1, £ = 0 (i = 1,2,3) e n” = 0, onde obtemos de (4.45) e
(3.70) que,

o ., th{ ,0 2
((—%Viﬂ Vip = VT + 5 (¢ aiﬁ - aw w) +’Yu3“)

4.78
_ihw* 0 v+ ihw 0 Y* | e = constante .
2 Ot 20t B '
Simplificando a expressao temos que,
h2
<%VWV¢ + V™ — ”y,ﬁ“) e ™ = constante (4.79)

onde s ¢é solucao da equagao diferencial J,s* = L. Entao podemos concluir que a

quantidade
h2
H = <2—V1/1*V1D + V™ — 7#3“> e ! (4.80)
m
se conserva através de uma translacao ao longo do tempo. Chamaremos H de densidade

de energia. Para obter a energia total basta fazer uma integragao em todo o espaco.

Nota 7 Note que para recuperar o caso cldssico basta fazer vy, = 0

H = h—2V1/J*V1/) + Vp*ah. (4.81)
2m
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5 Gravitacao

Neste capitulo apresentaremos o principal resultado desta dissertacao. Usaremos o
nosso Principio da Minima Agao generalizado para construir uma teoria nao conservativa
para a gravidade. Esta teoria depende de um quadri-vetor cosmoldgico. Mostraremos que,
dependendo do valor desse quadri-vetor, a teoria descreve um universo com expansao
acelerada sem a necessidade de introduzir a energia escura (constante cosmoldgica). Além
disso, a teoria apresenta ondas gravitacionais amortecidas, e boas concordancias com as
estimativas experimantais e observacionais para a taxa de variagao temporal da constante
de gravitagdo G. Os resultados apresentados neste capitulo foram publicadas em (LAZO

et al., 2017).
5.1 Fquacao de Finstein para sistemas ndao conservativos

Da mesma forma que as equacoes de Maxwell descrevem como o campo elétrico
e magnético respondem a presenca das distribuicoes de cargas e correntes, a equacgao
de Einstein descreve como a métrica responde a energia e o momento. Neste capitulo
apresenta-se o principal resultado deste trabalho. Estamos interessados num problema
mais geral para o campo gravitacional, em que a funcao Lagrangeana depende linearmente
da densidade da Acao, mas também depende de varias varidaveis independentes. Segundo
FEinstein a gravidade ¢ uma teoria puramente geométrica. Entao, nesse caso lidaremos
com variedades onde a métrica nao é a do espago Euclideano e a equacao generalizada de
Euler-Lagrange (3.5) para campos nao é aplicavel.

A equagao (3.5) pode ser deduzida de maneira andloga para espagos curvos, mas
isso esta fora do nosso objetivo, pois a deducao da equagao do campo gravitacional
direto da equacao de Euler-Lagrange apresenta bastante dificuldade. Para contornar
esse problema seguimos os livros textos (CARROLL, 2004; DIRAC, 1975; WEINBERG,
1972), onde se varia diretamente a A¢ao. Vamos considerar o espago curvo com a métrica
Gop = Gap(z' 2%, -+ 2?) (i = 1,2,...) definida no dominio Q € R? (d =1,2,3,---). Entao,
o problema classico para o campo gravitacional consiste em determinar o tensor métrico

Jap, que extremiza o funcional integral

5(69) = /m L(z", op, Jop.u) di, (5.1)
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onde, gag, = Ougas, 082 € a fronteira de €2, e g.p satisfazem as condigoes de contorno
Gap(0Q2) = gg% com gg% : 02 — R. Para generalizar o problema de Herglotz na forma
covariante para o campo gravitacional, notemos primeiro que, da mesma forma que na
secao (3.1), para um dado fixo g, o funcional S definido em (5.1) reduz para uma funcao
de fronteira 6€2. Vamos considerar que {2 é uma superficie orientavel de Jordan com

normal n*. Se houver um campo vetorial diferenciavel s* tal que
S(69Q) = / n,s%/—h d* 'z, (5.2)
50

onde h é o determinante da métrica induzida h;; em J€2, entao obtemos, a partir do

teorema de Stokes para espagos curvo, que
S(6Q) = / n,sy —h d* 'z = / V,s4/—g d'x
590 0

(5.3)
= /Q‘C (wu7gocﬁagaﬁ,u)v —4g ddx'

Consequentemente, podemos generalizar o Principio da minima Ac¢ao para o campo
gravitacional, afirmando que a métrica do espago-tempo g,,, que determina a equacao do
campo é a que extremiza a Agao S(02), dada por
ausy - E(x“7ga,87gaﬂ,,u7 S'u)a xt = (Z’l, e 7xd) € Q
(5.4)
S(6Q) = / n,sV —h d" 2, gus(0Q) = gg%, gi% 1002 — R,
50
E importante notar que o nosso Principio da Minima Agao (5.4) se reduz ao Principio da
Minima Acgao classico quando o Lagrangeano é independente da densidade de Acao s*.
O préximo passo é verificar quais sao os possiveis invariantes para construir a

densidade Lagrangeana L. Do tensor de Riemann
R, =07, —08,I", +1° T —T°, T (5.5)
notamos as seguintes propriedades (CARROLL, 2004; WEINBERG, 1972):

i) Simetria Ryou = Ruwpo
i) Anti-simetria R,y = —Ropw = —Rpovp = Ropuu

i11) Ciclica Ryune + Rpvop + Rpopw = 0,

_ A : . ‘o
onde Rj5p = grp R o Podemos contrair o tensor de Riemann R, com o tensor métrico

gP?, para construir o tensor de Ricci

Ry = g™ Rpopun- (5.6)
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A propriedade de simetria i), garante que o tensor de Ricci também exibe a propriedade
de simetria

RO’V = Rucru (57)

e a propriedade de anti-simetria ii) diz-nos que R,, é o unico tensor de segunda ordem
que pode ser construido através do tensor R,,,,. Consequentemente, multiplicando i7) por

gPt, gP? e g temos

Rcw = _gpuRap/,w = _gpMRpm/,u = gp'uRopy,u

(5.8)
gpaRpowV = gMVRpO'p,l/ =0.

Entao, a natureza anti-simétrica do tensor R,,,, permite construir apenas um unico
tensor de segunda ordem. Em consequéncia, os tinicos escalares sao obtidos contraindo as

expressoes em (5.8), ou seja

R= gUVRUV = gp“gWRpaW = _gpugUVRapuV

(5.9)
glwngRpJ/u/ =0.
E por fim, pela propriedade iii) temos
1 .
ETIYR oy =0 (5.10)

V=9
Podemos concluir que o tnico invariante (escalar) nao nulo que pode ser construido a
partir do tensor Ricci R,, ¢ o escalar de Ricci R = ¢ R,,.
Com um tunico invariante, a densidade Lagrangeana que propomos para o campo
gravitacional é £ = L£,, + L,, onde L,, ¢ a Lagrangeana correspondente a parte da matéria
e

Eg(xua Gapy Gap,us Su) =R- /\VSV (511)

A, € um quadri-vetor constante, que sera denominado de quadri-vetor constante cosmoldgica

.Em (5.11) R = L — L é o escalar de Ricci, com L = g"*(T%  —T9 )e L = g (7 T?

Ho,v UV, o puvrop

o . =z .
R p). Uma vez que a segunda derivada ocorre em L linearmente, podemos pela regra

do produto, escrever

L é (6T ), = T, = () Do+ () T0) . (5.12)

onde o operador (.), e/ = +—g, onde g ¢ o dterminante do tensor métrico

ox°
guv- Os dois primeiros termos sao derivadas totais, entao nao tém contribuicao para a
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equagao do campo gravitacional (DIRAC, 1975). Sobrando apenas os dois ultimos termos,
que com o auxilio da derivagao covariante podem ser escritos na forma equivalente a 2L.
Consequentemente, a equagao do campo gravitacional pode ser obtida apenas levando em

conta termos efetivos na densidade Lagrangeana
E('CEM? GoBs Gap,us Su) = ‘Cm + Eef, (513)

com

Lop=L—\s" (5.14)

pois fQ E\/ddx = ZfQ L\/ddx + constante.
Para obter as equacoes de campo generalizadas, vamos definir uma familia da
métrica g,g tal que

9ap(2") = Gas (") + 0c(gap) (2"), (5.15)

onde g}, é a métrica que extremiza S(5§2) em (5.4), ¢ € R, e d.(gap) satisfazendo as
condigoes de fronteira 0.(gas)(0€2) = 0 e lim._, dc(gop)(z*) = 0 (variacdo fraca). Como

S(092) atinge um extremo em g5, temos

tig 280 _ (5.16)
e—0 €
De (5.2) temos
Q 14
limM = / n, lim Oc(s )\/—h d 'z =0, (5.17)
e—0 € 5Q e—0 €

ja que a superficie 6{2 é independente de €, e consequentemente y/—h também. Uma

condigao suficiente para satisfazer (5.17) para o contorno J€) arbitréario, é que

i 3e(5(5)

e—0 €

= 0. (5.18)

Por outro lado, ao integrar sobre €2 ambos os lados da equagao diferencial em (5.4) obtemos

S<5Q) = / £<xuaga,@7gaﬁ,ua SM)\/ ddl‘, (519)
Q

e tomando a variacao de (5.19) com (5.13) obtemos

5.(S) = /gzée(ﬁ(x“,gag,gaﬂw s")\/) dlx = / [5€(L\/) +0e(Liny/) — )\1,55(3”\/)] dz.

Q
(5.20)
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Ainda temos que de (5.3), usando a relagao entre a derivada usual e a covariante V,(-),/ =
81/('\/)7
S) = 55/ iV dix = / 8,,56(5”\/) dr. (5.21)
Q Q
De (5.20) e (5.21) temos que

/Q [6,,(56(8”\/) —0((L+ Lm)y/) + )\,,56(3”\/)] diz = 0. (5.22)

Como (5.22) satisfaz para qualquer dominio €2, temos

0uC" = 0c(Ly/) + 0c(Liny/) — A, (5.23)

com (¥ = 55(3"\/). Devido ao fato de que A, é um quadri-vetor constante , a solucao da

equagao (5.23) pode ser escrita como

¢“(€) = A (2", Gup, Japur "), (5.24)

onde
Oy A” = (0(L)) + 6e(Liny/)) €. (5.25)

Da condigao (5.18) nés temos, para todo z# € 652,
¢"(0) = A”|czoe™*" =0, (5.26)

desde que 0.(g,,)(0§2) = 0, para todo z* € §£2. Como consequéncia, A” é identicamente

nula sobre (2. Neste caso, obtemos do Teorema de Stokes
A” d—1 v gd
n,—vV—hd" 7 z= [ 9,A” d®x = 0. (5.27)
2\ Q

Calculemos os termos da Lagrangeana referente a parte da geometria que contribuem

para a equacao do campo, 55([/\/)1

o (10,0050 ) = To0c (Tag™ /) + 6 (T%,) rgﬁgﬂ”\/
=150 (9, ) + 105 [0 (g™ ) = Thde ()] (5:28)
=I5 (9y,) ~ Tagde (a™), - riﬁrzu (9.
onde foi usado o produto das derivadas e as igualdades
Th/ =V,
(9V), = =9""Thy.

(5.29)
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Da mesma maneira temos que

0c (Thals59" /) = Thade (559" /) + 0c (Ta) Tp9™ y/
=D [0 (T05) 9"/ + Tog0e (6 /)] + 0 (Do) Topg™ y/
= 20 (Tia) T59™ y/ + TiaT 550 (9) (5.30)
= 20¢ (359" \/) Tt = Dial050c (6/)
= =0 (9" 5/) Do = Tl 050 (9" /)

tendo em mente que

g“”ﬁ = — (g”ﬁfgﬁ + g“ﬁfgﬁ) . (5.31)
Podemos escrever que
6. (Ly) = T (6) , =T (9 ), + (Dalss ~T0T5A) () (5:32)
Entao
/ 0c(Ly/ + Em\/)e_’\“ﬂ dz
Q
- /Q T5,0:0" s = el 9 /) + (Tl = T05T0, ) g™y (5:33)
+87TGTW56(9’“’)\/] e M dig,

Depois da integracao por partes, e dado que d.(g"",/) = d.(¢"")/ — 9" apde(g°”) |/ 16s

temos
Az d
/55(L\/+/lm\/)e " d%
Q
1 1 v
= — / 56(9’“’)\/ {RW - §9uuR + A — §gWA = 87TGTW1 e M d (5.34)
Q

" /Q (Tdda™ ) =Tl )e ™| d'z =0

onde definimos o tensor simétrico Ay, = A%, — 5 (A%, +A.5,), e 0e(Lmy/) =
STE T w0 (g™ y/ onde T, é o tensor energia-momento. A tdltima integral em (5.33) é
nula, desde que 0.(g,,)(6€2) = 0. Assim, a partir do lema fundamental do calculo variacio-
nal obtemos de (5.33) a equagao do campo gravitacional generalizado:

1
Ry + s = 500 (R + A) = 87GT,,. (5.35)
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Nota 8 A dltima passagem que foi feita no integral (5.33), onde aparece a expressio A, =
P % ()\,,Ffja + /\MFg‘a), consistiu na simetrizagao da expressao Ny, = A1, — ALY,
para que a equagao (5.35) seja simétrica. Repare que temos a liberdade de simetrizar A,

pois ela estd contraida com a varia¢ao do tensor métrico §.(g").

E importante observar que se o quadri-vetor cosmolégico A, for nulo, teremos A,, =0 e
A = 0, reduzindo nossa equagao de campo (5.35) a equagao de Einstein.
Uma outra forma de escrever a equagao (5.35), onde as vezes torna-se muito mais

facil a resolucao do problema, é fazendo a contracao com o tensor métrico g"”, obtendo
R+ A= —-8nGT, (5.36)
e substituindo em (5.35) temos

1
Ry, + A, = 87G (T,w - 5gWT> . (5.37)

5.2 Limite para campos fraco

A fim de melhor compreender as implicacoes da Equacao generalizada de Einstein,
o melhor que podemos fazer, e o mais simples, é trabalhar no limite do campo fraco,
onde podemos facilmente fazer conexoes em relacao com a gravidade newtoniana. Se o
campo em uma determinada regiao do espago-tempo ¢é ”fraco”, entao o espaco-tempo é
apenas ligeiramente curvo, e em toda essa regiao, devemos ser capazes descreve-la por

uma métrica tal que (CARROLL, 2004; DIRAC, 1975; WEINBERG, 1972)
Juv = M + hm/a |h,uy| < 1, (538)

onde 7, é a métrica do espago de Minkowsky. Usando (5.38) ¢ fécil mostrar que o simbolo

de Christofell é dada por
1
Loy = 51 ov & pass = ] + O(h2), (5.39)

que em consequéncia tem-se que

1

Rptwl' - § <hpl/,<w + haww o hp/wv - hav,pu) <5'4O)
>\a 16} )\V [0 A [0
A,uu = 7”’0 (hpzz,,u + h/p,u,l/ - h,ul/,p) - Zh au Z'uh a,v* (541)
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Contraindo o tensor de Riemann temos o tensor de Ricci

1 loa
R;w - 577p (_huu,pa + hpww + hmwl/ - hpowu> ) (5'42)

substituindo essas quantidades em (5.37)
1 1 1
3 (=" hpvpo + Hyp+ Hyp) — §>\phﬂy,p = 81G (T;w — §gWT> (5.43)
H, =nr° (hpw — %hpg,y + Aphoy — %/\l,hgp). Da mesma forma que as equagoes de Maxwell
nao sao suficientes para fixar os potenciais escalar e vetor, a equacao de Einstein também
nao fixa a métrica. Essa ambiguidade nos da a liberdade de fazer imposi¢oes adicionais,
de modo que a equacao torna-se mais facil possivel. Essa escolha no electromagnetismo

é conhecida como escolha de Gauge (JACKSON, 1999). A melhor escolha que podemos

fazer é a generalizacao do Gauge harmonico

1 1
HV - /]’/po— <h‘PV70 - éhpo'ﬂj + )\ph’O'l/ - éAVhO'p) — O (544)

Feita essa escolha, a equagao (5.43) reduz-se a

1
D2h,, + Mhy,, = —167G <TW - égWT) , (5.45)

0? 0? 0? 0?
onde (2> = —— 4+ —— + — + = ¢é o0 operador D’alembertiano. No nosso caso temos

o2 0x2  0y? 022

interesse em explorar a equagao (5.45), quando \; = Ay = A3 =0

1
|:|2hu1/ — thul,’() = —167G (T/“, — 57’]/“,7—‘) . (546)

5.2.1 Ondas gravitacionais amortecidas

As ondas gravitacionais sao ondulagoes na curvatura do tecido espago-tempo, que
transportam informacoes sobre as mudancgas no campo gravitacional de um objeto, através
do espaco vazio. Agora que temos em mao a equacao generalizada do campo gravitacional
(5.45) podemos explorar as ondas gravitacionais no limite do campo fraco, e analisa-las
no vacuo. A equagao generalizada de Einstein (5.35) descreve campos nao conservativos,
mas até o momento nao foi mencionado a discricao desse processo nao conservativo. Uma
consequeéncia notavel desta nao conservagao é considerar que o tecido espago-tempo se

comporta de forma semelhante a uma folha de borracha nao perfeitamente flexivel.
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Como estamos considerando o tecido espago-tempo comportando semelhante a uma
folha de borracha nao perfeitamente flexivel, é de se esperar que as ondas gravitacionais
amortegam. Para ilustrar esse efeito de amortecimento (devido & nao conservagao no
lado geométrico da equagao de campo (5.35) quando A, # 0), é interessante investigar o
comportamento das ondas gravitacionais. Suponhamos que a métrica esteja proxima da
métrica de Minkowski, isto é, g, = 7, + hy com |h,, | < 1. Para a primeira ordem em

h, e trabalhando em um sistema de coordenadas harmonicas temos a equagao do campo

(Phyy + Nhy,, = —161G S, (5.47)

onde S, = T,, — %UWT Para investigar as ondas gravitacionais, vamos considerar a

equagao homogeénea no caso em que S, = 0 (que representa o vacuo).
Oy + N hyw, = 0 (5.48)

h,, tem 10 componentes independentes e (5.44) equivale a quatro condigdes, portanto
permanecem seis componentes independentes. Estes, no entanto, nem todos tém significado

fisico, entao é conveniente usar condicoes adicionais seguintes, para a solugdo do problema

desejado (CARROLL, 2004; SCHUTZ, 2009):

hOu - O
(5.49)
" hy, =0
As condigoes (5.49) permitem escrever o Gauge modificado (5.44) de uma maneira mais
simples

Y+ A = 0. (5.50)

Uma solucao particular para a equagao de onda amortecida (5.48), é dada por
h/,:,y — Cﬂyeik(;x"’ (55].)

onde C), é um tensor constante (complexo') simétrico de segunda ordem, k, é um
quadri-vetor constante complexo. O tensor C),, tem as propriedades:
Co, =0

e (5.52)
n v o Oa

1 No final serd tomado a parte real ou imaginéria, qualquer um tera mesma interpretacio fisica



52

usando as duas condigoes em (5.49). Da equagao (5.48) temos

O2h, + Nhy,, = 0
07 (i + ikg A hy) = 0 (5.53)
(—kok® + ikgA”) by, = 0

A equagao acima tem duas solugoes possiveis, mas o que nos interessa ¢é h,, # 0 e
—ko, k% 4+ ik A7 = 0. (5.54)

Entéo h,,, € solucdo da equagao de onda amortecida (5.46) se (5.54) for verdade. Escolhendo
a dire¢do da propagagao da onda no eixo 3 = z, ou seja k* = (w,0,0,k3%) e \; = Xy =
A3 = 0, temos que

k2 4+ idow — w? = 0. (5.55)

Supondo que k3 é real e w é complexo, cuja parte real é a e a parte imaginaria 3, entao a
equacao (5.55) equivale a um sistema de duas equagoes
042—524-)\05—]{32):0

(5.56)
208 + Ao = 0.

Juntando a primeira equagao com a segunda temos a solugao

wean(1-0(3) ) -

Ao

/6:_?7

onde « é a frequéncia da onda.
Voltando a condi¢do de Gauge modificado (5.50) temos
R+ A =0

, (5.58)
(ik, + A,) CH e =0,

que ¢é verdade se
(ik, + \,) CH = 0. (5.59)

Juntando as condigoes (ik, + \,) C* =0, Cp, = 0, e que a onda se propaga na diregao z,
implica que

Cs, = 0. (5.60)
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Logo as tinicas componentes nao nulas de C,,, sao: C1, Ci2, C1, € Ca. Da propriedade de

simetria de h,, e do trago n**C,, = 0, o tensor C},, fica completamente determinado por

00 0 0
0 Cy Cp 0
Cy = Heoe (5.61)
0 Cip =Ci1 O
00 0 0

Assim, para uma onda plana viajando na direcao z com a escolha de Gauge feita, as duas
componentes C7; e (s caracterizam completamente a onda. Entao a solucao fisica para
as ondas gravitacionais é

hyw = e_%odsin(k: x7)
S 0 (5.62)

Ao
=C,e 2 %sin (k3z — cat).

Foi escolhida apenas a parte imagindria da fungao de onda h,,,, pois a parte real tem a
mesma interpretacao fisica. Logo, o elemento de linha para uma regiao do espago-tempo

onde existem ondas gravitacionais amortecida é dada por

ds® = gy, datdx” = (n,, + hy) detdz”
: e (5.63)
= —dtQ + (7]11 + hn) de’Q + thgdl‘dy + (7722 — hll) dy2 + d22.

A exponencial em (5.62) indica um amortecimento na amplitude da onda ao longo do
tempo, quanto maior for o valor de Ag (A\g > 0) maior serd o amortecimento. Entao podemos
concluir que a constante \q pode ser interpretada como um medidor da flexibilidade do
tecido espaco-tempo.

Da solucao (5.62) observa-se seguintes aspectos: Para Ay > 0 temos uma onda
cuja amplitude (C,We’%o‘:t) amortece com o tempo, para \g = 0 recupera-se as ondas
gravitacionais classicas, e para Ay < 0 temos um aumento exponencial na amplitude
(C’,we_%%t) da onda ao longo tempo. E conveniente escolhermos Ao > 0 para ter o efeito

desejado (amortecimento). O efeito que se observa é que a funcao de onda acima tem

amplitude que decai com o tempo, e com o efeito do amortecimento das ondas temos a

ca

e concluindo que as ondas nao se propagam no tecido espaco-

queda na velocidade v =
tempo com a velocidade da luz, mas sim com v < ¢, e v = ¢ quando \g = 0. Assim o
amortecimento das ondas e a sua velocidade sao consistentes com um tecido espago-tempo

comportando de forma semelhante a uma folha de borracha nao perfeitamente flexivel.

Ao

1
2\ 2 . A
2a) ) relacionando as frequéncias de

Além disso, a relacao de dispersao |ks| = a (1 —-3(
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tempo e espaco nos dd um teste experimental para a existéncia do quadri-vetor constante
cosmologico A,,.

Para entender os efeitos reais das ondas gravitacionais amortecidas, usemos o
tensor métrico para determinar a distancia entre as particulas. Consideremos um conjunto
de particulas no plano zy (antes da onda passar perto) que estdo configuradas sobre
uma circunferéncia de raio r. Agora imaginemos uma onda gravitacional que se encontra
verticalmente polarizada (hi2 = 0) move-se na diregdo +z através desta circunferéncia. A
posicao de qualquer particula que se localiza inicialmente em cima da circunferéncia é:
x=rcosfey=rsind (T.A., 2010; RYDER, 2009). Entao, a distancia entre pontos do

circulo que esta situado no meio onde existem ondas gravitacionais é obtida por
ds® = —dt* + (1 + hyy) da® 4 (1 — hyy) dy? + d2°. (5.64)

Como as particulas se encontram no plano zy, logo dt = dz = z = 0, onde podemos

escrever
d82 = (1 + hll) dZL‘Q + (1 — hll) dyg. (565)

Para particulas que possuem o mesmo valor de coordenada y, a distancia entre elas é

representada pelo elemento de linha

d82 = (1 + hn) dl’z
(5.66)
=1 (1 + hqy) sin® 6d6?,
como particulas que tém mesmo valor de y e x diferente se encontram defasados com

angulos 0 (=5 <0 < ) e m — 0, entdo elas se distanciam

NI

s =2r(1+ hy1)? cosb. (5.67)

A componente hi; depende de uma funcao senoidal, entao ela é limitada, ou seja
— 200 —20¢
—0116 2 S hll S 0116 2, (568)

portanto as particulas com mesmo valor de y se afastam inicialmente (com Cp; > 0) com
uma distancia maxima, oscilando e amortecendo com o tempo, enquanto que as particulas

com mesmo valor de x estao separadas por

d82 = (1 — hn) dy2
(5.69)
= 1% (1 — hy) cos® 0db?
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Particulas com mesmo valor de x e y diferentes possuem angulo 0 < 6 < 7 simétricos, a

distancia entre elas calcula-se facilmente

SIS

S = 27"(1 — hu)

sin 6. (5.70)

Figura 2 — Distorcoes do circulo produzidas por uma onda amortecida com a polarizacao
) Y
+.

Essas particulas aproximam-se inicialmente (com C7; > 0) por uma distancia
minima, oscilando e amortecendo com o tempo. As particulas em pontos intermediarios do
circulo se moverao de forma intermedidria, de modo que o circulo definido pelas particulas
serd comprimida como mostrado na primeira parte da figura 2. De (5.68) conclui-se que,
depois de um curto periodo de tempo hi; retorna a zero e o circulo é restaurado, em
seguida hi; assumirda um valor negativo e o circulo é alongado, voltando mais tarde a uma
forma circular, mas essa oscilacao cai com o tempo. Devido ao amortecimento das ondas o
circulo entra numa fase em que existe restauracao definitiva. Assim, a configuracao das
particulas oscila como se mostra na figura 2. Este é claramente um movimento transversal,
e a onda (representada por hi1) é dito ter uma polarizagao +.

Agora consideremos uma onda com hy; = 0, uma onda caraterizada por hio. Entao

o elemento de linha é dada por
ds* = da* + dy* + 2hyodaxdy. (5.71)

Para ver qual é efeito desse tipo onda causa sobre o circulo é mais facil e conveniente fazer
uma rotacao de 45° sobre os eixos. Sabemos que a matriz de rotagao no plano xy, com o

angulo de rotacao ¢ (sentido anti-horério) é representada por

R(¢) = Céw o) (5.72)
—sing cos¢
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Depois da rotacao os eixos passam a ter as coordenadas relacionadas pelo produto

matricial

S]]

= R (45) ’ , (5.73)

Y
<

ou em termos nao matricial

1
T =xcos4b +ysindd = — (z +
Y \/5( )

| (5.74)

y=—xsindb +ycosdb = — (—x +y).

V2
Entao da? + dy? = dz? + dy?, 2dzdy = dz* — dy?, logo o elemento de linha (5.71) pode ser
escrito

ds? = (1 + hia) dz® + (1 — hyo) dif?, (5.75)

que tem a mesma forma que elemento de linha em (5.65). Logo, a polarizacao hy; = 0
representa o mesmo tipo oscilacao que a polarizagao +, mas sé que com eixos sofrendo
uma rotacao de 45°, conforme mostra a figura 3. Este tipo de polarizagao é conhecida

como polarizagao X.

==L 3n 5m 7n
2a s = 4 = -

e
R P gy
£ J
=@

Figura 3 — Distorcoes do circulo produzidas por uma onda amortecida com a polarizacao

bl )

X,

5.2.2 Gravitacao Newtoniana nao conservativa

A gravidade newtoniana é conhecida por ser valida quando os campos gravitacio-
nais sdo muito fracos para produzirem velocidades proximas da velocidade da luz (néo
relativisticas):|¢| < 2, |v] < ¢, onde ¢ é o potencial gravitacional Newtoniana. Afim de
obter a gravitagdo Newtoniana, consideremos o caso de um campo fraco e estético (como

uma boa aproximagao, o do Sol), e uma particula que se move lentamente nela (|v| < ¢),
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com 2° = ct, 2! = z, 2? = y, 2® = 2. Um campo fraco é aquele para o qual o tensor

meétrico g, pode ser dado por
Juv = N + h;uu (576)
onde 7, é a métrica do espaco de Minkowski e |h,,| < 1. Vimos que, quando o campo

gravitacional é fraco, a equagao (5.37) para Ay = Ay = A3 = 0 reduz-se a

A 167G 1 167G
D2h,u1/ - ?Oh;w,o = _L (T,ull - —U“VT) = —LSW,. (577)

ct 2
A defini¢ao do tensor T), para matéria constituida por particulas nao interagentes ¢é

(CARROLL, 2004; RYDER, 2009)
T (2) = p()U" (2)U" (2), (5.78)

onde p(z) é a densidade de energia no referencial em repouso e U*(z) o quadri-vetor

velocidade das particulas individuais

drt
Ut (z) = d—“;. (5.79)
Temos que
2
ds* = —cdr? = —*dt* + da* + dy* + dz* = —c*dt? (1 - U—2> : (5.80)
c
entao )
dr v?\z 1
(1) == 5.81
a-(1-%) =2 (5.81)
com 7 conhecido como fator de Lorentz. Logo
00 o [ dt ’ 2.2
™ = pc o) = re (5.82)

A interpretagao do fator v é facil de entender: na Relatividade Especial, a massa (estri-
tamente massa-energia) do material em movimento aumenta ao longo do seu valor de
repouso por um fator 7, e o volume diminui pelo mesmo fator. Assim, 7% é a densidade

de energia relativistica da matéria. De maneira analoga

. . d Od i .
T = pla)U°() U (2) = p= e = 70, (5.83)
onde v' = dd—‘”ti e, por fim,
dz' dx? 9

— =¥ pv'v’. (5.84)
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Juntando essas componentes podemos escrever o tensor energia-momento

c Vg Uy v,

5 Uy V2 Ugu, VU,
T =~%p : (5.85)

2
Uy UgUy U, Uy,

U, VU, U, V2

Para aproximagcoes nao relativisticas o termo dominante na equagao (5.37) é %4500 R~ ﬁ p.

Logo, para campos fracos e estaticos (a métrica nao depende do tempo) a equagao (5.37)

equivale a
1 0? Ao O 8rG
) 5 oo + V7 hoo — —O—hoo = 2hoo = — 5P,y 2). (5.86)
ot ot
Escolhendo hgg = —C%(b obtém-se a equacao de Poisson para a gravitacao Newtoniana
V% = drGp(z,y, 2) (5.87)

Concluimos que a nossa proposta nao se difere da gravidade classica no regime do campo
fraco. Mesmo com a presenca da constante )\, o limite para campos fracos e estaticos
continua apresentando a mesma equagao do movimento. Para que houvesse efeitos teriamos

que considerar as componentes da parte espacial do quadri-vetor cosmoldgico A, nao nulos.

Com efeito
1 0? Ao O 0 0 0
2 5100 + V7 2hoo — == =hoo + A =—hoo + A2 =—hoo + As=—hoo
ot c ot Ox dy 0z (5.88)
0 0 0 3G '
=V h00+)\18_h00+)\28 h00+>\3a—h00 (,y,2).

A equagao (5.88) representa a equacao de Poison para o potencial Newtoniano diferente que
a classica. Entao para a parte espacial do quadri-vetor A\, nao nula, a teoria de gravidade
para sistemas nao conservitos apresentada nesse trabalho, apresenta modificagoes para

regioes do espaco-tempo onde o campo é fraco e estatico.

5.8 Universo Bianchi I

Finalmente, a fim de investigar as consequéncias cosmoldgicas do quadri-vetor
constante \,, analisaremos a dinamica do universo Bianchi I (CALOGERO; HEINZLE,
2011; ELLIS; ELST, 1999) preenchido com um fluido perfeito. Consideremos o modelo do

universo onde, em geral a expansao é anisotrépico, descrita pela métrica de Bianchi I

ds® = —dt? + a*(t)da? + b2 (t)dy® + A(t)dz>. (5.89)
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A generalizacao da equacao de Einstein para campos é dada por

1
Ry + Ny = 50 (R+ A) = 87GT,, (5.90)

1
onde Ay, = AT, — 3 (ANF,‘j‘a + )\,,FZ‘Q). Escolhendo o universo se comportando como um

fluido perfeito, entao o tensor energia-momento é caraterizado por:

T,LLI/ - (P +p)UuUV — PAuv (591)

com p densidade, p pressao e U* quadri-vetor velocidade do fluido. Podemos consi-
derar que o fluido estd em repouso no referencial em que o tensor métrico é g, =

diag(—1,a%(t),b*(t), c*(t)), entao as componentes do quadri-vetor velocidade sao U* =

(1,0,0,0).
Para obter a equacgao da dinamica do universo comecemos por calcular os termos
da . db
da equagao (5.90). Fazendo a = d_ctz’ b= o ¢ = d—;, os simbolos de Christoffel nao nulos
sao:
a b é
Ijy=- T2 =- T3 =-
o= 02~ 7 03 = (5.92)

1Y =aa I =0 TY =ce

As componentes do tensor de Ricci e do tensor A, sao:

(5.93)
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Como o tensor T}, nao tem elementos fora da diagonal, consideremos que Ay = Ay = A3 = 0.
Feita essa escolha, os elementos nao nulos sao apenas diagonais. Fazendo a contragao no

tensor de Ricci e A,,, obtém-se os escalares:

(5.94)

Substituindo essas quantidades na equagao (5.90) obtemos o conjunto de quatro equagoes

diferenciais nao lineares que governam a dinamica do universo:

g——}—gE—F—E:SWG’p
ab ac be

b ¢ b c
a ¢ ac a ¢ (5.95)
—+-+-—+X (—+—) = —8rGp
c ac a c
i b ab a b
PR 554‘)\0 (a—i-g) = —8rGp
. d (a\ a (&)’ N
Usemos a igualdade — [ — | = — — [ — ] para reescrever as equagoes
dt \ a a a
AB+ AC + BC = 8nGp
B+C+ B>+ C*4 X\ (B+C)=—8rGp
(5.96)

A+C+A +C?+ N (A+C) = —87Gp
A+ B+ A+ B>+ )\ (A+ B) = —87Gp,

c
, C' = —. Aqui estudaremos apenas fluidos perfeitos com equacao de
c

S O

onde A = 2, B =
a
estado

p=7p (0<y<1). (5.97)

Antes de resolver a equacgao de Einstein tomaremos a componente temporal (v = 0,
as outras componentes sao todas nulas) do divergente covariante (CARROLL, 2004) da
equagao (5.90). Apesar da nao conservagao no lado geométrico da equagao de campo (5.90),
existem duas possibilidades simples que permitem solugoes onde temos a conservagao de
energia-momento (que implica 7%, = 0). O primeiro ¢ mudar como a energia e massa

geram a curvatura considerando que a constante de gravidade G de fato é uma funcao
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de z#. Nesta abordagem, a fun¢do G equaliza o lado da matéria conservada em (5.35),
com uma geometria nao conservativa. A segunda possibilidade é introduzir uma constante
cosmoldgica A na teoria considerando-a como uma funcgao de z*. A constante cosmolégica
pode ser facilmente incluida adicionando —2A,/ no Lagrangiano (5.11) e (5.13). Por

simplicidade, no presente trabalho consideramos apenas o primeiro caso

)

1
( A g A) — 87 (GT™),, & —2X (AB + AC + BC) = 87 (GT")
"

& —20Gp = GT" + GT (5.98)
= —2)\0G = G,

onde ();u representa a derivada covariante (CARROLL, 2004; DIRAC, 1975). Logo
G = Goe 2!, (5.99)

onde Gy é a constante da integracao. Da conservacao da matéria temos

™ =0
i (5.100)
(A+B+C)(p+p) +p=0.
Usando a equagao de estado (5.97) podemos escrever a equagao diferencial
)= —p(1+7) d—i-b—i—é (5.101)
p - p 7 a b c Y N
cuja solucao é
—(1+7)
abc
= . 5.102
p=n () (5.10)

A equagao (5.102) mostra como responde a densidade de massa enquanto o universo se
expande. Ao longo da resolucao do sistema de equagoes (5.96) seguiremos Jacobs (JACOBS,

1969). Para simplificar o sistema de equagoes (5.96) vamos fazer a seguinte mudanga de

variaveis:
a(t) = R(t)e*®
b(t) = R(t)eP® (5.103)
c(t) = R(t)ef®

onde

a(t)+ B(t) +£(t) = 0. (5.104)
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Nés chamaremos o trio ordenado (a, b, ¢) de fungoes expansao, R de "raio médio”e («, 3, €)

de fungoes anisotropias. As equagoes (5.103) e (5.104) implicam em
V = abc = R (5.105)

Derivando a expressao acima e em seguida dividindo por V', obtemos que

R
A+B+C= 3}—% (5.106)
De (5.103) temos que
R R . R
e R+B C R—|—§ (5.107)

Subtraindo a segunda equagao da terceira , e a quarta da segunda em (5.96), o sistema de

equacoes que governa a dinamica do campo gravitacional equivale a:

3 <§>2 - (oﬂ Taf+ 62> — 87pG (5.108)
&—B+(d—6><g+/\o>:0 (5.109)
£ —é+ (é—d) (3%+A0> — 0 (5.110)

Definindo duas funcoes anisotropicas perpendiculares contidas no plano xy por:
n=a+p ; o=a-p (5.111)

e usando as quantidades (5.99) e (5.102), o sistema de equagdes acima pode ser escrito na

forma mais simplificada

L\ 2
R 1 ' ' R =3(1+7)
3 (E) - Z (37]2 + 0'2) = 87Tp0G0€_2>\0t (R—O) (5112)
(LR
G406 (3}—%+>\0> =0 (5.113)
(R

Integrando as equagoes (5.113) e (5.114) temos, respectivamente,

-3

T [ (B g 5.115

o /e <Ro) (5.115)
-3

77 o — Aot ( R)

— = e — dt 5.116

7o / Ry ( )
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Substituindo (5.115) e (5.116) em (5.112) temos que:
1
1 R\ ™" 8r R\ U /R
— Mot — | = -2 -2 7 s o 7 11
e~ Mtdt [12 (35 + &75) (Ro) +3 poGo<R0> d(RO) (5.117)
Usando (5.117) podemos escrever (5.115) e (5.116) na seguinte forma:
o 1, o (R\® 8« R\ 12 /R
2o |= —) += - (== 11
00 / [12 (3% + ) (Ro) " 3 poo Ry Ry (5-118)
1
2 ~(3y-5)] "2
n 1 .9 .9 R 8 R R
— = — — —poGo | = d| — 5.11
Mo / [12 (31 -+ 1) <Ro) Tyt Ry Ry (5-119)

Depois de integrar (5.117) e isolar a varidvel tempo temos

sl e (@) )
—— (™= [ k(=] +k(— d{ =1, 5.120
% ) "\ Ro "\ R Ry (>120)

1 . ) 8
com kg = 5 (3n2 +52) e ky = ?pOGO.

Agora estamos em perfeitas condi¢oes para determinar a solugdo do nosso problema.

Comecemos com a equacao (5.120), fazendo algumas simplifica¢oes no integrando e

definindo uma nova variavel
t/
T=— 5.121
: (5.121)

que chamaremos de tempo normalizado. A varidvel ¢’ é o integral que aparece na expressao

(5.120) e

(NI

7= (147)"" (6mpeGo) 2, (5.122)

¢ o tempo de escala. Logo

T:(1+7)/<R%)2

Finalmente, introduzindo um novo parametro

4 ( R )3“‘”) 1 (338 +63)

> (/R
dl — ). 5.123
9\ Ry 12 6mpoGo (RO) ( )

0*=3 [%] 2 (35 + &) (5.124)

e fazendo mudanca de varidvel na integral (5.123),

R 3(1—) R 9 3y—2
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ficamos com a solugao completa do problema

1 o
1+—7 (y? =)= dy ,0<y<1
T = T RN (5.126)
aren () -
0
(/T 1+~ y—
- -/ A— <
N <2§2> (1_7)ln(y+Q +const ,0<y<1
n_ " (5.127)
o 3r(14+90%) 2In <—) + const =1
\ RO
( 1 -0
(L) it (42 +const 0 < y<1
o 2€) 1—7 y+Q
g _ )N (5.128)
70 3r(1+9%) 2In (—) + const =1
\ RU

Notemos que temos dois parametros anisotrépicos (7 € dg) para a solugao geral no caso do
universo modelado segundo um fluido perfeito. Quando 0 < v < 1 é conveniente definirmos
um novos parametros, € e 1, definidos pelas relagoes:

e = —20,
.129)
L 20 7 . o Anm g O
=+ |—- — — 0<y < —
(G0, B, 60) {3(1“)} sin (w,¢+ Ut ) NS
O sinal de (+) e (=) é por conta de ¢ > 0 e € < 0, respetivamente. Notemos que as equagoes
em (5.129) s@o consistentes com as condigoes (5.104), (5.111) e (5.123). O parametro v

tem as seguintes propriedades:
2 4
sin (1) + sin (¢+ %) + sin (@/}—l— %) =0
3) 2
2 4 2 4 3
sin (1)) sin (w + ?ﬂ) + sin (¢) sin (w + ?ﬂ) + sin (@D - ?ﬂ) sin (w + %) =7

Agora precisamos expressar a solu¢ao em termos das varaveis originais. As fungoes expansao

(a,b,c) ficam determinadas combinando as equagoes (5.103), (5.111), (5.127), (5.128), e

sin? (1) + sin? (1/) + 2%) + sin? (¢ + 47r) _3 (5.130)

(5.129). Assim as fungoes expansao anisotropicas sao dadas por:

4 1 + 2z
3(1-) 2 s
[4 (1%) +52} + el
< 1
(CL, b7 C) 3(1—v) % ’ 0 =T
o {4 (2)" 7+ 52] el (5.131)
R F2lelz(4+e2)
— v =1
\ (RO)
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z= (sin (1), sin <1p + %W) sin (zp + 4%)) : (5.132)

e R é uma funcao de tempo, t, dada pela equacao (5.120) ou equivalente a (5.126). As

onde

fungoes taxa expansao de Hubble do trio (A, B, C') sao:

1
3(1—) 2
[4 (%) —1—52} F 2le|2

3(1+ )7 (%)3

(4,B,C) = ., 0<~<1 (5.133)

De (5.102) temos a expressao que relaciona a densidade total de massa do universo e o

—=3(1+7)
p R
— = = . 134
(Ro) (5134)

seu raio médio:

Po
Para obter as fungoes expansao em funcao do tempo, basta resolver a integral em (5.126),
combinando com (5.120) e (5.122) para determinar }%. O nosso passo seguinte é investigar
as propriedades do universo com o modelo de Bianchi tipo I com o comportamento de
um fluido perfeito usando o integral (5.126). A equagao (5.134) nos da que existe sempre
singularidade fisica inicial (R — 0). Das equagoes (5.123) e (5.126) indicam que R(t)

¢ uma familia de fungoes mondétonas que apresentam as seguintes propriedades para

0<~y <1

a) Existem singularidades do tipo panqueca (isto é, a — 0, b e ¢ constantes, e claro
com R — 0) quando ¢ = & (¢ > 0) e ¢ = § (¢ < 0), enquanto que a singularidade
do tipo cigarro (isto é, a — 00, b e ¢ — 0, com R — 0) ocorre para qualquer
valor de 1.

b) Quando R,t — o0, a solucao tende a ser isotrépico com £ = 0, com fungoes

expansao

e~ Aot _ ﬁ
a(t) = b(t) = c(t) (Tl) o (5.135)

c¢) No caso da solucao com simetria (por exemplo a = b para todo t) quando ¢ = (e > 0)
e = Z(e < 0), existem singularidades do tipo cigarro e panqueca.
Para v = 1 temos a solugao explicita, basta inverter a expresao em (5.126) para

obter de forma explicita o raio médio do universo R(t).
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Em geral, a integral em (5.126) apresenta a solu¢ao em termos da fungao hiper-
geométrica F' (AOMOTO, 2011),
ol g

T~ P\ 144 .1 vy 3y
T:y(?JQ _92)1+7 (1 - _> F(ga—ma?@)a (5.136)

onde

Lo v 3y)\_ /Hllﬁv(l_t)wdt
27 1+79472°02 F(— ol )F(3+5’y) 0 ( y2)§

1+~ 2+ 2y

2
F(l vy 3y

(5.137)

e I' é a funcao gamma. A funcao hipergeométrica nao é uma funcao elementar, entao torna
dificil obté-la em termos de fungoes analiticas, sendo assim fica dificil obter R(t) na sua
forma explicita. Analisemos para que valores de v podemos obter a solucao explicita e de
interesse fisico. A solugao para v = 0 é conhecida como universo dominado pela matéria.

A integral em (5.126) para v = 0, tem como solugao

RS 3
T + const =y = <—) + 0%, (5.138)
Ry
que podemos escrever na forma
R 1
() = T+ el (5.139)
0
onde o indice subscrito significa valor de cada variavel para v = 0, com
et — 1 1
Ty=——7F—"; 74 = (6mpoGo) 2, (5.140)
AoTd

onde T} é o tempo de normalizacao e 74 o tempo de escala. As fungoes expansao (a, b, ¢)

ficam completamente definidas por
1
(a7 b, C) x Tds(lmz) (Td + |5d|>‘3(1izz) , (5‘141)

enquanto que as fungoes de taxa de expansao de Hubble tomam a forma:

_ leal (1 F 22)
(A,B,C) = <2Td+ 37'(1;(1 T Isd\)) . (5.142)

A varidvel z que aparece nas equagoes (5.141) e (5.142) é aquela que definimos em (5.129),
e o sinal —(+) é para ¢ > (<)0. Por fim, temos a densidade de massa pela rela¢ao

Gp

— e ot [T (T -1 5.143
Gopn € [Ta (Ty+|eal)] ( )
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onde a singularidade inicial ocorre quando 7; = 0. Ay — 0 representa a solucao que
foi encontrada por Raychaundhuri (RAYCHAUDHURI, 1958). Quando €4 = 0 a solugao

torna-se isotropica
2 e Mt — 13
a(t) =b(t) =c(t) = R(t) x T} = (—) , (5.144)

e A\g — 0 representa a solucao isotrépica de Einstein—de Sitter (ELLIS; ELST, 1999). Um
outro caso de extrema importancia na fisica é o universo dominado pela era da radiacao,

que ¢ caracterizada por v = % (isto é, p, = % pr, onde o subscrito r significa radiagao).

1| R 2 2R +E
T,==-|—F——ZLIn|l——||, 5.145
2 |Ry” 2| & (5.145)

2 3
onde FE = (4 (R%) + 6,%) , € o tempo de normalizagao e tempo de escala sao
e Mt —1 3 3

T’I‘ = - e TT‘ = _— s (5146)

AT 32mpoGo

respetivamente. Partindo das equagoes de (5.131) até (5.134) torna-se fécil a solugao para

as fungoes expansao (a,b, c), as taxas de expansao de Hubble (A, B, C) e a densidade de

massa p,:
1 E+le ]\
—(a.b —toer
R(a’ 7C) X (E_ |57»|>
E F2|e,|
(4,B,C) = —— (5.147)
4T, (R%)

G,p, — o2t (E) -
Gopo Ry

Existe o caso onde essa solucao se torna isotropica, que ocorre exatamente quando €, = 0

. oMot 1\ 2
a(t) =b(t) =c(t) = R(t) =T7 = (——1> (5.148)

>\D7_7“

E importante notar que de (5.99) que, para A\g < 0 (A9 > 0) o acoplamento
G entre geometria e matéria é fortalecido (enfraquecido) como consequéncia da nao
conservacao no lado geométrico da equagao do campo (5.35). Na figura 4 mostramos a
solucao isotrépica do fator de escala a(t) = b(t) = ¢(t) = R(t), nos casos onde v assume
valores 0 e 1, correspondendo as eras dominadas pela matéria e fortemente pela radiacao,

respectivamente. Em ambos os casos, pode-se ver que a consequéncia mais importante do
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Figura 4 — As figuras mostram o fator de escala isotrépico R(t) com Gy = py = Ry = 1,
o = dp =0 e p=ryp. O painel (a) mostra o caso de uma era dominada pela
radiagdo (7 = 1) e o painel (b) mostra a era dominada pela matéria (y = 0).

quadri-vetor constante cosmolégico constante é o surgimento de um universo com taxa de
expansao acelerada quando Ay < 0 sem a necessidade de introduzir a energia escura. A
taxa de expansdo acelerada ¢ evidente a partir da inversao de concavidade por R(t) quando
Ao < 0. Para uma era dominada pela matéria no caso de expansao isotrépica, essa inversao
de concavidade ocorre no tempo t* = |ch0| In (%) (~ 4—; para Ao = £0.1). Consequentemente,
a partir de evidéncias observacionais (FRIEMAN; TURNER; HUTERER, 2008), devemos
ter [A\g|lc da ordem 107! anos ~'. Apesar de considerarmos um modelo cosmolégico
muito simples (Bianchi I), esse resultado estd de acordo com os limites observacionais
e experimentais para a taxa de variacao temporal de G (UZAN, 2003). Além disso,
embora tenhamos mostrado na figura 4 apenas o caso isotrépico, verificamos que o mesmo
comportamento é obtido no caso anisotropico mais geral. Na verdade, esperamos que o
mesmo fendmeno esteja presente em modelos mais realistas, uma vez que o mecanismo
principal por tras da expansao acelerada é a nao conservacao no lado geométrico da equagao
do campo (5.35). Finalmente, da Figura 4 também é evidente que quando Ay > 0 o universo
atinge rapidamente um estado estacionario. Além disso, neste caso, o enfraquecimento
do acoplamento (5.99) para Ay > 0 resulta na dissocia¢ao assintética entre matéria e
geometria.

Por fim, devido ao seu valor muito pequeno, os efeitos de \y no sistema solar para
escalas de tempo nao cosmoldgicas sao muito pequenos. Por um curto intervalo de tempo,

mostramos anteriormente que uma distribuicao de massa com simetria esférica reproduz a
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. . . 2 ,
gravidade newtoniana para campos fracos, pois, neste caso, obtemos hgy = C—Z’, onde ¢ é

o potencial gravitacional newtoniano. Além disso, como a métrica deve ser uma func¢ao

suave do tempo, podemos estimar um limite superior de apenas |Afy — Afy| < 1077

arco segundos por século para a diferenca entre a precessao de Merctirio Afy em nossa

teoria (com |Ng|c ~ 1071%) e a precessao de Ay = 43, 03" por século na gravidade cldssica

(WEINBERG, 1972).

5.3.1 Equacao de Friedmann

Multiplicando a primeira equagao em (5.95) por 3abc e os restantes por abc temos,

3 (déc + abc + abé) = 24mabcGp

abe + abé + abé + A (al}c + abc'> = —8mabcGp
abc + abé + abé + Ao (abc + abé) = —8mwabeGp
dbe + abe + abe + N (abc + abc) = —8mabcGp

Somando essas quatro equagoes temos que
2 [dbc + abe 4 abé + 2 (abc + abc + abé+> + Ao (dbc + abe + abé)]
= 24mwabeG (p — p),
que equivale, em termos do raio do universo, a
(Rg)” + o (Rs), =127R*(p—p).

Multiplicando a equacao por dR?, entao

% (R*) dR® + X\ (R®) dR® = 127G (p — p) R*dR?

A equacao que representa a conservacao de energia é

d R
- = 9\, — 3=

multiplicando por RSdt, e depois isolar GpR3dR? e substituir na (5.153), temos

d (R*) (R®) + X (R®) dR® — 24w\ GpROdt = 12rd (GpR) .
Depois da integracao

. 2
R\  8x 4 2X0 52 d 6

(5.149)

(5.150)
(5.151)

(5.152)

(5.153)

(5.154)

(5.155)

(5.156)
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onde (] é a constante da integragao. Da equacao (5.150),

% +2 (%) + Ao (%) =4rG (p—p). (5.157)

As equagoes (5.156) e (5.157) sao a generalizacao da equagao de Friedmann (SCHUTZ,
2009; CARROLL, 2004). Em uma outra notagao podemos escrever a equagao da aceleragao
do raio médio do universo

% +2 <%> = 4nG {p (1—7v)+ Lﬂ_t)] ; (5.158)

onde A(t) = —6)\0%. Aqui foram usados (5.94) e (5.106). Essa equagao possibilita-nos
fazer uma andlise da expansao acelerada do universo mais detalhada em termo da taxa
de expansao do raio médio do universo. Comparando (5.158) com modelos que incluem
a constante cosmologica (SCHUTZ, 2009), podemos concluir que o nosso quadri-vetor

cosmolégico A, desempenha um efeito andlogo a de uma densidade da energia escura dada

por
_ A (5.159)
pA = 8tG’ .
entao )
R R 1
— 4+ 2| = = 1-— — . Nl
= + (R) 81G [p( v) + 3pA] (5.160)

A equacao acima descreve a dinamica do raio "médio” do universo, contendo explicitamente
a aceleragao (R). O termo py estd associado a nehuma matéria conhecida, com uma pressao
negativa. De acordo com os cosmologistas A é positivo, estando de acordo com a nossa

teoria, que revela um universo se expandindo aceleradamente com Ay negativo.
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6 Conclusao

O propdsito deste trabalho consistiu na apresentacao de um Principio da Minima
Acao capaz de descrever sistemas nao conservativos. Discutimos o porqué de construir
Lagrangeanas que dependem da Acao, introduzindo a prépria acao na funcao densidade
Lagrangeana, e estabelecemos um Principio da Minima Ac¢ao nao conservativo. Em seguida,
estabelecemos a equagao generalizada de Euler-Lagrange, bem como o teorema de Noether,
que consistem de condicoes necessarias para a otimizacao e invariancia do funcional
propostas nesta dissertacgao, respectivamente. O teorema de Noether nao foi obtido de forma
usual, tivemos a necessidade de fazer escolha de calibre para obter o teorema na forma usual.
Apresentamos um capitulo que dedicamos as aplicacoes da equacao generalizada de Euler-
Lagrange e da generalizacao do teorema de Noether, para obter as equacoes de Scrodinger
e Maxwell para sistemas nao conservativos, escolhendo uma densidade Lagrangeana linear
para a parte que contribui com efeito de dissipagao. Estudamos as ondas eletromagnéticas
no vacuo e vimos que a dissipacao no campo causa o efeito do amortecimento e o
defasamento na amplitude das ondas, os mesmos efeitos que se manifestam no caso das
ondas eletromagnéticas propagando em um meio condutor. No ultimo capitulo, onde foi
obtido o principal resultado do trabalho, apresentamos uma generalizacao do Principio da
Minima Acao para Lagrangiana dependente da Acao e consideramos isso em um espago
curvo com métrica g, (z*). Com este principio da Minima Agao, obtivemos uma equagao
de campo gravitacional generalizada, que pode ser usada na descrigao de fendomenos nao
conservativos. Uma caracteristica interessante desta teoria é que o campo gravitacional
depende de um quadri-vetor constante cosmolégica. A importancia potencial desta nova
teoria gravitacional é evidente quando aplicada ao problema das ondas gravitacionais e a
cosmologia. Dependendo do quadri-vetor cosmoldgico, mostramos que ondas gravitacionais
se propagam com velocidade menor do que a velocidade da luz e com amplitudes que
diminuem (ou aumentam) com o tempo. Além disso, a aplicagao a cosmologia levou a outro
resultado notével: um universo (aqui consideramos o universo preenchido por um fluido
perfeito) exibindo uma taxa de expansao acelerada sem necessidade de introduzir a energia
escura. Observou-se um aspecto de amortecimento das ondas, semelhante em ambas as
teorias tratadas nesse trabalho. Finalmente, para trabalhos futuros existem muitas direcoes

de investigacao para explorar, relacionadas aos desenvolvimentos dos nossos resultados



72

anteriores. Em especial, descreveremos o limite pdés-newtoniano para uma distribuicao
de massa com simetria esférica, permitindo a investigacao da estabilidade das orbitas

planetéarias em escalas de tempo cosmoldgicas e os efeitos na rotacao das galdxias.
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