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RESUMO 

 
MÜLLER, Claiton. Parametrização do Fluxo de Concentração de Contaminantes na Camada 
Limite Planetária: Aplicação de Derivadas Fracionárias. 2018. 47 f. Dissertação (Mestrado) – 
Programa de Pós – Graduação em Modelagem Computacional. Universidade Federal de Rio 
Grande. 
 

 

O presente trabalho apresenta uma proposta de parametrização do fluxo de concentração no termo 
difusivo da equação da difusão – advecção aplicada à modelagem da dispersão de contaminantes 
na Camada Limite Planetária. O grande diferencial dessa proposta está no emprego de um operador 
de ordem fracionária que substitui a derivada clássica de ordem inteira. Uma das principais 
vantagens do operador fracionário é ser um operador não-local.  A propriedade de não-localidade 
considera que o próximo estado de um sistema não só depende de seu estado atual, mas também 
de todos os anteriores a partir do estado inicial. As equações clássicas geram uma distribuição 
Gaussiana para o movimento das partículas em um fluxo turbulento, enquanto que as equações 
com expoentes de ordem arbitrárias apresentam uma distribuição de Lévy. Os resultados obtidos 
no presente modelo foram comparados com os dados do experimento de Copenhagen e validados 
a partir de um clássico conjunto de dados estatísticos obtidos na literatura. O modelo proposto 
obteve resultados satisfatórios em comparação com o modelo Gaussiano clássico.  
 
 
 
Palavras – chave: Equação da Difusão; Derivadas Fracionárias; Modelagem Matemática; 
Concentração de Contaminantes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 
MÜLLER, Claiton. Parametrization of the Concentration Flow of Pollutants in the Planetary 
Boundary Layer: Application of Fractional Derivatives. 2018. 47 f. Dissertation (Master 
degree) – Programa de Pós – Graduação em Modelagem Computacional. Universidade Federal de 
Rio Grande. 

 

 

The present work presents a proposal of parameterization of the flow of concentration in the 
diffusive term of the diffusion – advection equation applied to the modeling of dispersion of 
contaminants in the Planetary Boundary Layer. The great differential of this proposal is the use of 
a fractional-order operator that replaces the classical whole-order derivative. One of the main 
advantages of the fractional operator is to be a nonlocal operator. The non-locality property 
considers that the next state of a system not only depends on its current state, but also on all 
previous ones from the initial state. The classical equations generate a Gaussian distribution for 
the motion of the particles in a turbulent flow, whereas the equations with arbitrary order exponents 
have a Lévy distribution. The results obtained in the present model were compared with the data 
from the Copenhagen experiment and validated from a classic set of statistical data obtained in the 
literature. The proposed model obtained satisfactory results in comparison to the classic Gaussian 
model. 

 
 

Keywords: Diffusion – Advection Equation; Fractional Derivatives; Mathematical Modeling; 
Concentration of Contaminants. 
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1. INTRODUÇÃO 
 

 

A partir da revolução industrial, que iniciou na Europa entre os séculos XVIII e XIX, a 

sociedade passou por um intenso processo de industrialização. Com esse acelerado crescimento 

industrial e populacional, a emissão de gases poluentes na atmosfera atingiu níveis mais elevados 

e fez-se necessária a criação de leis que monitoram e regulamentam a qualidade do ar, visando 

contribuir para uma melhor qualidade de vida da população (COELHO, 2007). Mas para monitorar 

o nível de poluente no ar necessita-se compreender os fenômenos que estão por trás da dispersão 

desse contaminante e o comportamento da atmosfera em geral. 

Na atmosfera terrestre existe uma série de variações ao longo de um ciclo diurno, como 

por exemplo, a variação de temperatura, velocidade do vento, incidência solar, umidade, dentre 

outras. Essas variações nos permitem particionar a atmosfera, de modo que as partes possam ser 

estudadas separadamente. A parte onde ocorre a dispersão dos poluentes é denominada Camada 

Limite Planetária (CLP), é a faixa mais baixa da atmosfera, variando sua espessura de 100 a 3000 

metros de altura (STULL, 1988). Por sua proximidade com a superfície, essa camada é diretamente 

influenciada por forçantes relacionadas ao solo, como fluxos de calor, humidade, temperatura, 

atrito e vento médio. 

Essas variáveis são indispensáveis para o estudo de fenômenos ocorrentes na CLP, tanto 

momentaneamente quanto para prever acontecimentos futuros. A previsão da distribuição de 

concentração para um determinado poluente lançado na atmosfera pode ser feita de duas formas: 

experimentalmente ou modelando o problema físico real por meio de equações matemáticas. Para 

a estimativa realizada com dados experimentalmente medidos, existe a vantagem de ser trabalhado 

com valores reais, porém encontram-se duas outras grandes desvantagens: o custo financeiro 

elevado e as dificuldades de medição. Nesse contexto é que a opção pela modelagem matemática 

ganha força, pois possui um baixo custo operacional e financeiro, além de possuir uma resposta 

rápida na geração de resultados, porém como desvantagem depara-se com o fato de trabalhar-se 

com aproximações físicas, feitas de acordo com o problema físico real (MALISKA, 2004).   

A modelagem matemática do problema é amplamente utilizada no estudo de dispersão, 

pois permite realizar, com baixo custo econômico, simulações que estimam a concentração do 

contaminante, permitindo avaliar-se a qualidade do ar e seus impactos ambientais. Nessa área de 

simulações surge também a modelagem computacional como uma ferramenta facilitadora para 
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compilação de dados. Constantemente pesquisadores testam novos modelos matemáticos, 

buscando atingir resultados mais precisos e eficientes para dispersão de poluentes na atmosfera. 

Dentre os trabalhos desenvolvidos na área, pode-se destacar: Degrazia (2000), 

apresentaram um modelo Euleriano semi-analítico, onde descreveram os coeficientes de difusão 

gerados por turbulência mecânica e térmica; Sastre (2005), utilizou-se de modelos Eulerianos e 

Gaussianos para simular a dispersão superficial de poluentes, liberados a partir de uma fonte 

contínua e pontual; Wortmann et al (2005), abordaram o problema de uma maneira diferenciada, 

utilizando-se das técnicas da Transformada de Laplace;  Sharan e Modani (2006), no qual 

desenvolveu-se um modelo bidimensional para um poluente lançado a partir de uma fonte elevada 

e considerando o coeficiente de difusão como uma função da distância a favor do vento e a 

velocidade do vento como uma lei de potência em relação à altura; Moreira et al (2014), também 

utilizaram-se das técnicas da Transformada de Laplace, porém baseando-se nos modelos Fickiano 

e contra – gradiente; Carvalho et al (2016) também utilizam-se do modelo Gaussiano e de 

parametrizações alternativas para o coeficiente de difusividade, representando a mistura  

turbulenta nas camadas limites estável e residual, durante o processo de decaimento da turbulência 

dado pelo período do pôr-do-sol; Goulart et al (2017) utilizam, em uma primeira abordagem, o 

cálculo fracionário para modelar a dispersão de contaminantes na atmosfera usando derivada de 

ordem arbitrária no termo advectivo da equação de advecção – difusão e aplicam a teoria em um 

modelo de dispersão Euleriano;  

O presente trabalho, no contexto acima exposto, propõe um estudo da dispersão de 

poluentes na atmosfera através da aplicação de uma tendência emergente no que se refere a 

matemática aplicada e modelagem matemática: a utilização do cálculo fracionário.  Diferenciando-

se dos demais, pela parametrização do fluxo turbulento de forma que a ordem do fluxo a ser 

parametrizado seja fracionária (arbitrária). O grande diferencial do uso de derivas de ordem 

fracionária deve-se ao fato de um operador de ordem fracionária ser um operador não-local, ou 

seja, a propriedade de não-localidade considera que o próximo estado de um sistema não só 

depende de seu estado atual, mas também de todos os estados anteriores a partir do estado inicial 

(DENG, 2007). 

A performance do modelo proposto será avaliada confrontando-se os dados obtidos com o 

mesmo e dados experimentais obtidos por meio do experimento de Copenhagen (GRYNING, 

1981; GRYNING E LYCK, 1984), e validada a partir de um conhecido grupo de índices 

estatísticos descritos por Hanna (1989). 

Este trabalho está organizado em seis capítulos. O capítulo 2 descreve os objetivos geral e 

específicos da pesquisa. O capítulo 3 apresenta a fundamentação teórica, onde são abordados 
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conceitos fundamentais acerca da atmosfera e a tendência matemática emergente a ser utilizada no 

trabalho, o cálculo fracionário, bem como suas duas principais formulações. O capítulo 4 aborda 

a modelagem matemática do problema e suas equações governantes para o modelo Gaussiano 

trabalhado, além de apresentar a alteração do modelo clássico para o fracionário, baseando-se em 

uma parametrização alternativa para o fluxo turbulento. O capítulo 5 apresenta a performance e 

validação do modelo proposto, quando confrontados os dados preditos pelo mesmo com dados 

experimentais de um experimento realizado na Dinamarca e validade a partir de um renomado 

conjunto de dados estatísticos encontrados na literatura, além de abordar e discutir os resultados 

encontrados com a resolução e simulação do modelo. O capítulo 6 de considerações finais e 

trabalhos evidencia as vantagens na utilização das derivadas fracionárias na modelagem de 

dispersão de poluentes na atmosfera, além de apresentar perspectivas para continuação da pesquisa 

buscando-se resultados cada vez mais condizentes com a realidade. 

Destaca-se que a relevância desse trabalho encontra-se na proposição de uma parametrização 

alternativa para o fluxo turbulento gerado pela existência de turbulência na atmosfera, resolvendo-

se essa parametrização por meio uma ferramenta matemática emergente no campo de modelagem 

matemática e matemática aplicada. 
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2. OBJETIVOS 
 

 

2.1 Objetivo Geral 
 

Este trabalho apresenta uma proposta alternativa de modelagem da dispersão de 

contaminantes na Camada Limite Planetária baseada no emprego de equações diferenciais de 

ordem fracionária que generalizam as equações clássicas de ordem inteira. 

 

2.2 Objetivos Específicos 
 

 Estudo de técnicas analíticas para a solução das equações diferenciais de ordem 

fracionária;  

 Resolver as equações do modelo de dispersão Euleriano para estimar a 

concentração de contaminantes da atmosfera; 

 Validar os resultados obtidos, comparando-os com dados experimentais; 

 Comparar os resultados e a eficácia do modelo apresentado com outros modelos já 

existentes. 
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3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 
 
 

Essa seção está dividida em três partes sendo elas a definição e detalhamento do ambiente 

de estudo, uma introdução ao cálculo fracionário, ferramenta matemática fundamental deste 

trabalho e a apresentação dos modelos de dispersão com ênfase no modelo a ser utilizado, 

Euleriano. 

 

 
3.1 Camada Limite Planetária 
 

A camada limite planetária (CLP), segundo Stull (1988) é a região da atmosfera que sofre 

diretamente influência do solo terrestre e, consequentemente, responde a forçantes relacionadas ao 

mesmo. Ainda definindo CLP, Businger (1981) afirma que essa camada é caracterizada pela 

existência da turbulência, sendo a turbulência um dos principais fatores para a dispersão de um 

poluente no ar. Essa turbulência, ou de origem térmica (convecção do ar, que durante o dia é 

aquecido pelo contato com a superfície terrestre) ou de origem mecânica (ocasionada pelo atrito 

entre o ar e o solo), auxilia na classificação da CLP, como estável, neutra ou instável.  

Durante o período diurno, os fluxos de origem térmica prevalecem sobre os de origem 

mecânica (deve-se ao fato da incidência solar sobre a superfície), o que gera uma melhor definição 

vertical da CLP, resultando em uma estrutura de subcamadas (STULL, 1988). Essas subcamadas 

são denominadas: Camada de Mistura (CM), Camada Residual (CR), Camada Limite Estável 

(CLE), Camada Superficial (CS), além de uma zona chamada na literatura de zona de 

entranhamento. 
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Figura 1: Ciclo diurno da CLP, adaptado de Stull 1988. 

 

Ao amanhecer, inicia-se a formação da CM resultado do aquecimento da superfície pela 

radiação solar. Iniciando assim um fluxo positivo de calor tornando o ar mais quente, esse ar 

aquecido torna-se mais leve e menos denso que a parcela de ar logo acima e tende a subir, enquanto 

que o ar mais frio e mais denso desce, realizando rotineiramente o processo. Estes movimentos 

geram uma forte convecção que, segundo Kaimal (1976), originam grandes vórtices turbulentos 

proporcionando a mistura dos poluentes. 

Com o anoitecer, a radiação solar incidente na superfície terrestre diminui, tornando-se 

insuficiente para manter o processo convectivo intenso, então a CM vai restringindo-se apenas a 

parte superior da CLP, formando uma outra camada, a Camada Residual. Esta camada não entra 

em contato com a superfície, e recebe essa nomenclatura pois a turbulência existente é apenas um 

pequeno resíduo daquela gerada ao longo do dia. Neste momento a atmosfera está mais quente que 

a superfície e é ela quem passa a ceder calor para o solo, quanto maior for o resfriamento da 

superfície, maior é a quantidade de calor que a atmosfera repassa ao solo, reduzindo a profundidade 

da Camada Residual (PAZ, 2004). 

 A CLE se mantém durante o período noturno, impedindo que a CR entre em contato com 

a superfície e ao amanhecer o ciclo novamente se inicia (STULL, 1988). A camada denominada 

de estranhamento é a camada onde ocorrem as trocas de calor e de quantidade de movimentos com 

a atmosfera livre. 

Estudar todos os fenômenos ocorrentes na CLP tornaria o trabalho bastante complexo, 

partindo de que os mesmos não são invariantes no tempo e de que existem vários outros forçantes 
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aos quais estão sujeitos. Por isso, o presente trabalho tem como ambiente de estudo a Camada 

Limite Convectiva. 

 

 
3.1.1 Camada Limite Convectiva 

 

A Camada Limite Convectiva (CLC) é uma estrutura dependente de outras três camadas: 

Camada Superficial; Camada de Mistura; Zona de Entranhamento. 

A primeira camada (CS) corresponde a cerca de 10% do total da CLP, é o local onde as 

forças inerciais predominam sobre as viscosas e também onde ocorre forte variação dos gradientes 

das variáveis atmosféricas médias como temperatura e momento. Para avaliar as inter-relações 

entre essas variáveis é utilizado a Teoria Universal de Similaridade de Monin-Obukhov 

desenvolvida em 1954 (MONIN; YAGLOM, 1971), e tem como parâmetro de avaliação do grau 

de estabilidade o comprimento de Monin-Obukhov (L): 

 

                   𝐿 = −
𝑢∗

3

𝑘
𝑔

𝜗
(𝑤𝜃̅̅̅̅̅)

                           (1) 

 

onde 𝑢∗ é a velocidade de atrito; κ é a constante de Von Karman, comumente encontrada na 

literatura como 0,4 (YAMADA, 1979; BACHTIAR, DAVIES e DANSON, 2014; STULL, 1988); 

g é a aceleração da gravidade; ϑ é a temperatura potencial média; e 𝑤𝜃̅̅ ̅̅  é o fluxo de calor sensível. 

Esta medida indica a altura em que a intensidade da turbulência mecânica predomina em relação 

à de origem térmica. 

 Já a Camada de Mistura, região que corresponde a maior parte da CLC (compreendida 

entre o topo da CS e a zona de entranhamento) e que, como já mencionado, é onde ocorre grande 

mistura turbulenta ocasionada pela convecção térmica no período diurno. Nessa região os perfis 

verticais de temperatura e de velocidade podem ser considerados como sendo constantes. 

A Zona de Entranhamento, localiza-se entre o topo da CM e a atmosfera livre. Nessa região 

o fluxo de calor é negativo e é onde o ar da atmosfera livre se entranha na camada de mistura. 
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3.2 Cálculo Fracionário 
 

O cálculo fracionário tem sua origem em uma carta escrita por L’Hospital ao seu amigo 

Leibniz, onde questionava o significado de uma derivada de ordem meio (1/2). Porém, por ser um 

ramo da análise, durante muito tempo foi tratada como um campo matemático puramente teórico 

sem grandes aplicações em outras áreas (HILFER, 2000).  

Entretanto nos últimos anos houve grande difusão de pesquisas nos mais diversos ramos 

da ciência, desde a física da difusão e fenômenos advectivos à controle de sistemas, finanças e 

economia (MACHADO, 2003). Esse avanço se deve principalmente pelo fato de derivadas e 

integrais de ordem não inteiras permitirem modelar diversos fenômenos naturais com aplicação 

nas mais variadas áreas, tais como: mecânica dos fluidos, fenômenos de transporte, redes elétricas, 

probabilidade e biomatemática. 

O grande diferencial do uso de derivas fracionárias deve-se ao fato de um operador de 

ordem fracionária ser um operador não-local, ou seja, a propriedade de não-localidade considera 

que o próximo estado de um sistema não só depende de seu estado atual, mas também de todos os 

estados anteriores a partir do estado inicial (DENG, 2007). Decorrente disso, hoje em dia 

encontram-se na literatura vários pesquisadores que utilizam o cálculo fracionário em seus 

problemas, como por exemplo, no estudo de problemas difusivos (SCHNEIDER e WYSS, 1989), 

no estudo de cálculo variacional (AGRAWAL, 2006), ne teoria cinética (ZASLAVSKY, 2002), 

entre outros. 

Dentre as várias formas que podem ser definidas as integrais e derivadas fracionárias, 

destacam-se duas formulações mais utilizadas entre os matemáticos: a definição de Caputo de 

1969 (formulação a ser utilizada no trabalho), e a de Riemann – Liouville, (PODLUBNY,1999).  

 
 
3.2.1 Derivada Fracionária Segundo Riemann – Liouvile 

 
As integrais de ordem fracionária são fundamentais para o estudo do cálculo fracionário 

de Riemann-Liouville, para esse estudo é importante definir os operadores pela esquerda e pela 

direita. Antes de começar as definições faz-se necessário definir os operadores que serão utilizados 

para denotar-se as operações de integração e diferenciação: J e D, respectivamente. 
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Define-se o operador 𝐽𝑎 como uma função integrável num conjunto compacto em sua 

primitiva centrada em a. E para n ∈ ℕ, será usado 𝐷𝑛 𝑒 𝐽𝑎
𝑛 para denotar a 𝑛-ésima iterada de D e 

𝐽𝑎. 
 

Definição a. A função Γ : (0,∞) → ℝ, conhecida como função Gamma de Euler, é 

definida por: 

 

Γ(𝑡) =  ∫ 𝑠𝑡−1𝑒−𝑠 𝑑𝑠
∞

0
                                                  (2) 

 

Essa função torna-se bastante útil para generalizar a operação fatorial, o que é de 

fundamental importância no estudo de cálculo fracionário.  

 

Definição b. Seja f : [a,b] → ℝ contínua. A integral fracionária de Riemann-Liouville à 

esquerda (respectivamente à direita) de ordem 𝛼 ∈ ℝ da função f no ponto x, é definida por: 

 

𝐽𝑥
𝛼𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
 ∫

𝑓(𝑢)

(𝑥−𝑢)1−𝛼 𝑑𝑢
𝑥

𝑎
         (𝛼 ∈ ℝ+; 𝑥 > 𝑎)              (3) 

 

e 

 

𝐽𝑏
𝛼𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
 ∫

𝑓(𝑢)

(𝑢−𝑥)1−𝛼 𝑑𝑢
𝑏

𝑥
         (𝛼 ∈ ℝ+; 𝑥 < 𝑏)            (4) 

 

Antes de definir as derivadas fracionárias de Riemann – Liouville, define-se que para 

inteiros positivos 𝑛 > 𝑚, com n, m ∈ ℕ, vale a identidade: 

 

 𝐷𝑚𝑓(𝑥) =  𝐷𝑛 𝐽𝑥
𝑛−𝑚 𝑓(𝑥)                                      (5) 

 

onde 𝐷𝑚 é uma derivada usual de ordem inteira 𝑚. 
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Definição c. Seja f : [a,b] → ℝ contínua. A derivada fracionária de Riemann-Liouville 

à esquerda (respectivamente à direita) de ordem 𝛼 ∈ ℝ da função f no ponto x, é definida por: 

 

𝐷𝑥
𝛼𝑓(𝑥) = 𝐷𝑥

𝑛 𝐽𝑥
𝑛−𝛼𝑓(𝑥)      e      𝐷𝑏

𝛼𝑓(𝑥) = (−1)𝑛𝐷𝑥
𝑛 𝐽𝑏

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)       (6) 

 

com 𝛼 > 0, 𝛼 ∈ ℝ  e n = [𝛼] + 1, ou seja:         

 

𝐷𝑥
𝛼𝑓(𝑥) =  

1

Γ(𝑛−𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 ∫
𝑓(𝑢)

(𝑥−𝑢)1+𝛼−𝑛 𝑑𝑢
𝑥

𝑎
,        𝑥 > 𝑎               (7) 

 

e 

 

𝐷𝑏
𝛼𝑓(𝑥) =  

(−1)𝑛

Γ(𝑛−𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 ∫
𝑓(𝑢)

(𝑢−𝑥)1+𝛼−𝑛 𝑑𝑢
𝑏

𝑥
,        𝑥 < 𝑏             (8) 

 

onde 𝐷𝑥
𝑛 =

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
 é uma derivada usual de ordem inteira 𝑛.  

 
 

3.2.2 Derivada Fracionária Segundo Caputo 

  

Como visto nas equações (7) e (8) a derivada fracionária segundo Riemann – Liouville, 

é a derivada de ordem inteira de uma determinada integral fracionária. Já Caputo tem uma 

definição muito similar, porém invertendo a ordem de integração com a de derivação. A maior 

vantagem da definição de Caputo é que as condições iniciais para as equações diferenciais 

fracionárias são de ordem inteira, que possibilitam melhor interpretação física (PODLUBNY, 

1999).  Além disso, outra diferença entre as duas definições é que Caputo apresenta derivada de 

função constante igual à zero. Por causa dessa interpretação física da constante ser nula, 

encontram-se na literatura autores que afirmam que a derivada de Caputo é mais precisa que a de 

Rieman-Liouville (CAMARGO, 2009). 
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Definição d. A derivada fracionária de Caputo à esquerda (respectivamente à direita) 

de ordem  𝛼 ∈  ℝ+
∗ , é definida por: 

 

�̂�𝑥
𝛼𝑓(𝑥) = 𝐽𝑥

𝑛−𝛼𝐷𝑥
𝑛𝑓(𝑥)         e        �̂�𝑏

𝛼
𝑓(𝑥) = (−1)

𝑛
𝐽

𝑏

𝑛−𝛼
𝐷𝑥

𝑛𝑓(𝑥)        (9) 

 

com 𝑛 = [𝛼] + 1, ou seja: 

 

𝐷𝑥
𝛼𝑓(𝑥) =  

1

Γ(𝑛−𝛼)
∫

𝑓(𝑛)(𝑢)

(𝑥 − 𝑢)1+𝛼−𝑛 𝑑𝑢           (𝑥 > 𝑎, 𝑎 ∈  ℝ)
𝑥

𝑎
     (10) 

 

e 

 

𝐷𝑏
𝛼𝑓(𝑥) =  

(−1)𝑛

Γ(𝑛−𝛼)
∫

𝑓(𝑛)(𝑢)

(𝑢 −𝑥)1+𝛼−𝑛 𝑑𝑢
𝑏

𝑥
           (𝑏 > 𝑥, 𝑏 ∈  ℝ)     (11)             

 

onde 𝑓(𝑛)(𝑢) =
𝑑𝑛𝑓(𝑢)

𝑑𝑢𝑛
 são derivadas ordinárias de ordem inteira 𝑛. 

No presente estudo será utilizado a formulação de Caputo. Devido ao fato da derivada de 

uma constante ser nula, o que possibilita melhor interpretação física do problema e gerar soluções 

regulares para o problema enquanto a formulação de Riemann – Liouville gera soluções singulares, 

pois não considera a variação de uma constante como zero. 
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4. MODELAGEM MATEMÁTICA  
 

 

Para o estudo de fenômenos de transporte de contaminantes na atmosfera utilizam-se dois 

tipos principais de modelos: Lagrangeanos e Eulerianos.  

Os modelos Lagrangeanos são ditos probabilísticos, ou seja, predizem a probabilidade de 

uma dada partícula ser encontrada em uma dada posição. Esse modelo representa a trajetória das 

partículas através de uma transformação estatística em um campo turbulento, onde as condições 

iniciais são fixas. O sistema de referência dos modelos Lagrangeanos segue o movimento 

atmosférico médio, baseado na equação de Langevin (VAN DOP, 1985): 

 

𝑑𝑢 = 𝛾(𝑥, 𝑢, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝛽(𝑥, 𝑢, 𝑡)𝑑𝑣     (12) 

 

onde 𝛾(𝑥, 𝑢, 𝑡) é um termo determinístico, que representa a força de atrito exercida pelo fluido 

sobre as partículas e 𝛽(𝑥, 𝑢, 𝑡) é um termo estocástico que representa as acelerações aleatórias 

causadas pela perturbação no campo de pressão. 

Para obter-se a velocidade e a posição de cada partícula, em cada espaço de tempo, 

integram-se as seguintes equações: 

 
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑡
= −𝛼𝑢𝑖 + 𝛽          e                 

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑈𝑖 + 𝑢𝑖               (13) 

           

onde i, segundo a notação de Einstein (STULL, 1988), pode assumir o valor de 1, 2 ou 3, 𝑥𝑖 

representa a posição das partículas, 𝑈𝑖 é a velocidade média do vento, 𝑢𝑖 é a velocidade turbulenta 

e 𝛼 e 𝛽 são os coeficientes de transporte de difusão. 

Já os modelos Eulerianos (modelo a ser utilizado no presente trabalho) são ditos modelos 

determinísticos, ou seja, predizem a concentração de um contaminante por um determinado 

volume. Esse modelo baseia-se no estudo de um conjunto de equações de conservação de massa, 

onde a dispersão é estudada em termos de uma equação diferencial que é resolvida em um domínio 

fixo no espaço-tempo e descreve os valores instantâneos de propriedades que estão em processo 

de dispersão na atmosfera (NIEUWSTADT e VAN DOP, 1981).  
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Partindo da equação para conservação de uma quantidade escalar (STULL, 1988): 

 

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑈𝑖

𝜕𝑐

𝜕𝑥𝑖
= 𝑣𝑐

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2
𝑖

+ 𝑆𝑐                                     (14) 

 

onde 𝑐 é a concentração do poluente, 𝑈 a velocidade do vento, 𝑣 é a difusividade molecular e 𝑆 é 

um termo de sumidouro ou fonte. Na equação (14) o terceiro termo (termo de difusão molecular), 

na atmosfera é de uma ordem de magnitude muito menor que os demais, por isso pode ser 

negligenciado. Expandindo-se os termos independentes (c e U) em componentes médias mais 

componentes turbulentas 

 

𝑐 = 𝑐̅ + 𝑐′                     𝑈 = �̅� + 𝑢′                          (15) 
 

Substituindo (15) na equação (14) e aplicando a média de Reynolds1 tem-se: 

 

𝜕𝑐̅

𝜕𝑡
+ �̅�𝑖

𝜕𝑐̅

𝜕𝑥𝑖
= 𝑆𝑐 +

𝜕(𝑢′𝑖𝑐′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝜕𝑥𝑖
                                 (16) 

 

onde 𝑐̅ é a concentração média do poluente, �̅� é a velocidade média do vento e 𝑢𝑗
′𝑐′̅̅ ̅̅ ̅̅  representa 

os fluxos turbulentos de contaminantes nas direções longitudinal, latitudinal e vertical. 

A equação (16) apresenta um problema de fechamento, onde encontra-se um número de 

incógnitas superior ao número de equações. Mas esse problema pode ser resolvido considerando 

uma parametrização para os fluxos turbulentos, assumindo por hipótese que os fluxos turbulentos 

sejam proporcionais ao gradiente da concentração média. Essa ferramenta utilizada para resolver 

o problema de fechamento é conhecida como Teoria-K e está relacionada com a estrutura física 

do fluxo turbulento (BATCHELOR, 1949). A constante de proporcionalidade, K, utilizada é 

denominada coeficiente de difusão e consiste em: 

 

𝑢′𝑐′̅̅ ̅̅ ̅ = −𝐾𝑥
𝜕𝑐̅

𝜕𝑥
                (17) 

 

                                                
1 Da média de Reynolds tem-se que a média de uma componente média é a própria componente média e que a 
média de uma componente turbulenta é zero (STULL, 1988). 
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𝑣′𝑐′̅̅ ̅̅ ̅ = −𝐾𝑦
𝜕𝑐̅

𝜕𝑦
               (18) 

 

𝑤′𝑐′̅̅ ̅̅ ̅̅ = −𝐾𝑧
𝜕𝑐̅

𝜕𝑧
               (19) 

 

Onde 𝐾𝑥, 𝐾𝑦, 𝐾𝑧 são os coeficientes de difusão nas direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧, respectivamente. 

Usando a notação de somatório de Einstein, substituindo as relações (17), (18) e (19) na 

equação (16), considerando estado estacionário e alinhando o sistema de coordenadas de forma 

que a direção x coincida com a direção do vento médio, tem-se: 

 

�̅�
𝜕𝑐̅

𝜕𝑥
 =

𝜕

𝜕𝑥
(𝐾𝑥

𝜕𝑐̅

𝜕𝑥
) +  

𝜕

𝜕𝑦
(𝐾𝑦

𝜕𝑐̅

𝜕𝑦
) +  

𝜕

𝜕𝑧
(𝐾𝑧

𝜕𝑐̅

𝜕𝑧
)               (20) 

 

Integrando-se a equação (20) em relação à y de −∞ à +∞, desprezando a difusão 

longitudinal, devido ao transporte de contaminantes através da advecção ser muito mais intenso 

do que o transporte por difusão, obtém-se: 

 

�̅�
𝜕𝑐𝑦̅̅ ̅

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑧
(𝐾𝑧

𝜕𝑐𝑦̅̅ ̅

𝜕𝑧
)                (21) 

 

Onde  𝑐𝑦
 ̅̅̅̅  representa a concentração média integrada latitudinalmente. A expressão (21) está 

sujeita às seguintes condições de contorno: 

 

 Supõe-se que o solo é uma superfície perfeitamente refletora e, consequentemente, o fluxo 

na superfície desaparece e que o poluente não é capaz de penetrar através do topo da 

camada limite convectiva. 

 

𝐾𝑧
𝜕𝑐𝑦̅̅ ̅

𝜕𝑧
 =   0                 𝑧 = 0;         𝑧 =  𝑧𝑖                 (22) 
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 O poluente é libertado a partir de uma fonte elevada de resistência 𝑄, localizada à (0, 𝐻). 

 

�̅�𝑐𝑦(0,  𝑧) = Q𝛿(𝑧0 − 𝐻)                     0 < 𝐻 < ℎ                 (23) 
 

Onde 𝐻 é a altura da fonte e 𝛿 é a função delta de Dirac.  O resultado encontrado para o modelo 

clássico gera uma distribuição Gaussiana para o movimento das partículas em um fluxo turbulento.  

 
 

4.1 Modelo matemático fracionário  
 

Para modelar o termo advectivo se considera que a dispersão de um escalar passivo 

(poluente não interativo) inserido em um escoamento turbulento na CLP ocorre de forma anômala, 

no sentido de que o deslocamento quadrático médio não é linear com o deslocamento da partícula, 

mas é uma potência fracionária deste (〈𝑧2〉 ∝ 𝑥𝛼  ).  Neste caso o termo advectivo da equação da 

difusão-advecção deve apresentar uma derivada de ordem não inteira (GOULART, et al, 2017). 

Enquanto para o termo difusivo considera-se uma nova parametrização do escoamento turbulento 

apresentado nas equações (17), (18) e (19), objetivando a substituição da distribuição Gaussiana 

pela distribuição de Lévy para o movimento de partículas em um escoamento turbulento 

(SORNETTE, 2006). A parametrização do fluxo de concentração na direção vertical tem a 

seguinte forma: 

 

                 𝑤′𝑐𝑦′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = −𝐾
𝜕𝛼𝑐𝑦̅̅ ̅

𝜕𝑧𝛼                        (24) 

 

onde 0 < 𝛼 ≤ 1. 
Considerando a modelagem do termo advectivo proposta por Goulart et al (2017) e a 

equação (24) como parametrização para o fluxo de concentração obtém-se a seguinte equação da 

difusão-advecção fracionária para estimar a distribuição de concentração de poluentes emitidos 

por fontes pontuais contínuas na CLP: 

 

     �̅� 𝜕𝛼𝑐𝑦̅̅ ̅

𝜕𝑥𝛼 = 𝐾
𝜕

𝜕𝑧
(

𝜕𝛼𝑐𝑦̅̅ ̅

𝜕𝑧𝛼 )                            (25) 

 

onde �̅� é a velocidade média do vento e 𝐾 é o coeficiente de difusão.   
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Destaca-se que para esse modelo fracionário considera-se a velocidade média do vento e 

o coeficiente de difusão como constantes, afim de que, mesmo trabalhando com parametrizações 

rudimentares, obtém-se resultados satisfatórios com a utilização das derivadas fracionárias em 

comparação com o modelo tradicional. O valor para velocidade média do vento é obtido através 

dos dados do experimento utilizado para validação do modelo, enquanto o valor para o coeficiente 

de difusão é dado pela relação:  

 

𝐾 =  
1

𝑥
∫

𝜎𝑤
2

𝑢
𝑥 𝑑𝑥       (26) 

 

Onde �̅� é a velocidade média do vento e 𝜎𝑤 é o desvio padrão da componente vertical da 

velocidade do vento (ambos dados pelo experimento de Copenhagen). Com a alteração na ordem 

das derivadas, o presente modelo está sujeito as seguintes condições de contorno: 

 

𝐷𝑧
𝛼 𝑍(𝑧) = 0          em               𝑧 = 0           e             𝑧 = ℎ                         (27) 

 

e 

 

𝑈𝑐�̅� (0, 𝑧) = 𝑄 𝛿(𝑧 − 𝐻)                                             (28) 

 

A equação diferencial parcial (25) pode ser resolvida analiticamente utilizando o método 

de separação de variáveis. Para isso assume-se que a equação (25) tem uma solução da seguinte 

forma: 

 

𝑐�̅�(𝑥, 𝑧) = 𝑋(𝑥)𝑍(𝑧)                                                    (29) 

 

Decorrente da aplicação do método de separação de variáveis (29) na equação (25), 

encontra-se duas equações diferenciais ordinárias nas variáveis 𝑥 e 𝑧. Onde as equações a ser 

obtida para as variáveis 𝑥 e 𝑧 serão fracionárias, visto que 0 < 𝛼 ≤ 1.  

 

𝐷𝑥
𝛼  𝑋 +  𝜅𝜆2𝑋 = 0                                       (30) 

 
e 
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𝑑

𝑑𝑧
(𝐷𝑧

𝛼  𝑍(𝑧)) +  𝜆2𝑍(𝑧) = 0                                 (31) 
 
Onde 𝜅 = 𝐾/𝑈. 
 
 
 

4.2  Modelo 𝜶 - Gaussiano 
  

A equação diferencial (30), decorrente da inclusão da ordem fracionaria no termo 

advectivo, possui solução conhecida (GOULART et al, 2017): 

 

𝑋(𝑥) =  ∑ 𝑏𝑛 𝐸𝛼(−𝜆𝑛
2 𝜅𝑥𝛼)∞

𝑛=0                                       (32) 

 

onde 𝐸𝛼 é uma função de Mittag – Leffler, dada pela relação: 

 

𝐸𝛼(𝑥) =  ∑
𝑥𝑛

Γ(𝛼𝑛+1)
∞
𝑛=0                                                (33) 

 

Para a resolução da EDO (31) inicia-se utilizando a definição de derivadas fracionárias:  

 

𝐷𝑧
𝛼(𝑧𝑛) =  

Γ[𝑛+1]

Γ[𝑛− 𝛼+1]
  𝑧𝑛− 𝛼                                           (34) 

 

Supondo a solução da equação (31) sendo da forma de série de potências de Frobenius: 

 

𝑍(𝑧) =  𝑧𝑝  ∙  ∑ 𝑎𝑛𝑧𝛼𝑛+𝑛   =  ∑ 𝑎𝑛𝑧(𝛼+1)𝑛+𝑝 ∞
𝑛=0

∞
𝑛=0            (35) 

 

como 𝑎𝑛 é uma constante, por conveniência toma-se da forma 𝑎𝑛

Γ[(𝛼+1)𝑛+ 𝛽]
, ou seja: 

 

𝑍(𝑧) =  ∑
𝑎𝑛

Γ[(𝛼+1)𝑛+ 𝛽]
 𝑧(𝛼 + 1)𝑛+𝑝   ∞

𝑛=0                       (36) 
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onde 𝑝 e 𝛽 são constantes. A convergência da série verifica-se pelo teste da razão e constata-se 

que a série possui um raio de convergência maior do que as distâncias utilizadas no experimento 

de validação do modelo, o que garante que a solução do modelo converge para a solução 

experimental.  

Abrindo o primeiro termo do somatório e utilizando a definição de derivadas fracionárias 

(34) na equação (36), tem-se: 

 

𝐷𝑧
𝛼(𝑧) =

𝑎0

Γ[𝛽]
 𝐷𝑧

𝛼𝑧𝑝 + ∑
𝑎𝑛

Γ[(𝛼+1)𝑛+ 𝛽]
 

Γ[(𝛼+1)𝑛+ 𝑝+1]

Γ[(𝛼+1)𝑛+𝑝+1− 𝛼]
𝑧(𝛼+1)𝑛+𝑝−𝛼∞

𝑛=1          (37) 

 

Tomando 𝛽 = 𝑝 + 1 e derivando a equação (37) em relação à 𝑧, 

 
𝑑

𝑑𝑧
 (𝐷𝑧

𝛼 𝑧) =  
𝑎0

Γ[𝑝 + 1]
 

𝑑

𝑑𝑧
(𝐷𝑧

𝛼𝑧𝑝) + 

+ ∑ [(𝛼 + 1)𝑛 + 𝑝 −  𝛼] 
𝑎𝑛

Γ[(𝛼+1)𝑛+𝑝−𝛼+1]
 𝑧(𝛼+1)𝑛+𝑝−𝛼−1∞

𝑛=1                (38) 

 

Reescrevendo 𝛼𝑛 + 𝑛 −  𝛼 − 1 = (𝛼 + 1)(𝛼 − 1) e fazendo-se 𝑛′ = 𝑛 − 1, logo2: 

 
𝑑

𝑑𝑧
 (𝐷𝑧

𝛼 𝑧) =  
𝑎0

Γ[𝑝+1]
 

𝑑

𝑑𝑧
(𝐷𝑧

𝛼𝑧𝑝) + ∑  
𝑎𝑛+1[(𝛼+1)𝑛+𝑝+1]

Γ[(𝛼+1)𝑛+𝑝+2]
 𝑧(𝛼+1)𝑛+𝑝∞

𝑛=0            (39) 

 

 Para solucionar-se a equação (39) recai-se em duas possibilidades a serem consideradas, 

que serão chamadas de caso 1 e caso 2, que referem-se a 𝑝 ≠ 0 e 𝑝 = 0 respectivamente.  
 

 

𝐷𝑧
𝛼 𝑧𝑝 =  {

 0,                              𝑠𝑒            𝑝 = 0                               
                        

Γ[𝑝+1]

Γ[𝑝+1−𝛼]
 𝑧𝑝−𝛼 ,               𝑠𝑒     0 < 𝑝 ≤ 1                                  

(40) 

 
 

Caso 1 (0 < 𝑝 ≤ 1): Se 𝑝 encontra-se entre 0 e 1, tem-se novamente duas possibilidades 

de solução: 𝑝 =  𝛼 e 𝑝 −  𝛼 + 1 =  −𝑚, onde ∈  ℕ. 

                                                
2 Para não necessitar escrever 𝑛′ toda vez, toma-se apenas 𝑛. 
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 Para o caso 𝑝 =  𝛼 gera solução da forma: 

 

𝑍(𝑧) =  𝑧𝛼  ∑ 𝑎𝑛 𝐸𝛼+1,𝛼+1(−𝜆𝑛
2 𝑧𝛼+1)∞

𝑛=0                          (41) 

 

Como a solução suposta para o modelo deu-se por separação de variáveis, então basta-se juntar as 

soluções encontradas para ambas as EDO’s fracionárias (32) e (41), logo: 

 

𝑐�̅�(𝑥, 𝑧) =  𝑏𝑛 𝐸𝛼 (−𝜆𝑛
2

𝜅𝑥𝛼) ∙  𝑧𝛼  ∑ 𝑎𝑛 𝐸𝛼+1,𝛼+1(−𝜆𝑛
2

𝑧𝛼+1)∞
𝑛=0       (42) 

 

A solução (42) deve convergir para a solução tradicional do problema quando 𝛼 = 1 (que 

é em função de cosseno), no entanto quando 𝛼 = 1 a função de Mittag – Leffler, 𝐸2,2, fica em 

função de seno. Portanto a solução (42) não é solução para o problema e deve ser descartada. 

 

 Para o caso 𝑝 − 𝛼 + 1 =  −𝑚 gera solução da forma:  

 

𝑍(𝑧) =  𝑧𝛼−1  ∑ 𝑎𝑛 𝐸𝛼+1,𝛼(−𝜆𝑛
2 𝑧𝛼+1)∞

𝑛=0                    (43) 

 

A solução (43) para 𝑧 contradiz a definição da formulação de Caputo (HERRMANN, 

2011), visto que não respeita as hipóteses da definição de Caputo (onde 𝑍𝑘 , 𝑘 > −1) por isso 

também pode ser descartada. Como ambas as possibilidades desse caso foram descartadas, então 

o caso 1 pode ser descartado. 

 

Caso 2 (𝑝 =  0): Para 𝑝 =  0 tem-se o primeiro termo da equação (38) sendo nulo, devido 

ao fato que pela formulação de Caputo a derivada fracionária de uma constante é igual a zero. Ou 

seja, 

 

𝑑

𝑑𝑧
 (𝐷𝑧

𝛼  𝑧) =  ∑  
𝑎𝑛+1[(𝛼+1)𝑛+1]

Γ[(𝛼+1)𝑛+2]
 𝑧(𝛼+1)𝑛∞

𝑛=0                    (44) 

 
Decorrente da propriedade da função Gamma de Euler, Γ[𝑧 + 1] = 𝑧Γ[𝑧], tem-se: 

 

Γ[(𝛼 + 1)𝑛 + 2]  = [(𝛼 + 1)𝑛 + 1]  Γ[(𝛼 + 1)𝑛 + 1]                   (45) 
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Substituindo a relação (45) na equação (44), obtém-se: 

 
𝑑

𝑑𝑧
 (𝐷𝑧

𝛼  𝑧) =  ∑  
𝑎𝑛+1

Γ[(𝛼+1)𝑛+1]
 𝑧(𝛼+1)𝑛∞

𝑛=0                     (46) 

 
Substituindo as equações (36) e (46) na EDO inicial (31) 

 

∑  
𝑎𝑛+1

Γ[(𝛼 + 1)𝑛 + 1]
 𝑧(𝛼+1)𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝜆2 ∑  
𝑎𝑛

Γ[(𝛼 + 1)𝑛 + 1]
 𝑧(𝛼+1)𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

 

∑  
(𝑎𝑛+1+𝜆2𝑎𝑛)

Γ[(𝛼+1)𝑛+1]
 𝑧(𝛼+1)𝑛 = 0∞

𝑛=0                                (47) 

 

Como 𝑧 ≠ 0, pois essa seria a solução trivial. Então tem-se a seguinte relação: 

 

𝑎𝑛+1 + 𝜆2𝑎𝑛 = 0      ⇒        𝑎𝑛+1 =  −𝜆2𝑎𝑛                            (48) 

 

Seja (48) uma relação em que os valores de 𝑎 estão relacionados diretamente com os 

valores assumidos por 𝑛, então para 

 

             𝑛 = 0     →      𝑎1 =  −𝜆2𝑎0 

𝑛 = 1     →      𝑎2 =  −𝜆2𝑎1 =  −𝜆2(−𝜆2𝑎0) =  𝜆4𝑎0 

𝑛 = 2     →      𝑎3 =  −𝜆2𝑎2 =  −𝜆2(𝜆4𝑎0) =  −𝜆6𝑎0 

𝑛 = 3     →      𝑎4 =  −𝜆2𝑎3 =  −𝜆2(−𝜆6𝑎0) =  𝜆8𝑎0 

 
De modo geral os valores de 𝑎 em função de 𝑛 podem ser descritos por 

 

𝑎𝑛 =  (−𝜆2)𝑛 𝑎0                                               (49) 
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Substituindo a relação (14) na solução suposta (36) tem-se 

 

𝑍(𝑧) =  ∑
(−𝜆2)𝑛 𝑎𝑛  𝑧(𝛼 + 1)𝑛

Γ[(𝛼+1)𝑛+1]
 =  ∑

𝑎𝑛 (−𝜆2 𝑧𝛼+1)𝑛

Γ[(𝛼+1)𝑛+1]
 ∞

𝑛=0  ∞
𝑛=0            (50) 

 

Da definição de função de Mittag – Leffler: 

 

𝐸𝑎,𝑏(𝑍) =  ∑
𝑍𝑛

Γ[𝑎𝑛+𝑏]
 ∞

𝑛=0                                                 (51) 

 

Substituindo a definição (51) na equação (50) fica-se com a solução para 𝑍 da seguinte 

forma: 

 

𝑍(𝑧) =  ∑ 𝑎𝑛 𝐸𝛼+1(−𝜆𝑛
2  𝑧𝛼+1)∞

𝑛=0                                  (52) 

 
 Portando a solução geral final do problema (suposta por separação de variáveis) dá-se pelo 

produto das equações (32) e (52), ou seja  

 

𝑐�̅�(𝑥, 𝑧) =   ∑ 𝑏𝑛 𝐸𝛼(−𝜆𝑛
2 𝜅𝑥𝛼)∞

𝑛=0 ∙ ∑ 𝑎𝑛 𝐸𝛼+1(−𝜆𝑛
2  𝑧𝛼+1)∞

𝑛=0       (53) 

 
 Para encontrar a solução específica do problema faz-se necessário determinar as 

constantes, 𝑎𝑛 e 𝜆𝑛, isso acontece aplicando-se as condições de contorno (27) e (28) na solução 

(53). Da aplicação da condição (27) tem-se  

 

𝐷𝑧
𝛼 𝑍 =  ∑

𝑎𝑛 (−𝜆𝑛
2 )𝑛 

Γ[(α+1)n+1]
 𝐷𝑧

𝛼(𝑧)(𝛼+1)𝑛  =  ∑
𝑎𝑛 (−𝜆𝑛

2 )𝑛 

Γ[(α+1)n+1− α]
 𝑧(𝛼+1)𝑛−𝛼∞

𝑛=0
∞
𝑛=0   (54) 

 

 Considerando a primeira possibilidade da condição (27), 𝑧 = 0, tem-se 𝑍(𝑧) = 0 o que 

gera a solução trivial do problema, o que não é de interesse. Já para segunda possibilidade, 𝑧 = ℎ, 

encontra-se a equação para os 𝜆𝑛: 
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∑
 (−1)𝑛(𝜆𝑛)2𝑛+1 ℎ(𝛼+1)𝑛+1 

Γ[(α+1)n+2]
 ∞

𝑛=0 = 0                                    (55) 

 
 Considerando a condição de contorno (28), tem-se 

 

∑ 𝑎𝑛 𝐸𝛼+1(−𝜆𝑛
2  𝑧𝛼+1) =  

𝑄

𝑢
 𝛿(𝑧 − 𝐻)∞

𝑛=0                           (56) 

  

 Multiplicando-se a equação (56) em ambos os lados por 𝐸𝛼+1(−𝜆𝑙
2 𝑧𝛼+1) e integrando-

se em relação a 𝑧 de 0 à ℎ obtém-se a equação para os 𝑎𝑛: 

 

∑ 𝑎𝑛  ∫ 𝐸𝛼+1(−𝜆𝑛
2  𝑧𝛼+1) 𝐸𝛼+1(−𝜆𝑙

2 𝑧𝛼+1)
ℎ

0
𝑑𝑧 =∞

𝑛=0

                
𝑄

𝑢
 ∫ 𝛿(𝑧 − 𝐻)

ℎ

0
𝐸𝛼+1(−𝜆𝑙

2 𝑧𝛼+1)𝑑𝑧   

 

 

∑ 𝑎𝑛  ∫ 𝐸𝛼+1(−𝜆𝑛
2  𝑧𝛼+1) 𝐸𝛼+1(−𝜆𝑙

2 𝑧𝛼+1)
ℎ

0
𝑑𝑧 =

𝑄

𝑢
 ∞

𝑛=0          (57) 

 

 Após determinar-se as equações para as constantes, fez-se necessário a utilização de 

ferramentas computacionais para obter valores para as mesmas, visto que pela interdependência 

delas não era viável resolver analiticamente. Nesse contexto optou-se pela utilização do software 

Wolfram Mathematica3, devido ao fato de já possuir em suas bibliotecas as funções de Mittag – 

Leffler pré – programadas. Com auxílio do programa criou-se rotinas computacionais para 

encontrar-se os valores das constantes e posteriormente substituir na equação final juntamente com 

os demais dados retirados do experimento, conforme mostram as figuras 2 e 3. 

 

                                                
3 Wolfram Mathematica (conhecido como Mathematica) é um programa de computador, originalmente concebido 
por Stephen Wolfram, e continuamente desenvolvido pela empresa Wolfram Research, que implementa 
um sistema de álgebra computacional. Além de uma linguagem de programação, contém diversas bibliotecas de 
programação prontas a serem usadas para diversos fins em várias áreas das ciências exatas. O programa insere-se em 
diversas áreas da engenharia, biologia, química, processamento de imagens, finanças, estatística, matemática, além de 
outras, e também serve como um ambiente para desenvolvimento rápido de programas. O programa utilizado para a 
realização do trabalho fez-se em um computador próprio da Universidade Federal do Rio Grande – FURG, no qual 
possui licença para o software.  

https://pt.wikipedia.org/wiki/Programa_de_computador
https://pt.wikipedia.org/wiki/Stephen_Wolfram
https://pt.wikipedia.org/wiki/Wolfram_Research
https://pt.wikipedia.org/wiki/Sistema
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra_computacional
https://pt.wikipedia.org/wiki/Linguagem_de_programa%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Biblioteca_(programa%C3%A7%C3%A3o)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Biblioteca_(programa%C3%A7%C3%A3o)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ci%C3%AAncias_exatas
https://pt.wikipedia.org/wiki/Engenharia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ambiente_de_desenvolvimento_integrado
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Figura 2 – Valores de 𝜆𝑛 expressos pelo Mathematica com 𝛼 variando entre 0.7 e 0.8. 

 
 

 
Figura 3 – Valores de 𝑎𝑛 expressos pelo Mathematica com 𝛼 variando entre 0.7 e 0.8. 
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5. PERFORMANCE E VALIDAÇÃO DO MODELO 
 
 

 A performance do modelo proposto deu-se confrontando os dados obtidos com o mesmo e 

dados experimentais obtidos por meio do experimento de Copenhagen (1978 e 1979). Esse 

experimento foi realizado sob condições de estabilidade entre moderada e forte. Inicialmente 

Gryning (1981) publicou um denso relatório evidenciando o embasamento cientifico do mesmo, 

as técnicas utilizadas e os dados obtidos. Para a realização do experimento, foi montado um sistema 

de emissão de hexafluoreto de enxofre (SF6) numa torre de televisão, em Gladsaxe (cidade vizinha 

a Copenhagen). As taxas de emissão foram constantes ao longo da amostragem, mas variavam 

entre 1,9 e 4,7 g/s de acordo com o dia em que o experimento era realizado, já a altura de emissão 

foi de 115 m, tendo altura de rugosidade aerodinâmica média de 0,6 m.  

 Para determinar a concentração do traçador, as amostragens foram realizadas entre 2 e 3 m 

acima do nível do solo, em três arcos circulares distantes da torre de emissão cerca de 2, 4 e 6 km 

e a concentração média foi medida em intervalos de 20 minutos, totalizando uma hora de tempo 

de amostragem (GRYNING, 1981). A Figura 4 apresenta um demonstrativo do Experimento de 

Copenhagen em que o ponto central onde encontra-se a “TV-TOWER” corresponde ao ponto de 

emissão e os demais pontos dispostos em arcos representam os amostradores e sua distribuição 

geográfica. As medidas realizadas foram de: velocidade do vento a 10, 60, 120 e 200 m acima do 

nível do solo em intervalos de 10 minutos; direção do vento a 10, 120, 200 m acima do nível do 

solo, também em intervalos de 10 minutos; temperatura a 2, 40, 80, 120, 160, 200 m acima do 

nível do solo durante 10 segundos, a cada 10 minutos.  

 Na altura da fonte de lançamento (115 m) foram realizadas medições tridimensionais de 

flutuações turbulentas de velocidade do vento. A altura da camada limite foi determinada a partir 

de radiossondagens diárias que foram realizadas próximas ao local do experimento (GRYNING, 

1981; GRYNING, LYCK; 1984). 
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Figura 4 – Demonstrativo de Experimento de Copenhagen (GRYNING, 1981). 

 

 As condições meteorológicas durante o experimento também foram descritas por Gryning 

(1981) em seu relatório e podem ser observadas na Tabela 1, onde �̅�10 é a velocidade média do 

vento à altura de 10 m, 𝑢∗é a velocidade de fricção ou atrito e 𝐿 é o comprimento de Monin – 

Obukhov (já definido pela equação 1). 

 

TABELA 1 - Condições meteorológicas durante o experimento de Copenhagen 

 
 

 Para validar a performance dos modelos de dispersão, geralmente é encontrado na 

literatura, um conhecido conjunto de dados estatísticos descritos por Hanna (1989) que são 

definidos relacionando a concentração observada pelo experimento (𝑐𝑜) e a quantidade predita 

pelo modelo proposto (𝑐𝑝), as relações dão-se da seguinte forma:  
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NMSE (erro quadrático médio normalizado)    =    
(𝑐𝑜−𝑐𝑝)

2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑐𝑜𝑐𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 
O NMSE é um valor adimensional que representa todos os desvios entre a quantidade 

observada no experimento e a prevista pelo modelo, seu valor ótimo é zero ou o mais próximo 

dele possível. 

 

COR (coeficiente de correlação)    =    
(𝑐𝑜−𝑐𝑝̅̅ ̅)(𝑐𝑝−𝑐𝑝̅̅ ̅)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝜎𝑜𝜎𝑝
 

 
O coeficiente de correlação descreve o grau de concordância entre as variáveis e o quando 

estas estão relacionadas entre si, o valor ótimo para esse índice é um ou o mais próximo possível 

disso. Juntamente com o fator de dois (FA2) o COR são os dois principais dados estatísticos 

analisados pelos pesquisadores para análise da validade de um modelo de dispersão. 

 

FB (fator de inclinação)    =    
𝑐𝑜−𝑐𝑝̅̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

0.5 (𝑐𝑜̅̅ ̅+𝑐𝑝̅̅ ̅)
 

 
Esse índice descreve o quanto o modelo tende a superestimar ou subestimar as 

concentrações observadas, dependendo de FB menor ou maior que zero, respectivamente. O valor 

ótimo para o fator de inclinação é zero ou o mais próximo possível. 

 

FS (desvio padrão fracionário)    =    
𝜎𝑜−𝜎𝑝

0.5 (𝜎𝑜−𝜎𝑝)
 

 
O FS representa exatamente a ideia de desvio padrão e o seu valor ótimo é zero ou o mais 

próximo possível. 

 

FA2 (fator de dois)     =    0.5 ≤
𝑐𝑝

𝑐𝑜
≤ 2 

 

 O FA2 descreve a possibilidade do valor predito pelo modelo estar entre a metade ou o 

dobro do valor observado pelo experimento. O valor ótimo para esse índice é um ou o mais 

próximo possível, porem quanto mais próximo dos valores ótimos estiverem os índices FA2 e 

COR maior será a confiabilidade do modelo. 
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 Os valores das concentrações lateralmente integrada observada pelo experimento, estimada 

pelo modelo fracionário proposto (quando 𝛼 = 0.73) e estimada pelo modelo Gaussiano 

tradicional (expresso pela equação (21)) utilizados para validar o modelo podem ser observado na 

Tabela 2. 

 

TABELA 2 – Concentrações observadas e estimadas, lateralmente integrada, 𝑐�̅�

𝑄
(10−4 𝑠𝑚−2) 

para o experimento de Copenhagen 
 

Exp.   Distância (m) Observado Gaussiano 𝜶 − Gaussiano 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
3 
4 
5 
5 
5 
6 
6 
6 
7 
7 
7 
8 
8 
8 
9 
9 
9 

1900 
3700 
2100 
4200 
1900 
3700 
5400 
4000 
2100 
4200 
6100 
2000 
4200 
5900 
2000 
4100 
5300 
1900 
3600 
5300 
2100 
4200 
6000 

6.48 
2.31 
5.38 
2.95 
8.20 
6.22 
4.30 
11.7 
6.72 
5.84 
4.97 
3.96 
2.22 
1.83 
6.70 
3.25 
2.23 
4.16 
2.02 
1.52 
4.58 
3.11 
2.59 

3.61 
2.72 
2.47 
1.76 
4.00 
3.73 
3.72 
10.25 
3.98 
3.93 
3.93 
1.72 
1.24 
1.12 
2.77 
1.95 
1.73 
3.51 
3.01 
2.95 
2.26 
1.61 
1.35 

4.64 
3.74 
3.31 
2.54 
5.22 
4.58 
4.35 
10.64 
4.94 
4.49 
4.34 
2.31 
1.79 
1.62 
3.68 
2.81 
2.56 
4.74 
4.01 
3.71 
3.01 
2.31 
2.02 

 

 

 Enquanto a comparação da performance e confiabilidade entre os modelos tradicional e 

fracionário, baseados nos índices estatísticos de Hanna descritos anteriormente são apresentados 

na Tabela 3. 
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TABELA 3 – Comparação entre os índices estatísticos dos modelos tradicional e fracionário 
 

Modelo   COR. NMSE FS FB FA2 

Gaussiano 

𝜶 − Gaussiano 

0.82 

0.83 

0.23 

0.11 

0.27 

0.28 

-0.39 

-0.16 

0.73 

0.95 

 

 

Ao analisar a tabela 3 pode-se verificar que o Modelo 𝛼-Gaussiano tem um desempenho 

bastante satisfatório em relação ao Modelo Gaussiano tradicional para a dispersão de poluentes 

visto que os valores para o modelo proposto têm uma proximidade significativa aos valores ótimos 

propostos por Hanna (1989). Principalmente quando trata-se dos índices de correlação e fator de 

dois, índices estes que são os mais levados em consideração quando se deseja analisar a validade 

e garantir a confiabilidade do modelo. 

A fim de estimar o melhor resultado para o modelo, inicialmente foram analisadas soluções 

para 𝛼 indo de 𝛼 = 0 à 𝛼 = 1 em passos de 0.1. Percebeu-se que o intervalo com melhores 

resultados estavam entre 𝛼 = 0.7 e 𝛼 = 0.8, então refinou-se a busca nesse intervalo com passos 

de 0.01 e obteve-se 𝛼 = 0.73 como melhor 𝛼 para o modelo, valor este que gerou os melhores 

índices estatísticos de Hanna. 

É importante salientar que os modelos tradicionais (𝛼 = 1) tem origem através da equação 

de difusão molecular baseada na Lei de Fick, que pressupõe uma distribuição de probabilidade 

Gaussiana, já o modelo fracionário assume a distribuição probabilística de Lévy, que descreve 

fisicamente o movimento de partículas em um fluxo turbulento de forma mais condizente com 

realidade atmosférica (METZLER, 2000).  
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6. CONSIDERAÇÕES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS 
 

 

 Nesse trabalho investigou-se o potencial do estudo e de aplicação das derivadas 

fracionárias para modelar a dispersão de poluentes na atmosfera. Nas últimas décadas o uso de 

operadores diferenciais fracionários emergiu significativamente em diversas áreas de aplicações 

da modelagem matemática, pois descreve de forma mais realística os fenômenos físicos 

encontrados na natureza. A utilização do cálculo fracionário no que diz respeito a modelagem 

atmosférica da difusão de poluentes é justificado pela presença de turbulência o que gera uma 

difusão anômala das partículas (METZLER e KLAFTER, 2000). 

Entretanto, o uso de operadores fracionários na modelagem da dispersão de poluentes na 

atmosfera ainda é um campo matemático pouco explorado. Nesse sentido, afim de explorar o 

potencial de aplicação de derivadas fracionárias como ferramenta para modelar a dispersão de 

poluentes, apresentou-se um modelo de equações diferenciais fracionárias (Modelo 𝛼 – 

Gaussiano) para descrever a distribuição da concentração de um poluente não reativo na CLC, 

modelo esse baseado no modelo Gaussiano tradicional.  

Os resultados desse modelo confrontou-se com o modelo de ordem inteira, afim de 

evidenciar resultados mais satisfatórios no modelo proposto. Com a resolução do modelo (25) 

observou-se que o Modelo 𝛼 – Gaussiano tem uma performance mais satisfatória do que o Modelo 

Gaussiano de derivadas de ordem inteira no que refere-se a dispersão e concentração de 

contaminantes. Principalmente quando o 𝛼 considerado é 0.73, valor esse no qual gerou-se os 

melhores resultados conformes critérios estabelecidos por Hanna (1989) e mais precisos se 

comparado ao modelo tradicional e confrontado aos resultados reais obtidos por meio de um 

experimento realizado em Copenhagen.  

Estes resultados motivam cada vez mais investigações de aplicação das equações 

diferenciais fracionarias para modelar a equação de difusão de poluentes na CLC. Porém é 

importante observar que no presente trabalho escolheu-se substituir as derivadas de ordem inteira 

em ambos os termos da equação de difusão – adveccão, considerando principalmente uma 

parametrização fracionária para o fluxo de concentração baseado na Teoria – K. 

Como alternativa para trabalhos futuros surge a possibilidade de explorar-se o coeficiente 

de difusão também relacionado com a ordem das derivadas dos termos difusivos e advectivo, 

utilizando-se dos pressupostos da teoria fractal. 
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APÊNDICE 
 

 

Apêndice A – Valores de concentração gerados pela rotina 

computacional criada 
 

 
Figura 5 – Valores de concentração expressos pelo Mathematica com 𝛼 = 0.73. 

 


