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UNIDADE 2 — DETERMINANTES
1. INTRODUCAO

Existe um numero associado a matriz quadrada, obtido através de
determinadas operacfes, envolvendo todos os elementos da matriz, que é
chamado de determinante. O desenvolvimento da teoria dos determinantes
permitiu o surgimento, quase que paralelo da teoria dos sistemas de equacgdes

lineares.

2. DEFINICAO

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, podemos associar um
namero real, conhecido como determinante da matriz A (detA), que pode ser
obtido a partir de determinadas operacfes algébricas com os elementos da

mesma. Cada matriz possui um unico determinante.

Obs.: somente as matrizes quadradas possuem determinante.

2.1 DETERMINANTE DA MATRIZ DE ORDEM 1 (n=1)

O determinante da matriz A =(a,;) é indicado por detA e corresponde

ao proprio elemento ay;.

Ex.: Se A =[2], entdo detA=[2| =2

2.2 DETERMINANTE DA MARIZ DE ORDEM 2 (h=2)

O determinante de uma matriz quadradaA de ordem 2 é calculado
através do produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos
elementos da diagonal secundaria.

_ a,, a a,, a _ _
Sendo a matriz A ={ i 12} =( 0 12}, o determinante da matriz A
ay Aaxp ady Ay

a1
=(ay-an)—(a,-ay)=keR

é representado por |detA =
dy Ay
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Ex.: Dada a matriz A = [1 2} entao, detA = L 8} =28-51=11

2.3 DETERMINANTE DA MATRIZ QUADRADA DE ORDEM 3 (n = 3)

a1l a2 ais
Consideremos a matriz quadrada de ordem 3, A=|a» ax» as|-

ds1 Az ass

O determinante da matriz de ordem 3 sera:

dilx a2 ais dix airz ais
detA=|ay; a» ax|=laz a» ax

a3l asz2 ass azy as2 ass

~ajrazz-azztalz-azsaszitaizaziasy-aizaz-asi-a-azi-asz-airazsas

\ PAS A J A J
N7 7] Y - Y & Y

i 22 a3 5] [ < ar
[ E A [Tl

Podemos ainda obter o determinante de uma forma mais facilitada pela

Regra de Sarrus, provavelmente escrita no ano de 1833, pelo matemético
Pierre Frédéric Sarrus. Calculando por Sarrus a matriz de ordem 3 se
resolveria da seguinte forma:

Repetimos as duas primeiras colunas a direita da matriz (ou as duas

primeiras linhas abaixo da matriz) e efetuamos as multiplica¢cées das diagonais:

7z
7
/ /

an\ aig /alsall a-lz
azz azsail azz
aa asz/ \aasail asz

/N

\

\

'Y AN
A7 “A

aszi-ax-aiz T+ asz-azz-ain T ass-az-aw ai1-ax-ax tar-ax-asitaiz-az-ax

Os produtos obtidos na diagonal principal permanecem com o mesmo
sinal e os produtos obtidos na direcao da diagonal secundaria mudam de sinal.
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Em outras palavras, montamos uma expressdo com 0s produtos da
diagonal principal menos (-) os produtos da diagonal secundéaria. O

determinante é a soma dos valores obtidos.

(3.11-6122-333 +6112-6123-6131+6113-6121-332)—(331-&22-6113 +azx-axs -6111+6133-6121-6112)

halll® 5
Ex.: Seja a matriz A=| 2 0 -2|, o determinante sera calculado da
-1 4 -3

Aplicando a

seguinte forma:
Regra de Sarrus

N N\ 4 4
N Y 4 e 7

\\ N\ N ,/ ,/ 7
3. 1. 8 37 1
N N7 N\ 7 ,
~ /N A P
2 B, 2220
’ P N N
1A 23-1, 4,
X 'y

5.0.(-1) +3.(-2).4+1.2.(-3) 5.2.4+1.(-2).(~1) +3.0.(~-3)

Dessa forma, montaremos a expresséio:
5.2.4+1.(-2).(-1)+3.0.(-3) - [5.0.(-1) + 3.(-2).4 +1.2.(-3)] =
40+2+0-(0-24-6)=
42—(-30)=42+30=72

Ou ainda, podemos repetir as duas primeiras linhas abaixo da matriz e

efetuar as multiplicagdes:

d
7

L i, I
s 8 2 .
_—— 24 | -
21 AL =3
, ,‘\ ): N
3 g s
50.(-1)+(-2)43+(-3)12 | “ 5 \_\2: 3.0(-3)+24.5+(-1)1(-2)

»

Da mesma forma, montamos a expressao:

3.0(-3)+2.4.5+(-1)1.(-2)-[5.0(~1)+(-2)4.3+(-3)1.2] =

0+40+2-[0-24-6]=42—-(-30)=42+30=72 ;




Matematica Basica para Ciéncias Sociais |

2.4 PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES
2.4.1 Fila de zeros, Filas iguais e Filas proporcionais (det =0)

Se todos os elementos de uma linha ou coluna de uma matriz quadrada

forem iguais a zero, seu determinante sera nulo.

SRR A
: 0 2 :
Ex.: Seja A= {0 g}e B=|7 2 3|, os determinantes de ambas as
0O 0O
matrizes serao nulos, pois, a primeira coluna de A € igual a zero e a terceira

linha de B também € igual a zero. Portanto, detA =0 e detB=0.

Se 0s elementos correspondentes de duas linhas ou de duas colunas de

uma matriz quadrada forem iguais, seu determinante sera nulo.

= 58 5 ] =5
Ex.: Seja A=|-7 2 2 |eB=|0 7 -6/, os determinantes de
3 -8 -8 2 -1 5

ambas as matrizes serdo nulos, pois, a segunda e terceira coluna de A séo
iguais e a primeira e terceira linhas de Btambém séo iguais. Portanto, detA =0
e detB=0.

Se uma matriz quadrada possui duas linhas ou colunas proporcionais,
ou seja, se uma linha (ou coluna) é igual a outra paralela multiplicada por

gualquer niumero, seu determinante sera nulo.

Ba ¥ .
Ex.: Seja A = {9 21}, o determinante de A sera nulo, pois os elementos

da segunda linha representam o triplo dos elementos da primeira linha, logo
existe uma relacdo de proporcionalidade. Portanto detA =0.

2.4.2 Multiplicacao de uma fila ou de uma matriz por uma constante

Se todos os elementos de uma linha ou de uma coluna de uma matriz

quadrada forem multiplicados por uma constanteo, entdo seu determinante

fica multiplicado poro.. t\%ﬁ

a|
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Ex. Sendo A = 1 2.
-1 3

1 [ o . B2
Multiplicando a primeira coluna de A por k=3, temos B = [ : 3) .

Entao:
det(A) =(DB)-(A)(-D=5
det(B) = (3)(3) - (2)(-3) =15, verificando a propriedade det(B) = 3det(A).

Se uma matriz quadrada é multiplicada por uma constanteo, seu

determinante ficara multiplicado por " onde n é a ordem da matriz.

e
Ex.: Seja A = e o=-3,
1 4

detA=(2.4)-(1.3)=8-3=5

ol 3 -6 9
o.A=-3 = , portanto
1 -4 3 -12

det(—3A) =72-27 = 45, ou seja,

Ordem dois
det(—3A) "\ / detA
45 S13215
e
Desse modo, podemos dizer que det(oc.An)=oJ‘.det,a‘n , em que A

€ uma matriz quadrada de ordem n.
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2.4.3 Determinante da matriz transposta

O determinante de uma matriz quadrada € igual ao determinante de sua

transposta.

5 -3 S 1
Ex.: Seja A = e Al= , 0 detA=5.0-(-3).1=+3 €
1 0 -3 0

detA'=5.0-1.(-3) =+3, logo detA =detat

2.4.4 Troca de filas paralelas

Se trocarmos de posicdo duas linhas ou colunas de uma matriz

guadrada, o determinante da nova matriz € o oposto do determinante da matriz

original.
23 -2 1 3
Ex:SejaA=|4 5 6 |eB=|5 4 6
7 8 -9 8 7 -9

A nova matriz B foi obtida a partir da troca entre as posi¢cdes da primeira

e segunda colunas de A. E assim:
detA =-45-84-96-105-72—-48 =96—-354 = -258
detB=72+48+105-96+84+45=-96+354 =258

Dessa forma, os sinais dos determinantes ficam opostos.

2.4.5 Teorema de Binet

Segundo o Teorema de Binet, o determinante de um produto de matrizes

guadradas € o produto dos seus determinantes.

Sendo A e B matrizes quadradas:

det(AB) = (detA)(detB)
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Ex.: Sejam A= e B= matrizes quadradas, e seus
50 3 4

determinantes:

detA=3.0+25=10

detB=0.4+1.3=3

O produto das matrizes A e B sera:

3.0+23 3.1+24
AB =

6 11 J
= = , €, segundo o Teorema de Binet:
5.0+0.3 5.1+0.4

-5
det(AB) = detA.detB
detA.detB =10.3 =30

O que se verifica calculando pelo calculo do determinante da matriz produto:
det(AB)=6.5-11.0=30

2.4.6 Teorema de Jacobi

Segundo o Teorema de Jacobi, o determinante de uma matriz ndo é
alterado quando multiplicamos uma linha (ou coluna) por um numero, e

somamos o resultado com outra linha (ou coluna) paralela.

Ex.: Sejam A:{ ; 1}, o detA=3.1-[-1)(-2)]=3-(+2)=3-2=1

Multiplicando a primeira linha, por exemplo, por 3, e somando o0s

resultados com a segunda linha teremos a nova matriz quadrada:

L 3 -1 1 [3 1
BEES o3 (D1 (7 -2

O detB=3.(-2)—[(-1)7]=—6-(-7)=—-6+7=1, logo detA = detB.

2.4.7 Determinante da Inversa

Seja uma matriz quadrada A e sua inversa A, entdo:

detpl=

1
det A com detA =0 ; -g
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Rl e
O} A "~ ser&:

1
Ex.: Seja A = {2

detA=1.0-[-1)2]=0-(-2)=2

logo, detA‘1=%_

2.5. MENOR COMPLEMENTAR

O menor complementar relativo a um elemento de uma determinada
matriz quadrada é o determinante associado a matriz que se obtém eliminando

a linha e a coluna que contem o elemento selecionado. Por exemplo:

1 -13
Seja a matriz quadrada A=| 2 0 5| podemos calcular o menor
-3 1 2

complementar, que chamaremos de M, escolhendo, primeiramente, um

elemento aj. Partindo do exemplo, escolheremos o0 elementoaiique
corresponde ao numero 1. Logo, o menor complementar referente ao

elemento ai1sera

M, ou seja, Mu1, que encontraremos eliminando a linha e a coluna que contem

o elemento, ficando com:

A= 0 5

e )

0 5
Assim, 0 menor complementar serd Mu1 = [1 2] E assim por diante:

~ CUEE

2 5
M12={_3 2] pois A= 2 0 5
S 2
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2.6 CO-FATOR OU COMPLEMENTO ALGEBRICO

O co-fator, que chamaremos de C;, € o numero real obtido pela
expressao:

— (1)1 pae
co-fator Ci ( 1) My

Menor Complementar

10
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Nesse sentido, se considerarmos a matriz do exemplo

1 -1 3
anterior,A=| 2 0 5| podemos calcular o co-fator referente ao elemento
=38 IRy 2Z

0 5
ai1, por exemplo, o qual possui 0 menor complementar M1 = L 2]

Portanto, o co-fator Ciisera:

05
= (-1 +1.
Cu=( L 2}

H_/

Ao calcular o determinante:

Cu= 1-(0-_2;EL)= 1(0-5)=1(-5)=-5_

Calculando o determinante

2.7 TEOREMA DE LAPLACE

7z

O Teorema de Laplace é utilizado para simplificar o calculo de

determinantes de matrizes quadradas:

“O determinante de uma matriz quadrada de ordem

3 é igual a soma dos produtos dos elementos de uma

linha ou coluna qualquer pelos respectivos co-fatores.”

EEON —1
Ex.: Seja A=|1 2 3 |, empregando o Teorema de Laplace escolhemos
4 -2 1

0s elementos de uma linha ou coluna qualquer da matriz.

Se escolhermos o elemento da primeira linha e primeira coluna, por exemplo:

det(A) =a;,Cyy +a,Cp, +a3Cy5

Elemento da M

primeira linha

11
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Sabendo que Cjj= (—1j+j-Mij , temos:

Cu=(-1)"" .My € sabemos que My =[1 2 3 |, entdo:
- 1

T =l +1{ 22 ﬂ =1[2.1-3(-2)]=1,(2+6)=8, da mesma forma,

Ciz = (-1)**. My € sabemos quemy, =| 1 3 |, entao:

2 7 Bl

o g

OV +2
@ (1 {4 3

i 2
4 -2

|-01c2-eal-(1i-2)-8l- (3-10-20

Cis = (-1 {

Assim, o determinante da matriz, aplicando o teorema de Laplace aos
elementos da primeira linha sera:
det(A) =a,,C,; +a,,Cy, +a,3C15 =3.8+0.11+(-1)10=24+0-10=14.

2.8 Determinante da matriz de ordem superior a trés (n> 3)

Para calcularmos o determinante de uma matriz de ordem n>3,
aplicaremos o Teorema de Laplace tantas vezes quantas forem necessérias
até chegarmos a um determinante de ordem 3 para que seja possivel aplicar a

Regra de Sarrus, conforme o exemplo:

12
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RGN | 4
: 3 -1 25 .
Ex.: Seja A= . uma matriz de ordem 4. Para calcular seu
PEIR 24 11

determinante, vamos primeiramente aplicar Laplace. Escolheremos a primeira

linha e, assim, teremos det(A) =a,,C;; +a,,C;, +8,3C13 +aiaCia -

Sabendo que Cij =(—1)I+J-|\/| ij , temos:

Cu= (—1)1+1- M1, COM My =

determinante:

Aplicando a
Regra de Sarrus

5.3.1+(-1)1.2+2.0.1 502+2.11+(-1)3.1

SRR 5 \3 \2\5/,3/ 2/ Aplicando a
= (_1 on 2 1| = (_1)‘0\ ‘3\(/1\(0’ ,/3 Regra de Sarrus
2| 1 2.2 A % 2

S0 A BV
532+312+20.4 | » 50.2+21.1+3.3.1

Cr=(-2){0+2+9]-[30+6+0]}=(-1)[11- (+36)| = (-1)(- 25)=25

13
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_l__.o_____

3 -1 2 5
= (=1)3.My2 , cOm = !
Ci3 ( )1 M3 Ma3 00 3 1

PR 2 1

Aplicando a
Regra de Sarrus

5.0.2+3.1.1+(-1)0.1 5.0.1+(-1)1.2+3.0.1

Ci =(@}{0+(=2)+0]-[0+3+0] = (W[-2-(+3)]=(W)(-5)=-5

3 -1275
= (<1)**.Mha , cOM = '
C14()1|V|14 |\/|140031
R 2 1
S 2 i i Aplicando a
(-1 #1000 3(=(-10 ‘& 3.9 0 Regra de Sarrus
B
L bz/}l‘/i 2\‘3
2.0.2+3.3.1+(-1)0.2 2.0.1+(-1)3.2+3.0.2

Cie = (-2){0+(-6)+0]-[0+9+0] = (-1)[- 6 - (+9)] = (-1~ 6 -9) = (- 1)(-15) =15

1 0 2 4

3 -1 25
Portanto, o determinante da matriz A = sera:

0 3 1

2 |

det(A) =a,,Cy; +a;,Cpp +13C13 + @14 Cua
dettA)=1(-14)+0.25+2(-5)+4.15=-14+0-10+60=-24+60=36
(A)=1(-14)+025 - 2(-5) 0,

Obs. Sempre que possivel devemos escolher a fila (linha ou coluna) com maior

namero de zeros, pois se o elemento for nulo o produto dele pelo seu co-fator

também sera nulo, ndo precisando ser calculado. W

14




