Integracao Numérica
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6 Integracao Numérica

6.1 Introducao:

Se uma funcado f(x) € continua em um intervalo [a, D] € sua
primitiva F(x) € conhecida, entdo, a integral definida desta funcao €

dada por:
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6 Integracao Numérica

6.1 Introducao:

Se uma funcado f(x) € continua em um intervalo [a, D] € sua
primitiva F(x) € conhecida, entdo, a integral definida desta funcao €

dada por:
b
J £ =
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6 Integracao Numérica

6.1 Introducao:

Se uma funcado f(x) € continua em um intervalo [a, D] € sua
primitiva F(x) € conhecida, entdo a integral definida desta fungao €

dada por:
["f@dx=[F ()1, =

Substituindo os limites de
integracdo, obtém-se:
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6 Integracao Numérica

6.1 Introducao:

Se uma funcado f(x) € continua em um intervalo [a, D] € sua
primitiva F(x) € conhecida, entdo, a integral definida desta funcao €

dada por:

[ f@)dx=[F. = F(b)- F(a)
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6 Integracao Numérica

6.1 Introducao:

Se uma funcado f(x) € continua em um intervalo [a, D] € sua
primitiva F(x) € conhecida, entdo, a integral definida desta funcao €

dada por:

jjf (x)dx=[F(x)], = F(b) - F(a)

Lembramos que, o resultado de uma integral
definida representa a drea abaixo da funcdo
com o eixo x, no intervalo de a até b.
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6 Integracao Numérica

6.1 Introducao:

Se uma funcado f(x) € continua em um intervalo [a, D] € sua
primitiva F(x) € conhecida, entdo, a integral definida desta funcao €

dada por:
['f)dx=[F ()1, = F(b)~ F(a)

Frequentemente, para calcular a integral definida, utilizam-se
métodos numéricos, por exemplo, se F(x) € de dificil ou impossivel
obtencao.
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6 Integracao Numérica

6.1 Introducao:

Se uma funcado f(x) € continua em um intervalo [a, D] € sua
primitiva F(x) € conhecida, entdo, a integral definida desta funcao €

dada por:
['f)dx=[F ()1, = F(b)~ F(a)

Frequentemente, para calcular a integral definida, utilizam-se
métodos numéricos, por exemplo, se F(x) € de dificil ou impossivel
obtencao.

Um dos métodos utilizados € através das formulas de Newton-
Cotes que utiliza o polinomio de Gregory-Newton € emprega valores

de f(x), onde os valores de x sao 1igualmente espagados.
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Para a obtencdao das formulas de Newton-Cotes € utilizado o
polinOmio interpolador de Gregory-Newton, como segue:
z2(z—1) Ay, + 2(z—D(z-2) A
2! 3!
N z2(z=D...(z—n+1)
n!

P (x)=y,+zAy, +

Yo+

Ay, + R, (1)
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Para a obtencdao das formulas de Newton-Cotes € utilizado o
polinOmio interpolador de Gregory-Newton, como segue:

z(z—1) Ay + 2(z—D(z—2) A

P (x)=y,+zAy, + N 0 3 Vot ...
N z2(z=D...(z—n+1) A'y +R (1)
n!
com
X — Xg 2(z=D...(z2—1) i1 e
Z= e R, = h E 2
h (n+1)! / (€) )
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Para a obtencdao das formulas de Newton-Cotes € utilizado o
polinOmio interpolador de Gregory-Newton, como segue:

z(z—1) Ay + 2(z—D(z—2) A

P (x)=y,+zAy, + N 0 3 Vot ...
N z2(z=D...(z—n+1) Ay +R (1)
n!
com
X~ X 2(z=D..(z=1n) w11 e
= c Rn = h E 2
h (n+1)! foe) )

Assim, aproximando a func¢do pelo polindmio de Gregory-
Newton no intervalo de a < x < b, e, através da integracdo, obtém-se
as formulas de Newton-Cotes.
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Para a obtencdo da formula de Newton-Cotes € utilizado o
polinOmio interpolador de Gregory-Newton, como segue:

z(z—1) Ay + 2(z—D(z—2) A

P (x)=y,+zAy, + N 0 3 Vot ...
N z2(z=D...(z—n+1) Ay +R (1)
n!
com
h (n+1)!

Assim, aproximando a func¢do pelo polindmio de Gregory-
Newton no intervalo de a < x < b, e, através da integracdo, obtém-se
as formulas de Newton-Cotes.

OBS: O método de Newton-Cotes consiste em substituir a fungao f(x),
de dificil integragdo, por uma funcao de facil integracao P, (x).
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6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja, uma reta.

I =jbf(x)dx (3)
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6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja, uma reta.

b
I= ja £(x)dx (3)
Da equacao (1), obtém-se a aproximac¢ao para f(x), da forma:

f(x)=B(x)=y,+zAy,
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6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja, uma reta.

I=["f(x)dx 3)

Da eq.(1), obtém-se a aproximacao para f(x), da forma:
f(x)=F(x) =y, + 24y,

1= (3o + 2yp)dx (4)

Foi substituida a funcdo f(x) por um polinobmio de
primeira ordem que é funcgdo de z, logo, deve-se
realizar a troca de varidvel para dx e os limites

de integracdo. Veja a seguir ...
~ grag¢ ] 8 -
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6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja, uma reta.

] = jj F(x)dx 3)

Da equacao (1), obtém-se a aproximac¢ao para f(x), da forma:
S () =R (x) =y, + zAy,
b
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6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja uma reta.

b
I :jaf(x)dx (3)

Da equacao (1) obtem-se a aproximagao para f(x), da forma:
f(x)=F(x) =y, +zAy,

1= [ (3 + 28y, )dx 4)

z= > x=hz+x,

Foi explicitado x da
expressdo a esquerda.
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6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja, uma reta.

b
I :jaf(x)dx (3)

Da equacao (1), obtém-se a aproximac¢ao para f(x), da forma:
S (x) =R (x) =y, +zAy,

1= (yy + 2Ayp)dx (4)

7= > x=hz+x, diferenciando dx = hdz (5)

Entdo, na integral, o dx
serd substituido por hdz.
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6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja, uma reta.

b
I= ja £(x)dx (3)
Da equacao (1), obtém-se a aproximac¢ao para f(x), da forma:

f(x)=FR(x)=y,+zAy,

b 4
1= (3o +zAyy)dx )
a
X — XO . .
e=— > x=hz+x, diferenciando dx = hdz (5)
7= A—da /Foi substituido o x, por a, que
h é o limite inferior da integral.
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6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja, uma reta.

] = jj F(x)dx 3)

Da equacao (1), obtém-se a aproximac¢ao para f(x), da forma:

f(x)=PR(x)=y,+zAy,

I = I ( Yo + 2AY,)dx )
X=X, . .

7= > x=hz+x, diferenciando dx = hdz (9)

h . ™

Veja:
_x-a oo |X=a — z=0 (6)
T A x=b - z=1 |z=2"%=0
h

FURG — IMEF — Prof. Takes Lue Poplolek



6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja, uma reta.

] = jj F(x)dx 3)

Da equacao (1), obtém-se a aproximac¢ao para f(x), da forma:

f(x)=PR(x)=y,+zAy,

1= (g + 2y, )dx “
X=X, . .
7= > x=hz+x, diferenciando dx = hdz (9)
h - ™
Veja.
=274 quando ¥=a = =0 b h (6)
T x=b — z=l<"z="""F=2=]
hooh

FURG — IMEF — Prof. Takes Lue Poplolek



6.2 Regra dos Trapézios
6.2.1 Obtencao da Formula

Para determinar a formula da Regra dos Trapézios € utilizado o
polindmio de Gregory-Newton de primeira ordem, ou seja, uma reta.

] = jj F(x)dx 3)
Da equacao (1), obtém-se a aproximac¢ao para f(x), da forma:

J(x)=PF(x) =y, +zAy,

I = J‘j(yo + zAy, )dx (4)

7= > x=hz+x, diferenciando dx = hdz (9)

7= r—da quando x=a — z=0 Sdo os novos (6)
h x=b — z=1 limites da integral.
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120
[ = o]

Fazendo as substitui¢des das egs.(5) e (6) na eq. (4), a integral fica:

1
[ = jo(yo + zAy, ) hdz
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Fazendo as substitui¢des das egs.(5) e (6) na eq. (4), a integral fica:

1
[ = jo(yo + zAy, )hdz

Resolvendo a integral, obtém-se:
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Fazendo as substitui¢des das egs.(5) e (6) na eq. (4), a integral fica:

1
[ = jo(yo + zAy, )hdz

Resolvendo a integral, obtém-se:

— Zz _1
I'=|ypz+ E) Ayy | h
_ -0
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Fazendo as substitui¢des das egs.(5) e (6) na eq. (4), a integral fica:

1
[ = jo(yo + zAy, )hdz

Resolvendo, obtém-se:
— Z 2 —_ 1

_ -0

I = {yo +%Ay0}h

Foram substituidos os limites
de integracdo (1 e 0 ).
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Fazendo as substitui¢des das egs.(5) e (6) na eq. (4), a integral fica:

1
[ = jo(yo + zAy, )hdz

Resolvendo, obtém-se:

) 1
1 :{)’OZ"‘%A)’O} h
0

/ :{yo +%Ayo}h

1
I= h{)’o "‘5()’1 — Yo)
Foi substituida a expressdo
de diferengas finitas, Ay, .
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Fazendo as substitui¢des das egs.(5) e (6) na eq. (4), a integral fica:

1
[ = jo(yo + zAy, )hdz

Resolvendo, obtém-se:

) 1
1 :{)’OZ"‘%A)’O} h
0

/ :{yo +%Ayo}h

1
I= h{)’o "‘5()’1 — Yo)
Apos o minimo miultiplo
comum, a expressdo fica:
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Fazendo as substitui¢des das egs.(5) e (6) na eq. (4), a integral fica:

1
[ = jo(yo + zAy, )hdz

Resolvendo, obtém-se:
B 2

I = )’OZ+Z_A)’0 h
} 2 o

I = {yo +%Ay0}h

ml!

1
I = h{)’o +§()’1 — )’0)}
h ,
[ = E{yo + yl} —> E aférmula da Regra dos Trapézios. (7)
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6.2.2 Interpretacao Geométrica

Y
f(b) 5

Xo=a
" I

P1(x)

FURG — IMEF - Prof. Tales Luiz Popiolek



6.2.2 Interpretacao Geométrica

Y P

i 1(xX)
f(b) 4 =
/ Note que a Regra dos \

Trapézios consiste em
substituir a funcdo f(x) por
um polinomio de primeira
V1 ordem P,(x). Logo, como
Area pode ser observado na figura,
tem-se a Area (I) formada

Vo \ por um trapézio. /

Xo=a = X
H 11 X1 b

f(a)+
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6.2.2 Interpretacao Geométrica

Y P

i 1(xX)
f(b) 4 =
/ Note que a Regra dos \

Trapézios consiste em
substituir a funcdo f(x) por
um polinomio de primeira
V1 ordem P,(x). Logo, como
Area pode ser observado na figura,
tem-se a Area (I) formada

Vo \ por um trapézio. /

Xo=a = X
H 11 X1 b

f(a)+

A drea de um trapézio é calculada pelo produto da
base (h) pela média das alturas em a e b ((yy+y,)/2).
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6.2.2 Interpretacao Geométrica

Y P

i 1(xX)
f(b) - =
/ Note que a Regra dos \

Trapézios consiste em
substituir a funcdo f(x) por
um polinomio de primeira

ordem P,(x). Logo, como

Ay pode ser observado na figura,
i tem-se a Area (I) formada

\ por um trapézio.
L

Xo=a = X
H 11 X1 b

y1
f(a)+

E o erro de truncamento
cometido, quando a fungdo

[ =— {)’0 + yl} f(x) é substituida pelo
_ polinomio P(x). -

A drea de um trapézio é calculada pelo produto da
base (h) pela média das alturas em a e b ((yy+y,)/2).
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6.2.3 Erro de Truncamento:

O erro de truncamento € a diferenca entre a solucdo exata da
integral de f(x) e a solugao da integral aproximada, calculado por:

E=[ Radx (7)
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6.2.3 Erro de Truncamento:

O erro de truncamento € a diferenca entre a solucdo exata da
integral de f(x) e a solugao da integral aproximada, calculado por:

b
E=| Rdx (7)
onde R; € o residuo, conforme eq. (2), € expresso por:
z2=1) .5,
R =D R e (8)

2!
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6.2.3 Erro de Truncamento:

O erro de truncamento € a diferenca entre a solucdo exata da
integral de f(x) e a solugao da integral aproximada, calculado por:

b
E=| Rdx (7)
onde R; € o residuo, conforme eq. (2), € expresso por:
z2=1) .5,
Rlzz(z')hzf (&) )
entao, substituindo a eq. (8) na eq. (7), tem-se:
b (z—1
E=|" (Zz ) 12 7 (8) dx
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6.2.3 Erro de Truncamento:

O erro de truncamento € a diferenca entre a solucdo exata da
integral de f(x) e a solu¢ao da integral aproximada, calculado por

b
E=| Rdx (7)
onde R; € o residuo, conforme eq. (2), € expresso por:
1
R = (22 ) 12 (e) 8)

entao, substituindo a eq. (8) na eq. (7), tem-se:

= [ (Z;D £ (€) dx

Substituindo os limites de integracao e o dx por hdz, conforme eqs.
(5) e (6), obtém-se:

E= _[;z (Z;D h* £"(€) hdz
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Ezﬁz

(z—1)
2

W2 " (€) hdz =

h’ f "(€)

j(z—@&
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3
E .i -:

E:I;z (Z;D h” £"(€) hdz = f f;(g) I;(zz —2)dz

Integrando a equacao acima, tem-se:

1, 3 Zzl
E:—h "8 _
! f()L 21
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_ 1 (Z_l) 2 rn _ h3f"(€) I 2
E=|z " () hdz == | F -2z
Integrando a equagao acima tem-se:

p=lipe]E -2
2 3 2

0

——h f"(«s) ———

Substituido os limites de
integracdo.
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E:_folz (Z;D h” £"(€) hdz = f f;(g) I;(Zz —2)dz

Integrando a equacao acima, tem-se:

E=Liipe)| S -
2 3

E_l

= §h3f" (€)<

2

<

-

.
-

E :%iﬁ £ (&)

.

I 1

2-3

6

2

)

|

|

1

0
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E:_folz (Z;D h” £"(€) hdz = f f;(g) I;(Zz —2)dz

Integrando a equacao acima, tem-se:

1, . Zzl
E:—h "8 _
5 free) 32

-

| - 1 1
E=—hf"(e)s———
TG

\
-

L [273
E—zhf(«?) . }

\

h3
—_ " 9
E 12f (&) 9)
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E:_folz (Z;D h” £"(€) hdz = f f;(g) I;(Zz —2)dz

Integrando a equagao acima tem-se:

1, 2 Zzl
E:—h "8 _
5 free) 32

IR PNt
E=_h'f (8)3 2}
15 [23
E=_hf (8)k - }
h3
—_ 9
E 12f (&) 9)

onde E € o erro de truncamento da Regra dos Trapézios e € € um valor
entre a < ¢ < b, para gerar um valor maximo de f''(€).
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por 1= L3’06 Lace comparar os resultados:
~X
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solucdo numérica:

h
Iza()’o“")ﬁ)

Formula da Regra dos Trapézios.
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solucdo numérica:

h
Iza()’o“")ﬁ)

Primeiramente, necessita-se calcular
os valores de h, y, e y,, veja:
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da

integral definida por I = E’; x € comparar os resultados:

~ ‘o 1
Solugdo numerica: fx)=y,=—
X

i

h
I=E<)’o+y1)

‘ Fungdo de integragdo.
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = L3’6 Lax e comparar os resultados:

Ow
Solu¢cao numérica: f(x)=y,=— .. x,=30
X

i

h
Iza()’o“")ﬁ)

‘ Limite inferior da integral.
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da

integral definida por I = E’; — dx rar os resultados:
0 x
~ L 1
Solu¢cao numérica: fx)=y,=— .. x,=30¢e x,=3,6
X

i

h
I=5(yo+y1)

‘ Limite superior da integral.
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da

integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

- , . g 1
Solu¢cao numérica: fx)=y,=— .. x,=30¢e x,=3,6
X

i

h
I:E(y0+y1) _ 1 1

Cdlculo do y, .
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da

integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x
1

Soluc¢do numérica: ( f(x)=y,=— .. x,=30¢€ x,=3,6
X.
h 1
=2+ 3) L N B
LT T3 T T 36

Cdlculo do y, .
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solucdo numérica:

h
Iza()’o“")ﬁ)

1

( f(xi):yi =— . x=30e¢ X1:3,6
Xi

1 1 1 1

=-———=— ¢ _ =
T T3 T T 36

| h=x-x,=3,6-3,0=06

Cdlculo do h.
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solu¢cao numérica:

h
Iza()’o“")ﬁ)

1
[f(xi):yi:; XO:3,0€)C1=3,6
I
T T3 T T T3

Substituindo h, y, ey, obtém-se: ’

| h=x-x,=3,6-3,0=06
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solucdo numérica:
h

I==(y,+
> (Yo +2)

[ = 06 (1+Lj =0,183333

2 \3 3,6

1
[f(xi):yi:; XO:3,0€)C1=3,6
I
T T3 T T T3

| h=x-x,=3,6-3,0=06

E o valor da solu¢cdo numérica, sem
considerar o erro de truncamento.
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solucdo numérica:

h

I=—=(y,+y)
> Yo T Vi

I=O’6 l+L =(0,183333
2 \3 36

Erro de truncamento:

h’ |
E __Ef (€)

1

( f(xi):yi =— . x=30e¢ X1:3,6
Xi

1 1 1 1

=-———=— ¢ _ =
T T3 T T 36

| h=x-x,=3,6-3,0=06
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da

integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x
1

Soluc¢do numérica: [ f(x)=y,=— - x,=30¢€ x,=3,6
X.
h 1
I=—(y,+y) 1 1 1 1
2 { Yo=—=5 ey =—=—
0601 1 x, 3 x, 3,6
[ =-— (—+—j=0,183333
23736 | h=x-x,=36-30=06

Erro de truncamento:

Necessita-se calcular o valor mdximo da segunda
derivada da funcdo f(x), onde & é um valor qualquer
que pertence ao intervalo de integracdo.
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solucdo numérica:

h

I=—=(y,+y)
> Yo T Vi

I=O’6 l+L =(0,183333
2 \3 36

Erro de truncamento:

h’ |
E __Ef (€)

1

( f(xi):yi =— . x=30e¢ X1:3,6
Xi

1 1 1 1

=-———=— ¢ _ =
T T3 T T 36

| h=x-x,=3,6-3,0=06

Fx) =+

X
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solucdo numérica:

h

I=—=(y,+y)
> Yo T Vi

I=O’6 l+ ! =(0,183333
2 \3 36

Erro de truncamento:

h’ |
E __Ef (€)

1
[f(xi):yi:; XO:3,0€)C1=3,6
I
T T3 T T T3

| h=x-x,=3,6-3,0=06

(=t
4 * 1
' )==——=

X
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solucdo numérica:

h

I=—=(y,+y)
> Yo T Vi

I=O’6 l+ ! =(0,183333
2 \3 36

Erro de truncamento:

h’ |
E __Ef (€)

A —

1
[f(xi):yi:; XO:3,0€)C1=3,6
I
T T3 T T T3

| h=x-x,=3,6-3,0=06

[ f(x)=—
X
[0 =
X
" _i
K\]C (.X)— x3
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios e analiticamente, o valor da
integral definida por I = E’; Lax e comparar os resultados:
0 x

Solucdo numérica:
h

I==(y,+
> (Yo +2)

1:0’6 l+L =0,183333
2 \3 36

Erro de truncamento:

h’ |
E __Ef (€)

4

1
[f(xi):yi:; XO:3,0€)C1=3,6
I
T T3 T T T3

| h=x-x,=3,6-3,0=06

O valor mdximo da segunda derivada,

"
neste caso, é quando substitui-se x M f (x) —
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Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios ¢ analiticamente, o valor da
integral definida por 7 = j o0 T dx e comparar os resultados:

1
Soluc¢do numérica: [ f(x)=y,=— .. x,=30¢€ x,=3,6
h i
I=—(y,+y,) 1 1 1 1
270 { Yo=—"=3 enN=—=7
0601 1 x, 3 x, 3,6
[ == (—+ j=0,183333
23736 | h=x-x,=36-30=06

Erro de truncamento:

: 1
E=-" =1 2 (F=—
1
{ f'(x):—?
" _ 2 —
K][V (x)_x3_33

FURG — IMEF — Prof. Takes Lue Poplolek



Exemplo:

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios ¢ analiticamente, o valor da
integral definida por 7 = j o0 T dx e comparar os resultados:

1
Soluc¢do numérica: [ f(x)=y,=— .. x,=30¢€ x,=3,6
h i
I=—(y,+y,) 1 1 1 1
270 { Yo=—"=3 enN=—=7
0601 1 x, 3 x, 3,6
[ == (—+ j=0,183333
23736 | h=x-x,=36-30=06

Erro de truncamento:

o2 (0,6)3(2) . 1
E___ " ____:_ —
== 12 (3 Jx=-
E =-0,0013333 <fv(x):_i
x2
EO erro de truncamento. ’ f"(x) — l g
\ 3
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Exemplo: =

1) Calcular, pela Regra dos Trapézios ¢ analiticamente, o valor da
integral definida por 7 = j o0 T dx e comparar os resultados:

1
Soluc¢do numérica: [ f(x)=y,=— .. x,=30¢€ x,=3,6
h i
I=—(y,+y,) 1 1 1 1
270 { Yo=—"=3 enN=—=7
0601 1 x, 3 x, 3,6
[ == (—+ j=0,183333
23736 | h=x-x,=36-30=06

Erro de truncamento:

B2 (06) ( 2 ) . 1
E___ " ____:_ —
T 12 (3 Jo=-
_ , 1
E =-0,0013333 L fo==—
Soluc¢do aproximada: )
I,..=1+E=0183333-0,0013333 S=FE
=0,182

aprox
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Solucdo analitica ou exata:

3,61

I = j —dx
exata 3’0 x
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Solucdo analitica ou exata:

! ovata = I

3,61
—dx
3,0 y

Resolvendo a integral, obtém-se:
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Solucdo analitica ou exata:

3.6 ] 1.6

[, . =| —dx=[lnx];;,=In3,6-1n3,0
3,0 X ’

I =0,182321

E a solugdo exata da integrall.
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Solucdo analitica ou exata:

3.6 ] 3.6

[, . =| —dx=[lnx];;,=In3,6-1n3,0
3,0 X ’

I =0,182321

Comparacao entre as duas solugoes:

I =0,182

aprox

I, =0,182321

exata

N

Comparando-se duas solucoes, verifica-se que se
obteve uma boa precisdo. No entanto, esta
precisdo pode ser melhorada se a Regra dos
Trapézios for aplicada a pequenos intervalos de h.

N Veja a seguir ... -
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6.2.4 Formula composta:

Uma forma de melhorar os resultados da Regra dos Trapézios €
subdividir o intervalo de integracdo [a, b] em n subintervalos de
largura & e, a cada subintervalo, aplicar a Regra dos Trapézios.
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6.2.4 Formula composta:

Uma forma de melhorar os resultados da Regra dos Trapézios €
subdividir o intervalo de integracdo [a, b] em n subintervalos de
largura h e, a cada subintervalo, aplicar a Regra dos Trapézios.

¥ P1(x)
}nszb) i I

Observe a figura. \
4 Aplica-se a Regra dos

Trapézios para calcular A,
A, ..., A, onde dois pontos
sucessivos sdo igualmente

P LA espagados de h. Veja .. /

¥o |V1 ¥z S Yoz ¥ul  [¥n

}.-"EI =ffﬂ }_

Xo X1 Xa Xz Mnz  Xnel M X
b
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ya=1(b)-

yo=t(aH

P1(x)

A drea total é igual ao somatério das
pequenas dreas, A, A,, ..., A, calculadas
através da Regra dos Trapézios.
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b P1(x)
yu=f(b)-

vo=t{ap--

[=A+A +..+ A,

—(yo+y1)+ (y1+y2)+ +— (yn1+yn)

Foi aplicada a Regra dos Trapézios.
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h P1(x)
yu=f(b)-

vo=t{ap--

[=A+A+..+A

h h h
1 :E(yo +Y1)+§(Y1 +)’2)+'“+5(yn—1 +,)

h Reorganizado os termos,
[ =— (yo + 2y1 + 2y2 +...+ 2yn_1 + yn) obteve-se a formula composta
2 da Regra dos Trapézios.
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6.2.5 Erro de truncamento da formula composta

E a soma dos erros cometidos na aplicacio da Regra dos
Trapézios, nos subintervalos de integracgao.
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6.2.5 Erro de truncamento da formula composta

E a soma dos erros cometidos na aplicacio da Regra dos
Trapézios, nos subintervalos de integracgao.

E=E+E,+E,+..+E,
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6.2.5 Erro de truncamento da formula composta

E a soma dos erros cometidos na aplicacio da Regra dos
Trapézios, nos subintervalos de integracgao.

E=E+E,+E,+..+E,

3 prn
nh f'eE)
12

E=-

O erro de truncamento da formula simples
da Regra dos Trapézios é multiplicado por n.
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6.2.5 Erro de truncamento da formula composta

E a soma dos erros cometidos na aplicacio da Regra dos
Trapézios, nos subintervalos de integracgao.

E=E +E,+E,+..+E

__If'@© _ _n(b-a)

E=-n— 12(njf(8)
_ (pb-a) .,

E= 12n° 2

E o erro de truncamento da formula
composta da Regra dos Trapézios.
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Exercicios:

2) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos

trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 6
subintervalos:

3.6 ]
I = —dx

3.0
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Exercicios:

2) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos

trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 6
subintervalos:

3.6 ]
= —dx

h
30 1 I=§(y0+2y1+2y2+...+2yn_1+yn)

Solucdao numérica:

h
1 ZE()’O +2y,+2y, +2y,+2y, + 2y, + y;)
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Exercicios:

2) Calcular numericamente a integral abaixo utilizando a regra dos

trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 6
subintervalos:

3.6 ]

_ h
= 10 ;dx I=§(y0+2y1+2y2+...+2yn_1+yn)

Solucdao numérica:

h
1 ZE()’O +2y,+2y, +2y,+2y, + 2y, + y;)

N _
—

Note que, para calcular I, é necessdrio
determinar os valores de h e y, y;, ¥, - » Y
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Exercicios:

2) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos

trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 6
subintervalos:

3.6 ]
= —dx

3.0 y
Solucdao numérica:

h
1 ZE()’O +2y,+2y, +2y,+2y, + 2y, + y;)

Afungdo €y = f(x,)=—, 1=0,1,2,...,n
X

l

o b—a Note que a é o limite inferior da integral, b é o
O h € definido por: h =

limite superior e n é o ntimero de subintervalos.
n

1
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&
-

Exercicios:

2) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos

trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 6

subintervalos:
3.6 ]

I = —dx

3.0
Solucdao numérica:

h
1 ZE()’O +2y,+2y, +2y,+2y, + 2y, + y;)

Afungﬁoéyi:f(xi):l, 1=0,1,2,...,n
X.

b—a 3,6-30

O h € definido por: h =
n 6

0,1
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Tabela auxiliar:

i X; i m,; m;y,

[/

Para facilitar o cdlculo da integral
aproximada ( I ), pode-se montar uma
tabela, conforme apresentada acima.
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Tabela auxiliar:

S,

X.

[/

Yi

—

\
=

tabela tem as seguintes colunas: i que representa Y}

os indices, x, contém os valores das coordenadas x,

y; contém os valores das coordenadas y, m. contém

os multiplicadores de y. e a coluna m.*y, que contém
o resultado deste produto.

o N

A

L H

InMER

Frof. lakes Lue Fopiokes



Tabela auxiliar:

i X; i m,; m;y,

[/

i

o primeiro valor de i. I

h
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;
0 3,\0
/A
O primeiro valor de x; € x, = 3,0 que é o
valor do limite inferior da integral.
h °
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) -)’i:;
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Tabela auxiliar:

i X; i m,; m;y,

[/

0 3,0 0,33333333

O valor de y, é obtido substituindo x; na fungdo

de integracdo y, =1/x, =1/3=0, 33333333.

h
25()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L X; i mn; m;*y;
0 3,0 0,33333333 Al
(S
i E o multiplicador de Yo Veja na formula abaixo. j

h
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L X; Yi m; m;=y;
0 3,0 0,33333333 1 o, 33333333

| —

| E o resultado do produto my*y,. J

h
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L X; Yi m; m;=y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1

g—

O valor de x; é obtido pela expressdo:
x,=x,_,+h logox, =x,+h=3,0+0,1=3,1

h
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L X; i mn; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065
\\
—
O valor de y, é obtido substituindo x; na fungdo de integragdo:
y; =1/x;, =1/3,1=0,32258065.
—

h
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L X; Yi m; m;=y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 /\2

[

E o multiplicador de v, Veja na formula abaixo.

L

h
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L X; Yi m; m;=y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,6§16129

| S

| E o resultado do produto m,*y,. B

h
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L X; i m; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
, N
E importante
acompanhar as operacoes.
I

h
1 25()’0 +2y,+2y, +2y,+2y, +2y,+ y;)
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Tabela auxiliar:

l X; Yi m; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,\%
> -
X, =x,+h
N _

h
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L X; Yi m; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 o, 3%[250000
// \lﬁ
Yo =—
Xo
N S

h 1
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L X; i mn; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 A2
(.
E o multiplicador de y,. Veja na formula abaixo. j

h
125()’0"'2)’1"'2)’2"'2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L - Yi i m;>y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
—k
m, * y,

h
125()’0+2)’1+2)’2+2)’3+2)’4+2)75+y6) O S

FURG — IMEF — Prot. lakes Lue Poplokek



Tabela auxiliar:

L - Yi i m;>y;

0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3
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Tabela auxiliar:

L - Yi i m;>y;

0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3 0,30303030

h 1
125()’0+2)’1+2)’2+2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

L - Yi i m;>y;

0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3 0,30303030 2

h 1
125()’0+2)’1+2)’2+2)’3+2)’4+2)75+y6) O S
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Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;

0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3 0,30303030 2 0,60606061
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Tabela auxiliar:

l X; Yi m; m;*y;

0 3,0 0,33333333 1 0,33333333

1 3,1 0,32258065 2 0,64516129

2 3,2 0,31250000 2 0,62500000

3 3,3 0,30303030 2 0,60606061

4 3,4 0,29411765 2 0,58823529

5 3,5 0,28571429 2 0,57142857

6 3,§\ 0,27777778 1 0,27777778

\

h 1

125()’0+2)’1 2y, P2y, +2y, + 2y + y¢) '-)’i:;

l

Observa-se que o ultimo valor de x, ou seja x,,, deve
ser igual ao valor do limite superior da integral.

UK
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Tabela auxiliar:

l Xi Yi m; m;*y;

0 3,0 0,33333333 1 0,33333333

1 3,1 0, 32258065 2 0,64516129

2 3,2 0, 31250000 2 0, 62500000

3 3,3 0,30303030 2 0,60606061

4 3,4 0,29411765 2 0,58823529

5 3,5 0,28571429 2 0,57142857

6 3,6 0,27777778 1 0,27777778
I—h +2y, +2y, +2y, +2y, +2y. + Ly =
—2()@ YT &Y, T4y, Yq T 2Ys L6) - Vi N

—

Para obter a soma destes termos, basta fazer o
somatorio dos termos da coluna denominada por m.y..

UK
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Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3 0,30303030 2 0,60606061
4 3,4 0,29411765 2 0,58823529
5 3,5 0,28571429 2 0,57142857
6 3,6 0,27777778 1 0,27777778
Somatorio de m*y, 3,64699687

h 1

125()’0+2)’1+2)’2+2)’3+2)’4+2)’5+y6) '-)’i:;

UK

l
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Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3 0,30303030 2 0,60606061
4 3,4 0,29411765 2 0,58823529
5 3,5 0,28571429 2 0,57142857
6 3,6 0,27777778 1 0,27777778
Somatorio de m*y, | 3,64699687

1

_()70+2)’1+2)72+2y 4 T2ys+ ) LY =

\\_\\v/, ! | X
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Tabela auxiliar:

I = O182349844///J/fEa&menmmawa

LR

l Xi JYi m; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3 0,30303030 2 0,60606061
4 3,4 0,29411765 2 0,58823529
5 3,5 0,28571429 2 0,57142857
6 3,6 0,27777778 1 0,27777778
Somatorio de m*y, 3,64699687

h 1

25()’0+2)’1+2)’2+2)’3+2)’4+2)’5+y6) '-)’i:;

l
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Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3 0,30303030 2 0,60606061
4 3,4 0,29411765 2 0,58823529
5 3,5 0,28571429 2 0,57142857
6 3,6 0,27777778 1 0,27777778
Somatorio de m*y, 3,64699687

h 1

125()’0+2)’1+2)’2+2)’3+2)’4+2)’5+y6) '-)’i:;

l

I=O

[ =0,18234984 =0,182321

Iexat a

UK

| y
29 (3,6 4699687) [%daexata, calculada anteriormente.
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Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3 0,30303030 2 0,60606061
4 3,4 0,29411765 2 0,58823529
5 3,5 0,28571429 2 0,57142857
6 3,6 0,27777778 1 0,27777778
Somatorio de m*y, 3,64699687

h 1

125()’0+2)’1+2)’2+2)’3+2)’4+2)’5+y6) '-)’i:;

I =

02’1 (3,64699687)

[ =0,18234984 =0,182321

Iexat a

Comparando a solucdo numérica
com a exata, verifica-se que as
duas solucoes sdo semelhantes.

UK
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Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;
0 3,0 0,33333333 1 0,33333333
1 3,1 0,32258065 2 0,64516129
2 3,2 0,31250000 2 0,62500000
3 3,3 0,30303030 2 0,60606061
4 3,4 0,29411765 2 0,58823529
5 3,5 0,28571429 2 0,57142857
6 3,6 0,27777778 1 0,27777778
Somatorio de m*y, 3,64699687

h 1

125()’0+2)’1+2)’2+2)’3+2)’4+2)’5+y6) '-)’i:;

l

0.1 Quando utilizamos a formula
I = Ci64699687) composta, ndo calculamos o erro
2 de truncamento, por ser pequeno.

[ =0,18234984 I, ... =0,182321

exata

UK
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T

3) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos
trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 5
subintervalos:

I =L?’5 xedx

FURG — IMEF — Prof. Takes Lue Poplolek



T )
=

3) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos
trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 5
subintervalos:

I =L?’5 xedx

Soluc¢dao numérica:

h
I =§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5)
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3) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos
trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 5
subintervalos:

I =L?’5 xedx

Soluc¢dao numérica:

h
I =§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5)

com y, = f(x;))=xe" , i=0,1,2,....5
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3) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos
trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 5
subintervalos:

I =L?’5 xedx

Soluc¢dao numérica:

h
I =§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5)

com y, = f(x;))=x;e" , i=0,1,2,....5
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3) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos
trapézios composta, subdividindo o intervalo de integracdo em 5
subintervalos:

I =L?’5 xedx

Soluc¢dao numérica:

h
Iza(yo+2y1+2y2+2y3+2y4+y5)
com y, = f(x;))=x;e" , i=0,1,2,....5

b—a 05-0,0
n 5

h= 0,1
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Tabela auxiliar:

h ,
I=§(yo+2y1+2y2+2y3+2y4+y5) LY =X e
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Tabela auxiliar:

l Xi Yi m; m;*y;
0 0,0
/A
O primeiro valor de x; € x, = 0,0 que é o
valor do limite inferior da integral.
I = f 2 2 2 2 LY. =X e
=5 o+ 2y +2y, +2y3 4 2y4 +)s) Y =X e
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Tabela auxiliar:

i X; i m,; m;y,

[/

0 0,0 0,00000000

O valor de y, é obtido substituindo x; na fungdo ’
| de integragdo. Neste caso, y, = X, e |

h
I=§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5) LY =X e

FURG — IMEF — Prof. lakes Lue Poplokek



Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;
0 0,0 0,00000000 Al
(S
i E o multiplicador de Yo Veja na formula abaixo. j
h . — Xi
[=2 00 +2y1 2y, +2y; #2545+ )s) LY =X e
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Tabela auxiliar:

L X; Yi m; m;=y;
0 0,0 0,00000000 1 0,00EOOOOO

| —

| E o resultado do produto my*y,. J

h
I=§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5) LY =X e
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Tabela auxiliar:

L X; i m; m;*y;
0 0,0 0,00000000 1 0,00000000
1 0 ,Nl

\

/A .
O valor de x; é obtido pela expressdo:
X, =x,_, th
I

h
I=§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5) LY =X e
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Tabela auxiliar:

L X; Yi m; m;=y;
0 0,0 0,00000000 1 0,00000000
1 0,1 0,11051709

h
I=§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5) LY =X e
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Tabela auxiliar:

L X; Yi m; m;=y;
0 0,0 0,00000000 1 0,00000000
1 0,1 0,11051709 2

h
I=§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5) LY =X e

FURG — IMEF — Prof. lakes Lue Poplokek



Tabela auxiliar:

L X; Yi m; m;=y;
0 0,0 0,00000000 1 0,00000000
1 0,1 0,11051709 2 0,22103418

h
I=§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5) LY =X e
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Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;

0 0,0 0,00000000 1 0,00000000
1 0,1 0,11051709 2 0,22103418
2 0,2 0,24428055 2 0,48856110

h
I=§(yo +2y,+2y, +2y; +2y, + y5) LY =X e
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Tabela auxiliar:

l Xi JYi m; m;*y;

0 0,0 0,00000000 1 0,00000000
1 0,1 0,11051709 2 0,22103418
2 0,2 0,24428055 2 0,48856110
3 0,3 0,40495764 2 0,80991528

h
125()70 +2y,+2y, +2y; +2y, + y5) LY =X e
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Tabela auxiliar:

L _ Yi i m;>y;

0 0,0 0,00000000 1 0,00000000

1 0,1 0,11051709 2 0,22103418

2 0,2 0,24428055 2 0,48856110

3 0,3 0,40495764 2 0,80991528

4 0,4 0,59672988 2 1,19345976

5 0,5 0,82436064 1 0,82436064

Somatorio de m*y, 3,53733096
h .
[=2 00 +2y1 2y, +2y; #2545+ )s) LY =X el

UK
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Tabela auxiliar:
y £
l X; Yi m; m;*y;
0 0,0 0,00000000 1 0,00000000
1 0,1 0,11051709 2 0,22103418
2 0,2 0,24428055 2 0,48856110
3 0,3 0,40495764 2 0,80991528
4 0,4 0,59672988 2 1,19345976
5 0,5 0,82436064 1 0,82436064
Somatorio de m*y, 3,53733096
I = h 2 2 2 2 y = i
—§(y0+ Vi+2y, +2y;+2y,+ ys) LY =X e

] =

02’1 (3,53733096)

UK
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Tabela auxiliar:

L _ Yi i m;>y;

0 0,0 0,00000000 1 0,00000000

1 0,1 0,11051709 2 0,22103418

2 0,2 0,24428055 2 0,48856110

3 0,3 0,40495764 2 0,80991528

4 0,4 0,59672988 2 1,19345976

5 0,5 0,82436064 1 0,82436064

Somatorio de m*y, 3,53733096
h .
[=2 00 +2y1 2y, +2y; #2545+ )s) LY =X el

0

[ = 2’1 (3,53733096)

[ =0,17686655

E a solugcdo numérica.

UK
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4) Calcular numericamente a integral abaixo, utilizando a regra dos
trapézios composta, subdividindo o intervalo de integragdo em 10
subintervalos:

2) | = j; e*dx =1.719713

cos(x)
1+ x

dx =0,601414

b)lj
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Obrigado.
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