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UNIDADE Il

1 Métodos de Integracao

1.1 Introducéao

No capitulo anterior estudamos como resolver raiegndefinidas utilizando as suas propriedadas e
lista de integrais imediatas. No entanto, nem semgppossivel resolver integrais indefinidas dessad.
Em geral, ndo é imediato reverter um processo trediciacdo. Durante o andamento da disciplina,
trabalharemos com o método tl@egracdo por SubstituicA® o meétodo ddntegracdo por Partes
Estudaremos nesta unidade a Integragéo por Sugsnt

1.2 Integracéo por Substituicdo

Muitas integrais indefinidas ndo séo solluveis apairavés do uso de suas propriedades e dadista d
integrais imediatas. Porém, em alguns casos, pa e uma determinada mudanca de variavel no
integrando, a integral indefinida escrita ha noaaavel pode ser resolvida como faziamos na Unidade
Essa € a idéia geral do método de Integracdo pustiBucdo. Para entendermos tal método, precisamos
responder as seguintes questoes:

= Como saber quando o método € aplicavel?
= Como escolher a tal mudancga de variavel?

Para respondermos essas questdes, vamos analissgrea da cadeia do ponto de vista da
“antiderivacdo”. A derivada da funcdo compdsfh(x)) , pela regra da cadeia, é

SIF(0]= F (O (9.
X
Pela observacgéo 2.2 b) [pg. 11], temos
[ F (hooyh' (9dx= | %[F(h(x))]dx: F(h(x)+C,
onde F é uma primitiva para uma determinada fungao

Assim,
j f (h(x))h' (X)dx = F(h(x)) +C.
Se chamarmoB(x) de u, entdoh (x)dx = du. Dessa forma,

j f (h(xX))h (X)dx = j f (u)du=F(u)+C.

Eq. 1
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Portanto, podemos resolver a integ.fail(h(x))h'(x)dx através da mudanca de variavel

u=h(x) [Eq. 1]. Este método de integracao € chamadora¢ég por Substituicao.

Antes de responder as questdes acima, vejamagumteexemplo:

Exemplo 1:Calcule a integral indefinid§3x(x2+ 4)°dx pelo método de integracéo por substituicéo.

Resolucao:

Como a motivacdo para o método de integragdo ydustituicdo estd na derivacdo de uma funcgéo
composta pela regra da cadeia, para resolver grahtacima precisamos identificar a composicao de
funcBes. Observe que o objetivo do método é famer mudanca de varidvel de tal forma que a integral
nova variavel (que é equivalente a original) seje uintegral direta Assim, olhando para o integrando do

exemplo, vemos quéx” +4)° é a composi¢do da funcdb(x) = x> com a funcioh(x) = x2+4. Se

fizermos a mudanca de variaweF h(x) = (x> + , 4ntdodu = h' (x)dx = 2xdx.

Observe que
jsx(x2+ 4)5dx = j(x2+ 4)53xo|x:j(x2 + 4)532 xdx:§j(xz+4)52xdx:§j f (u)du.
2 2 2

Utilizando a lista de integrais imediatas, temos:

(5+1) 6 6
§jf(u)du=§ju5du=§“ rc=Yic=Y e,
2 2 2 (5+1) 26 4

Comou = x? + 4, obtemos:

6 2 6
jBx(x2+4)5dX:u7+C =)’

Portanto,

2 6
I3x(x2+4)5dx:M+C.

! Uma integral indefinida é dita direta quando eldeser resolvida por meio da lista das integraésliatas e das propriedades
das integrais indefinidas.
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Conclusao
Analisando a resolucédo do exemplo anterior, eoredgndo as questdes iniciais, vemos que o0 método
de substituicdo é aplicavel quando a mudanga dévehiu = h(x) gera uma integral direta (na variawe).

Esta concluséo nos leva a seguinte questao:

Questdo:Para quais integrais existe uma mudanca de var@m essa propriedade e como
encontrar tal mudanca de variavel?

A resposta informgbara esta pergunta € a seguinte:

A mudanca de variavel com a propriedade desejadteajuando identificamos no integrando uma
composicao de funcdes com as seguintes caraatasisti

|.  Para a composicao de fungbes deve ser possivéhesoma mudanca de variawek h(x) em que
ao substituirmoss na integral, o que resta no integrando, a mena®Kigtantes multiplicativas, seja
a derivada dei.

Il.  Aintegral na varidvel deve ser uma integral direta.

1.2.1 Integracédo por Substituicdo — Algoritmo

1° Identifigue a composicéo de funcdes;

2° Escolha a mudanca de variawet h(x) que gera uma integral direta (na variauél;

3° Substituau = h(x) e du=h'(x)dx no integrando;

4° Calcule a integral na variavel por meio da lista de integrais imediatas e dasrdades da
integral indefinida, se possivel. Caso néao sejaipek faca outra escolha para a mudanca de
variavelu = h(x);

59 Substituau por h(x) para que a resposta final esteja na variavel

Vamos utilizar a item 1.2.1 acima para resolvemgsgrais abaixo. Observe que em cada exemplo
vamos recair, através da mudanca de variavel adegean uma integral da lista de integrais imediatas
[Sec¢éo 2.1 da Unidade I].

Exemplos
Calcule as integrais indefinidas abaixo pelo metel integracdo por substituicéo.

2) _[ser(9 + 2x)dx
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Resolucao:

O primeiro passo ¢ identificar a composi¢cao dedes. Observando o integrando vemos que
sen9+2x) é a composicao da funcab(x) = sen(x) com a fungad(x) =9+ 2x.
Entdo, vamos escolheu =h(x) =9+2x. Dessa forma,du=h'(x)dx=2dx, ou seja,
dx = Edu.
2
Fazendo a substituicdo no integrando temos:

jsen(9 +2Xx)dx= jsen(u%du = %J' sen(u)du

Observe que;—.[ser(u)du € uma integral direta!
Assim,
1 1
—|seru)du=-=cos{u)+C.
[ sertw) , cost)
Comou =9+ 2x, obtemos:

Iser(9 +2x)dx = %Iser{u)du = —%cos@+ 2x)+C.

Lembre que a substituicAo escolhidau=h(x) =9+2x gerou uma integral direta

%Isen(u)du, pois ao substituir h(x) por u obtemos Isen(u)dxe 0 que ainda resta no

integrando escrito na varidvel x € a derivada deu (em relacdo a variavelx) a menos da
constante multiplicativa 2.

3) _[cosz(x)ser(x)dx
Resolucao:

Observando o integrando identificamos a compositd@duncao f (x) = x> com a funcdo
h(x) = cos(x) , pois f (h(x)) = cos (x).

Entdo, vamos escolhem =h(x) =cos(x). Dessa forma, du=-ser(x)dx, ou seja,
sern(x)dx=-du (du é exatamente “0 esta no integrando e né&o fae gartomposicao de fungbes a
menos da constante multiplicativll e essa é a situacdo em que a escolhdaciona™).

Substituindocos(x) por u e ser(x)dx por —du, temos:
jcosz(x)ser(x)dxz juz(—du) = —juzdu.

Observe que- [u”du é uma integral direta!

Como

2+1 3

rc=-L+c,
1 3

—juzdu: —;
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4)

5)

obtemos:

Ico§(x)ser(x)dxz juz(—du) = —juzdu = _u_:: +C= _ig(x) +C.

t2
j—dt,t>o
1+13

Resolucéao:

Olhando para o integrando identificamos a composita funcaof (t) = +t com a fungéo
h(t) =1+1t>, pois f (h(t)) =v1+t> .
Entdo, vamos escolher=h(t) =1+t°. Dessa formagdu = 3t?dt, ou seja,t*dt :%du (dué

exatamente “o0 que estd no integrando e ndo faz mirtcomposicdo de funcdes a menos da
constante multiplicativ8” e essa € a situacdo em que a escolhdfeciona™).

Realizando a substituicdo de variavel, temos:

2 1
J‘t—dt:J‘i}du:EJ‘idu:lju 2du .
Ji+® YJusd 3 Ju 3
1
Observe que;—J'u 2du € uma integral direta!
Como
1 1
1 [‘5*@ [EJ
Yutast 85 el 2,
3 3( 1 j 3(1) 3
_7+1 -
2 2
obtemos:
t2 1, — 2 2
dt==|u 2du==+Ju+C==,/@1+t®) +C .
J.\/1+t3 3I 3\/_ 3 4+t
jxexzdx
Resolucéao:

Olhando para o integrando identificamos a com@asita funcdof (x) = e€* com a fungéo
h(x) = x2, pois f (h(x)) = e*.
Entdo, vamos escolher = h(x) = x*. Dessa formadu = 2xdx, ou seja,xdxzidu (du é
2
exatamente “0 que esta no integrando e ndo faz mhrtcomposicdo de funcdes a menos da

constante multiplicativ2” e essa é a situagdo em que a escolhgfimciona”)

Realizando a substituicdo de variavel, temos:
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Ixexzdx = Ie“%du :%Ie“du.

Observe que;—J'e“du é uma integral direta!
Como
1je”du :leu +C,
2 2
obtemos:

jxexzdx :je“%du :%je“du:%e“ +C :%exz +C.

6) j@dx,po

Resolucao:

Olhando para o integrando identificamos a com@osita funcaof (xX) = x com a funcéo

h(x) =In(x), pois f (h(x)) =In(x) . Observe que(;j—x[ln(x)] :%.

~ 1 L
Entdo, vamos escolher=h(x) =In(x). Dessa formadu =—=dx, (du é exatamente “0 que
X

esta no integrando e néo faz parte da composicfingées e essa € a situagcdo em que a escolha de
u “funciona™)

Realizando a substituicdo de variavel, temos:
2 2
J-_In(x) dx = Iudu =% ic= _(In(x)) +C.
X 2 2
j 9% 4y
cos(x)

Resolucéao:

O objetivo do método de Integracao por Substituig@bter uma integral direta na variavel

sern(x)
(

Para isso vamos precisar reescrever o integrargobte queg(x) = —) Dessa forma,
cos(x

tg(x) _sernx) 1 ser(x)
Joost ™ = cost) cosg =1

cos(x) cos(x) cos(x) cosz(x)
X)
Vamos realizar a substituicao qm dx .

Olhando para o integrando identificamos a com@osita fungéof (x) = x*> com a funcéo
h(x) = cos(x) , pois f (h(x)) = cos’(x ). Observe que;i[cos(x)] =-senx) .
X

Entdo, escolhendaw = h(x) =cos(x), du=-senx)dx, (du & exatamente “0 que esta no
integrando e ndo faz parte da composicéo de furegdenos da constante multiplicatild e essa é
a situacdo em que a escolhaudé&nciona™)
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Realizando a substituicao de variavel, temos:

I Ser) gy :—Iu—lzdu =—ju’2du=— 4

cos’ (X)

-2+1

-2

+1

u—l

sc=-Y sc=-tic

-1

u

Utilize a Integracéo por Substituicdo para resobseexercicios da Lista de Exercicios |ll.

Lista de Exercicios Ill

Resolva as seguintes integrais indefinidas:

(2-9
1. dt
It2—t+1
2. J'e”dx
3. J'ser(Bx)dx
S5X
4. | ——==dx
e
5. 2x dx
Ux?+1
6. J- 3cos)
1+ 2ser(x)

7. Iser?(x)cos(x)dx
8. jsec?(3x+1)dx
9. jyzw/2+y3dy

10. _[ 2 dx
xIn(x)

11. 2;: [

12. _[ xe > dx

13. j XCOS@X? + 6)dx
14. Isecex)tg (2x)dx

15. J@dx
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