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Matematica das Aproximacoes

Pontos Zero de Funcoes Reais
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2.3 Método da Bisseccao

Considerando f{x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e f{a) * f(b) <0 e o
sinal de f"(x) € constante no intervalo, entdo, a fun¢do corta o eixo do x num unico

ponto em [a, b].
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2.3 Método da Bisseccao

Considerando f{x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e f{a) * f(b) <0 e o
sinal de f"(x) € constante no intervalo, entdo, a fun¢do corta o eixo do x num unico

ponto em [a, b].

Dividindo o intervalo [a, b] a0 meio, obtém-se x,, que divide o intervalo em

la, x,] e [x,, D].
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2.3 Método da Bisseccao

Considerando f{x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e f{a) * f(b) <0 e o
sinal de f(x) € constante no intervalo, entdo a func¢do corta o €ixo do x num unico

ponto em [a, b].

Dividindo o intervalo [a, b] a0 meio, obtém-se x,, que divide o intervalo em

la, x,] e [x,, D].

Se f(x,) = 0, entdo, a raiz € x = x,, caso contrario a raiz encontra-se num dos

dois intervalos, ou seja, se f(a) * f(x,) <0, entdo, x € [a, x,], sendo, x € [x,, D].
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2.3 Método da Bisseccao

Considerando f{x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e f{a) * f(b) <0 e o
sinal de f(x) € constante no intervalo, entdo, a funcdo corta o eixo do x num Unico

ponto em [a, b].

Dividindo o intervalo [a, b] a0 meio, obtém-se x,, que divide o intervalo em

la, x,] e [x,, D].

Se f(x,) = 0, entdo, a raiz € x = x,, caso contrario a raiz encontra-se num dos

dois intervalos, ou seja, se f(a) * f(x,) <0, entdo, x € [a, x,], sendo, x € [x,, D].

O processo € repetido até que se obtenha uma aproximagao para a raiz X com

uma precisao, ¢, = Ix, — x, |, menor que uma tolerancia especificada pelo usuério.
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2.3.1 Interpretacao Geométrica

f(x) 1
ftb
a
f(a) - -~ O objetivo € encontrar a raiz x, que
pertence ao intervalo [a, b].
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2.3.1 Interpretacao Geométrica

f(x)

f(b)

f(x0)

O valor de x, = (a + b)/2 € a primeira tentativa
para a raiz. Como f(x,) # 0, x, ndo € raiz. Entao,
observando o grafico, verifica-se que a raiz

. pertence ao intervalo [a, x]. -
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2.3.1 Interpretacao Geométrica

f(x)

() R
fxo)

a

fxt)

f(a) 1 O valor de x; = (a + x,,)/2 € a segunda tentativa

4 para a raiz. Como f(x,) # 0, x, nédo € raiz. Entéo,
observando o grafico, verifica-se que a raiz
. pertence ao intervalo [x,, x,]. -
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2.3.1 Interpretacao Geométrica

f(x) ~

O valor de x, = (x; + x,,)/2 € a terceira tentativa
para a raiz. Como f(x,) # 0, x, nédo € raiz. Entéo,
observando o grafico, verifica-se que a raiz

. pertence ao intervalo [x,, x,]. -
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2.3.1 Interpretacao Geométrica

f(x)

tb)
)
) R i

a

fx1) -+~

f(a) " O método da bissec¢do continua até que o valor

de flx,) =0, ou até que o valor de €, =Ix, —x,
seja menor que uma tolerancia desejada.
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2.3.2 Exemplos:

1) Calcular a raiz da equagdo f{x) = x*> — 3 utilizando o método da bissec¢do, com
uma tolerancia ¢ <0,01 tal que x € [1, 2].
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2.3.2 Exemplos:

1) Calcular a raiz da equagdo f{x) = x*> — 3 utilizando o método da bissec¢do, com
uma tolerancia ¢ <0,01 tal que x € [1, 2].

Verificagao da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] =[1, 2]:

fx)=x"-3

fl@=fO=1"-3=-2
f(b)=f(2)=2"-3=+1

fl@* fb)y=f*f2)=-2%1=-2
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2.3.2 Exemplos:

1) Calcular a raiz da equagio f(x) = x> — 3 utilizando o método da bissec¢do, com
uma tolerancia ¢ <0,01 tal que x € [1, 2].

Verificagao da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] =[1, 2]:

fx)=x"-3

fl@=fO=1"-3=-2
f(b)=f(2)=2"-3=+1

fl@* f)y=fM* fQ2) =—2*1=@

Como f(a) * fib) <0, ou seja, f(1) * f(2) <0, logo, no intervalo, podem existir um
numero impar de raizes reais.
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2.3.2 Exemplos:

1) Calcular a raiz da equagio f(x) = x> — 3 utilizando o método da bissec¢do, com
uma tolerancia ¢ <0,01 tal que x € [1, 2].

Verificagao da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] =[1, 2]:

fx)=x"-3

fl@=fO=1"-3=-2
f(b)=f(2)=2"-3=+1

fl@* f)y=fM* fQ2) =—2*1=@

Como fla) * f(b) <0, ou seja f(1) * f(2) <0, logo, no intervalo, podem existir um
numero impar de raizes reais. Estudo do sinal da derivada:

f(x)=2x
fQ=+2
£'2) = +4
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2.3.2 Exemplos:

1) Calcular a raiz da equagéo f(x) = x> — 3 utilizando o método da bissec¢do, com
uma tolerancia ¢ <0,01 tal que x € [1, 2].

Verificagao da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] =[1, 2]:

f)=x"=3

fl@=f)=1"-3==2
fb)=f(2)=2"-3=+1
f(a)*f(b)=f(1)*f(2)=—2*1=@

Como fla) * f(b) <0, ou seja f(1) * f(2) <0, logo, no intervalo, podem existir um
numero impar de raizes reais. Estudo do sinal da derivada:

f (x)=2x

f=
f )=

Considerando que, o sinal da derivada f’(x) € constante no intervalo [1, 2], conclui-
se que existe uma unica raiz real neste local.
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Tabela para calcular a raiz:

n a b

n

J(x,)

e, =Ix,-x,
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Tabela para calcular a raiz:

n a b X

n n n

J(x,)

e, =Ix,-x,

n n-1

On representa o numero de iteracdo.
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Tabela para calcular a raiz:

n

an
N\

b

n

J(x,)

e, =Ix,-x,

n n-1

N

N

AN

\

\

\

\

\

5

X
\

a, € a extremidade esquerda do intervalo [a, D]. ’
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Tabela para calcular a raiz:

n

J(x,)

e, =Ix,-x,

n n-1

/

ﬁJO/

\
\

b, é a extremidade direita do intervalo [a, D].
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Tabela para calcular a raiz:

n a b X flx,) e, =k,-x,

n n n n n-1

ﬁ{é a aproximagdo da raiz, do intervalo [a, b].
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Tabela para calcular a raiz:

n

a

n

b

n

e, =Ix,-x,

n n-1

/

O f(x,) é o valor da fungdo em x%
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Tabela para calcular a raiz:

n a b X flx,) e, =k,-x,

: : : >

/
/
)
/]
/

/

O g, é a precisdo calculada pela diferenga
entre duas raizes sucessivas.
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Tabela para calcular a raiz:

flx,) e, =k-x,

N

respectivamente, os limites do intervalo

Inicialmente, atribui-se para a, e b,,

[a, D], que existe uma raiz real.
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Tabela para calcular a raiz:

b, Xn ftx,) &, = b~ x, |
2 1,5
N
W\
N
LN\
\
\\
X, = ay+b, 1+2 15

2

Calcula-se o valor médio entre a, e b,
e o resultado atribui-se a x,
Veja as expressoes a esquerda.
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Tabela para calcular a raiz:

a,+b, 1+2 \
Yo = y = y =15 Calcula-se o valor da fungao, f(x,).
Como f(x,) # 0, entdo, x, ndo € raiz.
f()= x?=3 Veja as expressoes a esquerda.

f(x,)=15>-3=-0,75
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Tabela para calcular a raiz:

J(x,)

1,5

-0,75

:a0+b0 :1+2:
2 2

f)=x*-3

f(x,)=15>-3=-0,75

L5

X0

/

O valor de g, somente pode ser
calculado quando tem-se duas
aproximagoes sucessivas de raizes.
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Tabela para calcular a raiz:

n a, b, X, flx,) e, =k,-x,
0 1 2 1,5 -0,7 | ------
1 (15 2)

/g ’

f(x)=x>-3
fla)=fM=1"-3=-2
fb)=f(2)=2"-3=+1
f(x,)=f15=15"-3=-0,75

} Analisando os dados ao lado, \

determina-se o novo intervalo [a,, b,].
Para existir uma raiz no intervalo é
necessdrio que fla,)* f(b,) < 0, entdo,

a,=x,=1,5eb,=b,=2.
\ i 0 i 0 /
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Tabela para calcular a raiz:

n a, b, X, flx,) e, =k,-x,
0 1 2 1,5 -0,75 | ------
1 1,5 2 1,75
N
A\
\ N\
\
AN
x=a1+b1=1,5+2=175 \
1 2 ’ Calcula-se o valor médio entre a, e

b,, e o resultado atribui-se a x,
Veja a expressdo a esquerda.
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Tabela para calcular a raiz:

n a, b, X, flx,) e, =k,-x,
0 1 2 1,5 -0,75 | ------

1 |15 2 1,75 0,0625

=a1+b1=1,5+2=175 \

2 2 Calcula-se o valor da fungao f(x,).

f(xl) = f(,75) = 1,752 ~3=0,0625 Como f(x,;) # 0, entdo, x, ndo é raiz.

Veja a expressdo a esquerda.

Xy
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Tabela para calcular a raiz:

n\a, b, Xy Jx,) &, = 1x,- x|
0 1 2 1,5 -0,7 | ------
1 1,5 2 1,75 0,0625 0,25
\
A
|
|\
// \
_at+b  15+2 \\
== 2 = =175 a8 Calcula-se o valor de é&,.

f(x)=f(1,75)=1,75" -3 =0,0625

& =|x, —x|=11,75-151=0,25

Veja a expressdo a esquerda.
o ] P q -

Como &, > 0,01, o processo
iterativo continua.
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Tabela para calcular a raiz:

n a, b, X, flx,) e, =k-x I
0 |1 2 1,5 075 | -----
1 (1,5 2 1,75 0,0625 0.25
2 (1,5 1,75
AN

f(x)=x>=3
1,5 = -0,75
f(1,75)= 40,0625
f(2,0)=+10

> Analisando os dados ao lado, \

determina-se o novo intervalo [a,, b,].
Para existir uma raiz no intervalo é

necessdrio que fla,)* f(b,) < 0, entdo,

a,=a,=15eb,=x,=1,75.
\ 2 1 2 = X /
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Tabela para calcular a raiz:

n a, b, X, flx,) e, =k-x I
0 1 2 1,5 0,75 | -----
1 1,5 2 1,75 0,0625 0,25
2 1,5 1,75 1,625 -0,35938 0,125
X, = a, +b, _ 1L5+1,75 1625

2

f(x,)=f(1,625)=1,625"-3=-0,35938

&, =|x, —x| =11,625 — 1,751 = 0,125

Assim, os cdlculos continuam,
conforme mostrado em detalhes
anteriormente.

\Veja as expressoes a esquerda.

S
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Tabela para calcular a raiz:

J(x,)

n n n n n n
0 |1 2 1,5 075 | -----
1 [1,5 2 1,75 0,0625 0.25

2 |15 1,75 1,625 -0,35938 |0,125
3 11,625 1,75 1,6875 -0,15234 | 0,0625
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Tabela para calcular a raiz:

n a, b, X, flx,) e, =k,-x,
0 |1 2 1,5 0,75 | -----

1 |15 2 1,75 0,0625 0,25

2 |15 1,75 1,625 -0,35938 | 0,125

3 11,625 1,75 1,6875 -0,15234 | 0,0625

4 |1,6875 1,75 1,71875 |-0,04590 |0,03125
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Tabela para calcular a raiz:

n a, b, X, flx,) e, =k,-x,
0 |1 2 1,5 0,75 | -----

1 |15 2 1,75 0,0625 0,25

2 |15 1,75 1,625 -0,35938 | 0,125

3 11,625 1,75 1,6875 -0,15234 | 0,0625

4 |1,6875 1,75 1,71875 |-0,04590 |0,03125

5 [1,71875 |1,75 1,734375 | 0,00806 |0,015625
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Tabela para calcular a raiz:

n a, b, X, flx,) e, =k,-x,
0 |1 2 1,5 0,75 | -----

1 |15 2 1,75 0,0625 0,25

2 |15 1,75 1,625 -0,35938 | 0,125

3 11,625 1,75 1,6875 -0,15234 | 0,0625

4 |1,6875 1,75 1,71875 |-0,04590 |0,03125

5 [1,71875 |1,75 1,734375 | 0,00806 |0,015625

6 [1,71875 [1,734375 |1,7265625 |-0,01893 |0,0078125

A raiz é:

x =1,72656235

\

aproxima da raiz.

" Como £ < 0,01 x=x,= 17265625 m

aproximada para a funcdo f(x) = x* — 3 no
intervalo [1, 2]. E importante observar que
o valor da funcdo tende a zero, quando x se

-
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2.3.2 Exemplos:

2) Calcular a raiz da equagdo f(x) = x” +In x utilizando o método da bissecgao,
com uma tolerancia € < 0,005 tal que x € [0,5, 1,0].
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2.3.2 Exemplos:

2) Calcular a raiz da equagdo f(x) = x” +In x utilizando o método da bissecgao,
com uma tolerancia ¢ < 0,005 tal que x € [0,5, 1,0].

Verificacdo da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] =[0,5, 1,0]:
f(x)=x"+Inx
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2.3.2 Exemplos:

2) Calcular a raiz da equagdo f(x) = x° +Inx utilizando o método da bissecgio,
com uma tolerancia ¢ < 0,005 tal que x € [0,5, 1,0].

Verificacdo da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] =[0,5, 1,0]:

f(x)=x"+Inx
f(a)=£(0,5)=0,5"+1n0,5=—-0,44315
f)=f1)=1"+1nl= +1,0

fla)* f(b) = f(0,5)* f() =-0,44315
como f(a)* f(b) (0, ouseja, (0,5 * f() ( 0,logo, nointervalo, podem existir um

numero impar de raizes reais.
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2.3.2 Exemplos:

2) Calcular a raiz da equagdo f(x) = x° +Inx utilizando o método da bissecgio,
com uma tolerancia ¢ < 0,005 tal que x € [0,5, 1,0].

Verificacdo da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] =[0,5, 1,0]:

f(x)=x"+Inx

f(a)=£(0,5=0,5"+1n0,5=—-0,44315

fb)=fD)=1"+1Inl= +1,0

fa)* f(b) = f(0,5) * f(1) =-0,44315

como f(a)* f(b) (0, ou seja, (0,5 * f(1) ( 0,logo, nointervalo, podem existir um
numero impar de raizes reais.

f (x)=2x+1/x

f (0,5 =+3

f1,00=+3

Como o sinal da derivada da funcao f{x) € constante no intervalo[0,5 ,1,0], conclui - se que

existe uma unica raiz real no intervalo.
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Tabela para calcular a raiz:

n

a

n

b

n

Jix,)

8’1 - Ixn' xn_ll
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Tabela para calcular a raiz:

n

b

n

Jix,)

8’1 - Ixn' xn_ll

1,0
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Tabela para calcular a raiz:

n a, bn

Jix,)

8n - Ixn' xn_ll

0,5 1,0

0,75

_ay+b, _05+10
2

= 0,75

X0
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Tabela para calcular a raiz:

n a, bn X,

Jix,)

0,5 1,0 0,75

0,2748

_aytby _ 0,5+1,0
2

F(x)= f(x,) = £(0,75)=0,75* +1n 0,75 = 0,274

= 0,75

X0
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Tabela para calcular a raiz:

n |a, b, X, flx,) g, =lx,-x,
0,5 1,0 0,75 0,2748 | ------

1 0,5 0,75

f(ay)=f(0,5=-0,44315

f(bO):f(LO): +1a0
f(x,)= f(0,75)=0,274

\

L £(0,5)* £(0,75) <0

~/
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Tabela para calcular a raiz:

n

a,

b

n

Jix,)

0,5

1,0

0,75

0,2748

0,5

0,75

0,625

X

_a+b0,5+0,75
2

= 0,625
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Tabela para calcular a raiz:

n |a, b, X, Jx,) g, =Ix,-x
0,5 1,0 0,75 0,2748 | ------

1 0,5 0,75 0,625 -0,0793

_a+b 0,5+0,75
2

£(x,) = £(0,625)=0,625" +1n 0,625 = —0,079

= 0,625

X
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Tabela para calcular a raiz:

n |a, b, X, Jx,) g, =Ix,-x
0,5 1,0 0,75 0,2748 | ------

1 0,5 0,75 0,625 -0,0793 0,125

_a+b 0,5+0,75
2

£(x,) = £(0,625)=0,625" +1n 0,625 = —0,079

= 0,625

X

& =|x, —x)| =10,625 — 0,751 = 0,125
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Tabela para calcular a raiz:

n |a, b, X, flx,) g, =lx,-x,
0 |05 1,0 0,75 0,2748 | ------

1 0,5 0,75 0,625 -0,0793 0,125

2 10,625 0,75 0,6875 0,0979 0,0625
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Tabela para calcular a raiz:

n |a, b, X, flx,) g, =lx,-x,
0 |05 1,0 0,75 0,27481 | ------

1 0,5 0,75 0,625 -0,07938 | 0,125

2 10,625 0,75 0,6875 0,09796 |0,0625

3 0,625 0,6875 0,65625 0,00945 |0,03125
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Tabela para calcular a raiz:

n |a, b, X, flx,) g, =lx,-x,

0 |05 1,0 0,75 0,27481 | ------

1 0,5 0,75 0,625 -0,07938 | 0,125

2 0,625 0,75 0,6875 0,09796 |0,0625

3 0,625 0,6875 0,65625 0,00945 |0,03125

4 10,625 0,65625 0,640625 |-0,03491 |0,015625

5 |0,640625 |0,65625 0,6484375 |-0,01272 |0,0078125

6 |0,6484375 |0,65625 0,65234375 |-0,00163 |0,00390625
Raiz:
x =0,65234375
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Exercicios complementares:

1) Calcular corretamente, pelo método da bissecc¢ao, até a terceira casa decimal, a
raiz da equacdo x%/4 — sen x = 0, localizada no intervalo [1, 5, 2].

2) Calcular as duas raizes da equacdo 4x — e* = 0, que pertence ao intervalo
(2,0, 2,5], usando o método da bissec¢ao, com ¢ < 0,002.
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Obrigado.

2
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