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RESUMO 

 
O encontro de vórtices com bordas continentais é inevitável devido a dois processos 

aos quais estas feições estão sujeitas. O primeiro, a variação do parâmetro de Coriolis 

com a latitude, ocasiona o movimento dos vórtices para oeste. Um segundo processo, 

devido à advecção por correntes ou à propulsão induzida por vórtices próximos, tam-

bém arremessa estas feições contra as fronteiras continentais.  

Este trabalho investiga analiticamente a interação entre um "trem" de vórtices anticiclô-

nicos não-lineares e a borda continental no plano-β. Considera-se um “trem” de vórti-

ces uma seqüência de feições idênticas e sucessivas, igualmente espaçadas, com mo-

vimento puramente zonal dirigido para oeste. O estudo é realizado no hemisfério sul e 

está focado na investigação do processo de interação vórtice-parede. O "trem" de vórti-

ces é modelado analiticamente com a utilização de uma corrente zonal de dupla frente 

com mesma vorticidade e transporte. A borda continental é considerada como uma pa-

rede vertical e possui duas configurações, ou seja, uma meridional e outra inclinada 

com relação ao norte geográfico. Os vórtices, por sua vez, são investigados no formato 

lente, onde a feição possui profundidade nula em suas bordas, e no formato não-lente, 

onde esta profundidade é não nula. A combinação destes fatores resulta em quatro 

diferentes cenários. Os cenários com feições do tipo lente foram também modelados 

numericamente em um modelo isopicnal Bleck & Boudra de 1,5 camadas.  

Este estudo analítico mostrou que feições do tipo lente ao colidirem com a borda conti-

nental geram um fluxo paralelo à parede no sentido do Equador, o que sinaliza para um 

enfraquecimento do transporte à montante da respectiva corrente de contorno oeste. 

Um vórtice estacionário é gerado na região de contato vórtices-parede cujo tamanho 

depende do transporte do "trem" de vórtices e do ângulo de inclinação da borda conti-

nental com relação ao norte geográfico. Estas conclusões foram comprovadas pela 

modelagem numérica. A interação de vórtices do tipo não-lente com a borda continen-

tal resulta em dois vazamentos paralelos à parede, um no sentido do Equador e outro 

para o pólo. A intensidade deste último transporte depende da profundidade na borda 

do vórtice. Estes transportes sinalizam para um enfraquecimento da corrente de con-

  xii
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torno ao norte da zona de interação e um fortalecimento ao sul. Novamente um vórtice 

estacionário é gerado na região de contato cujo tamanho depende dos mesmos fatores 

anteriores e ainda da profundidade na borda do vórtice. As equações desenvolvidas 

para vórtices do tipo não-lente reproduzem o cenário com vórtices do tipo lente quando 

as características destes últimos são impostas. Dependendo do tamanho dos vórtices 

estes podem ser diretamente advectados pela corrente de contorno aumentando o seu 

transporte na direção do pólo independentemente do formato da feição. A aplicação 

desta modelagem analítica no encontro dos vórtices provenientes da Corrente das Agu-

lhas com a borda continental brasileira é discutida ao final do trabalho. Próximos à bor-

da, estes vórtices são caracterizados a partir de imagens de SSH. O trabalho conclui 

que o transporte da Corrente do Brasil no sentido do pólo é fortalecido por este encon-

tro, o que pode ter repercussões na Zona da Confluência Brasil-Malvinas. 
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ABSTRACT 

 
The encounter between eddies and continental borders is inevitable due to two       

processes in which these features are subject. The first, the variation of the Coriolis  

parameter with latitude, causes the movement of the eddies towards the west. A second 

process, due to advection by currents or the propulsion induced by others eddies, also 

throws these features towards the continental borders. 

This work investigates analytically the interaction between a "train" of nonlinear         

anticyclonic eddies and continental borders in a β-plane. A train of eddies is a sequence 

of identical and successive eddies, with zonal movement towards the west. The study is 

carried out in the southern hemisphere and it is limited to research the eddy-wall       

interaction process. The "train" of eddies is modeled analytically using a double front 

current with the same vorticity and transport. The continental border is considered as a 

vertical wall and it has two shapes, i.e., a meridional wall and a wall tilted with respect to 

the north. In this study, two types of eddies are modeled: (i) the lens-like eddies,       

features which their depth vanish in the borders and, conversely, (ii) the non lens-like 

eddies. The combination of these factors results in four different scenarios. The         

scenarios with lens-like eddies were also modeled numerically in an isopycnal Bleck & 

Boudra model with 1.5 layers. 

This study has concluded that the interaction between lens-like eddies and a wall      

generates a flow parallel to the wall towards the Equator, which indicates a weakening 

in the upstream transport of the associated western boundary current. A stationary eddy 

is generated in the region of contact eddies-wall and its size depends on the transport of 

the "train" of eddies and the meridional tilt-angle of the wall. These conclusions were 

supported by numerical modeling. The interaction of non lens-like eddies with the      

continental border results in two leaks parallel to the wall, one towards the Equator and 

one for the pole. The intensity of the latter depends on the depth at the edge of the   

eddies. These transports indicate a weakening of the upstream transport of the western 

boundary current and a strengthening of its downstream transport. Again a stationary 

eddy is generated in the contact region. Its size depends on the same factors cited 
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above and on the depth at the edge of the eddy. The equations derived for non lens-like 

eddies reproduce the scenario with lens-like eddies, when the characteristics of the  

latter are imposed. Depending on the size of the eddies they can be directly advected 

by the current increasing its transport regardless of their shapes. The application of this 

analytical modeling in the encounter between Agulhas Rings and the Brazilian           

continental border is discussed at the end of this work. Close to the Brazilian continental 

border, the eddies are marginally characterized from SSH images. This work concludes 

that the downstream transport of the Brazil Current is strengthened by this encounter, 

which may have consequences in the Brazil-Malvinas Confluence Zone. 
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a força integrada amarela dirigida para sul, que reúne a soma de todas as forças in-

dividuais em vermelho que agem nas partículas de fluido quando elas passam por 

este lado do vórtice, é menor do que a correspondente força integrada verde dirigida 

para norte, que surge no hemisfério sul da feição resultante da soma de todas as 

forças azuis que agem nas partículas de fluido quando elas passam no lado sul do 

vórtice. Como resultado final uma força de Coriolis líquida, dirigida para norte, devida 

unicamente ao efeito β no interior da feição, é estabelecida dentro do vórtice. 

Figura 1.6          07 

Forças meridionais (sem proporção entre si) que agem sobre vórtices no Hemisfério 

Sul. O vórtice (a) da figura é uma “lente”, ou seja, uma feição com profundidade nula 

em seu contorno na superfície do oceano. Os vórtices (b) e (c), por sua vez, possu-

em esta profundidade não nula. As feições transladam para oeste, autopropulsiona-

das pelo efeito β, com uma velocidade c. As forças de Coriolis que agem nas partícu-

las de fluido no hemisfério sul do vórtice são maiores que aquelas que agem no seu 

hemisfério norte, logo, há uma força líquida chamada força β que é dirigida para nor-

te no caso anticiclônico e para sul na situação ciclônica. A força ambiente é sempre 

dirigida para a linha do Equador (para norte), pois a profundidade ao sul da feição é 

maior que aquela ao norte para vórtices que não são do tipo lente. Esta força inexis-

te na situação das lentes. A força de Coriolis atua sempre à esquerda (para sul) do 

movimento translacional do vórtice (para oeste). 

Figura 1.7           08  

(a) Características globais da propagação para oeste de vórtices ciclônicos e antici-

clônicos com tempo de vida igual ou superior a 12 semanas. A figura esquerda supe-

rior (inferior) mostra que os vórtices ciclônicos (anticiclônicos) sofrem, em sua maio-

ria, desvios no sentido dos pólos (do Equador). A figura superior (inferior) da direita 

mostra que 58% (60%) dos vórtices ciclônicos (anticiclônicos) estudados possuíam 

este desvio. (b) Número de vórtices analisados. Figuras retiradas do trabalho de 

Chelton et al. (2007). 

Figura 1.8          09 

(Superior) Diâmetro médio e (Inferior) amplitude média dos vórtices, analisados para 

uma grade com 1o de resolução. Cinco importantes zonas do oceano global de ori-

gem de vórtices destacam-se claramente na figura inferior (ver texto). Figuras retira-

das do trabalho de Chelton et al. (2007). 
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Figura 1.9           12 

Corte lateral do contato de um vórtice com a quebra de plataforma, onde a inclinação 

do talude é muito superior àquela da interface da  feição, o que faz que a considera-

ção da borda continental como uma parede vertical seja  apropriada como uma pri-

meira aproximação. Figura adaptada de Nof (1999). 

Figura 1.10          13 

Trajetórias de vórtices individuais a partir de dados Geosat, conforme estudos de    

Byrne et al. (1995) e Byrne (2000). A batimetria está contornada com intervalos de 

1000 metros. As trajetórias estão suavizadas a partir da estimativa do centro de cada 

feição. O espaçamento temporal entre duas posições sucessivas dos vórtices, nas 

trajetórias estudadas, é de 34 dias. O encontro dos vórtices com a borda continental 

brasileira parece ser iminente. A figura foi retirada de Byrne (2000). 

Figura 1.11          15 

Localização da isóbata de 200 m ao longo da costa brasileira representando a que-

bra de plataforma. Duas configurações de paredes verticais, representadas por      

retângulos, com as quais os vórtices (círculos cinza) que se propagam para oeste 

(seta branca) podem interagir, são apresentadas. A parede vertical verde é meridio-

nal enquanto a amarela é latitudinalmente inclinada. A consideração da quebra de 

plataforma como uma parede vertical é explicada no texto. A quebra de plataforma é 

ligeiramente inclinada onde foi exemplificada uma parede considerada meridional. 

Figura 2.1          21 

Interação entre um vórtice barotrópico e uma parede no hemisfério norte. Como re-

sultado deste processo o vórtice perde parte de sua massa interior na forma de um 

vazamento ao longo da parede. Para feições anticiclônicas (painel superior da figura) 

o vazamento ocorre à direita do ponto da zona de contato (olhando-se da parede pa-

ra o oceano aberto) e para vórtices ciclônicos, situação mostrada no painel inferior 

da figura, este vazamento ocorre para o lado esquerdo. Os resultados são simétri-

cos. Esta figura foi retirada de Nof (1988a). 

Figura 2.2          22 

Esquema do vórtice anticiclônico estudado por Nof (1988b) no hemisfério norte. A 

área delimitada por BCC’DEFGB foi alvo da aplicação das equações integradas do 

momentum e da continuidade. O vazamento ocorre pelo segmento ED. 
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Figura 2.3          23 

Resultado esperado para o encontro entre um vórtice ciclônico e uma parede no he-

misfério norte, conforme mostra o estudo de Nof (1988ab). O vórtice foi dividido em 

duas regiões. A região periférica da feição que “penetra” a parede é chamada de 

“annulus”, enquanto a região que compreende a porção que não “penetra” a parede 

é chamada de “interior”. Este resultado não se verifica, contudo, para aquelas situa-

ções em que o contato é realizado de forma violenta, conforme cita o texto. A figura 

foi adaptada de Shi & Nof (1993). 

Figura 2.4          24 

Divisão de um vórtice ciclônico em duas feições de vorticidades opostas após o seu 

violento contato com uma parede no hemisfério norte. A figura foi adaptada de Shi & 

Nof (1993). 

Figura 2.5          25 

Efeitos que atuam no contato de um vórtice com uma parede. A simbologia de cores 

das setas está indicada na legenda no canto inferior esquerdo da figura.  

Figura 2.6          28 

Esquema do vórtice anticiclônico utilizado no estudo de Nof (1999), o qual foi desen-

volvido no hemisfério norte. As integrações realizadas neste estudo são feitas sobre 

a seção tracejada ABCDEFGA. O parâmetro ε, definido por ε = βRDe/f, mede a varia-

ção do parâmetro de Coriolis ao longo da feição. O vórtice perde líquido no sentido 

da linha do Equador após o seu encontro com a parede. Simultaneamente, sua velo-

cidade de deriva zonal vai sendo drasticamente reduzida.  

Figura 3.1          31 

O domínio de estudo Do tomado como exemplo mostra uma corrente zonal (seta    

laranja), que entra em contato com uma parede meridional (retângulo cinza), e duas 

outras correntes (setas amarelas) nos contornos norte e sul, os quais possuem coor-

denadas meridionais yN e yS, respectivamente. O contorno do domínio é designado 

pela variável Ø. Os números de 1 a 4 estão associados com os quatro contornos    

individuais, os quais são delimitados por duas letras, cada um. O sistema retangular 

de referência é mostrado com setas escuras. As setas amarelas contemplam as    

duas possibilidades de sentido para as correntes meridionais. 
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Figura 3.2          35 

Forças que atuam zonalmente no cenário em que o domínio de estudo possui uma 

parede meridional e uma corrente zonal penetra em Do pelo seu contorno leste (ver 

figura 3.1). A seta amarela indica a reação da parede e corresponde à integral da   

direita da equação (3.14). A seta verde assinala a força aplicada em Do pela corrente 

zonal que nele penetra, o que corresponde à integral da esquerda da expressão 

(3.14).  

Figura 3.3          35 

Forças que atuam meridionalmente no cenário em que o domínio de estudo possui 

uma parede meridional e uma corrente zonal penetra em Do pelo seu contorno leste 

(ver figura 3.1). Independentemente do sentido das correntes meridionais (saindo ou 

entrando no domínio) a força que elas aplicam no domínio é sempre exercida para 

dentro deste. A seta verde (amarela) da figura indica a força aplicada em Do pela cor-

rente meridional que flui para sul (norte) e que corresponde à primeira (segunda)    

integral da equação (3.15). A seta vermelha, correspondente à terceira integral da 

expressão (3.15), indica uma força devida ao efeito β em alguma feição interna do 

domínio de estudo (a origem e o sentido desta força será detalhada no Capítulo 4). 

Figura 3.4          36 

(Esquerda) Cenário com uma borda continental (parede) inclinada de um ângulo θ 

medido em sentido horário com relação a uma linha imaginária vertical (meridiano). 

Dois sistemas de coordenadas retangulares xy e XY estão presentes. (Direita) De-

composição da velocidade da corrente zonal em componentes paralelas aos eixos 

do sistema de coordenadas xy. 

Figura 3.5          39 

Ampliação do contorno leste do domínio de estudo Do. A linha sólida azul indica a 

largura meridional da corrente zonal que é representada pela seta amarela, enquan-

to a linha sólida vermelha corresponde à extensão desta corrente que está atraves-

sando o contorno leste (inclinado) do domínio de estudo, ou seja, o lado BC (leste) 

da figura 3.4, representado pela linha vermelha tracejada. Os quadrados azul e  

vermelho indicam os pontos em que a profundidade da corrente é máxima.  
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Figura 3.6          41 

Forças que atuam paralelas à parede no cenário em que o domínio de estudo possui 

uma borda continental (parede) inclinada e uma corrente zonal penetra em Do pelo 

seu contorno leste (ver figura 3.4). A seta laranja mostra a componente paralela à 

parede da força (seta cinza) exercida em Do pela corrente zonal, que corresponde a 

primeira integral da equação (3.29). A seta verde (amarela) da figura indica a força 

aplicada em Do pela corrente paralela à costa que flui para sudoeste (nordeste) e 

que corresponde à segunda (terceira) integral da expressão (3.29). A seta vermelha, 

correspondente à quarta integral da equação (3.29), indica a componente paralela à 

parede de uma força (seta azul) devida ao efeito β em alguma feição interna do     

domínio de estudo (cuja origem e sentido será detalhada no Capítulo 4). As forças 

brancas fazem parte do equilíbrio de forças perpendicular à parede, onde a reação 

da parede não é mostrada na figura. 

Figura 3.7          42 

Transportes no domínio de estudo em que o cenário possui uma parede meridional e 

onde uma corrente zonal penetra em Do pelo seu contorno leste. A seta vermelha é o 

transporte da corrente zonal, correspondente à primeira integral da equação (3.32). 

A seta verde (amarela) da figura indica o transporte da corrente meridional que circu-

la no contorno sul (norte) e que corresponde à segunda (terceira) integral da expres-

são (3.32). 

Figura 3.8          42 

Transportes no domínio de estudo em que o cenário possui uma parede inclinada e 

uma corrente zonal penetra em Do pelo seu contorno leste. A seta vermelha é o 

transporte da corrente zonal, correspondente à primeira integral da equação (3.33), a 

qual está escrita no sistema de coordenadas XY (ver seção 3.1.2). A seta verde     

(amarela) da figura indica o transporte da corrente paralela à parede que circula no 

contorno sul (norte) do domínio de estudo e que corresponde à segunda (terceira)  

integral da expressão (3.33). 

Figura 4.1          48 

Perfil de profundidade da corrente zonal de dupla frente utilizada neste trabalho, que 

representará o “trem” de vórtices anticiclônicos, vista da borda continental em dire-

ção ao oceano aberto. As coordenadas y5 e y8 indicam a posição das frentes da   

corrente e o sentido do fluxo é indicado pelos círculos. 
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Figura 4.2          52 

Cenário resultante do encontro da corrente de dupla frente com uma parede meridi-

onal. A profundidade nas duas frentes da corrente é nula, pois ela está representan-

do um “trem” de vórtices do tipo lente. A função corrente é assumida ser nula na 

frente sul da corrente zonal. A figura mostra uma corrente meridional dirigida para 

norte e um vórtice estacionário oriundos do encontro da corrente com a parede. O 

texto detalhará este encontro assim como justificará a necessidade do surgimento do 

vórtice para que o equilíbrio meridional de forças se estabeleça. 

Figura 4.3          55 

Detalhamento do perfil de profundidade da corrente zonal de dupla frente. O trans-

porte entre os pontos 7 e 8 é nulo. O transporte líquido da corrente  ocorre na área 

hachurada entre os pontos 5 e 7. A largura desta seção é d57 e sua profundidade é 

h7. A função corrente ψ8 foi suposta nula na frente sul da corrente zonal. Como esta 

corrente representa um “trem” de lentes a profundidade em suas duas frentes (h5 e 

h8) é nula.    

Figura 4.4          63 

Destaque do encontro da corrente de dupla frente com uma parede meridional. As 

setas largas azuis indicam as forças meridionais que agem no domínio de estudo. A 

área vermelha entre os pontos 5 e 7 indica a região de transporte líquido da corrente 

zonal o qual equivale ao transporte da corrente meridional delimitado entre os pontos 

1 e 2 (também em vermelho). 

Figura 4.5          69 

Esboço do perfil norte-sul do vórtice estacionário gerado no domínio de estudo. A    

área hachurada indica a seção por onde circula a corrente circunvizinha ao vórtice. 

Figura 4.6          73 

Domínio de estudo com uma parede inclinada de um ângulo θ medido em sentido 

horário a partir da direção norte. Destaca-se neste cenário a presença de dois siste-

mas de coordenadas, sendo um deles alinhado com os eixos cardeais e o outro tem 

os seus eixos alinhados com as fronteiras norte e leste do domínio de estudo. O   

sistema XY corresponde ao sistema utilizado na seção anterior. 
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Figura 4.7          75 

Forças atuantes no domínio de estudo no cenário de uma borda continental inclinada 

de um ângulo θ, medido a partir do norte em sentido horário. As setas azuis corres-

pondem às forças que participam da equação integrada do momentum paralela à  

parede enquanto as setas amarela e verde correspondem àquelas que atuam na    

equação integrada do momentum perpendicular à parede (não utilizada neste traba-

lho). A sigla “cn” indica a corrente meridional para nordeste e “cz” a corrente zonal, 

ambos fluxos indicados por setas pretas, assim como a força β oriunda do vórtice  

estacionário. 

Figura 4.8          76 

Forças que atuam paralelas à parede durante o encontro entre a corrente de dupla 

frente e uma parede inclinada de um ângulo θ com relação à vertical, onde [senθ] ~ 

O(ε). Neste cenário as três forças envolvidas (ver texto) no balanço paralelo à pare-

de atuam simultaneamente, pois todos os termos da equação integrada do momen-

tum paralela à parede possuem mesma ordem, dada por O(εg’Hcz
2RD). Um vórtice 

estacionário (círculo tracejado) é necessário no domínio de estudo, pois somente a 

componente paralela à parede (seta vermelha) da sua força interna devida ao efeito 

β (seta azul) pode equilibrar a soma da componente (seta laranja) da força da      

corrente zonal (seta cinza) com a força da corrente para nordeste (seta amarela),    

aplicadas em Do. 

Figura 4.9          77 

Forças que atuam paralelas à parede durante o encontro entre a corrente de dupla 

frente e uma parede inclinada de um ângulo θ com relação à vertical, e onde       

senθ >> ε. Neste cenário somente duas forças atuam simultaneamente no balanço 

paralelo à parede, pois a ordem da força exercida pela corrente para nordeste é mui-

to pequena e pode ser negligenciada (ver texto). Um vórtice estacionário (círculo tra-

cejado) é necessário no domínio de estudo, pois somente a componente paralela à   

parede (seta vermelha) da sua força interna devida ao efeito β (seta azul) pode equi-

librar a componente (seta laranja) da força aplicada em Do pela corrente zonal (seta 

cinza). 

Figura 5.1          85 

Cenário do canhão de vórtices proposto em Pichevin & Nof (1996) e adaptado para o 

hemisfério sul. A linha preta mais grossa representa o cabo geográfico. Uma corren-
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te zonal penetra no domínio pelo lado norte do cabo, dirigida para oeste, o contorna, 

voltando no sentido leste pela parte sul do cabo. A corrente é representada pelas  

setas pretas e as setas amarelas representam as forças aplicadas no domínio pela 

corrente zonal. Figura adaptada de Pichevin & Nof (1996). 

Figura 5.2          86 

Profundidade da camada superior, durante a geração de um vórtice pelo canhão de 

vórtices, para um período de simulação no MBB de um ano, no plano-f. A linha gros-

sa preta da figura representa o cabo geográfico. O intervalo entre as linhas de con-

torno é de 300 m. Parâmetros utilizados: υ  = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, g’ = 0,01 m.s-2 

e ∆t = 864 s. 

Figura 5.3          87 

Profundidade da camada superior, durante a geração de um vórtice pelo canhão de 

vórtices, para um período de simulação no MBB de seis anos, no plano-f. A linha 

grossa preta da figura representa o cabo geográfico. O intervalo entre as linhas de 

contorno é de 300 m. A ausência de um mecanismo de remoção faz com que o vór-

tice cresça continuamente na ponta do cabo. Parâmetros utilizados: υ  = 400 m2.s-1, 

fo = -10-4 s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 864 s.  

Figura 5.4          88 

Bifurcação dos vetores de velocidade que compõem o fluxo que está sendo reconec-

tado à parede sul do cabo após ter contornado a sua ponta. A linha grossa na parte 

superior da figura representa o cabo geográfico. Parâmetros: υ  = 400 m2.s-1, fo =      

-10-4 s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 864 s. 

Figura 5.5          90 

Profundidade (m) da camada superior no experimento 1 para um período de simula-

ção no MBB de 148 dias, no plano-β. Percebe-se um vórtice V1 já liberado pelo cabo 

geográfico (representado pela linha preta grossa) e uma segunda feição V2  em pro-

cesso de formação. O intervalo entre os contornos de profundidade é de 300 m. Pa-

râmetros: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1,  g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s. 

Figura 5.6          91 

Isóbatas (com intervalo de 300 m) do experimento 1 para um tempo de simulação no 

MBB de 224 dias onde se destaca o encontro do vórtice V1 e a borda continental. A 
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segunda feição V2 está por ser liberada do cabo (o que ocorrerá no dia 228) e uma 

terceira feição V3 está começando a ser criada. Observa-se o vazamento de fluido do 

interior do vórtice V1 no sentido da linha do Equador conforme previsto na modela-

gem analítica. A linha preta grossa representa o cabo geográfico. Três linhas pretas 

tracejadas A, B e C são mostradas na figura, as quais demarcam as seções da ca-

mada superior onde serão calculados os transportes pelo MBB. Parâmetros: υ = 400 

m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  

Figura 5.7          92 

Transporte (Sv) da corrente zonal que entra no domínio de estudo pela seção B (reta 

vermelha) do domínio de estudo e transporte da corrente zonal que sai do domínio 

pelo lado sul do cabo geográfico (curva azul), cujo valor é obtido pela diferença dos 

transportes entre as seções C e B, conforme seções definidas na figura 5.6. A reta 

preta mostra a média deste transporte para os últimos dois anos de modelagem. O 

transporte pela seção B é constante. Parâmetros: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1,          

β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s. 

Figura 5.8          93 

Transporte da corrente meridional (curva azul) que passa pela seção A da figura 5.6 

e média deste transporte nos últimos dois anos de modelagem numérica (reta preta). 

Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 

e ∆t = 288 s.  

Figura 5.9          94 

Variação da energia do domínio de estudo no período de simulação de quatro anos 

no MBB. A energia predominante no domínio é a energia potencial (em azul). Pode-

se perceber que as energias cinética e potencial se estabilizaram nos últimos dois 

anos da simulação. Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11  

m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  

Figura 5.10          95 

Visualização do vórtice estacionário a partir do perfil médio de profundidade da ca-

mada superior (m), calculado desde o dia 220, em que o primeiro vórtice entrou em 

contato com a borda continental, até o final dos quatro anos de simulação no MBB. 

As linhas de contorno possuem um intervalo de 300 m. A linha preta grossa repre-
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senta o cabo geográfico. Parâmetros: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, 

g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  

Figura 5.11          97 

Estimativa da velocidade de translação do vórtice V1 a partir da superposição de saí-

das do MBB para os dias 136 e 196. O número entre parênteses assinala o dia da 

posição do vórtice. As duas posições sucessivas do vórtice V1 permitem que a dis-

tância percorrida pela feição seja avaliada o que propicia a estimativa de sua veloci-

dade de translação. A linha azul grossa representa o cabo geográfico. Parâmetros  

utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s. 

Figura 5.12          99 

Profundidade (m) da camada superior para um tempo de simulação de 224 dias, 

mostrando o encontro do vórtice V1 com a borda continental inclinada. A segunda 

feição V2 está por ser liberada, o que ocorrerá no dia 228. O intervalo entre as linhas 

de contorno é de 300 m. Observa-se o vazamento de fluido do interior do vórtice no 

sentido da linha do Equador. A linha preta grossa representa o cabo geográfico e a 

reta inclinada representa a parede. 

Figura 5.13          99 

Módulo dos transportes em várias seções do domínio. A reta vermelha mostra o 

transporte da corrente zonal que entra no domínio pelo lado norte do cabo, a curva 

azul assinala o transporte da corrente zonal que deixa o domínio pelo lado sul do ca-

bo, enquanto a reta preta cheia indica o seu valor médio nos últimos 2 anos. A curva 

magenta indica o transporte do “trem” de vórtices pelo “corredor” imaginário situado 

na trilha destas feições e a reta preta tracejada indica o seu valor médio nos últimos 

dois anos. Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1,      

g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  

Figura 5.14          100 

Transporte da corrente paralela à parede, dirigida para nordeste, que passa pela se-

ção A da figura 5.8 (curva azul) e média deste transporte nos últimos dois anos de 

modelagem numérica (reta preta). Os picos de transporte assinalam o “vazamento” 

dos vórtices que transitaram pela bacia do domínio de estudo após o seu encontro 

com a borda continental. Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1,             

β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.      
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Figura 5.15          101 

Vórtice estacionário criado junto à borda continental no experimento 2. A figura mos-

tra o perfil médio de profundidade (m) da camada superior obtida desde o dia 220, 

em que o primeiro vórtice entrou em contato com a parede, até o final dos quatro    

anos de simulação no MBB. As linhas de contorno possuem intervalo de 300 m. A   

linha preta grossa representa o cabo geográfico e a reta inclinada representa a pare-

de. Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 

m.s-2 e ∆t = 288 s.  

Figura 5.16          102 

Velocidades do experimento 2 na região do vórtice estacionário da figura 5.15 . O  

diâmetro da feição foi estimado em 260 km conforme delimita o círculo vermelho   

tracejado. A linha preta assinala um trecho da borda continental. Parâmetros utiliza-

dos: υ = 400 m2.s-1, fo =  -10-4 s-1, β = 8.10-11   m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  

Figura 5.17          103 

Evolução do contato do vórtice com a borda continental inclinada no experimento 2. 

Os círculos vermelhos indicam o centro da feição a intervalos de 24 dias. A primeira 

interação do vórtice com a parede ocorre numa parte do seu hemisfério norte. A       

inércia de movimento da feição faz com que o seu hemisfério sul, que ainda não con-

tatou com a parede, continue em movimento (desacelerado), o que ocasiona o des-

locamento do seu centro para sul. Este fato não ocorreu com uma borda continental 

meridional, pois o vórtice colide com a parede praticamente no ponto mais a oeste 

da linha que divide seus dois hemisférios.  

Figura 5.18          103 

Variação da energia do domínio de estudo no experimento 2 no período de simula-

ção de 4 anos no MBB. A energia predominante no domínio é a energia potencial 

(em azul). As energias se estabilizaram nos últimos dois anos da simulação. Parâ-

metros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e    

∆t = 288 s.  

Figura 5.19          106 

Profundidade (m) da camada superior no tempo zero do experimento 3 onde o pri-

meiro vórtice gerado analiticamente, e já estabilizado no plano-β, é clonado no    
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domínio de estudo. O intervalo das linhas de contorno é de 75 m. O transporte das 

seções A e B é calculado pelo MBB. A cada intervalo de aproximadamente um ano 

um novo vórtice será clonado no domínio. Parâmetros utilizados: υ = 200 m2.s-1,      

fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 72 s. 

Figura 5.20          106 

Profundidade (m) da camada superior no dia 156 em que o primeiro vórtice entra em 

contato com a borda continental meridional. O intervalo das linhas de contorno é de 

75 m. Parâmetros utilizados: υ = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 

m.s-2 e ∆t = 72 s. 

Figura 5.21          107 

Profundidade (m) da camada superior no instante em que o segundo vórtice é clona-

do no domínio de estudo. O intervalo das linhas de contorno é de 75 m. Percebe-se 

que o decaimento do primeiro vórtice encontra-se em estágio avançado. Este vórtice 

irá imediatamente interagir com o novo vórtice clonado no domínio. Parâmetros utili-

zados: υ  = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 72 s. 

Figura 5.22          107 

Transporte zonal calculado na seção B da figura 5.19. Este transporte (curva verme-

lha) é realizado pelos vórtices clonados no domínio de estudo e que passam por esta 

seção em seu movimento dirigido para oeste. A linha preta mostra o transporte mé-

dio nesta seção para os últimos três anos de modelagem o qual vale 0,54 Sv.       

Parâmetros utilizados: υ = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 

e ∆t = 72 s. 

Figura 5.23          108 

Transporte da corrente meridional na seção A da figura 5.19 (curva em azul). A linha 

preta assinala o transporte médio de 0,53 Sv nesta seção para os últimos três anos 

da modelagem. Parâmetros utilizados: υ = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11         

m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 72 s. 

Figura 5.24          109 

Variação da energia no experimento 3 para um período de simulação de quatro anos 

no MBB. Parâmetros utilizados: υ = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1,         

g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 72 s. 
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Figura 5.25          110 

Vórtice estacionário visualizado a partir do perfil médio de profundidade (m) da ca-

mada superior, obtido do dia em que o primeiro vórtice entrou em contato com a bor-

da continental até o final dos quatro anos de modelagem. O intervalo das linhas de 

contorno é de 75 m.  Parâmetros: υ  = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1,    

g’ = 0,01 m.s-2 e  ∆t = 72 s. 

Figura 6.1           115 

Cenário resultante do encontro da corrente zonal com profundidade não nula em su-

as bordas com uma borda continental meridional. A corrente está representando um  

“trem” de vórtices formado por feições que não são do tipo lente. A figura mostra  

duas corrente meridionais dirigidas para norte e para sul e um vórtice estacionário   

oriundos do encontro da corrente com a parede. O texto detalhará este encontro   

assim como justificará a necessidade do surgimento do vórtice para o equilíbrio das 

forças meridionais. 

Figura 6.2          118 

Detalhamento do perfil de profundidade da corrente zonal com profundidade não   

nula em suas bordas. A área hachurada corresponde ao espaço onde ocorre o 

transporte líquido da corrente.  

Figura 6.3          123 

Destaque do encontro da corrente de dupla frente com a borda continental meridio-

nal. As setas largas azuis indicam as forças meridionais que agem no domínio de  

estudo. A área vermelha entre os pontos 5 e 7 indica a região do transporte líquido 

da corrente zonal o qual equivale à soma dos transportes das duas correntes meridi-

onais, delimitados pelos pontos 1 e 2 na corrente para norte e pelos pontos 9 e 10 na 

corrente para sul, que também estão em vermelho. 

Figura 6.4          136 

Esboço do perfil leste-oeste do vórtice estacionário gerado no domínio de estudo. 
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Figura 6.5          142 

Cenário resultante do encontro da corrente zonal com profundidade não nula em  

suas bordas com uma parede inclinada. A figura mostra o surgimento de dois fluxos 

paralelos à parede e um vórtice estacionário. O texto detalha este cenário. 

Figura 6.6          144 

Forças que atuam paralelas à parede durante o encontro entre a corrente de dupla 

frente, com profundidade não nula em suas bordas, e uma borda continental inclina-

da de um ângulo θ com relação à vertical, onde [senθ] ~ O(ε). Neste cenário as qua-

tro forças envolvidas (ver texto) no balanço paralelo à parede atuam simultaneamen-

te, pois todos os termos da equação integrada do momentum paralela à parede pos-

suem mesma ordem, dada por O(εg’Hcz
2RD). Um vórtice estacionário (círculo traceja-

do) é necessário no domínio de estudo, pois somente a componente paralela à     

parede (seta vermelha) da sua força interna devida ao efeito β (seta azul) pode equi-

librar a diferença entre a soma da componente (seta laranja) da força da corrente   

zonal (seta cinza) e da força da corrente para nordeste (seta  amarela) com relação 

à força da corrente para sudoeste (seta verde), todas aplicadas em Do. 

Figura 7.1          152 

Corredor imaginário (entre as linhas tracejadas vermelhas da figura) por onde a 

grande maioria dos vórtices provenientes da Corrente das Agulhas (representados 

pelos círculos azuis) se aproxima da borda continental brasileira e da Corrente do 

Brasil (ver texto). A faixa de latitude deste corredor, obtida a partir da análise de 14 

anos de dados de SSH disponibilizados pelo Dr. Chelton (OSU), vai de 24o S até   

32o S. A figura foi adaptada de Mata & Garcia (1996). 

Figura 7.2          160 

Variação do percentual do transporte total ao longo da borda continental que se      

dirige no sentido da Linha do Equador em função das profundidades máxima da cor-

rente zonal e da espessura da camada superior. Percebe-se que este percentual di-

minui à medida que a espessura da camada superior aumenta. A inclinação da     

parede, em relação ao norte, é nula. 

Figura 7.3          161 

Variação do raio do vórtice estacionário em função das profundidades associadas 

com a corrente zonal para vórtices do tipo não-lente. 
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Figura 7.4          162 

Percentual de cada momentum ao longo da borda continental em função de peque-

nos ângulos de inclinação. Novamente o momentum do vórtice estacionário é neces-

sário praticamente somente para o equilíbrio da componente do momentum da cor-

rente zonal paralela à borda. A figura foi obtida a partir de vórtices do tipo não-lente. 

Para lentes a situação é praticamente a mesma, porém, neste caso a curva azul       

inexiste. 

Figura A.1          172 

Sistemas de coordenadas retangular e cilíndrico. Os eixos do sistema retangular são 

(X,Y,Z) enquanto os do sistema cilíndrico sistema são (R,θ,Z), sendo que o  eixo em 

θ é considerado positivo no sentido anti-horário. As coordenadas de um ponto P 

qualquer são (x,y,z) no sistema retangular, assinaladas em azul na figura, e (r,θ,z) no 

cilíndrico, assinaladas em vermelho. As relações entre as coordenadas dos dois   

sistemas são mostradas no texto.  

Figura A.2           174 

Velocidade V (vetor preto) de um corpo A e suas componentes (u,v) no sistema     

retangular, indicadas por vetores azuis, e (ur,vθ) no sistema cilíndrico, indicadas por 

vetores vermelhos. A figura possibilita a obtenção da relação entre as velocidades 

descritas nos dois sistemas de coordenadas. O quadro no canto inferior esquerdo da 

figura mostra as componentes numeradas dos vetores u e v nas direções radial (1 e 

3) e tangencial (2 e 4).  

Figura B.1          181 

Transportes no domínio de estudo. O transporte líquido da corrente zonal (cz) entre 

os pontos 5 e 6 (seta vermelha) corresponde ao transporte da corrente meridional 

para norte (cn) entre os pontos 1 e 2 (seta amarela). O transporte líquido da corrente 

zonal entre os pontos 6 e 7 (seta laranja) corresponde ao transporte da corrente   

meridional para sul (cs) entre os pontos 9 e 10 (seta verde). O sinal matemático    

envolvido na correspondência entre estes transportes deve ser avaliado com cuidado 

(ver texto deste anexo). O transporte da corrente zonal entre os pontos 7 e 8 é nulo. 
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SIMBOLOGIA 
 

VARIÁVEIS E UNIDADES 
 

c   velocidade translacional do vórtice 

C   constante matemática 

cm   centímetros 

d57   largura da zona de transporte líquido da corrente zonal de dupla frente 

E   leste (do inglês east) 

ε   parâmetro adimensional 

f  parâmetro de Coriolis a uma dada latitude 

fN  parâmetro de Coriolis no contorno norte do domínio de estudo 

fS  parâmetro de Coriolis no contorno sul do domínio de estudo 

fo   parâmetro de Coriolis na latitude central yo 

f1,2,3...  parâmetro de Coriolis no ponto 1,2,3.... 

FC   força de Coriolis 

FCN  força de Coriolis integrada no hemisfério norte do vórtice 

FCS  força de Coriolis integrada no hemisfério sul do vórtice 

g’   gravidade reduzida 

h   profundidade da camada superior em função de (x,y) 

h*   profundidade da camada superior em função de (X,Y) 

H   profundidade utilizada no cálculo da vorticidade potencial 

hB   profundidade na borda do vórtice tipo não-lente 

hcn  profundidade da corrente paralela à parede que flui no sentido da linha do 

Equador (para norte ou nordeste) 
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hcs  profundidade da corrente paralela à parede que flui no sentido do Pólo Sul 

(para sul ou sudoeste) 

hcz   profundidade da corrente zonal de dupla frente no sistema (x,y) 

*
czh              profundidade da corrente zonal de dupla frente no sistema (X,Y) 

Hcz   profundidade máxima da corrente zonal de dupla frente 

hi   profundidade do vórtice estacionário na interface com a corrente "líquida" 

hinf   profundidade da camada inferior 

hsup  profundidade da camada superior  

hv   profundidade do vórtice 

Hv   profundidade máxima do vórtice 

h∞   profundidade do domínio de estudo quando x → ∞  

Ho   profundidade de referência para o cálculo da vorticidade potencial 

h1,2,3...  profundidade no ponto 1,2,3.... 

h5∞   profundidade no ponto 5 do domínio de estudo quando x →  ∞

h8∞   profundidade no ponto 8 do domínio de estudo quando x →  ∞

J   joule 

kg  quilograma 

km   quilômetro 

ℓ    comprimento do lado do domínio de estudo Do 

L   largura da corrente zonal do canhão de vórtices 

Lcn  largura da corrente paralela à parede que flui no sentido da linha do     

Equador (para norte ou nordeste) 

Lcs  largura da corrente paralela à parede que flui no sentido do Pólo Sul (para 

sul ou sudoeste) 

Lcz   largura da corrente zonal de dupla frente 

m   metros 
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M   potencial de Montgomery 

Mocn momentum da corrente paralela à parede que flui no sentido da linha do 

Equador (para norte ou nordeste)  

Mocs momentum da corrente paralela à parede que flui no sentido do Pólo Sul 

(para sul ou sudoeste)  

Mocz componente paralela à parede do momentum da corrente zonal de dupla 

frente  

Mov momentum do vórtice estacionário 

η   deslocamento vertical da superfície do vórtice 

N   norte 

NE   nordeste (do inglês northeast) 

p  pressão 

PW  petawatt (1015 watts) 

r   coordenada radial do sistema de coordenadas cilíndricas 

R  distância do centro do vórtice estacionário até a interface com a corrente 

"líquida" e raio final do vórtice estacionário 

RD   raio de Rossby da corrente de dupla frente 

RDe   raio de Rossby do vórtice 

ro   raio do vórtice 

Ro   número de Rossby 

rv   raio do vórtice a partir do qual a vorticidade inverte o seu sinal 

s   segundos 

S   sul (quando associada com uma latitude) 

S   área horizontal do domínio de estudo (quando associada a uma integral) 

Scn  área horizontal da corrente paralela à parede que flui no sentido da linha 

do Equador (para norte ou nordeste) 
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Scs  área horizontal da corrente paralela à parede que flui no sentido do Pólo 

Sul (para sul ou sudoeste) 

Scz   área horizontal da corrente zonal de dupla frente 

Sv   Sverdrup (106 m3.s-1) 

Sv   área horizontal do vórtice estacionário 

SW  sudoeste (do inglês southwest) 

t   tempo 

Tcn  transporte da corrente paralela à parede que flui no sentido da linha do 

Equador (para norte ou nordeste) 

Tcs  transporte da corrente paralela à parede que flui no sentido do Pólo Sul 

(para sul ou sudoeste) 

Tcz  transporte da corrente zonal de dupla frente 

u   velocidade horizontal na direção zonal no sistema (x,y) 

u*                  componente perpendicular à parede de U* 

U*  velocidade horizontal da corrente de dupla frente na direção zonal no sis-

tema (X,Y) 

ucz   velocidade zonal da corrente de dupla frente 

up   velocidade zonal, rente à parede do cabo, da corrente imposta no lado 

norte do cabo geográfico quando da utilização do canhão de vórtices. 

ur   velocidade radial no sistema de coordenadas cilíndrico 

u1,2,3...  velocidade zonal no ponto 1,2,3.... 

v   velocidade horizontal na direção meridional no sistema (x,y) 

v*                  componente paralela à parede de U* 

V                   módulo da velocidade horizontal 

vcn  velocidade meridional da corrente paralela à parede que flui no sentido da 

linha do Equador (para norte ou nordeste) 
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vcs  velocidade meridional da corrente paralela à parede que flui no sentido do 

Pólo Sul (para sul ou sudoeste) 

v1,2,3...  velocidade meridional no ponto 1,2,3.... 

vθ  velocidade tangencial no sistema de coordenadas cilíndrico e velocidade 

orbital do vórtice 

W   oeste (do inglês west) 

x coordenada horizontal (zonal) do sistema de coordenadas retangular me-

dida de forma perpendicular à parede 

X coordenada horizontal (zonal) do sistema de coordenadas retangular me-

dida ao longo do eixo oeste-leste  

xe coordenada horizontal (zonal) do contorno leste do domínio de estudo na 

situação de uma parede inclinada  

y coordenada horizontal (meridional) do sistema de coordenadas retangular 

medida de forma paralela à parede 

Y coordenada horizontal (meridional) do sistema de coordenadas retangular 

medida ao longo do eixo sul-norte 

yA,B...  coordenada meridional do ponto A,B... no sistema (x,y) 

YA,B...            coordenada meridional do ponto A,B... no sistema (X,Y) 

yM coordenada meridional do ponto em que a corrente zonal de 

dupla frente possui máxima profundidade (medida no eixo y) 

yN   coordenada meridional no limite norte do domínio de estudo 

yS   coordenada meridional no limite sul do domínio de estudo 

yo  coordenada meridional central do plano-β no sistema (x,y) 

Yo  coordenada meridional central do plano-β no sistema (X,Y) 

y1,2,3....  coordenada meridional do ponto 1,2,3... no sistema (x,y) 

Y1,2,3....  coordenada meridional do ponto 1,2,3... no sistema (X,Y) 
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y6  coordenada do ponto de divisão da zona de transporte líquido da corrente 

zonal de dupla frente 

z coordenada vertical dos sistemas de coordenadas retangular e cilíndrico 

VARIÁVEIS GREGAS E OUTRAS 

α   volume específico 

β  variação latitudinal do parâmetro de Coriolis 

∆h  variação de profundidade 

∆M  variação do potencial de Montgomery 

∆t  passo de tempo na modelagem numérica 

∆x  dimensão horizontal zonal do elemento de grade no modelo Bleck &  

Boudra 

∆y  dimensão horizontal meridional do elemento de grade no modelo Bleck & 

Boudra 

∆α  variação do volume específico 

∆ρ   variação de densidade 

θ   ângulo ou deslocamento angular no sistema de coordenadas cilíndricas 

υ   viscosidade lateral 

ξ   vorticidade potencial 

ρ   densidade 

Ø   contorno do domínio de estudo 

ψ   função (corrente) transporte 

ψcz   função transporte da corrente zonal de dupla frente 

ψv   função transporte do vórtice 

ψvc  função transporte do vórtice estacionário na interface desta feição com a 

corrente “líquida” 
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ψ∞   função transporte para x → ∞  

ψ1,2,3...  função transporte no ponto 1,2,3... 

ξ   deslocamento vertical da interface entre as camadas (no modelo de duas 

camadas) 

VETORES  

i  vetor unitário na direção zonal no sistema de coordenadas retangular 

j  vetor unitário na direção meridional no sistema de coordenadas retangular 

r  vetor unitário na direção radial no sistema de coordenadas cilíndrico 

t  vetor unitário na direção tangencial no sistema de coordenadas cilíndrico 

V  vetor velocidade no elemento de grade do modelo Bleck & Boudra 

Vm  vetor velocidade média no elemento de grade do modelo Bleck & Boudra 

OPERADORES MATEMÁTICOS 

∆  variação 

∂  operador derivada parcial 

∇   operador gradiente 
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LISTA DE ABREVIATURAS 

 

CCO  corrente de contorno oeste 

cn  corrente paralela à parede que flui no sentido da linha do Equador (para 

norte ou nordeste) 

cs  corrente paralela à parede que flui no sentido do Pólo Sul (para sul ou 

sudoeste) 

cz   corrente zonal de dupla frente 

CZDF           corrente zonal de dupla frente 

Do                 domínio de estudo 

EC  energia cinética 

EP  energia potencial 

EPT  energia potencial turbulenta 

EXP              experimento 

F   função matemática 

FCT transporte do fluxo corrigido (do inglês flux corrected transport) 

FSU Florida State University 

FURG Universidade Federal do Rio Grande 

MBB modelo Bleck & Boudra 

OSU Oregon State University 

PIn parede inclinada 

PM parede meridional 

SSH  elevação da superfície do mar (do inglês sea surface height) 

TSM  temperatura superficial do mar 

VE  vórtice estacionário 



CAPÍTULO 1 
INTRODUÇÃO 

 
 

1.1. VÓRTICES 

Vórtices são feições oceânicas caracterizadas por linhas de corrente fechadas. Um vór-

tice superposto a um escoamento básico caracteriza um meandro. Quando ocorre o 

estrangulamento de um destes meandros estes podem ser chamados de anéis ou de 

vórtices isolados. Generalizando, meandros e anéis são vórtices (Calado, 2006). Vórti-

ces isolados possuem fluxos estruturados associados com uma massa isolada de água 

com características anômalas (mais especificamente quanto à temperatura e salinida-

de) daquelas que circundam a feição (Flierl, 1979). A partir deste ponto a utilização do 

termo vórtice, salvo se ressaltado em contrário, indica um vórtice isolado. Enquanto as 

ondas são efetivas transportadoras de energia os vórtices transportam energia e massa 

através dos oceanos (e.g., Olson, 1991). Com maior rigor, os vórtices transportam mo-

mentum, calor, massa e características químicas das águas de seu ponto de origem, 

contribuindo na circulação global, na distribuição de larga escala de massas d’água e 

na biologia dos oceanos (e.g., Robinson, 1983). A influência dos vórtices na circulação 

oceânica de larga escala envolve não somente a transferência de energia e de proprie-

dades associadas com o seu local de origem, mas também o seu impacto em proces-

sos de mistura (e.g., Olson, 1991). 

De modo geral, os vórtices possuem um núcleo (ou interior) que carrega determinadas 

propriedades (associadas com o seu ponto de origem), o qual é cercado por uma regi-

ão onde o vórtice produz  intensa agitação no ambiente a qual, por sua vez, é rodeada, 

mais ao longe, por águas mais calmas. Regiões ricas em vórtices possuem a tendência 

de serem bem misturadas tendo em vista a mistura induzida por estas feições no fluido 

circunvizinho (e.g., Olson, 1991).  

A comparação da temperatura das águas deste núcleo com àquela das águas que cir-

cundam o vórtice é utilizada para classificar a feição. Vórtices de núcleo quente (frio) 

são caracterizados por transportar em seu núcleo águas mais quentes (frias) que aque-
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las que se situam fora do vórtice. Vórtices de núcleo frio causam uma ressurgência de 

águas profundas para a superfície enquanto as feições de núcleo quente causam um 

rebaixamento da profundidade da termoclina. Em termos biológicos, a ressurgência 

associada à formação de vórtices de núcleo frio, originados em águas mais frias (e 

mais produtivas), torna o centro da feição rico em nutrientes, o que favorece um au-

mento na concentração de organismos fitoplanctônicos (Lentini & Souza, in: Souza, 

2005). Vórtices de núcleo quente (frio) são anticiclônicos (ciclônicos). Feições anticiclô-

nicas possuem correntes circulando ao redor do seu centro em sentido horário (anti-

horário) no hemisfério norte (sul) enquanto feições ciclônicas possuem estes fluxos em 

sentidos opostos. A figura 1.1 mostra a seção transversal de um vórtice da Corrente do 

Golfo de núcleo quente (anticiclônico).  

  

Figura 1.1 - Seção transversal de um 
vórtice de núcleo quente (anticiclôni-
co). Os círculos indicam o sentido de 
movimento da água interna do vórtice. 
Figura retirada de Nof (2000).  

Flierl (1979), partindo de um modelo rotacional de duas camadas, onde a camada infe-

rior foi considerada em repouso e a superior com vorticidade potencial constante, após 

supor movimentos radialmente simétricos e resolver as equações do movimento (invís-

cidas) e da conservação da vorticidade para a camada superior, obteve os possíveis 

perfis de vórtices de núcleo quente e frio (para o hemisfério norte) que são mostrados 

na figura 1.2. Nesta figura o vórtice (b) possui uma característica peculiar, ou seja, a 

profundidade na periferia do vórtice é zero, o que não ocorre nos outros perfis. Este 
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tipo de vórtice é chamado de “lente” tendo em vista o perfil da feição. Este termo será 

muito utilizado no decorrer deste trabalho.  

Figura 1.2 - Perfis de vórtices de núcleo 
quente (ab) e frio (cd), para o hemisfério 
norte, conforme Flierl (1979). A camada 
hachurada corresponde à camada inferior 
suposta em repouso. A linha tracejada indi-
ca o centro da feição e o sentido da corren-
te interna também é mostrado. Nesta figura 
a variável ro assinala a distância entre o 
centro do vórtice e a interface entre as ca-
madas na superfície.  

 

A figura 1.3 mostra as principais variáveis associadas com um vórtice em um modelo 

de duas camadas. A altura H é a profundidade circunvizinha ao vórtice com água de 

mesma densidade (ρ) daquela de seu interior. O deslocamento vertical (η) da superfície 

do vórtice, medido a partir da cota vertical delimitada por H, é considerado positivo no 

sentido positivo do eixo z (cuja origem na figura coincide com a interface entre as duas 

camadas externa ao vórtice). O deslocamento vertical (ξ ) da interface entre as duas 

camadas, é considerado positivo no sentido negativo do eixo z. Caso H = 0 o vórtice é 

do tipo lente e, em caso contrário, será considerado do tipo não-lente.     

A figura 1.2 não mostra o deslocamento vertical (η) da superfície do vórtice, a qual   

apresenta um valor de SSH1 negativo (positivo) para vórtices ciclônicos (anticiclônicos), 

o que torna os vórtices passíveis de detecção por altimetria por satélite, conforme pode 

ser constatado, por exemplo, nos trabalhos de Hwang et al. (2004) e Lentini et al. 

(2006). Uma outra assinatura do vórtice é a diferença de temperatura entre as águas 

de seu núcleo e aquela que cerca a feição, o que torna o vórtice passível de detecção 
                                                 
1  Do original em inglês sea surface height  ou elevação da superfície do mar. 
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por satélites que medem a temperatura superficial do mar (TSM). Os trabalhos de 

Kampel & Souza (2005) e Souza et al. (2006) são bons exemplos desta atividade. 

 

Figura 1.3 - Principais variáveis 
associadas com um vórtice (ver 
texto) em um modelo de duas 
camadas. 

Em termos teóricos as linhas de corrente associadas a um vórtice no plano-f são simé-

tricas com relação aos eixos x e y (supostos com origem no centro da feição). As equa-

ções que descrevem o movimento dos vórtices apresentam soluções radialmente    

simétricas nesta situação, o que corresponde a movimentos puramente circulares (Nof, 

1982). Na condição em que se considera a influência do parâmetro β, o qual ocasiona 

a variação meridional do parâmetro de Coriolis, as linhas de corrente do vórtice não 

serão mais simétricas com relação ao eixo x em virtude da atuação de β. A feição    

adquire então o aspecto de círculos ligeiramente distorcidos (Killworth, 1983). A atua-

ção de forçantes externas sobre o vórtice (correntes, ventos e outras) tem como efeito 

imediato a distorção da forma quase circular da feição. Conforme citado em Nof (1982) 

o conhecimento da estrutura do vórtice no plano-f é suficiente para a estimativa da sua 

velocidade de translação no plano-β. A figura 1.4 mostra vórtices no plano-f e no      

plano- β, onde as distorções da feição ao longo do eixo norte-sul, neste último plano, 

tornam-se evidentes. 

A complexidade envolvida com a solução das equações que descrevem o vórtice no 

plano-β fica evidenciada no trabalho de Killworth (1983), o qual apresenta esta solução 

para a situação de um vórtice com perfil de profundidade quadrático. O autor cita ainda 

que todos os vórtices devem ter um raio mínimo de 23/2RDe, onde RDe é o raio de      

deformação do vórtice.    
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Figura 1.4 - Estrutura horizontal de vórtices no plano-f e no plano-β. As cotas verticais iguais assinaladas 
na feição da esquerda, a qual foi gerada analiticamente, mostram que no plano-f o vórtice é totalmente 
simétrico com relação ao eixo x. Na situação do plano-β (direita) as duas cotas verticais iguais mostram 
que o hemisfério norte da feição possui uma maior extensão latitudinal do que o seu hemisfério sul, ou 
seja, o vórtice é assimétrico com relação ao eixo x. A figura da direita é oriunda do modelo Bleck &   
Boudra introduzido no Capítulo 5 deste trabalho. As duas feições possuem simetria com relação ao eixo 
y. Nos experimentos apresentados no Capítulo 5, em que o parâmetro β é aumentado para acelerar as 
modelagens numéricas, esta diferença entre os dois hemisférios do vórtice se acentua mais ainda.  

No plano-β um vórtice isolado é “autopropulsionado” no sentido oeste2 (e.g., Nof, 1982; 

Killworth, 1983 e Cushman-Roisin et al., 1989). Enquanto o vórtice translada no sentido 

oeste toda a sua anomalia de massa é carregada junto com ele (Nof, 1982).  Caso efei-

tos advectivos externos não sejam considerados (correntes ou influência de outros  

vórtices) o movimento do vórtice se deverá unicamente a sua autopropulsão, onde as 

não-linearidades da feição provocarão um desvio com relação a um movimento pura-

mente zonal. A inclinação do fundo também pode induzir movimento nos vórtices. Nes-

te caso ela atua analogamente ao efeito β sobre a feição (e.g., Nof, 1983; Shi & Nof, 

1994 e Nof, 2008), a qual poderá então se mover mesmo estando no plano-f.  

O trabalho de Nof (1982) mostra que lentes não lineares, i.e., com número de Rossby 

(Ro) de O(1), transladam consideravelmente mais rápido do que as lentes lineares (com 

Ro<< 1). Esta velocidade de translação é, contudo, consideravelmente menor que a 

                                                 
2 É possível que um par de vórtices [modons, ver Stern (1975)] esteja imóvel no plano-β, quando então 
β∫∫ψdxdy = 0, em que ψ é a função corrente no interior da feição (Nof, 2008). Vórtices isolados não veri-
ficam esta expressão de imobilidade total no plano β, logo, sempre terão movimento.  
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velocidade de uma simples onda de Rossby (βRDe
2), a qual limita a velocidade de 

translação dos vórtices (Killworth, 1983). Vórtices com baixo número de Rossby, com 

um perfil de velocidade tangencial que cresce monotonicamente a partir do centro da 

feição, transladam no sentido oeste com uma velocidade de aproximadamente βRDe
2/3, 

enquanto vórtices não lineares transladam a 2βRDe
2/3 (Nof, 1982). 

Na direção meridional um vórtice isolado em movimento está sujeito à ação de três 

principais forças, que são a força de Coriolis, a força devida ao efeito β e a força devida 

à ação do ambiente externo ao vórtice sobre ele próprio (Azevedo & Mata, 2009). Estas 

forças estão em equilíbrio. A  força  de Coriolis, decorrente da rotação do planeta, age 

no sentido de desviar o movimento para a direita (esquerda) no hemisfério norte (sul). 

A força devida ao efeito β deve a sua existência à diferença entre o parâmetro de Cori-

olis nos dois hemisférios do vórtice, visto que este parâmetro é menor próximo da linha 

do Equador. Esta diferença acaba por criar uma força líquida no interior da feição, con-

forme mostra a figura 1.5. A força devida à ação do ambiente externo, a qual não existe 

na situação de lentes, é sempre dirigida no sentido do Equador, e resulta do fato de 

que as profundidades da coluna d’água não são as mesmas nos lados norte e sul ex-

ternos ao vórtice quando este se move para oeste. 

 

Figura 1.5 – Um vórtice anticiclônico no hemisfério 
sul e as forças de Coriolis FC que atuam em cada 
hemisfério da feição, as quais estão representadas 
por setas largas. Em seu lado norte, onde o parâ-
metro de Coriolis f é menor (lado mais próximo do 
Equador), a força integrada amarela dirigida para 
sul, que reúne a soma de todas as forças individu-
ais em vermelho que agem nas partículas de fluido 
quando elas passam por este lado do vórtice, é 
menor do que a correspondente força integrada 
verde dirigida para norte, que surge no hemisfério 
sul da feição resultante da soma de todas as forças 
azuis que agem nas partículas de fluido quando 
elas passam no lado sul do vórtice. Como resultado 
final uma força de Coriolis líquida, dirigida para 
norte, devida unicamente ao efeito β no interior da 
feição, é estabelecida dentro do vórtice. 

A figura 1.6 mostra as forças meridionais (em equilíbrio) que atuam sobre vórtices ci-

clônicos e anticiclônicos, em movimento de translação para oeste, no hemisfério sul do 

planeta. A desconsideração da força exercida pelo ambiente (e.g., Nof, 1983 e Nof, 
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2008) levou Rossby a concluir, erroneamente, que vórtices ciclônicos mover-se-iam 

para leste no Hemisfério Norte (Nof, 2000). 

 

Figura 1.6 – Forças meridionais (sem proporção entre si) que agem sobre vórtices no Hemisfério Sul. O 
vórtice (a) da figura é uma “lente”, ou seja, uma feição com profundidade nula em seu contorno na super-
fície do oceano. Os vórtices (b) e (c), por sua vez, possuem esta profundidade não nula, e são feições do 
tipo não-lente. As feições transladam para oeste, autopropulsionadas pelo efeito β, com uma velocidade 
c. As forças de Coriolis que agem nas partículas de fluido no hemisfério sul do vórtice são maiores que 
aquelas que agem no seu hemisfério norte, logo, há uma força líquida chamada força β que é dirigida 
para norte no caso anticiclônico e para sul na situação ciclônica. A força ambiente é sempre dirigida para 
a linha do Equador (para norte), pois a profundidade ao sul da feição é maior que aquela ao norte para 
vórtices que são do tipo não-lente. Esta força inexiste na situação das lentes. A força de Coriolis atua 
sempre à esquerda (para sul) do movimento translacional do vórtice (para oeste). 

O recente trabalho de Chelton et al. (2007) analisa dez anos de dados de SSH, obtidos 

a partir de satélites, objetivando o estudo da variabilidade de mesoescala (escala de 

dezenas  a centenas de quilômetros e de dezenas a centenas de dias) do oceano glo-

bal. A alta resolução dos dados analisados permitiu aos autores concluir que mais de 

50% da variabilidade observada se deve a vórtices com assinatura na superfície do 

mar de 5 a 25 cm e diâmetros de 100 a 200 km. Estes vórtices, segundo os autores, 

propagam-se para oeste com uma velocidade aproximada daquela das ondas de 

Rossby baroclínicas (1o modo), mostrando, em alguns casos, uma pequena deflexão no 

sentido dos pólos (Equador) para vórtices ciclônicos (anticiclônicos).  
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A figura 1.7 mostra as características globais da propagação de vórtices com tempo de 

vida igual ou superior a 12 semanas conforme o estudo de Chelton et al. (2007). A figu-

ra mostra ainda a distribuição do número de vórtices pelo oceano global. A figura 1.8 

mostra os diâmetros médios e as amplitudes médias das feições analisadas no estudo 

para grades com resolução de 1o. Destacam-se claramente na figura cinco zonas do 

oceano global de origem de vórtices, ou seja, as Correntes do Golfo, Kuroshio, Leste 

Australiana e das Agulhas e a Zona da Confluência Brasil-Malvinas. Estas duas figuras 

foram retiradas do trabalho de Chelton et al. (2007). Os autores destacam ainda que a 

grande maioria dos vórtices analisados é não linear. 

 

(a) 

 (b) 
Número de vórtices 

Figura 1.7 – (a) Características glo-
bais da propagação para oeste de 
vórtices ciclônicos e anticiclônicos 
com tempo de vida igual ou superior a 
12 semanas. A figura esquerda supe-
rior (inferior) mostra que os vórtices 
ciclônicos (anticiclônicos) sofrem, em 
sua maioria, desvios no sentido dos 
pólos (do Equador). A figura superior 
(inferior) da direita mostra que 58% 
(60%) dos vórtices ciclônicos (antici-
clônicos) estudados possuíam este 
desvio. (b) Número de vórtices anali-
sados. Figuras retiradas do trabalho 
de Chelton et al. (2007). 
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Diâmetro médio dos vórtices (km) 

 
Amplitude média dos vórtices (cm) 

Figura 1.8 – (Superior) Diâmetro médio e (Inferior) amplitude média dos vórtices, analisados para uma 
grade com 1o de resolução. Cinco importantes zonas do oceano global de origem de vórtices destacam-
se claramente na figura inferior (ver texto). Figuras retiradas do trabalho de Chelton et al. (2007). 

Os números associados com alguns vórtices são impressionantes, com maior destaque 

para aquelas feições provenientes da zona de retroflexão da Corrente das Agulhas. O 

trabalho de Byrne et al. (1995) ilustra muito bem este aspecto, estimando o transporte 

do Oceano Índico para o Oceano Atlântico Sul através destas feições, para uma média 

de 6 vórtices/ano, em 7 Sv. O estudo de Gordon (1985) estimou este mesmo transporte 

em 15 Sv. O aporte de sal entre os oceanos é estimado em 2500 toneladas por segun-

do e uma injeção de 0,045 PW de calor total no Oceano Atlântico Sul é proporcionada 

por estes mesmos vórtices (Byrne et al., 1995).  

O trabalho de Olson & Evans (1986) cita que o aporte de energia de um único vórtice 

proveniente da Corrente das Agulhas para o Oceano Atlântico Sul é equivalente a 7% 
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da energia anual oriunda do vento que é transferida para o giro subtropical (comparati-

vo feito na faixa de latitude compreendida entre 10o S e 45o S). Citam ainda os autores 

que a estimativa da energia potencial turbulenta (EPT) armazenada no Oceano  Atlân-

tico Sul é da ordem de 44.1016 J. A EPT de um único vórtice proveniente da Corrente 

das Agulhas é da ordem de 5.1016 J, ou 11,36% da EPT total. O trabalho conclui que 

estes vórtices dominam completamente a energia turbulenta do giro inteiro.  

Ainda neste estudo os autores comparam os volumes de dois vórtices da região das 

Agulhas (19,2.1012 m3 e 15,2.1012 m3) com o volume de um vórtice de núcleo quente 

oriundo da Corrente do Golfo (com 3,9.1012 m3), tornando-se clara a magnitude dos 

dois primeiros. O diâmetro de um vórtice oriundo da zona de retroflexão da Corrente 

das Agulhas é de 200 a 280 km, chegando a profundidades de até 1100 m, conforme 

Duncombe Rae (1991).  

Pichevin et al. (1999) citam que a velocidade de translação destes vórtices é de 5 a 8 

km/dia. Já o trabalho de Byrne et al. (1995) estima a velocidade de deslocamento dos 

vórtices em 4,1 km/dia para os casos em que a feição se desloca sobre topografia pro-

funda e suave e de 2,9 km/dia quando sobre topografia acentuada e em águas mais 

rasas, mostrando o efeito da topografia sobre a velocidade da feição. Os autores des-

tacam ainda que aproximadamente metade das velocidades translacionais observadas 

em seu estudo é devida à autopropulsão da feição, sendo o remanescente devido aos 

processos advectivos decorrentes de fluxos médios. Outros trabalhos (e.g., Dewar & 

Gailliard, 1994 e Radko & Stern, 1998) citam que este percentual seria de apenas 20%, 

sendo o restante devido a outras causas externas. O tempo de residência dos vórtices 

provenientes da Corrente das Agulhas no Oceano Atlântico Sul foi estimado em 3 a 4 

anos por Byrne et al. (1995).  

O decaimento de um vórtice ao longo de sua trajetória está fortemente associado à  

ação de forças friccionais. A ação do entranhamento de fluidos ambientais no corpo do 

vórtice, outra possível causa deste decaimento, é considerada negligenciável no estudo 

de Csanady (1979). 
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1.2. A INTERAÇÃO DOS VÓRTICES COM AS BORDAS CONTINENTAIS 

A interação entre vórtices e bordas continentais é inevitável devido a dois processos 

aos quais estas feições estão sujeitas (Nof, 1988b). Primeiramente, a variação do pa-

râmetro de Coriolis com a latitude ocasiona o movimento dos vórtices no sentido do 

contorno oeste dos oceanos. Um segundo processo, devido à advecção por correntes 

ou à propulsão induzida por vórtices próximos, também arremessa estas feições contra 

as fronteiras continentais.  

O primeiro processo, tendo em vista que a velocidade induzida no vórtice pelo efeito β 

é relativamente pequena [O(βRDe
2)], e que são necessários vários dias [O(βRDe)-1] para 

que uma significativa fração do vórtice seja colocada em contato com a parede, tende a 

ocasionar um processo de contato vórtice-parede mais suave. O segundo processo, 

por sua vez, tendo em vista as maiores velocidades oriundas da advecção, pode gerar 

encontros mais violentos, podendo a estrutura do vórtice ser grandemente alterada em 

poucos dias (Shi & Nof, 1993). Como resultado imediato da colisão de um vórtice com 

a borda continental parte de sua circulação interna é bloqueada devido à impossibilida-

de de penetrar a parede. Este bloqueio afeta a estrutura do vórtice próxima da parede e 

um complexo processo de interação passa a atuar (Nof, 1988b). 

A utilização do termo "parede" sugere o contato do vórtice com uma margem continen-

tal vertical. Cabe destacar que a inclinação de um talude é muito superior à inclinação 

da interface do vórtice que dele se aproxima, o que torna a consideração da borda con-

tinental como uma parede perfeitamente plausível (Nof, 1999). A figura 1.9, adaptada 

de Nof (1999), ilustra estas considerações. Conforme a figura mostra, o contato vórtice-

parede ocorre abaixo da superfície do oceano, o que dificulta sobremaneira a visualiza-

ção destes processos de interação, em especial o vazamento do líquido interno do   

vórtice.  

O encontro entre vórtices e bordas continentais não envolve apenas a colisão de uma 

única feição por vez com uma parede, conforme modelado em alguns trabalhos encon-

trados na literatura científica que investigam este tipo de encontro (e.g., Nof, 1988ab e 

Nof, 1999). Para a discussão deste aspecto a Corrente das Agulhas é um bom ponto 

de partida. Esta corrente introduz em torno de 6 vórtices por ano no Oceano Atlântico 
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Sul, os quais possuem um tempo de residência neste oceano de 3 a 4 anos Byrne et al. 

(1995). Alguns destes vórtices devem chegar até o continente sul americano (visto que 

são autopropulsionados para oeste) e interagir com a sua borda continental e com a 

corrente de contorno oeste associada, a Corrente do Brasil.  

 

Figura 1.9 - Corte lateral do contato de um 
vórtice com a quebra de plataforma, onde a 
inclinação do talude é muito superior àquela 
da interface da  feição, o que faz que a con-
sideração da borda continental como uma 
parede vertical seja  apropriada como uma 
primeira aproximação. Figura adaptada de 
Nof (1999). 

O trabalho pioneiro de Byrne et al. (1995), que rastreou vórtices provenientes da região 

da Corrente das Agulhas até uma longitude de aproximadamente 40o W, parece con-

firmar que a interação destes vórtices com a borda continental brasileira e, conseqüen-

temente com a Corrente do Brasil, é realmente iminente, apesar deste encontro não ter 

sido ainda documentado. A figura 1.10, retirada de Byrne (2000), mostra a trajetória de 

alguns vórtices isolados, provenientes da zona de retroflexão da Corrente das Agulhas, 

a partir de dados Geosat.  

Numa previsão hipotética de que todos estes vórtices se dirigissem para oeste (na rea-

lidade vários vórtices desaparecem enquanto outros ficam sujeitos à advecção do giro 

oceânico local e a influência de outros vórtices e são conduzidos em outras direções), 

em torno de 21 vórtices estariam em trânsito pelo Oceano Atlântico Sul na direção da 

costa brasileira. A cada dois meses, aproximadamente, um vórtice estaria entrando em 

contato com a borda continental brasileira. Este intervalo de tempo é muito inferior ao 

tempo de decaimento de uma lente que entra em contato com uma parede, obtido com 

a utilização da expressão desenvolvida em Nof (1999), o qual pode atingir intervalos de 

tempo superiores há 12 meses.  

Mesmo com a relaxação da previsão citada anteriormente, e que poucos vórtices     

atinjam a borda continental brasileira, o intervalo de tempo entre a chegada de dois 

vórtices sucessivos ainda seria inferior ao tempo de decaimento de um único vórtice 
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proveniente da Corrente das Agulhas após o seu encontro com esta mesma borda 

(desconsidera-se neste instante a corrente de contorno oeste), para um meio conside-

rado invíscido3. Torna-se claro que o processo de interação entre vórtices e bordas 

continentais envolve mais de uma feição simultaneamente.      

 

Figura 1.10 - Trajetórias de vórtices individuais a partir de dados Geosat, conforme estudos de Byrne et 
al. (1995) e Byrne (2000). A batimetria está contornada com intervalos de 1000 metros. As trajetórias 
estão suavizadas a partir da estimativa do centro de cada feição. O espaçamento temporal entre duas 
posições sucessivas dos vórtices, nas trajetórias estudadas, é de 34 dias. O encontro dos vórtices com a 
borda continental brasileira parece ser iminente. A figura foi retirada de Byrne (2000). 

 

1.3. A PROPOSTA DESTE TRABALHO 

A análise de vários trabalhos encontrados na literatura científica sobre encontros entre 

vórtices e bordas continentais (ver Capítulo 2), com ênfase naqueles estudos que apre-

sentaram modelagens analíticas, mostra que alguns questionamentos relativos a estes 

encontros carecem de respostas, onde se destaca: 

                                                 
3 Destaca-se que este tempo é muito menor no oceano real tendo em vista a atuação das forças friccio-

nais sobre a feição (desconsideradas em Nof, 1999).  

Capítulo 1 - Introdução         13



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental     

1. Supondo-se que vários vórtices atinjam uma borda continental no mesmo ponto, e a 

intervalos regulares, o que ocorrerá na zona de encontro destes vórtices com a    

parede? 

2. Quais as forças que irão competir meridionalmente nesta zona de contato e quais 

serão as forças dominantes?  

3. Alguma nova feição será criada próxima da borda continental resultante do proces-

so de interação entre os vários vórtices e a parede? 

A modelagem analítica necessária para a resposta destes questionamentos conduz a 

um novo desafio, ou seja:  

4. Como representar matematicamente um “trem” de vórtices4, tendo em vista a      

necessidade da escolha de um referencial único para o sistema de coordenadas, o 

qual, em geral, é colocado no centro do vórtice (e.g., Nof, 1999).  

Este trabalho tem como objetivo geral responder a todos estes questionamentos, tendo 

em vista que as questões levantadas buscam a compreensão de um fenômeno real do 

oceano global, ou seja, o encontro de um “trem” de vórtices anticiclônicos com uma 

borda continental. A escolha pelas feições anticiclônicas reside numa futura aplicação 

deste trabalho no encontro entre os vórtices de núcleo quente (anticiclônicos) proveni-

entes da zona de retroflexão da Corrente das Agulhas com a borda continental brasilei-

ra. O estudo analítico será realizado com vórtices do tipo lente. Nof (1999) ressalta que 

estes vórtices são robustos, quando do seu encontro com a parede todos os movimen-

tos ficam confinados ao interior do vórtice e o fluido que circunvizinha o vórtice perma-

necerá em repouso, facilitando toda a análise. As lentes utilizadas na modelagem    

analítica desenvolvida neste trabalho terão vorticidade potencial nula e Ro = ½, confor-

me Nof (1999).  

Como os vórtices oceânicos são autopropulsionados para oeste e o seu encontro com 

a borda continental leste dos continentes é inevitável, e tendo em vista que nestes   

locais temos a presença de correntes de contorno oeste (CCO), é imprescindível a aná-

                                                 
4 Considera-se neste trabalho como um “trem” de vórtices uma seqüência de feições idênticas e sucessi-

vas, igualmente espaçadas, com movimento puramente zonal dirigido para oeste. 
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lise do transporte ao longo da borda, decorrente do vazamento do líquido interior dos 

vórtices, o qual interagirá com o transporte da respectiva CCO. Este passa a ser um 

dos objetivos específicos deste trabalho, ou seja, a quantificação do transporte ao lon-

go da parede que tem como origem o vazamento proveniente dos vórtices que entra-

ram em contato com esta parede. Com a definição deste objetivo específico cabe    

destacar que aspectos energéticos decorrentes do encontro vórtice-parede, onde parte 

da energia cinética turbulenta do vórtice pode migrar para outro compartimento do Dia-

grama de Lorenz (Azevedo et al., 2008) e ser utilizada para acelerar o fluxo médio, não 

serão abordados neste trabalho. 

A parede com a qual o vórtice interage pode ser inclinada com relação ao norte geográ-

fico, conforme mostra o retângulo amarelo da figura 1.11. Com esta consideração um 

novo questionamento surge, ou seja: o que se modifica na zona de encontro vórtice-

parede se esta parede for inclinada? O estudo da influência desta inclinação no pro-

cesso de contato vórtice-parede passa a ser outro objetivo específico deste trabalho. 

Cabe destacar que, na realidade, os questionamentos 2 e 3 citados anteriormente,  

repetir-se-iam na situação de um cenário com uma parede inclinada.  

 

 
 
 
 
 

Figura 1.11 - Localização da isóbata de 200 m ao longo da costa brasileira representando a quebra 
de plataforma (borda continental). Duas configurações de paredes verticais, representadas por re-
tângulos, com as quais os vórtices (círculos cinza) que se propagam para oeste (seta branca) podem 
interagir, são apresentadas. A parede vertical verde é meridional enquanto a parede vertical amarela 
é inclinada com relação ao norte geográfico. A consideração da quebra de plataforma como uma 
parede vertical é explicada no texto (ver figura 1.9). 
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A utilização ao longo deste trabalho do termo "parede meridional" indica uma parede 

vertical alinhada com o eixo norte-sul, conforme mostra o retângulo verde na figura 

1.11, enquanto o termo "parede inclinada" indica sempre uma parede vertical inclinada 

com relação ao norte geográfico (parede com orientação SW-NE), conforme mostra o 

retângulo amarelo na figura 1.11). Cabe ainda destacar que a utilização do termo 

"transporte" neste trabalho (salvo indicação em contrário) se referirá sempre a um 

transporte de volume, em geral associado com vórtices ou com correntes. 

Os objetivos específicos deste trabalho passam a ser então: 

•    Quantificação do transporte ao longo da parede decorrente do vazamento do     

líquido interior dos vórtices após o seu contato com esta parede; 

• Estudo da influência da inclinação da parede no processo de contato vórtice-

parede. 

Algumas hipóteses podem ser assumidas após os questionamentos apresentados an-

teriormente. Os vazamentos provenientes do encontro vórtice-parede deverão ser ago-

ra contínuos, ou seja, a “tira” de líquido interior do vórtice que circula ao longo de de-

terminado trecho da parede, decorrente do vazamento, não deve cessar após um certo 

tempo [e.g., Nof (1988ab), Shi & Nof (1993) e Nof (1999)], tendo em vista que o pro-

cesso de contato (com escalas diferentes) deverá estar ocorrendo todo o tempo. A for-

ça “foguete”5, decorrente deste vazamento contínuo, necessitará ser equilibrada, o que 

parece sugerir a existência de uma feição estacionária (vórtice) na zona de contato dos 

vórtices com a parede. A inclinação da parede vertical deve influenciar o encontro vórti-

ce-parede tendo em vista que uma nova componente paralela à parede, oriunda do 

momentum zonal do “trem” de vórtices, será introduzida na equação do momentum 

paralelo à parede. Isto ocorrerá somente no caso de uma parede inclinada.  

A modelagem analítica desenvolvida em alguns trabalhos encontrados na literatura  

científica sobre o encontro vórtice-parede muitas vezes apresenta resultados que se 

                                                 
5 O termo força "foguete" é uma tradução literal do original em inglês "rocket force". A utilização deste 

termo se deve ao fato de que a força aplicada sobre o domínio de estudo pela corrente que deixa este 
domínio é análoga à força aplicada em um foguete pelos gases de combustão que deixam o foguete 
(princípio da ação e reação da 3a Lei de Newton). 
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mostraram contra intuitivos, ou seja, o cenário resultante não era o cenário esperado, o 

que pode ocorrer novamente quando as respostas aos questionamentos feitos forem 

obtidas. Contudo, as hipóteses aqui apresentadas (intuitivas) parecem lógicas e deve-

rão ser confirmadas nas modelagens analíticas e numéricas a serem desenvolvidas ao 

longo deste trabalho.   

A metodologia de trabalho utilizada consistirá, inicialmente, na modelagem analítica do 

encontro de um "trem" de lentes com as duas situações de borda continental. A mode-

lagem teórica, desenvolvida em um oceano suposto invíscido, possibilitará para cada 

situação de parede: (1) a verificação de quais as forças paralelas à borda continental 

que atuam durante o encontro dos vórtices com a parede, (2) a verificação se alguma 

feição estacionária será estabelecida na zona de contato e (3) o cálculo dos transportes 

paralelos à parede oriundos do encontro dos vórtices com a parede. Destaca-se que, 

para a representação da seqüência zonal de vórtices, será introduzida uma corrente 

zonal de dupla frente, com mesma vorticidade potencial e transporte líquido do fluxo de 

vórtices. Esta técnica não foi encontrada em outros trabalhos. Em um segundo momen-

to, a situação modelada em teoria será confrontada com a modelagem numérica, obje-

tivando-se validar os resultados obtidos pela primeira. Colateralmente, a eficácia na 

utilização da corrente de dupla frente na representação dos vórtices também será ava-

liada neste comparativo. Um modelo isopicnal de 1,5 camadas, o qual será apresenta-

do no Capítulo 5, será utilizado para esta comparação.  

O Capítulo 6 deste trabalho apresenta a modelagem analítica do encontro de um “trem” 

de vórtices do tipo não-lente com as duas situações de parede. Esta modelagem, ape-

sar de não ter sido inicialmente programada, acabou sendo desenvolvida para servir 

como material de pesquisa para trabalhos futuros. Por questões de tempo, relaciona-

das ao período máximo para a apresentação deste trabalho, e também devido a maior 

dificuldade encontrada na reprodução destas feições no modelo numérico, a modela-

gem numérica deste encontro não pode ser concluída, não sendo então apresentada. 

Cabe destacar que o vórtice tipo lente é uma situação especial do vórtice que possui 

profundidade não nula em sua borda. No caso das lentes esta profundidade será toma-

da como nula. A utilização das novas equações desenvolvidas no Capítulo 6, com a 

consideração de uma profundidade nula na borda do vórtice, reproduz o resultado   
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encontrado com as equações do Capítulo 4, onde a modelagem analítica do encontro 

do “trem” de lentes com a borda continental é desenvolvida. 

Este trabalho está organizado da seguinte forma: o Capítulo 1 apresenta aspectos ge-

rais relacionados com vórtices e a proposta de trabalho (objetivo geral, específicos, 

hipóteses e metodologia de trabalho); o Capítulo 2 apresenta uma revisão bibliográfica 

sobre o encontro vórtice-parede; o Capítulo 3 apresenta e desenvolve as principais  

equações governantes utilizadas nas modelagens analíticas; o Capítulo 4 apresenta a 

modelagem analítica do encontro de um “trem” de lentes com as duas situações de 

parede; o Capítulo 5 apresenta a modelagem numérica do encontro do “trem” de lentes 

com as duas situações de parede onde os resultados das duas formas de modelagem 

são confrontados e previamente discutidos; o Capítulo 6 é semelhante ao quarto,     

porém apresenta a modelagem teórica para vórtices com profundidade finita e não zero 

no contorno superficial das feições. Finalmente, o Capítulo 7 apresenta comentários, 

discussões e conclusões do estudo realizado neste trabalho, assim como sugestões 

para a realização de trabalhos futuros. Terminando esta tese a bibliografia empregada 

é apresentada, seguida de dois anexos. O Anexo A apresenta a transformação de   

várias equações de coordenadas retangulares para cilíndricas enquanto o Anexo B  

apresenta aspectos relacionados com função corrente e transporte. 
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CAPÍTULO 2 
A INTERAÇÃO DE VÓRTICES COM           

BORDAS CONTINENTAIS 
 
 

A interação de vórtices e bordas continentais é um processo inevitável decorrente do 

movimento destas feições no sentido oeste, motivado por sua autopropulsão devido ao 

efeito β e também à advecção por outras feições oceanográficas (correntes e/ou outros 

vórtices). No estudo desta interação a borda continental será assumida como uma pa-

rede vertical, conforme já explicado no capítulo anterior.  

Este Capítulo 2 se dedica à apresentação de uma revisão bibliográfica a respeito do 

processo de interação vórtice-parede. Nesta revisão foram priorizados os trabalhos  

científicos que apresentam modelagens analíticas que descrevem este processo. Na 

maioria deles o estudo analítico foi complementado por uma modelagem numérica que 

permitiu a verificação dos resultados encontrados analiticamente. 

Estudos analíticos da interação vórtice-parede não são comuns na literatura científica. 

Contudo, alguns autores se dedicaram a este complexo tema. Podem ser citadas as 

publicações de Lamb (1932), Saffman (1979), Minato (1982,1983), Wu et al. (1984), 

Yasuda et al. (1986), Masuda et al. (1987), Umatani e Yamagata (1987) e Masuda 

(1988), as quais abordam, em maioria, o processo de interação vórtice-parede para 

feições lineares e quase-geostróficas. Muitos destes trabalhos destacam que estes vór-

tices quando próximos de uma parede ficam sujeitos ao chamado "efeito imagem" (e.g, 

Vennard & Street,1978 e Kundu & Cohen, 2008). Próximo de uma parede as linhas de 

corrente da feição devem se ajustar ao contorno da parede. Esta condição é satisfeita 

quando o vórtice "sente" a presença de um vórtice idêntico, mas de vorticidade oposta 

(a imagem do vórtice original), atrás da parede (Nof, 1999). Nesta situação, por advec-

ção mútua, o par se move ao longo da parede. Vórtices anticiclônicos se moveriam no 

sentido dos pólos e as feições ciclônicas, por sua vez, se deslocariam ao longo da   

parede no sentido da linha do Equador. As publicações citadas no início deste parágra-

fo desenvolvem estudos no plano-f (com exceção de Yasuda et al., 1986). 
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O trabalho de Nof (1988a) investiga a interação entre um vórtice barotrópico, com nú-

mero de Rossby Ro << 1, e uma parede no plano-f. Neste estudo o vórtice já é posicio-

nado em contato com a parede e o oceano externo à feição é considerado estagnado. 

O autor utiliza as equações integradas do momentum o que possibilita a modelagem 

analítica do processo de contato sem detalhar os aspectos internos que ocorrem no 

interior do vórtice. Para que o processo de contato vórtice-parede seja iniciado uma 

parede é “inserida” a uma distância εro do centro da feição, onde o parâmetro ε (de 

mesma ordem de Ro) é a distância entre a parede e o contorno não perturbado do vór-

tice e ro é o raio da feição.  

As conclusões apresentadas em Nof (1988a) mostram que nesta situação o vórtice  

experimentará um vazamento de seu líquido interior, onde para feições anticiclônicas 

este vazamento ocorre à direita do vórtice (olhando-se no sentido do oceano aberto) e 

para vórtices ciclônicos o vazamento se dá para a esquerda. Todo o processo é não 

linear tendo em vista que a condição de contorno do problema, que relaciona a veloci-

dade periférica do vórtice e a velocidade do vazamento, é uma função quadrática. A 

figura 2.1, retirada do estudo, mostra estes vazamentos. 

Nof (1988a) cita ainda que, ao final do processo de contato, ou seja, quando o tempo 

tender ao infinito, o vórtice estará tocando na parede em um único ponto (o autor usa a 

expressão6 “kissing the wall”), quando então uma “tira” de líquido anômalo estará     

escorrendo ao longo da parede se distanciando da feição. O vórtice deve experimentar 

um movimento de translação ao longo da parede tendo em vista a  ocorrência do va-

zamento, o qual exerce sobre a feição uma força estilo “foguete”, dirigida em sentido 

contrário ao do vazamento. O autor destaca que este movimento dos vórtices é similar 

ao efeito imagem comentado anteriormente. A figura 2.1 mostra que vórtices anticiclô-

nicos (ciclônicos) se movimentariam no sentido dos pólos (do Equador) o que condiz 

com o movimento relatado devido ao efeito imagem. 

                                                 
6 Tradução literal: beijando a parede. 
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Figura 2.1 – Interação entre um vórtice 
barotrópico e uma parede no hemisfé-
rio norte. Como resultado deste pro-
cesso o vórtice perde parte de sua 
massa interior na forma de um vaza-
mento ao longo da parede. Para fei-
ções anticiclônicas (painel superior da 
figura) o vazamento ocorre à direita do 
ponto da zona de contato (olhando-se 
da parede para o oceano aberto) e 
para vórtices ciclônicos, situação mos-
trada no painel inferior da figura, este 
vazamento ocorre para o lado esquer-
do. Os resultados são simétricos. Esta 
figura foi retirada de Nof (1988a). 

O estudo analítico desenvolvido em Nof (1988b) estende a análise realizada em Nof 

(1988a) para a interação entre vórtices baroclínicos e paredes. Este novo trabalho con-

templa dois tipos de feições, ou seja, os vórtices lineares quase-geostróficos (de pe-

quena amplitude e baixa circulação) e vórtices moderadamente não lineares (amplitude 

relativamente alta e alta circulação). A figura 2.2 mostra o modelo de vórtice analisado 

neste trabalho. 

Novamente é assumido que os vórtices estão interagindo fracamente com a parede, 

tendo em vista que a “penetração” na parede é muito pequena. Para os vórtices linea-

res quase-geostróficos repetiram-se os resultados encontrados para as feições baro-

trópicas, ou seja, após interagirem com a parede um vórtice anticiclônico (ciclônico) 

perde massa na forma de um vazamento para a direita (esquerda). Novamente o vórti-

ce experimentaria um suave movimento ao longo da parede em sentido contrário ao do 

vazamento.  
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Figura 2.2 – Esquema do vórtice anticiclônico 
estudado por Nof (1988b) no hemisfério norte. A 
área delimitada por BCC’DEFGB foi alvo da apli-
cação das equações integradas do momentum e 
da continuidade. O vazamento ocorre pelo seg-
mento ED. 

Nof (1988b) comenta que, com surpresa, a interação entre vórtices moderadamente 

não lineares e a parede não resulta em um vazamento. O autor credita este fato à alta 

inércia das partículas ao longo da periferia do vórtice o que as impede de modificar a 

direção de sua trajetória e vazar para fora da feição. A ausência de vazamento ocasio-

na um aumento na largura da corrente de contorno interna do vórtice. 

O contato de um vórtice com uma parede, devido unicamente ao efeito β, se dá de 

forma suave, tendo em vista que a velocidade de translação dos vórtices, a qual possui 

ordem βRDe
2, é muito pequena nestes casos, algo em torno de 1 km/dia. Muitos dias 

serão necessários, visto que o tempo de contato possui ordem (βRDe)-1, para que uma 

considerável fração do vórtice seja posta em contato com a parede. Esta fração refere-

se a distância que o vórtice “penetrou” na parede com relação ao seu raio, correspon-

dendo ao parâmetro ε utilizado em Nof (1988ab).  

A advecção de um vórtice por correntes externas com velocidades elevadas ou pelo 

efeito de outros vórtices pode ocasionar um violento contato da feição com uma pare-

de, pois nestes casos a velocidade translacional do vórtice pode resultar elevada, da 

ordem de 10 a 100 km/dia. Neste caso uma grande distorção na forma e na estrutura 

do vórtice pode ocorrer em poucos dias (Shi & Nof, 1993).  

O trabalho de Shi & Nof (1993), desenvolvido no plano-f, aborda este encontro violento 

entre um vórtice e uma parede. Os autores mostram que o resultado intuitivo do vórtice 

Capítulo 2 – A Interação de Vórtices com Bordas Continentais    22



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental 

perder parte de sua massa e permanecer apenas tocando a parede em um único pon-

to, enquanto desloca-se ao longo desta (ver figura 2.3), conforme os estudos de Nof 

(1988ab), não mais ocorre. Este violento encontro resulta na perda excessiva de massa 

pelo vórtice e a sua divisão em dois novos vórtices. Na situação em que um vórtice  

ciclônico (anticiclônico) colide violentamente com uma parede um vórtice anticiclônico 

(ciclônico) é gerado. A interação violenta entre um vórtice e uma parede sempre resulta 

na formação de uma feição anticiclônica à esquerda da zona de contato e outra feição 

ciclônica à direita. A interação mútua entre estes dois vórtices os coloca em movimento 

em sentidos opostos, ao longo da parede, quando então eles se afastam um do outro, 

cada vez mais, devido ao efeito imagem (Shi & Nof, 1993).  

 

Figura 2.3 – Resultado esperado 
para o encontro entre um vórtice 
ciclônico e uma parede no hemisfério 
norte, conforme mostra o estudo de 
Nof (1988ab). O vórtice foi dividido 
em duas regiões. A região periférica 
da feição que “penetra” a parede é 
chamada de “annulus”, enquanto a 
região que compreende a porção que 
não “penetra” a parede é chamada 
de “interior”. Este resultado não se 
verifica, contudo, para aquelas situa-
ções em que o contato é realizado de 
forma violenta, conforme cita o texto. 
A figura foi adaptada de Shi & Nof 
(1993).

A figura 2.3 mostra o resultado intuitivo esperado para o encontro entre um vórtice   

ciclônico e uma parede, seguindo-se os resultados obtidos em Nof (1988ab). Conforme 

relatado anteriormente, o estado final deste encontro envolveria uma massa de líquido, 

que vazaria da região do interior do vórtice chamada de “annulus” em Shi & Nof (1993), 

que se moveria na direção dos pólos, e o vórtice resultante, o qual tocaria na parede 

em apenas um único ponto, e que transladaria na direção da linha do Equador. 

A figura 2.4 mostra em detalhe o que realmente ocorre no encontro violento entre um 

vórtice ciclônico e uma parede. Deste encontro resulta a formação de duas novas fei-

ções que apresentam vorticidades opostas. Percebe-se que o líquido contido na região 

chamada de “annulus” (ver figura 2.3) vaza para a esquerda adquirindo vorticidade  
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anticiclônica. No último estágio mostrado na figura 2.4 um pequeno vórtice anticiclônico 

já pode ser percebido à esquerda da feição ciclônica original. O líquido do vórtice origi-

nal, contido na região chamada de “interior” (ver figura 2.3), continua vazando para a 

esquerda, sendo ainda advectado pela feição anticiclônica recém formada. Ao final, 

devido ao efeito imagem, o vórtice formado pela porção residual do interior do vórtice 

original translada para a direita, enquanto o vórtice recém criado translada, ao longo da 

parede, em sentido oposto. À medida que os dois vórtices se afastam suas velocidades 

translacionais diminuem (Shi & Nof, 1993).  

O subseqüente trabalho de Shi & Nof (1994), que avalia a interação suave entre um 

vórtice e uma parede, é desenvolvido parcialmente no plano-β. Citam os autores que 

três fatores influenciam a migração meridional de um vórtice neste plano quando ele 

entra em contato com uma parede, que são: o efeito imagem, o efeito β e o efeito    

“foguete”.  

 

Figura 2.4 – Divisão de um 
vórtice ciclônico em duas fei-
ções de vorticidades opostas 
após o seu violento contato 
com uma parede no hemisfério 
norte. A figura foi adaptada de 
Shi & Nof (1993). 

O efeito imagem, que resulta na advecção do vórtice ao longo da parede devido a sua 

própria imagem, age no sentido de mover um vórtice anticiclônico (ciclônico) no sentido 

dos pólos (da linha do Equador). O efeito β, devido à diferença entre o parâmetro de 

Coriolis nos dois hemisférios do vórtice, move um vórtice anticiclônico (ciclônico) no 

sentido da linha do Equador (dos pólos). O efeito “foguete” ocorre devido ao fato de 

que um vórtice anticiclônico (ciclônico) perde parte de sua massa no sentido da linha 

do Equador (dos pólos) o que acarreta uma força “foguete” que atua no vórtice no sen-

tido dos pólos (da linha do Equador). A figura 2.5 mostra todos estes efeitos atuando 
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nos dois tipos de vórtices (ciclônicos e anticiclônicos), após o seu contato com uma 

parede meridional, nos dois hemisférios terrestres.  

 

Figura 2.5 – Efeitos que atuam no contato de um vórtice com uma parede. A simbologia de cores das 
setas está indicada na legenda no canto inferior esquerdo da figura.  

Shi & Nof (1994) destacam que o efeito combinado destes três fatores é um processo 

extremamente complicado e que os resultados encontrados vão, muitas vezes, de   

encontro ao esperado. Uma análise de escala mostra que, para números de Rossby Ro 

de ordem aproximadamente unitária, as velocidades induzidas por estes três mecanis-

mos possuem a mesma ordem, o que sugere que a complexidade da migração de vór-

tices ao longo de paredes não depende somente destas escalas (Shi & Nof, 1994).  

Para exemplificar este fato os autores analisam a situação de uma lente que se move 

sobre um fundo que é inclinado na direção norte-sul (mais raso no norte), onde a incli-

nação do fundo simula a ação de β. A feição se move para oeste, com a parte mais 

rasa à sua direita, reproduzindo o movimento de uma onda topográfica. Quando esta 

lente encontra uma parede meridional perpendicular a sua direção de movimento, seria 
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intuitivo esperar que a ação da gravidade arrastasse a feição para a parte mais funda 

do declive. Contudo, o resultado observado é o movimento da lente no sentido da parte 

mais rasa do declive. Destacam os autores que este movimento bizarro é compensado 

pelo vazamento de fluido do interior da lente ao longo da parede, o qual gradualmente 

destrói a feição.  

O trabalho de Shi & Nof (1994) também examina o comportamento de vórtices quase-

geostróficos com profundidade finita em sua periferia, quando em contato com uma 

parede, no plano-f. É relatado no estudo que, após o contato com a parede, o vórtice 

assume uma estrutura semicircular (chamada de “wodon” pelos autores), a qual difere 

completamente da estrutura demonstrada pela feição em oceano aberto, a qual trans-

lada ao longo da parede. Os autores concluem que este tipo de vórtice será sempre 

convertido em um “wodon”, descrito no plano-f, após o seu processo de ajuste à parede 

ter sido completado. É destacado ainda que, em contraste ao comportamento das len-

tes, os “wodons” não apresentam vazamento, implicando que para baixos valores do 

número de Rossby Ro, o vazamento de líquido interno do vórtice não desempenha um 

papel tão importante na interação vórtice-parede. Os autores concluem então que a 

importância do vazamento neste processo de interação cresce com o aumento da não 

linearidade das feições postas em contato com a parede.  

O estudo analítico apresentado em Nof (1999) analisa o encontro de lentes anticiclôni-

cas com paredes meridionais no plano-β. Em contraste com o conhecimento conven-

cional de que após este encontro a feição se moveria no sentido dos pólos, em virtude 

do efeito imagem, o vórtice permaneceu praticamente parado em uma latitude fixa.  

Este fato motivou o autor a dar ao seu trabalho o título7 “Strange Encounters of Eddies 

with Walls”. Após o primeiro contato com a parede, e enquanto a feição ainda se movi-

menta no sentido da parede devido à deriva zonal do vórtice em virtude da presença de 

β, ela gradualmente perde líquido no sentido da linha do Equador até ter perdido toda a 

sua massa interna.  

A utilização de lentes, vórtices altamente não lineares, cuja interface encontra a super-

fície do oceano em sua periferia, isolando uma quantidade finita de líquido anômalo, 

                                                 
7 Tradução literal: Estranhos Encontros de Vórtices com Paredes. 
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facilita o estudo da sua interação com uma parede, pois todos os movimentos ficam 

confinados ao interior do vórtice. Desde que não há fluido ao redor do vórtice com a 

mesma densidade daquela do interior da feição nenhuma radiação é permitida e o flui-

do que circunvizinha o vórtice permanecerá em repouso (Nof, 1999). O autor analisa 

feições com Ro = ½  e com vorticidade potencial nula.  

Na modelagem analítica desenvolvida em Nof (1999) o efeito imagem é negligenciado. 

Explica o autor que a importância deste efeito no processo de interação vórticeparede 

está diretamente vinculada à inércia do vórtice. No caso de lentes altamente não linea-

res, a inércia associada com o movimento orbital das partículas do vórtice é muito    

superior do que a inércia relacionada com a deriva da feição no sentido oeste, fazendo 

com que o efeito da parede (imagem) sobre a feição seja muito reduzido. A distorção 

apresentada pelo vórtice quando este encontra a parede é pequena. Nesta situação o 

papel da parede é unicamente o de frear a deriva zonal da feição, o que tem pouco  

efeito sobre o vórtice em si. Já no caso de vórtices quase geostróficos (e.g., Shi & Nof, 

1994) as duas velocidades (orbital e deriva zonal) são de mesma ordem, conseqüen-

temente as inércias associadas também terão mesma ordem, e o efeito da parede será 

de ordem unitária, ou seja, de grande importância sobre o vórtice (Nof, 1999).  

O trabalho de Shi & Nof (1994) contemplou vórtices quase-geostróficos que não       

apresentavam vazamento, enquanto o estudo de Nof (1988ab) envolveu vórtices     

quase-geostróficos que apresentaram vazamento mas que não estavam sujeitos à β. O 

trabalho de Nof (1999) apresenta a primeira solução analítica dependente do tempo 

para lentes não lineares, a qual envolve os três processos simultaneamente (efeito  

imagem, beta e “foguete”). A alta não linearidade das lentes, entretanto, não permite 

que a solução encontrada seja estendida até o limite quase-geostrófico.  

O autor destaca ainda que o processo invíscido de contato vórtice-parede envolve duas 

escalas de tempo, ou seja, uma escala rápida e outra lenta. A primeira, que é de O(f -1), 

está associada ao tempo gasto para uma partícula dar uma volta completa dentro do 

vórtice, enquanto a segunda, de O(βRDe)-1, está associada com a resposta do vórtice 

ao seu contato com a parede. O tempo de drenagem da feição, até que esta perca  

totalmente a sua identidade estrutural, também possui O(βRDe)-1, conforme citado no 
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trabalho de Nof (1999). Cabe destacar que um vórtice fraco, quase-geostrófico (de   

pequena circulação), não possuirá estas duas escalas distintas de tempo. A figura 2.6 

mostra o diagrama esquemático do vórtice anticiclônico investigado neste trabalho   

pioneiro, assim como algumas escalas espaciais associadas com a feição. 

 

Figura 2.6 – Esquema do vórtice anti-
ciclônico utilizado no estudo de Nof 
(1999), o qual foi desenvolvido no 
hemisfério norte. As integrações reali-
zadas neste estudo são feitas sobre a 
seção tracejada ABCDEFGA . O parâ-
metro ε, definido por ε = βRDe/f, mede 
a variação do parâmetro de Coriolis 
ao longo da feição. O vórtice perde 
líquido no sentido da linha do Equador 
após o seu encontro com a parede. 
Simultaneamente, sua velocidade de 
deriva zonal vai sendo drasticamente 
reduzida.  

Após uma troca de coordenadas nas equações do momentum e da continuidade, onde 

a origem do novo sistema de coordenadas é fixada no centro da feição, e a integração 

destas equações8 na seção demarcada na figura 2.6, o autor conclui que três forças 

atuam meridionalmente no vórtice: (1) a força devida ao efeito β, (2) força de Coriolis e 

(3) uma força “foguete”. A força devida ao efeito β aponta para a linha do  Equador. A 

força “foguete”, que é oriunda da reação do vazamento sobre o vórtice, e a força de 

Coriolis, que atua à direita do deslocamento zonal da feição na direção da parede, são 

dirigidas para o pólo.  

O trabalho de Nof (1999), ao final, apresenta várias fórmulas matemáticas que possibili-

tam calcular o decaimento do raio de Rossby, profundidade, raio e massa do vórtice em 

função do tempo. Foi observada na modelagem numérica uma migração meridional do 

vórtice ao longo da parede e no sentido da linha do Equador, mas com intensidade 

                                                 
8 Após uma análise de escala, mostrada pelo autor, as derivadas com relação ao tempo foram negligen-

ciadas nas equações do momentum. Na equação da continuidade esta derivada foi mantida. Para a  
situação de vórtices fracos (quase-geostróficos), onde as escalas de tempo de uma revolução simples 
e aquela associada ao ajuste da feição à parede são similares, as derivadas temporais das equações 
do momentum não poderiam ter sido negligenciadas e o estudo de Nof (1999) não mais se aplicaria. 
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muito reduzida. A escala da velocidade da feição ao longo da parede é menor do que 

aquela prevista na modelagem analítica, ou seja, a migração meridional observada não 

é parte da solução analítica encontrada. 

Nof (1999) comenta que seu estudo teria aplicação no encontro entre vórtices e a mar-

gem oeste dos continentes. Destaca ainda a impossibilidade da detecção por satélite 

do processo de interação entre vórtices e bordas continentais (que ocorre abaixo da 

superfície do oceano), o qual é, por natureza, também de difícil detecção por medições 

in situ, tendo em vista a pequena escala espacial do vazamento. A largura máxima des-

tes vazamentos9, de O(ε1/2RDe) conforme mostra a figura 2.6, é de aproximadamente 

1,5 km, se considerados invíscidos.     

 

 
9 Para vórtices com raio de deformação de 21 km. Utilizou-se a relação RDe = 2-3/2ro (ver Capítulo 1) para 

vórtices de aproximadamente 120 km de diâmetro. 
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CAPÍTULO 3 
EQUAÇÕES GOVERNANTES 

 
 

Este capítulo tem como objetivo principal a apresentação das equações integradas do 

momentum e da massa aplicadas a um determinado domínio de estudo. Estas equa-

ções têm ampla utilização neste trabalho.  

A inclusão deste capítulo ao longo do corpo de texto deste trabalho, ao invés de expor 

o seu conteúdo na forma de um anexo, se deve ao fato de que a utilização destas    

equações integradas não é comum na literatura científica nacional. Além disso, estas 

equações são aqui desenvolvidas de modo a torná-las prontas para a sua aplicação 

imediata na modelagem analítica a ser desenvolvida nos capítulos 4 e 6. Para tal, elas 

são apresentadas para as duas orientações de borda continental (parede) que serão 

abordadas, ou seja, meridional e inclinada. A borda continental é suposta como uma 

parede vertical conforme já explicado no Capítulo 1. A grande vantagem da utilização 

das equações integradas é que elas possibilitam a análise de processos oceanográfi-

cos sem a resolução de complexas equações não-lineares dentro do domínio de estu-

do, o que será mostrado ao longo deste trabalho. Ao ser assumida a estacionaridade 

do processo em análise, tem-se como desvantagem que o período transiente deste 

processo não é equacionado. Tendo em vista que trabalhos teóricos envolvendo vórti-

ces também não são comuns na literatura científica nacional, também serão aqui apre-

sentadas as principais equações que descrevem estas feições, com ênfase principal no 

plano-f. 

 

3.1. AS EQUAÇÕES INTEGRADAS DO MOMENTUM 

 

                                                

As equações integradas do momentum serão desenvolvidas nesta seção e, para tal, 

um domínio de estudo Do será adotado como exemplo10 (ver figura 3.1). Neste domínio 

uma corrente zonal dirigida para oeste entra em contato com uma parede. Além desta 
 

10 A sigla Do será utilizada ao longo de todo este trabalho para designar o domínio de estudo em análise. 
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corrente o domínio Do terá ainda duas outras correntes paralelas à parede, uma no 

contorno norte e outra no contorno sul do domínio. Este cenário é similar ao que será 

utilizado ao longo deste trabalho, o que motivou a sua escolha. É importante destacar 

ainda que estas duas correntes paralelas à parede poderiam estar representando dois 

segmentos de uma corrente de contorno oeste (CCO), fluxos decorrentes de uma se-

paração da corrente zonal após o seu contato com a borda continental ou fluxos decor-

rentes da interação entre a CCO e as ramificações da corrente zonal.  

Os desenvolvimentos serão feitos para as duas orientações de parede, ou seja, um 

mais simples, que supõe a parede meridional e um segundo, mais complexo, com uma 

parede inclinada de um ângulo θ medido em sentido horário com relação aos meridia-

nos, onde 0 ≤ θ ≤ 90o. O primeiro cenário é um caso particular do segundo (onde faz-se 

θ = 0o). 

 

3.1.1. DOMÍNIO DE ESTUDO COM UMA PAREDE MERIDIONAL  

O cenário de um domínio de estudo com uma borda continental (parede) meridional, 

mesmo sendo um caso contemplado no estudo com uma parede inclinada, será abor-

dado primeiramente por ser o caso mais simples, o que facilitará um melhor entendi-

mento do leitor quando o caso mais complexo (θ > 0o) for abordado. A figura 3.1 apre-

senta o domínio de estudo Do que será utilizado como exemplo para o desenvolvimento 

das equações. 

 

Figura 3.1 – O domínio de estudo Do tomado como 
exemplo mostra uma corrente zonal (seta laranja), que 
entra em contato com uma parede meridional (retângulo 
cinza), e duas outras correntes (setas amarelas) nos 
contornos norte e sul, os quais possuem coordenadas 
meridionais yN e yS, respectivamente. O contorno do 
domínio é designado pela variável Ø. Os números de 1 
a 4 estão associados com os quatro contornos individu-
ais, os quais são delimitados por duas letras, cada um. 
O sistema retangular de referência é mostrado com 
setas escuras. As setas amarelas contemplam as duas 
possibilidades de sentido para as correntes meridionais. 
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As equações do momentum serão desenvolvidas assumindo-se um modelo de águas 

rasas de gravidade reduzida, em estado estacionário e invíscido, onde a camada supe-

rior, que possui densidade ρ e profundidade hsup(x,y), se move sobre uma camada infe-

rior de profundidade hinf muito maior que a primeira  (hinf >> hsup), suposta com densida-

de ρ+∆ρ e sem movimento, onde ∆ρ/ρ << 1. Informações mais detalhadas quanto a 

modelos de camadas podem ser encontradas no Capítulo 12 do livro de Cushman-

Roisin (1994).  

As equações estacionárias não-lineares do momentum e da continuidade, de águas 

rasas (e.g., Pedlosky, 1987; Gill, 1982 e Kundu & Cohen, 2008), aplicadas na camada 

superior, são expressas por (o subíndice da profundidade hsup foi retirado por facilidade 

notacional):  

Momentum Zonal:   
u uu v fv g h
x y x
∂ ∂ ∂′+ − = −
∂ ∂ ∂

 ,   (3.1) 

Momentum Meridional:  
v vu v fu g h
x y y
∂ ∂ ∂′+ + = −
∂ ∂ ∂

  e   (3.2) 

Continuidade    
( ) ( )hu hv 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 .    (3.3) 

Nestas equações g’ é a gravidade reduzida, definida por g’ = g∆ρ/ρ, (x,y) são as coor-

denadas retangulares, u(x,y) e v(x,y) são as velocidades zonal e meridional, respecti-

vamente, h(x,y) é a profundidade da camada superior e f é o parâmetro de Coriolis. As 

equações do momentum serão desenvolvidas no plano-β, sendo o parâmetro de      

Coriolis f expresso por 

      0 0( )f f y yβ= + − ,    (3.4) 

onde fo é o parâmetro de Coriolis em uma latitude central yo, e β é a variação latitudinal 

deste parâmetro que o corrige conforme a latitude considerada, que é expressa por y 

na equação (3.4), varia ao longo de Do.  

A equação (3.3) permite a definição das expressões (e.g., Fox & McDonald, 1978): 
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    vh
x
ψ∂

=
∂

  e uh
y
ψ∂

= −
∂

,          (3.5ab) 

onde ψ é uma função (corrente) de transporte, sendo ψ = F(x,y), em que F representa 

uma função matemática.  

A multiplicação das expressões (3.1) e (3.2) pela profundidade da camada, após algu-

mas manipulações algébricas, e considerando-se ainda as equações (3.3) a (3.5) com 

yo = 0, fornece  

   
2 2

0

( ) ( ) ( )hu huv g hf y
x y x

ψβ
2 x
′∂ ∂ ∂

+ − + = −
∂ ∂ ∂

∂
∂

 e  (3.6) 

   
2 2

0

( ) ( ) ( )huv hv g hf y
x y y

ψβ
2 y
′∂ ∂ ∂

+ − + = −
∂ ∂ ∂

∂
∂

 .  (3.7) 

É importante destacar que o domínio de estudo Do possui dimensões supostas cons-

tantes com o tempo e que suas fronteiras fixas são definidas por Ø. Integrando-se as 

expressões (3.6) e (3.7) sobre toda a extensão horizontal do domínio, a qual possui 

seção S, obtém-se como resultado 

2 2

x0
( ) ( ) ( )

S S S S

hu huv g hdxdy dxdy f y dxdy dxdy
x y x 2

ψβ
′∂ ∂ ∂ ∂

+ − + = −
∂ ∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫  e (3.8) 

2 2

y0
( ) ( ) ( )

S S S S

huv hv g hdxdy dxdy f y dxdy dxdy
x y y 2

ψβ
′∂ ∂ ∂ ∂

+ − + = −
∂ ∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ . (3.9) 

A expansão do terceiro termo de (3.8) e (3.9) fornece 

  

2

−0

2

( ) ( ) ...

( )...

S S S

S S

hu huvdxdy dxdy f dxdy
x y x

y g hdxdy dxdy 0
x 2 x

ψ

ψβ

∂ ∂ ∂
+ −

∂ ∂ ∂

′∂ ∂
− + =

∂ ∂

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫
   e  (3.10)  
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2

−

=

)

0

2

( ) ( ) ...

( )...  .

S S S

S S S

huv hvdxdy dxdy f dxdy
x y y

y g hdxdy dxdy dxdy 0
y 2 y

ψ

ψβ β ψ

∂ ∂ ∂
+ −

∂ ∂ ∂

′∂ ∂
− + +

∂ ∂

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫
   (3.11) 

O Teorema de Stokes (e.g., Milne-Thomson, 1968), que pode ser definido por (onde m 

e n são funções) 

     ( / / ) (m x n y dxdy ndx mdy∂ ∂ − ∂ ∂ = +∫∫ ∫ , 

permite transformar as integrais de superfície em integrais de linha ao longo do contor-

no de Do. A aplicação deste teorema nas expressões (3.10) e (3.11) resulta 

  e   (3.12) 2 2 ⎤ =⎦

2 2 =

C A
=

0/ ( )huvdx hu g h 2 f y dy 0
φ φ

β ψ′⎡− + − +⎣∫ ∫

 .  (3.13) 0/ ( )
S

huvdy hv g h 2 f y dx dxdy 0
φ φ

β ψ β ψ′⎡ ⎤− + − + +⎣ ⎦∫ ∫ ∫∫

Os círculos com flechas nas equações (3.12) e (3.13) indicam que as integrais de linha 

foram realizadas no sentido anti-horário. Considerando-se que o contorno Ø possui 

quatro seções distintas (numeradas de 1 a 4, ver figura 3.1), a equação (3.12) pode ser 

expandida na forma 

2 2 2 2
0 0/ ( ) / ( )

B D
hu g h 2 f y dy hu g h 2 f y dy 0β ψ β ψ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ . (3.14) 

Na obtenção da expressão (3.14) foi considerado que o primeiro termo da equação 

(3.12) é nulo, tendo-se em vista que pelo menos uma das duas velocidades u e v é nu-

la em cada um dos quatro contornos. Além disso, tem-se que dy = 0 nos contornos 1 

(AB) e 3 (CD). A equação integrada do momentum zonal (3.14) mostra que a força  

aplicada no domínio de estudo Do pela corrente zonal que nele penetra é balanceada 

pela reação da parede à força que o domínio nela exerce, a qual é aplicada em Do.  

Este equilíbrio zonal de forças é mostrado na figura 3.2. 
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Figura 3.2 – Forças que atuam zonalmente no cenário em que o 
domínio de estudo possui uma parede meridional e uma corrente 
zonal penetra em Do pelo seu contorno leste (ver figura 3.1). A seta 
amarela indica a reação da parede e corresponde à integral da di-
reita da equação (3.14). A seta verde assinala a força aplicada em 
Do pela corrente zonal que nele penetra, o que corresponde à inte-
gral da esquerda da expressão (3.14).  

Aplicando-se desenvolvimento similar na equação meridional (3.13), e considerando-se 

ainda dx = 0 nos contornos 2 (BC) e 4 (DA), obtém-se como resultado: 

2 2 2 2
0 0/ ( ) / ( ) .

...  .
A C

S

hv g h 2 f y dx hv g h 2 f y dx

dxdy 0

β ψ β ψ

βψ

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− =

∫ ∫
∫∫

..
B D

−
    (3.15) 

A equação integrada do momentum meridional (3.15) possui três termos. Os dois pri-

meiros são devidos às forças “foguete” aplicadas no domínio de estudo por correntes 

que deixam Do ou que nele penetram. Nas duas situações as forças possuem o mesmo 

sentido, ou seja, são dirigidas para dentro do domínio. O terceiro termo, o qual incide 

sobre a região de estudo inteira, se deve à influência do parâmetro β sobre determina-

das feições internas ao domínio (onde obrigatoriamente existe uma função corrente ψ 

não nula). Este termo, o qual é vital para o desenvolvimento deste trabalho, será abor-

dado em maiores detalhes no próximo capítulo. Este equilíbrio meridional de forças é 

mostrado na figura 3.3. 

 

Figura 3.3 – Forças que atuam meridionalmente no cenário em 
que o domínio de estudo possui uma parede meridional e uma 
corrente zonal penetra em Do pelo seu contorno leste (ver figura 
3.1). Independentemente do sentido das correntes meridionais 
(saindo ou entrando no domínio) a força que elas aplicam no domí-
nio é sempre exercida para dentro deste. A seta verde (amarela) 
da figura indica a força aplicada em Do pela corrente meridional 
que flui para sul (norte) e que corresponde à primeira (segunda) 
integral da equação (3.15). A seta vermelha, correspondente à 
terceira integral da expressão (3.15), indica uma força devida ao 
efeito β em alguma feição interna do domínio de estudo (a origem 
e o sentido desta força será detalhada no Capítulo 4). 

Capítulo 3 – Equações Governantes    
 

35  



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental 
 
 

3.1.2. DOMÍNIO DE ESTUDO COM UMA PAREDE INCLINADA 

As equações integradas do momentum zonal e meridional11 serão agora desenvolvidas 

para um domínio de estudo Do que possui uma borda continental (parede) inclinada. A 

figura 3.4 mostra este domínio para o mesmo exemplo da seção anterior. A convenção 

de cores das setas foi mantida. Cabe destacar a existência de dois sistemas de coor-

denadas retangulares xy e XY os quais possuem um ângulo θ entre eles. Na seção 

anterior foram desenvolvidas equações para a situação em que o ângulo θ é nulo e 

onde os sistemas xy e XY se confundiriam.  

 

Figura 3.4 - (Esquerda) Cenário com 
uma borda continental (parede) inclina-
da de um ângulo θ medido em sentido 
horário com relação a uma linha imagi-
nária vertical (meridiano). Dois sistemas 
de coordenadas retangulares xy e XY 
estão presentes. (Direita) Decomposi-
ção da velocidade da corrente zonal em 
componentes paralelas aos eixos do sis-
tema de coordenadas xy. 

As variáveis associadas ao sistema de coordenadas XY serão sempre diferenciadas 

das outras pela presença de uma estrela no símbolo da variável (como a velocidade da 

corrente zonal U*, por exemplo). O parâmetro de Coriolis f é agora expresso por 

     0 0( )f f Y Y= β+ −

                                                

,    (3.16) 

onde Y0 é a coordenada da latitude central do domínio no sistema de coordenadas XY. 

A variação do parâmetro de Coriolis ocorre, de forma direta, neste sistema de coorde-

nadas. 
 

11 Neste cenário a equação integrada do momentum na direção y é aplicada paralelamente à parede. 
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As equações (3.8) e (3.9) são ainda válidas no novo sistema de coordenadas xy da 

figura 3.4. Elas são aqui reproduzidas por conveniência, onde a equação (3.16) foi em-

pregada assumindo-se que Y0 = 0. 

2 2

x0
( ) ( ) ( )

S S S S

hu huv g hdxdy dxdy f Y dxdy dxdy
x y x 2

ψβ
′∂ ∂ ∂ ∂

+ − + = −
∂ ∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ , (3.17) 

2 2

y0
( ) ( ) ( )

S S S S

huv hv g hdxdy dxdy f Y dxdy dxdy
x y y 2

ψβ
′∂ ∂ ∂ ∂

+ − + = −
∂ ∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ . (3.18) 

Como a coordenada Y é uma função de (x,y), ou seja, Y(x,y) = -xsenθ + ycosθ, as   

equações (3.17) e (3.18) resultam 

  

2

h
x

−0

2

( ) ( ) ...

...

S S S

S S S

hu huvdxdy dxdy f dxdy
x y x

Y Y gdxdy dxdy dxdy
x x 2

ψ

ψβ β ψ

∂ ∂ ∂
+ −

∂ ∂ ∂

′∂ ∂ ∂
− + = −

∂ ∂ ∂

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫
   e  (3.19) 

  

2

−

2 2 =

2 2 =

0

2

( ) ( ) ...

...  .

S S S

S S S

huv hvdxdy dxdy f dxdy
x y y

Y Y g hdxdy dxdy dxdy
y y 2 y

ψ

ψβ β ψ

∂ ∂ ∂
+ −

∂ ∂ ∂

′∂ ∂ ∂
− + = −

∂ ∂ ∂

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫
   (3.20) 

Aplicando-se o Teorema de Stokes nas equações (3.19) e (3.20), e utilizando-se ainda 

a expressão de Y(x,y) anterior, obtém-se       

0/ ( )
S

huvdx hu g h 2 f Y dy sen dxdy 0
φ φ

β ψ β θ ψ′⎡ ⎤− + − + +⎣ ⎦∫ ∫ ∫∫   e  (3.21) 

0/ ( )
S

huvdy hv g h 2 f Y dx cos dxdy 0
φ φ

β ψ β θ ψ′⎡ ⎤− + − + +⎣ ⎦∫ ∫ ∫∫ .  (3.22) 

 

Caso θ = 0o resultaria Y = y e as expressões (3.21) e (3.22) teriam a mesma forma que 

as equações (3.12) e (3.13) desenvolvidas na seção anterior (para uma parede meridi-

onal). A equação (3.21) com os seus contornos discriminados tem como forma 
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C A
−

C B

∫

                                                

2 2 2 2
0 0/ ( ) / ( ) ...

...  .
B D

S

hu g h 2 f Y dy hu g h 2 f Y dy

sen dxdy 0

β ψ β ψ

β θ ψ

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− =

∫ ∫
∫∫

 (3.23) 

A equação (3.23) mostra uma parcela extra (terceira integral) com relação à equação 

análoga da seção anterior, que é uma componente perpendicular à parede da força 

devida à influência do parâmetro β em alguma feição no interior de Do. Para uma pare-

de meridional este termo extra não existe. Esta nova parcela influenciará o balanço  

zonal juntamente com aquelas devidas à força aplicada em Do pela componente em x 

da corrente zonal e pela reação da parede. 

Analogamente, a equação (3.22), com seus contornos discriminados, resulta 

     (3.24) 

2 2
0

2 2
0

/ ( ) ...

... / ( )  .

B A

D

C
S

huvdy hv g h 2 f Y

hv g h 2 f Y dx cos dxdy 0

β ψ

β ψ β θ ψ

′⎡ ⎤− + − + −⎣ ⎦

′⎡ ⎤− + − + + =⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

De mesma forma que a equação zonal, a expressão (3.24) também apresenta um ter-

mo extra, pois agora o produto “huv” não é mais nulo no contorno 2. Com θ = 0o este 

termo desapareceria, pois a velocidade meridional v seria nula. Outra diferença reside 

no seu último termo que agora é uma componente do termo original (com a parede me-

ridional). 

A partir deste ponto cabe destacar que, apesar das duas equações integradas do mo-

mentum zonal e meridional terem sido desenvolvidas para um melhor entendimento do 

leitor, o interesse para este trabalho reside apenas na utilização da equação meridio-

nal12. O primeiro termo da equação (3.24) é o foco de atenção agora, pois ele está es-

crito no sistema de coordenadas xy e a velocidade zonal é conhecida no sistema XY.  

A figura 3.5 mostra uma ampliação da seção leste do domínio de estudo Do, onde são 

destacadas as coordenadas relacionadas com a corrente zonal nos dois sistemas de 

coordenadas xy e XY. 
 

12 O foco deste trabalho reside no encontro entre vórtices e uma borda continental (parede) e a conse-
quente repercussão deste encontro ao longo da parede, conforme será visto no Capítulo 4. 

Capítulo 3 – Equações Governantes    
 

38



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental 
 
 

A primeira integral do lado esquerdo de (3.24) pode ser escrita como: 

 

         
C y
huv∫   (3.25) ( ) ( ) ( )C

B
e e eB y

dy h x ,y u x ,y v x ,y dy= ∫ .

 

Figura 3.5 – Ampliação do con-
torno leste do domínio de estudo 
Do. A linha sólida azul indica a 
largura meridional da corrente 
zonal que é representada pela 
seta amarela, enquanto a linha 
sólida vermelha corresponde à 
extensão desta corrente que está 
atravessando o contorno leste 
(inclinado) do domínio de estudo, 
ou seja, o lado BC (leste) da 
figura 3.4, representado pela li-
nha vermelha tracejada. Os qua-
drados azul e vermelho indicam 
os pontos em que a profundida-
de da corrente é máxima.  

Na equação (3.25) os termos dentro da integral da direita desenvolvem-se ao longo da 

linha sólida vermelha mostrada na figura 3.5, ou seja, estão escritos no sistema de co-

ordenadas xy. A coordenada zonal xe indica a posição do contorno leste (BC) do domí-

nio.  O objetivo agora é transformar esta expressão (3.25), deixando-a em função das 

variáveis que descrevem a corrente zonal, as quais estão escritas no sistema XY. Esta 

transformação não é nada trivial. Deve-se recordar que as variáveis escritas no sistema 

XY possuem uma estrela em sua notação. 

A figura 3.4 (direita) mostra que u(y) = U*(Y)cosθ e v(y) = U*(Y)senθ. Focando-se agora 

nos pontos destacados pelos quadrados da figura 3.5 pode-se escrever para o quadra-

do azul h* = H e Y = 0, onde H é a máxima profundidade da corrente zonal (escrita sem 

estrela, pois esta profundidade vale para os dois sistemas de coordenadas). De forma 

similar, no quadrado vermelho, h = H e y = yM. A observação da figura 3.5 deixa claro 

que as profundidades nos quadrados são iguais nos dois sistemas de coordenadas, o 

que se estende ao longo das linhas azul e vermelha, ou seja, h*(Y) = h(y). A análise da 

figura 3.5 permite escrever 
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)M           ( ) (eY x , y cos y y= θ −

/C M Cy y Y cosθ+

2y Y

Y B
ψ

∫

.     (3.26) 

Com esta expressão (3.26) os limites de integração aplicados em (3.25) resultam yC = 

yM + YC / cosθ e yB = yM + YB / cosθ. Com todas estas considerações a integral descrita 

em (3.25) pode ser expressa na forma 

        (3.27) 
[ ]

[ ] [ ]
2 2 2 /
( ) ( ) ( ) ( ) ...

... ( ) ( )  .
B M B

My y Y cos

M

h y u y v y dy sen cos h cos y y

U cos y y U cos y y dy
θ

θ θ θ

θ θ

∗

+

∗ ∗

= −

− −

∫ ∫

Na equação (3.27) as expressões var*[…] que fazem parte da integral da direita indi-

cam que var* é uma função de [...], ou seja, var* = var*[...]. O índice 2 do lado esquerdo 

indica que as variáveis pertencem ao contorno 2 (BC) do domínio de estudo. 

A relação entre os elementos diferenciais dos dois sistemas de coordenadas é dada 

por dy = (cosθ) -1dY, a qual, aplicada em (3.27) transforma esta expressão em 

                  .  (3.28) *
2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )C C

B By Y
h y u y v y dy sen h Y U Y dYθ ∗ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫ ∫

Esta equação (3.28) mostra que a primeira integral do lado esquerdo da expressão 

(3.25) pode ser facilmente calculada, não sendo necessária nenhuma conversão do 

sistema original, que descreve as equações da corrente zonal no sistema XY, para o 

novo sistema de coordenadas xy. Com a utilização de (3.28) a equação integrada do 

momentum paralelo à parede (3.24) assume a sua forma final, descrita por 

    (3.29) 

2 2 2
0

2 2
0

/ ( ) ...

... / ( )  .

C

BY A

D

C
S

sen h U dY hv g h 2 f Y dx

hv g h 2 f Y cos dxdy 0

θ β

β ψ β θ ψ

∗ ∗ ′⎡ ⎤− + − + −⎣ ⎦

′⎡ ⎤− + − + + =⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

A primeira integral de (3.29) representa a componente paralela à parede (dirigida para 

sudoeste) da força dirigida para oeste exercida no domínio pela corrente zonal que pe-

netra em Do, a qual se soma às forças paralelas á parede exercidas em Do pelas cor-

rentes que circulam pelos contornos sul e norte do domínio (segunda e terceiras inte-

grais) e também à componente paralela à parede da força oriunda do efeito β que age 
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sobre feições internas do domínio de estudo (que serão discutidas com maiores deta-

lhes no Capítulo 4). Fazendo-se θ = 0o na expressão (3.29) obtém-se a equação meri-

dional desenvolvida na seção anterior (com uma parede meridional). Este equilíbrio de 

forças na direção paralela à parede, na situação de uma parede inclinada, é mostrado 

na figura 3.6. 

Figura 3.6 – Forças que atuam paralelas à parede no cená-
rio em que o domínio de estudo possui uma borda continen-
tal (parede) inclinada e uma corrente zonal penetra em Do 
pelo seu contorno leste (ver figura 3.4). A seta laranja mos-
tra a componente paralela à parede da força (seta cinza) 
exercida em Do pela corrente zonal, que corresponde a pri-
meira integral da equação (3.29). A seta verde (amarela) da 
figura indica a força aplicada em Do pela corrente paralela à 
costa que flui para sudoeste (nordeste) e que corresponde à 
segunda (terceira) integral da expressão (3.29). A seta ver-
melha, correspondente à quarta integral da equação (3.29), 
indica a componente paralela à parede de uma força (seta 
azul) devida ao efeito β em alguma feição interna do domí-
nio de estudo (cuja origem e sentido será detalhada no Ca-
pítulo 4). As forças brancas fazem parte do equilíbrio de 
forças perpendicular à parede, onde a reação da parede não 
é mostrada na figura. 

3.2. A EQUAÇÃO INTEGRADA DA MASSA 

A equação integrada da massa será desenvolvida nesta seção. A equação da continui-

dade de águas rasas para um sistema em estado estacionário é dada por 

     
( ) ( )hu hv 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 .    (3.30) 

A integração da equação (3.30) sobre toda a extensão horizontal do domínio de estudo, 

seguida da aplicação do Teorema de Stokes, resulta 

             hudy hvdx 0
φ φ

− =∫ ∫ .    (3.31) 

Expandindo-se a equação (3.31) nas quatro seções do contorno Ø tem-se como resul-

tado, na situação de uma parede meridional, a expressão 

C B D

B A C
hudy hvdx hvdx 0− −∫ ∫ ∫ = .      (3.32)                                             
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A figura 3.7 mostra os transportes associados com os termos da equação (3.32): 

 

Figura 3.7 – Transportes no domínio de estudo em que o cenário 
possui uma parede meridional e onde uma corrente zonal penetra 
em Do pelo seu contorno leste. A seta vermelha é o transporte da 
corrente zonal, correspondente à primeira integral da equação 
(3.32). A seta verde (amarela) da figura indica o transporte da cor-
rente meridional que circula no contorno sul (norte) e que correspon-
de à segunda (terceira) integral da expressão (3.32). 

[37] Na situação de uma parede inclinada, e aplicando-se o mesmo procedimento utili-

zado na equação integrada do momentum, a expressão (3.32) transforma-se em 

            
C

BY A C
h U dY hvdx hvdx 0∗ ∗Y B D

− −∫ ∫ ∫ = .   (3.33) 

A figura 3.8 mostra os transportes associados com os termos da equação (3.33): 

 

Figura 3.8 – Transportes no domínio de estudo em que 
o cenário possui uma parede inclinada e uma corrente 
zonal penetra em Do pelo seu contorno leste. A seta 
vermelha é o transporte da corrente zonal, correspon-
dente à primeira integral da equação (3.33), a qual está 
escrita no sistema de coordenadas XY (ver seção 3.1.2). 
A seta verde (amarela) da figura indica o transporte da 
corrente paralela à parede que circula no contorno sul 
(norte) do domínio de estudo e que corresponde à se-
gunda (terceira) integral da expressão (3.33). 

B 

3.3. SUMÁRIO DAS EQUAÇÕES 

Nas seções 3.1 e 3.2 as equações integradas do momentum e da massa foram desen-

volvidas. Duas situações foram contempladas, ou seja, com uma parede meridional e 

depois suposta inclinada. As equações que serão utilizadas neste trabalho são agora 
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repetidas neste sumário, visando facilitar o acesso rápido do leitor sempre que isto se 

fizer necessário. As equações que foram desenvolvidas neste Capítulo 3 são: 

(a) Equação integrada do momentum zonal com uma parede meridional 

 

C A
=

..
B D

−

Y B
ψ

∫

C B D

2 2 2 2
0 0/ ( ) / ( )

B D
hu g h 2 f y dy hu g h 2 f y dy 0β ψ β ψ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ . (3.34) 

(b) Equação integrada do momentum meridional com uma parede meridional 

2 2 2 2
0 0/ ( ) / ( ) .

...  .
A C

S

hv g h 2 f y dx hv g h 2 f y dx

dxdy 0

β ψ β ψ

βψ

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− =

∫ ∫
∫∫

 (3.35) 

(c) Equação integrada do momentum paralelo à parede com uma parede inclinada 

    (3.36) 

2 2 2
0

2 2
0

/ ( ) ...

... / ( )  .

C

BY A

D

C
S

sen h U dY hv g h 2 f Y dx

hv g h 2 f Y dx cos dxdy 0

θ β

β ψ β θ ψ

∗ ∗ ′⎡ ⎤− + − + −⎣ ⎦

′⎡ ⎤− + − + + =⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

(d) Equação integrada da massa com uma parede meridional 

    
B A C

hudy hvdx hvdx 0− −∫ ∫ ∫ =

Y B D
=

.   (3.37) 

(e) Equação integrada da massa com uma parede inclinada 

   .    (3.38) 
C

BY A C
h U dY hvdx hvdx 0∗ ∗ − −∫ ∫ ∫

Nas equações (3.36) e (3.38) a variável Y é dada por Y = -xsenθ + ycosθ, onde θ é o 

ângulo de inclinação da parede medido no sentido horário, a partir do norte, com rela-

ção a uma linha vertical imaginária (meridiano).  
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3.4. VÓRTICES E SUAS PRINCIPAIS EQUAÇÕES NO PLANO-f  

Tendo em vista a escassa literatura nacional a respeito de vórtices, esta seção visa 

apresentar ao leitor as principais equações que descrevem o comportamento de vórti-

ces no plano-f. O trabalho de Flierl (1979) continua sendo uma ótima referência para o 

leitor interessado em expandir seus conhecimentos sobre vórtices. Devido à geometria 

dos vórtices é conveniente que as equações que descrevem a dinâmica destas feições 

sejam expressas em coordenadas cilíndricas (r,θ,z), onde r é o raio, θ o deslocamento 

angular medido em sentido anti-horário (convenção) e z é a altura (profundidade). O 

Anexo A deste trabalho mostra a transformação das equações do momentum, da con-

tinuidade, da conservação da vorticidade potencial e das funções corrente, originalmen-

te escritas em coordenadas retangulares, para coordenadas cilíndricas. 

As equações do momentum e da continuidade, em coordenadas cilíndricas, são       

expressas por: 

Momentum (1)  
2

g 0r r
r

u v u v hu fv
r r r r

θ θ
θθ

∂ ∂ ∂′+ − − + =
∂ ∂ ∂

 ,   (3.39) 

Momentum (2)   r
r r

v u v v v g hu fu
r r r r
θ θ θ θ

θ θ
′

0∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂
=   e  (3.40) 

Continuidade   
( ) ( )r1 rhu 1 hv 0

r r r
θ

θ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 .    (3.41) 

A figura 1.2 (página 3) mostra um esboço dos vórtices que representam possíveis solu-

ções para este sistema de equações (no hemisfério norte). A combinação das equa-

ções (3.39) a (3.41) possibilita a obtenção da equação da conservação da vorticidade 

potencial13 ξ, o que resulta 

                                                 

 

13 Alternativamente, a equação da conservação da vorticidade potencial ξ em coordenadas retangulares, 
dada por dξ / dt = 0 onde ξ = [∂v/∂x - ∂u/∂y + (fo + βy)]/h, também pode ser convertida para coordena-
das cilíndricas usando-se a mesma metodologia empregada para as equações do momentum e da 
continuidade, conforme pode ser visto no Anexo A. 
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/ ( )( / ) ( / )r

r

v v r 1/r u v r fu 0
r r h

θ θ θθ
θ

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ + +⎡ ⎤ ⎡+ =⎢ ⎥ ⎢∂ ∂⎣ ⎦ ⎣
⎤
⎥⎦

.  (3.42) 

A equação da continuidade (3.42) permite a definição de funções (corrente) de trans-

porte similares àquelas que foram utilizadas em coordenadas retangulares (ver Anexo 

A). Suas expressões são (Flierl, 1979) 

    
1uh
r

ψ
θ

∂
= −

∂
    e v h

rθ

ψ∂
=
∂

.    (3.43) 

Cabe destacar que os vórtices possuem linhas de corrente fechadas. Supondo-se vór-

tices radialmente simétricos14, o que é uma característica destas feições no plano-f       

(Killworth, 1983), com vorticidade potencial constante, dada por ξ = f/Ho, onde Ho é uma 

profundidade de referência, as equações (3.39), (3.40), (3.42) e (3.43) se resumem a 

Momentum     
2v hfv g

r r
θ

θ

∂′ 0+ − =
∂

 ,   (3.44) 

Função (corrente) de transporte:  v h
r θ

ψ∂
=

∂
  e     (3.45) 

Vorticidade     
0

( )1 rv hf f
r r H

θ∂
+ =

∂
.   (3.46) 

O primeiro termo do lado esquerdo de (3.44), chamado de termo ciclostrófico, está re-

lacionado à força centrífuga que atua nas partículas de fluido que estão em movimento 

rotacional à volta do centro do vórtice. Quando este termo é significativo com relação 

aos outros dois não temos um fluxo geostrófico no interior do vórtice e sim um fluxo 

gradiente (do termo em inglês gradient flow), caracterizado por um equilíbrio entre um 

termo de curvatura (força centrífuga), a força de Coriolis e o gradiente de pressão (e.g., 

Neumann & Pierson Jr., 1966). 

                                                 
14 Feições radialmente simétricas possuem velocidade radial e derivadas ∂(*)/∂θ nulas (Nof, 1981). 
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/v f r 2

3.4.1. VÓRTICES COM VORTICIDADE POTENCIAL NULA 

[47] Solucionando-se a equação (3.46) com o seu lado direito igual a zero obtém-se a 

expressão do perfil de velocidade tangencial (orbital) de vórtices que possuem vortici-

dade potencial nula (ξ = 0), a qual resulta (Nof, 1981) 

     0θ = − .     (3.47) 

A equação (3.44), conjuntamente com a utilização da expressão (3.47), fornece o perfil 

da profundidade hv deste vórtice cuja equação é 

             0 0( )
v

2 2 2f r - rh
8g

=
′

.     (3.48) 

Na equação (3.48) ro é o raio do vórtice. Quando r = ro a profundidade do vórtice será 

nula o que caracteriza o vórtice tipo lente. A profundidade máxima Hv desta feição 

(quando então r = 0) é expressa por 

     0 0 /v
2 2H f r 8g′= .     (3.49) 

O raio de deformação do vórtice é expresso por 

     0/De vR g H f′= .     (3.50) 

A utilização da expressão (3.49) em (3.50) permite o estabelecimento de uma relação 

entre o raio do vórtice e o seu raio de deformação, que resulta na relação já citada no 

Capítulo 1: 

        0 Der 2 2R= .     (3.51)   
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 CAPÍTULO 4 
O ENCONTRO DE UM “TREM” DE VÓRTICES DO TIPO 

LENTE COM A BORDA CONTINENTAL 
 
 

Este capítulo tem como objetivo principal o estudo da interação entre um “trem” de vór-

tices anticiclônicos, não-lineares, do tipo lente e a borda continental (parede) no plano-

β. A quantificação do transporte de volume ao longo da borda, decorrentes deste     

encontro, é um dos objetivos específicos deste estudo, assim como a influência do tipo 

de parede (meridional ou inclinada) neste processo de interação. A modelagem analíti-

ca apresentada neste capítulo será realizada com feições do tipo lente. Todas as equa-

ções serão desenvolvidas  com as variáveis em sua forma dimensional visando o     

melhor entendimento do leitor. 

A representação analítica de um “trem” de vórtices é uma tarefa bastante complicada 

tendo em vista que estas feições movem-se como corpos isolados, o que dificulta o 

estabelecimento de um sistema de referência para a situação em que vários vórtices 

movem-se simultaneamente, uma vez que o movimento destas feições é uma mistura 

de rotação e translação. Geralmente o sistema de referência é fixado no centro da fei-

ção (e.g., Nof, 1988ab e Nof, 1999). Nesta situação o transporte líquido do vórtice será 

nulo e a equação meridional do momentum ganhará um termo extra fc, em que c é a 

velocidade translacional do vórtice (e.g., Nof, 1982). Como a ênfase deste trabalho é 

justamente na questão do transporte uma nova metodologia para a representação do 

“trem” de vórtices será empregada: uma corrente de dupla frente. 

 

4.1. A CORRENTE DE DUPLA FRENTE    

Uma corrente (teórica) geostrófica de dupla frente será utilizada neste trabalho para a 

representação do “trem” de vórtices. Esta metodologia foi adotada tendo em vista que o 

trabalho está focado na influência do transporte oriundo destas feições ao longo da 

borda continental (para futura comparação com o transporte da corrente de contorno 
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oeste), após o seu contato com a parede, e esta corrente conterá a mesma vorticidade 

e transporte do “trem” de vórtices. A grande vantagem da adoção desta corrente é que 

ela permitirá facilmente que um referencial fixo seja instalado dentro do domínio de  

estudo. Cabe destacar que esta corrente não conterá todas as características do “trem” 

de vórtices que ela representará, ou seja, mesmo transporte, vorticidade, energia e 

momentum (linear e angular). Nestas condições não seria possível a adoção deste tipo 

de corrente. A modelagem analítica de um “trem” de vórtices não foi encontrada na lite-

ratura especializada e a utilização desta metodologia parece ser uma primeira tentativa 

em tal sentido.  

A figura 4.1 mostra a corrente zonal de dupla frente utilizada neste trabalho, a qual 

possui profundidade máxima Hcz e largura Lcz = y5 – y8, sendo que as coordenadas me-

ridionais y5 e y8 indicam a posição das suas frentes. Os dois lados da corrente são   

assimétricos, ou seja, tem-se |y5| > |y8| devido à consideração do plano-β. Esta caracte-

rística física da corrente zonal garante que o seu transporte líquido será dirigido para 

oeste, reproduzindo-se então o transporte líquido do “trem” de vórtices que também é 

neste sentido15. 

 

 

 

 

Figura 4.1 – Perfil de profundida-
de da corrente zonal de dupla 
frente utilizada neste trabalho, que 
representará o “trem” de vórtices 
anticiclônicos, vista da borda con-
tinental em direção ao oceano 
aberto. As coordenadas y5 e y8 
indicam a posição das frentes da 
corrente e o sentido do fluxo é 
indicado pelos círculos. 

A força centrífuga que atua no interior dos vórtices faz com que o movimento no interior 

destas feições não seja geostrófico (ver Capítulo 3). A utilização de uma corrente zonal 

de dupla frente geostrófica tem como conseqüência imediata que os seus perfis de  

velocidade e de profundidade serão diferentes daqueles exibidos pelos vórtices que ela 

representa. A desconsideração do termo ciclostrófico no estudo de vórtices (e.g.,   

Csanady, 1979) introduz alguns desvios nos perfis de velocidade e profundidade da 
                                                 
15 Supondo-se que os vórtices não estão sujeitos à advecção externa de correntes ou à ação de outros 

vórtices próximos. 
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feição, fato destacado em Flierl (1979). Este desvio está diretamente associado ao nú-

mero de Rossby (Ro) do vórtice, pois a importância do termo ciclostrófico cresce com o 

aumento do valor deste parâmetro. Como a modelagem analítica será desenvolvida 

com uma corrente que possui o mesmo transporte e vorticidade do “trem” de vórtices, e 

não com estas feições em si, o fato de estarmos considerando a corrente geostrófica (o 

que facilita sobremaneira a sua modelagem analítica) parece ser plausível, o que será 

atestado pela modelagem numérica apresentada no Capítulo 5.  

A modelagem analítica desenvolvida neste capítulo considerará vórtices cuja vorticida-

de potencial ξ é nula, logo, a corrente de dupla frente utilizada também possuirá esta 

vorticidade. Partindo-se então da expressão ξ = ∂v/∂x - ∂u/∂y + f = 0 seguida de inte-

gração, e considerando-se a velocidade meridional nula, obtém-se uma expressão para 

o perfil de velocidade desta corrente, o qual é praticamente linear tendo em vista a 

magnitude do parâmetro β. A equação desta velocidade é dada por 

       .    (4.1) 0czu f y y /β= + 2 2

2 42 2 3

Utilizando-se agora a relação geostrófica fu = - g’∂h/∂y a equação da profundidade da 

corrente zonal resulta 

              0 0 /cz czh H f y /2g f y /2g y 8gβ β′ ′ ′= − − − .  (4.2) 

Na equação (4.1) ucz é a velocidade zonal da corrente de dupla frente. Utilizou-se como 

condição de contorno que ucz = 0 em y = 0. Na expressão (4.2) hcz é a profundidade da 

corrente zonal e Hcz a sua máxima profundidade (ver figura 4.1). A condição de contor-

no neste caso estabelece que hcz = Hcz em y = 0. Resolvendo-se a equação (4.2) para 

hcz = 0 e um dado valor de Hcz obtém-se as coordenadas y8 e y5 que posicionam as 

duas frentes da corrente 

 

4.2. O ENCONTRO CORRENTE-PAREDE 

Nas condições pré-estabelecidas na seção anterior pode-se então dizer que uma cor-

rente zonal de dupla frente, com um fluxo dirigido para oeste em sua parte norte e um 
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fluxo para leste em sua parte sul incidirá sobre uma parede (a qual representa a borda 

continental) no hemisfério sul. 

Duas situações serão analisadas no plano-β, sendo o primeiro cenário, chamado de 

modelo-1, aquele onde uma corrente zonal de dupla frente representará um “trem” de 

vórtices do tipo “lente”, i.e., vórtices que estão cercados por fluido de densidade dife-

rente daquela do seu interior. Estes vórtices são obrigatoriamente anticiclônicos. Na 

segunda situação, chamada de modelo-2, a corrente zonal representará uma sequên-

cia de vórtices cercados por fluido de mesma densidade daquela de seu interior até 

uma determinada profundidade. Estes vórtices podem ser ciclônicos ou anticiclônicos   

[é indicado ao leitor rever a figura 1.2 (página 3) que mostra os perfis destes vórtices]. 

O transporte líquido destas correntes será sempre dirigido para oeste em virtude do 

movimento de vórtices isolados ser sempre neste sentido no plano-β.  

As equações pertinentes ao encontro da corrente com a parede para o modelo-1 serão 

desenvolvidas neste capítulo. No Capítulo 6 as equações relativas a este encontro no 

cenário do modelo-2 serão abordadas. As equações governantes apresentadas no  

Capítulo 3 serão uma referência para os desenvolvimentos aqui apresentados. 

Como será demonstrado ao longo deste capítulo será necessária a geração de um vór-

tice estacionário na zona de encontro corrente-parede para que as forças aplicadas no 

domínio de estudo pelas correntes meridionais (oriundas da divisão da corrente zonal 

quando esta encontra a borda continental e/ou da decomposição desta mesma corren-

te quando ela penetra o domínio com uma parede inclinada) possam ser equilibradas. 

O desenvolvimento analítico apresentado neste capítulo conduzirá a expressões ma-

temáticas que permitirão o cálculo do raio do vórtice estacionário e dos transportes  

gerados ao longo da parede.   

Dois cenários de borda continental (parede) serão contemplados neste estudo, ou seja, 

a corrente zonal encontrará, numa primeira instância, uma parede meridional e, em um 

segundo momento, este encontro se dará diante de uma borda inclinada. A primeira 

situação é um caso particular da segunda, mas mesmo assim a parede meridional será 

exemplificada em separado, pois isto facilitará o entendimento do leitor para o caso 

mais complexo envolvendo uma parede inclinada.  
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Na modelagem analítica desenvolvida neste trabalho será adotado um modelo de    

águas rasas de duas camadas, invíscido, em estado estacionário, onde a camada infe-

rior, suposta imóvel, possui uma espessura h2 muito superior à espessura h1 da cama-

da superior (h2 >> h1). O estado estacionário suposto em nossa modelagem analítica 

será confrontado com a modelagem numérica desenvolvida no Capítulo 5 deste traba-

lho. O fluido da camada superior tem densidade ρ e o da camada abissal inferior ρ+∆ρ, 

sendo a gravidade “reduzida” g’ dada por g’ = g∆ρ/ρ e onde ∆ρ/ρ << 1. Maiores expli-

cações de modelos de camadas podem ser encontradas em Cushman-Roisin (1994). 

 

4.3. DOMÍNIO DE ESTUDO COM UMA PAREDE MERIDIONAL 

O encontro entre uma corrente de dupla frente e uma parede meridional ocorre dentro 

do domínio de estudo ABCDA, o qual tem um esboço prévio apresentado na figura 4.2. 

O braço meridional dirigido para norte, resultante deste encontro, e o vórtice anticiclôni-

co estacionário gerado na zona de encontro já são apresentados nesta mesma figura. 

As equações apresentadas neste capítulo sustentarão a necessidade do aparecimento 

desta nova feição no domínio de estudo. Os limites meridionais do domínio são y = yN 

ao norte e y = yS no seu extremo sul. Não há nenhuma proporção entre as larguras das 

duas correntes apresentadas nesta figura.  

A figura 4.2 destaca ainda uma grande porção de oceano estagnado na parte superior 

do domínio de estudo. Outra porção existe também na parte sul abaixo da linha cheia 

onde a função transporte ψ foi assumida como zero. Para o leitor menos familiarizado 

com modelos de duas camadas cabe destacar que estas porções correspondem à   

camada inferior do modelo, pois nestes locais a camada superior inexiste. 

Cabe destacar que no cenário do modelo-1 a única opção possível após o encontro da 

corrente com a borda continental é o surgimento de um fluxo meridional para norte, 

visto que o fluxo para sul é inviável16 para uma corrente de dupla frente que está repre-

sentando uma seqüência de lentes, tendo em vista que este fluxo não teria uma seção 

perpendicular à parede finita. Este fluxo meridional equivale ao vazamento de uma len-

                                                 
16 O que já não ocorre com o cenário do modelo-2, conforme será visto no Capítulo 6. 
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te anticiclônica que colide com uma parede, o qual ocorre no sentido da linha do Equa-

dor (e.g., Nof, 1999). O transporte do braço meridional dirigido para norte, que passa 

pela fronteira CD do domínio de estudo Do, é idêntico ao transporte líquido da corrente 

zonal que penetra em Do por BC.  

 

Figura 4.2 – Cenário resultante do encontro 
da corrente de dupla frente com uma parede 
meridional. A profundidade nas duas frentes 
da corrente é nula, pois ela está representan-
do um “trem” de vórtices do tipo lente. A fun-
ção corrente é assumida ser nula na frente sul 
da corrente zonal. A figura mostra uma corren-
te meridional dirigida para norte e um vórtice 
estacionário oriundos do encontro da corrente 
com a parede. O texto detalhará este encontro 
assim como justificará a necessidade do sur-
gimento do vórtice para que o equilíbrio meri-
dional de forças se estabeleça. 

4.3.1. A EQUAÇÃO INTEGRADA DO MOMENTUM MERIDIONAL 

A equação (3.35, página 43) desenvolvida no Capítulo 3, a qual representa a equação 

integrada do momentum meridional (cenário com parede meridional), é aqui reproduzi-

da por conveniência. O fluxo meridional através da seção AB é nulo (ver o esboço da 

figura 4.2), o que faz com que a equação (3.35, página 43) resulte 

     .  (4.3) 2 2
0/ ( )

C
S

hv g h 2 f y dx dxdy 0β ψ βψ′⎡ ⎤− + − + +⎣ ⎦∫ ∫
D

=∫

∞

O objetivo agora é encontrar uma relação entre os termos g’h2/2 e (fo + βy)ψ da equa-

ção (4.3). Assumindo-se que a corrente zonal é geostrófica quando x →  (x cresce 

para leste conforme o referencial na figura 4.2) pode-se escrever a relação 

    
2

y0( ) g hf y
y 2
ψβ

′∂ ∂
− + = −

∂ ∂
.    (4.4) 
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Integrando-se a equação (4.4) ao longo dos limites meridionais do domínio de estudo, 

dados por yN e yS (ver figura 4.2), resulta 

          2
0( ) /N NN

S SS
y yy

y yyf y dy g hβ ψ β ψ ′+ − =∫ 2 .   (4.5) 

Assumindo-se que ψ = ψ∞ e h = h∞ quando x → ∞  (Arruda, 2002 e Arruda et al., 2004), 

onde os parâmetros ψ∞ e h∞ são função apenas de y, pode-se escrever a equação (4.5) 

na forma 

  2
0( ) /N NN

S SS
y yy

y yyf y dy g hβ ψ β ψ∞ ∞ ∞′+ − =∫ 2  x →∞ .  (4.6) 

A consideração de vórtices do tipo lente faz com que o lado direito da equação (4.6) se 

torne nulo visto que a corrente zonal equivalente também possui profundidade nula em 

suas duas frentes. Além disso, por conveniência, optou-se por escolher ψ∞ = 0 na por-

ção de oceano estagnado situada do lado sul do domínio de estudo (ver figura 4.2). 

Com estas considerações a equação (4.6) transforma-se em 

         0( ) N

N S
y y

y
f yβ ψ β ψ∞+ = ∫ dy∞ .   (4.7) 

Esta equação (4.7) será novamente utilizada em breve. Continuando-se com a aplica-

ção da metodologia desenvolvida em Arruda (2002) e Arruda et al. (2004) será agora 

assumido que a corrente meridional que passa pela fronteira CD do domínio de estudo 

também é geostrófica, podendo-se então escrever a expressão 

           
2

0( ) g hf y
x 2 x
ψβ

′∂ ∂
+ =

∂ ∂
.    (4.8) 

A integração da equação (4.8) resulta em 

2 /0( )f y C g hβ ψ ′+ + = 2 .    (4.9)                    

Na expressão (4.9) C é uma constante de integração a ser determinada. Esta  equação 

também é válida no ponto do domínio de estudo em que as coordenadas retangulares 
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são dadas por (∞,yN). Lembrando-se que a profundidade da camada superior é zero 

neste ponto a equação (4.9) transforma-se em  

           0( )
Ny

f y C 0β ψ∞+ + = .    (4.10) 

Retornando-se à equação (4.7) e utilizando-se a expressão (4.10) chega-se à conclu-

são que a constante de integração C tem como expressão 

       .      (4.11) 
N

Sy
C β ψ∞= − ∫

y
dy

y

Aplicando-se (4.11) na equação (4.9) esta se transforma em 

              2
0( ) / N

Sy
f y g h 2 dβ ψ β ψ∞′+ = + ∫ y

D y

.   (4.12) 

A utilização da equação (4.12) na expressão (4.3) resulta em 

   2 N

SC y
S

hv dy dx dxdy 0β ψ βψ∞
⎡ ⎤− − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫∫ =

L

.   (4.13) 

A equação integrada do momentum meridional (4.13) para o domínio de estudo    

ABCDA, assumindo-se que a largura da corrente meridional é Lcn, tem como expressão 

final 

            2

0
( )cn

S

hv dx dxdy 0β ψ ψ∞+ −∫ ∫∫ = .   (4.14) 

Esta expressão é similar àquela apresentada em Arruda (2002) e Arruda et al. (2004). 

O primeiro termo da equação (4.14) representa a força “foguete” dirigida para sul que é 

aplicada no domínio de estudo pela corrente meridional que deixa o domínio pela sua 

fronteira norte (correspondente à seta amarela da figura 3.3, página 35).  

Uma análise de escala se faz necessária para um melhor entendimento do segundo 

termo da equação (4.14), o qual incide sobre toda a extensão do domínio de estudo, ou 

seja, é um somatório dos termos correspondentes às correntes zonal e meridional, ao 
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oceano estagnado e ao vórtice estacionário gerado no interior do domínio. Aliás, este 

termo que justificará a necessidade da presença deste vórtice em Do, conforme será 

demonstrado na seção seguinte. 

 

4.3.2. ANÁLISE DE ESCALA 

As escalas de alguns parâmetros da corrente zonal serão analisadas nesta seção, em 

especial a daqueles parâmetros relacionados com o transporte líquido desta corrente. 

Além disso, também será avaliada a ordem de cada termo que compõe a equação   

integrada do momentum meridional (4.14) buscando-se concluir quais termos desta    

equação são os mais relevantes no balanço meridional de forças. Um novo perfil da 

corrente zonal, mais detalhado, é apresentado na figura 4.3, onde algumas novas vari-

áveis são introduzidas. 

 

Figura 4.3 – Detalhamento do 
perfil de profundidade da corrente 
zonal de dupla frente. O transporte 
entre os pontos 7 e 8 é nulo. O 
transporte líquido da corrente  
ocorre na área hachurada entre os 
pontos 5 e 7. A largura desta se-
ção é d57 e sua profundidade é h7. 
A função corrente ψ8 foi suposta 
nula na frente sul da corrente zo-
nal. Como esta corrente represen-
ta um “trem” de lentes a profundi-
dade em suas duas frentes (h5 e 
h8) é nula.    

Na figura 4.3 a largura Lcz da corrente zonal é assumida ser de17 O(RD), onde o raio de 

Rossby RD da corrente é definido por RD = (g’Hcz)1/2/ |fo|, onde Hcz é a sua máxima pro-

fundidade, a qual define a escala de profundidade para as correntes do domínio de es-

tudo. O transporte que ocorre na área hachurada da corrente zonal entre os pontos 5 e 

7, destacada no lado esquerdo do perfil mostrado na figura 4.3, a qual tem h7 como sua 

máxima profundidade e largura d57, corresponde ao transporte líquido da corrente no 
                                                 
17 A simbologia O(*) indica a ordem da variável como uma função de (*). 
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plano-β. Este transporte líquido, por balanço de massa aplicado ao domínio de estudo, 

é o mesmo transporte que possui a corrente meridional que flui para norte pela seção 

CD. Conseqüentemente, o transporte proporcionado pela corrente zonal entre as coor-

denadas meridionais y7 e y8 deve ser nulo.  

Tem-se como objetivo agora o desenvolvimento de expressões para as escalas dos 

parâmetros d57 e h7 da área do transporte líquido. Para tal, uma expressão para o 

transporte da corrente zonal entre os pontos 7 e 8 será agora desenvolvida. A equação 

meridional geostrófica, depois de multiplicada pela profundidade, resulta 

         
2

0( ) g hf y
y 2 y
ψβ

′∂ ∂
+ =

∂ ∂
.    (4.15) 

A integração da equação (4.15) entre os pontos 7 e 8, considerando-se que ψ8 = 0,     

h8 = 0 e que ψ7 deve também ser nulo, fornece como resultado 

          
72

7 8
/g h 2 dy 0β ψ′ + =∫ .    (4.16) 

Será assumido agora que as escalas para a corrente zonal de dupla frente são dadas 

por [h] ~ O(Hcz), [y] ~ O(RD) e [ψ] ~ O(g’Hcz
2/ |fo|), onde a escala da função transporte ψ 

pode ser obtida a partir da expressão ∂ψ/∂y = - uh. A escala da velocidade zonal é      

[u] ~ O(g’Hcz)1/2. A simbologia [var] indica ordem de var.  

A expressão ε = βRD / |fo| é também introduzida, onde ε é um pequeno parâmetro adi-

mensional (ε<<1) que define a razão entre a variação do parâmetro de Coriolis (dada 

por βRD) ao longo da extensão meridional da corrente, a qual tem O(RD), e o próprio 

parâmetro de Coriolis fo (Nof, 1999). O parâmetro ε é nulo, por definição, no plano-f.  

A ordem da profundidade h7 (ver figura 4.3) pode ser desenvolvida agora a partir da 

equação (4.16). Comparando-se a ordem dos dois termos desta equação obtém-se:  

            [ ]
2

2 0
7

0

cz
D

D

f g Hg h R
R f
ε ′

′ = , 
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e com esta identidade pode-se concluir que a referida ordem resulta 

       .     (4.17) 1/ 2
7[ ] ( )czh O Hε∼

A ordem da distância d57 pode ser desenvolvida assumindo-se que a velocidade da 

corrente zonal é constante ao longo da zona entre os pontos 5 e 7. Esta velocidade é 

realmente praticamente constante tendo-se em vista que a largura da referida zona é 

muito pequena18. A relação geostrófica aplicada a esta pequena área entre as coorde-

nadas meridionais y5 e y7  é dada por 

     0( ) hf y u g
y

β ∂′+ = −
∂

.    (4.18) 

Como a distância d57 é muito pequena será assumido que a relação ∂h/∂y ≈ h7/d57 é 

válida ao longo desta distância (deve-se lembrar que h5 = 0). A ordem de d57 é obtida a 

partir das ordens dos termos da equação (4.18) que resulta na identidade 

[ ]        1/ 2 1/ 2
570 ( ) ( ) /cz czf g H g H dε′ ′

1/ 2 )

= .   (4.19) 

A partir da identidade (4.19), considerando-se fo + βy ≈ fo, obtém-se então para a ordem 

da distância d57 

       57[ ] ( Dd O Rε∼ .    (4.20) 

Conforme mostra a análise da ordem dos parâmetros associados com a zona corres-

pondente ao transporte líquido da corrente zonal (largura e profundidade máxima)    

ambos possuem O(ε1/2).  

Um importante comparativo pode agora ser feito envolvendo a seção de transporte  

líquido da corrente zonal de dupla frente, a corrente meridional oriunda de seu contato 

com a parede (ambas abordadas neste trabalho) e o vazamento oriundo do contato de 

uma lente com uma parede analisado em Nof (1999).  A ordem de d57 corresponde à 

                                                 
18 A velocidade de translação de um vórtice, conforme visto no Capítulo 1, depende de β, logo, o trans-

porte da feição também é função deste parâmetro. Espera-se que a largura da seção do transporte   
líquido, em conseqüência, seja pequena. 
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ordem da largura da corrente meridional para norte, pois o transporte entre os pontos 5 

e 7 da corrente zonal equivale ao transporte da corrente meridional. De mesma forma, 

a ordem da profundidade da corrente meridional deve ser a mesma de h7. Como nesta 

modelagem analítica a corrente meridional equivale ao vazamento oriundo das lentes 

quando elas entram em contato com a borda continental, que ocorre na direção da  

linha do Equador, espera-se que esta ordem seja a mesma utilizada em Nof (1999), 

que investigou o encontro de uma lente anticiclônica com uma parede. A figura 2.6 (pá-

gina 28), retirada de Nof (1999), mostra que a largura do vazamento também possui 

O(ε1/2), confirmando então que as larguras da corrente meridional e do vazamento das 

lentes, após estas feições entrarem em contato com uma parede, possuem ordens   

semelhantes. A profundidade do vazamento da lente analisada em Nof (1999) também 

possui O(ε1/2), a mesma encontrada para h7. Cabe destacar que este trabalho estende 

o estudo de Nof (1999) ao encontro de um "trem" de vórtices com a borda continental e 

ainda investiga cenários com lentes e não-lentes e com a consideração de uma parede 

meridional e inclinada. 

Como segunda tarefa desta seção os termos da equação (4.14) terão suas escalas 

analisadas. Por conveniência, esta equação é aqui reproduzida e renumerada: 

         2

0
( )cn

S

hv dx dxdy 0β ψ ψ∞

L
+ −∫ ∫∫ = .   (4.21) 

Antes desta análise de escala alguns destaques serão feitos: 

1. Será assumida a priori a existência de um vórtice estacionário dentro do domínio de 

estudo, o qual possui uma profundidade máxima Hv. A escala da função transporte 

ψv deste vórtice será dada por [ψv] ~ O(g’Hv
2 / |fo|). 

2. Definindo-se o raio de deformação deste vórtice como sendo RDe = (g’Hv)1/2 / |fo|, a 

relação entre os raios de deformação do vórtice e da corrente zonal tem como resul-

tado Hv /Hcz = (RDe/RD)2.  

3. As escalas horizontais envolvidas em nosso domínio de estudo dependem unica-

mente da feição em análise e de sua localização. Assim a escala zonal da corrente 
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meridional que flui para norte é dada por [x] ~ O(ε1/2RD), pois sua largura é da mes-

ma ordem de d57, mas tem-se [x] ~ O(ℓ) para a corrente zonal, onde ℓ é o compri-

mento do lado do domínio de estudo Do, e ainda [x] ~ O(RDe) para o vórtice.  

4. De mesma forma as escalas meridionais são dadas por [y] ~ O(RD) para a corrente 

zonal, [y] ~ O(ℓ) para a corrente meridional e [y] ~ O(RDe) para o vórtice. 

Após estas considerações a análise dos termos da equação (4.21) pode ser agora ini-

ciada. O primeiro termo do lado esquerdo desta equação, o qual corresponde ao    

momentum integrado da corrente meridional que flui para norte ao longo da borda con-

tinental, tem O(εg’Hcz
2RD).   

O segundo termo do lado esquerdo de (4.21) exige um maior cuidado, visto que ele 

deve ser analisado sobre o domínio de estudo inteiro. Existem quatro lugares distintos 

para este termo dentro do domínio ABCDA, que são: (1) as áreas de oceano estagna-

do, que se encontram a norte e a sul de Do, e as áreas onde: (2) a corrente zonal, (3) a 

corrente meridional e (4) o vórtice dominam (ver figura 4.2). Nas áreas de oceano    

estagnado este termo é obviamente nulo. Para as outras três áreas este segundo    

termo pode ser expandido em 

( )   ( )   ( )  

cz cn vS S S S

a corrente zonal b corrente meridional c vórtice

( )dxdy ( )dxdy ( )dxdy ( )dxdyβ ψ ψ β ψ ψ β ψ ψ β ψ ψ∞ ∞ ∞− = − + − + −∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∞ .  (4.22) 

onde Scz compreende a seção ocupada pela corrente zonal de dupla frente, Scn é a  

seção ocupada pela corrente meridional para norte e Sv reúne a seção ocupada pelo 

vórtice estacionário. Todas estas seções são horizontais. 

O termo (a) da equação (4.22) é nulo pela geometria das linhas de corrente ao longo 

da corrente zonal. Os termos (b) e (c) têm duas parcelas cada um, ou seja, uma parce-

la que é função de ψ(x,y) e uma outra parte que depende de ψ∞(y). As ordens das   

parcelas que dependem de ψ(x,y) nos termos (b) e (c) da expressão (4.22) são        

demonstradas pelas expressões (4.23): 
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Termo (b) da corrente meridional [parcela dependente de ψ(x,y)]:   

  
1/ 2 2

1/ 2 5 / 2 20

0

( ) ( )cz
D cz

D

f g H R g H
R f
ε ε ε ε

⎡ ⎤⎡ ⎤ ′
′=⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
.   (4.23a) 

Termo (c) do vórtice estacionário [parcela dependente de ψ(x,y)]:    

  
5

De

D

R
2 2 4 2

2 20
4

0

e De De cz
De cz De

D D D

f g H g R R H RR g H
R f R R R
ε ε ε

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡′ ′
′= =⎢ ⎥⎢ ⎥

⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎦

. (4.23b) 

Para facilitar a análise da ordem das parcelas dependentes de ψ(x,y) destes dois últi-

mos termos de (4.22) calcular-se-á separadamente a razão entre as duas ordens de-

senvolvidas nas equações (4.23) e a ordem do primeiro termo de (4.21). A razão entre 

a ordem de (4.23a) e aquela do primeiro termo da equação (4.21) tem como resultado 

ε3/2ℓ / RD enquanto a razão entre a expressão (4.23b) e o mesmo primeiro termo resulta 

(RDe /RD)6.  

As ordens das parcelas dos dois últimos termos de (4.22) que são função de ψ∞(y)   

serão agora analisadas. O transporte líquido da corrente zonal é oriundo do produto 

“hu” integrado entre os pontos 5 e 7. Como neste intervalo a profundidade e a largura 

da corrente zonal possuem O(ε1/2) o transporte deverá ter O(ε). Cabe destacar agora 

que este transporte é dado por ψ5 – ψ8 = ψ5 e que ψ5 é a própria função transporte ψ∞ 

da segunda parcela dos termos (b) e (c) da equação (4.22). Estas parcelas terão então 

O(ε5/2) para a corrente meridional e O(ε2) para o vórtice estacionário. A razão entre a 

ordem destas parcelas dependentes de ψ∞(y) e a ordem do primeiro termo da expres-

são (4.21) resulta em expressões dependentes de ε3/2 e ε, respectivamente. 

Como se pode concluir, o termo correspondente à corrente meridional na expressão 

(4.22) não é capaz de equilibrar o primeiro termo da equação (4.21), pois a razão entre 

as duas ordens resulta uma função de ε3/2. Esta tarefa só é capaz de ser efetuada pelo 

termo oriundo do vórtice estacionário dependente de ψ(x,y), caso a relação abaixo se 

verifique: 
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        [ ] ( )DeR D~ O R

L

.     (4.24) 

A expressão (4.24) informa que o raio de Rossby RDe do vórtice estacionário tem apro-

ximadamente a mesma ordem que o raio de Rossby RD da corrente zonal. Negligenci-

ando-se o termo da corrente meridional e a segunda parcela do termo do vórtice esta-

cionário, que possuem ordens muito pequenas, a equação (4.21) pode ser reescrita na 

forma (onde a função transporte do vórtice está expressa como ψv) 

             2

0

cn

v

v
S

hv dx dxdy 0β ψ+ =∫ ∫∫ .    (4.25) 

A expressão (4.25), que apresenta a equação integrada do momentum meridional em 

sua forma final, é de suma importância, pois ela comprova que sem a presença de um 

vórtice estacionário durante o encontro da corrente de dupla frente e a parede (ou de 

seu análogo, do “trem” de vórtices com a borda continental) o equilíbrio meridional de 

forças não pode ser alcançado. A força “foguete” aplicada no domínio de estudo pela 

corrente meridional que flui para norte, que corresponde à primeira integral do lado es-

querdo de (4.25), só pode ser equilibrada pela força aplicada em Do pelo vórtice esta-

cionário, que nele se instala, devida ao efeito β em seu interior. Esta última força cor-

responde à segunda integral do lado esquerdo da equação (4.25). Esta configuração 

de forças é mostrada na figura 3.3 (página 35), onde agora a origem da feição interna 

ao domínio de estudo Do e o sentido da força por ela criada são agora conhecidos, ou 

seja, trata-se de um vórtice estacionário posicionado na zona de contato da corrente 

(lentes) com a borda continental gerando uma força β dirigida para norte. A origem  

desta força β é detalhada no Capítulo 1 deste trabalho (ver figura 1.5, página 6).  

A geometria das linhas de corrente da corrente de dupla frente mostra que o vórtice 

estacionário deve ser anticiclônico. A equação (4.25), contudo, confirma isso matemati-

camente, visto que o seu primeiro termo é obrigatoriamente positivo, exigindo que o 

seu segundo termo seja conseqüentemente negativo. Um valor médio negativo das 

funções corrente contidas em seu interior é uma característica de vórtices anticiclônicos 

no hemisfério sul. 

Capítulo 4 – O Encontro de um “Trem” de Vórtices do Tipo Lente com a Borda Continental                    61 



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental                        

Nas próximas duas seções os dois termos da equação (4.25) serão desenvolvidos   

visando-se à obtenção de expressões que forneçam o raio do vórtice estacionário e o 

transporte da corrente meridional. 

A figura 4.4, onde não há nenhuma proporção entre os transportes, forças, correntes e 

vórtice estacionário, mostra de forma mais detalhada o encontro da corrente zonal de 

dupla frente com uma parede meridional, resumindo todos os resultados até então   

encontrados. Estão incluídas na figura: (1) as escalas desenvolvidas nesta seção; (2) 

os perfis de velocidade de cada corrente e (3) as forças meridionais que agem no    

domínio de estudo. Seis pontos são salientados na figura os quais serão utilizados 

quando da aplicação da função de Bernoulli (e.g., Batchelor, 1998) nas equações que 

serão em breve desenvolvidas.  

 

4.3.3. O MOMENTUM DA CORRENTE MERIDIONAL  

Nesta seção o momentum da corrente meridional dirigida para norte (que será  identifi-

cada daqui para frente pelo índice "cn"), descrito pelo primeiro termo da esquerda da 

equação (4.25), será desenvolvido. De mesma forma que para a corrente zonal, partin-

do-se da equação da vorticidade potencial para ξ = 0, obtém-se para o perfil de veloci-

dade da corrente meridional a seguinte expressão:  

        1cn Nv v f x= −

2 2

.     (4.26) 

Utilizou-se como condição de contorno para a obtenção de (4.26) que vcn = v1 em  x = 0 

(ou seja, na parede). Além disso, tem-se que fN = fo + βyN.  O índice 1 da velocidade 

indica que esta variável situa-se no ponto 1 da figura 4.4.  Utilizando-se agora a relação 

geostrófica fv = g’∂h/∂x, a equação da profundidade da corrente meridional será dada 

por (onde h1 é a profundidade rente à parede) 

        1 1 /cn N Nh h f v x/g f x 2g′ ′= + − .     (4.27) 
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Figura 4.4 – Destaque do encontro da corrente de dupla frente com uma parede meridional. As setas 
largas azuis indicam as forças meridionais que agem no domínio de estudo. A área vermelha entre os 
pontos 5 e 7 indica a região de transporte líquido da corrente zonal o qual equivale ao transporte da  
corrente meridional delimitado entre os pontos 1 e 2 (também em vermelho). 

 

Novamente a condição de contorno para a obtenção de (4.27) é estabelecida na pare-

de, ou seja, hcn = h1 em x = 0. Negligenciando-se os termos com ordem superior a ε 
nas duas últimas expressões (4.26) e (4.27) resulta: 

1 0          cn cnv v f x 0 x L= − ≤ ≤ x L    v 0     cn cn= >

2 2

  e  (4.28) 

1 0 1 0 /     cn cnh h f v x/g f x 2g 0 x L′ ′= + − ≤ ≤       cn cnh 0 x L= > .  (4.29) 
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Cabe destacar que somente serão mantidos nas equações os termos com ordem igual 

ou inferior a ε (ordem do transporte da corrente zonal). Aqueles termos de ordem supe-

rior a ε serão sempre negligenciados19.   

Deste ponto em diante a figura 4.4 é essencial para os desenvolvimentos que se segui-

rão. Aplicando-se a função de Bernoulli entre o ponto 7 da corrente zonal e o ponto 1 

da corrente meridional resulta 

          .    (4.30) 1 1 7 7/g h v 2 g h u 2  ′ ′+ = + /2 2

2 2 2 2 3

A equação (4.30) será utilizada novamente em breve. As equações (4.1) e (4.2) defi-

nem a corrente zonal de dupla frente e são aqui reproduzidas por conveniência. 

     e 0czu f y y /β= + 0 0cz czh H f y /2g f y /2gβ′ ′= − − .         (4.31ab) 

O último termo do lado direito da equação (4.2) foi negligenciado por ter O(ε2). Utilizan-

do-se a expressão (4.31a) as variáveis do ponto 7, onde y = y7, serão 

     e 2 2 2 32
7 0 7 7u f y y /β= + 7 0 7 0 7czh H f y /2g f y /2gβ′ ′= − − .         (4.32ab) 

Antes de se retornar à equação (4.30) a profundidade do ponto 1 deve ser definida. Por 

conservação de massa o transporte Tcz da corrente zonal e o transporte Tcn da corrente  

meridional devem ser os mesmos. Com esta consideração uma expressão para a pro-

fundidade h1 será desenvolvida. O transporte Tcn associado com a corrente meridional 

pode ser calculado a partir da sua relação geostrófica zonal multiplicada pela profundi-

dade local, o que fornece como resultado 

        
2

N
g hf

x 2 x
ψ ′∂ ∂

=
∂ ∂

 .    (4.33) 

                                                 
19 Para uma maior clareza do leitor a manutenção de um determinado termo em uma equação está   

associada com a respectiva potência de ε na expressão que previamente definiu a ordem deste termo. 
Por exemplo, um termo com O(ε3fo2ℓ / g’) será sempre negligenciado por estar associado a uma potên-
cia 3 em ε. Como o parâmetro ε passa a ser uma referência de escala poder-se-ia dizer que este     
termo possui ordem 3 ou O(ε3).  
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No desenvolvimento de (4.33) foi utilizada a expressão ∂ψ/∂x = vh. A integração da  

expressão (4.33) da parede (ponto 1) até o limite leste da corrente (ponto 2), conside-

rando-se que h2 = 0, ψ7 = ψ1 = 0 e Tcn = ψ2 (ver a figura 4.4), resulta  

                   .        (4.34) 2
0f1 /cnT g h 2′= −

Para a obtenção do transporte Tcz = ψ5 – ψ8 = ψ5 é necessário uma expressão para a 

função transporte ψcz da corrente zonal. Para tal a relação ∂ψ/∂y = - uh será novamente 

empregada. Utilizando-se então as equações (4.31) e integrando-se esta última rela-

ção, obtém-se como resultado 

2 2 3 4 4 2 5 5 3 3 )0 8 0 8 0 8 8( ) ( ) ( ) (cz cz
cz

f H y y f y y 3f y y H y y
2 8g 20g 6

β βψ − − −
= − − +

′ ′
−

 .  (4.35) 

Na obtenção da expressão (4.35) um termo de O(ε2) foi negligenciado. A constante de 

integração foi solucionada fazendo-se ψ = 0 em y = y8. Caso se faça y = y5 na expres-

são (4.35) resultará ψ5 que é o próprio transporte Tcz da corrente zonal. Com esta   

consideração em prática e igualando-se (4.34) com (4.35), onde y = y5, obtém-se a  

expressão desejada para a profundidade h1 que é dada por 

1/ 22 2 2 4 4 4 3 5 5 3 3
0 5 8 0 5 8 0 5 8 0 5 8

1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )cz czf H y y f y y 3f y y f H y yh
g 4g 10g 3g

β β⎡ ⎤− − − −
= − − +⎢ ⎥′ ′ ′ ′⎣ ⎦

.  (4.36)  

A profundidade da corrente meridional h1 conforme mostra a expressão (4.34) é obtida 

por uma raiz quadrada do transporte meridional (ou zonal) os quais são de O(ε), logo, 

conforme esperado, esta profundidade possui O(ε1/2), tal qual a profundidade h7.  

Retornando-se a expressão (4.30) e utilizando-se as expressões (4.32) obtemos uma 

expressão para a velocidade v1 que tem a forma 

                       [ ]1 ( )czv 2g H h′= − 1/2
1 .    (4.37) 

Em (4.37) tem-se Hcz >> h1, mas manteve-se o segundo termo devido ao critério ado-

tado de manutenção dos termos com ordem igual ou inferior a ε e [h1] ~ O(ε1/2).  
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Uma expressão para a largura Lcn da corrente meridional será desenvolvida agora. No-

vamente será assumido que a velocidade da corrente se mantém constante ao longo 

de seu perfil (esta corrente é muito estreita e a velocidade realmente é praticamente 

constante). Será adotado, por conveniência, como valor constante desta velocidade   

vcn = v1. A relação ∂h/∂x = ∆h/∆x será também assumida como válida. Com estas con-

siderações e com a equação geostrófica zonal aplicada a esta corrente resulta 

           0 1 1/ cn/f v g h x g h L′ ′= Δ Δ = − .   (4.38) 

A expressão (4.38) fornece Lcn = - g’h1/fov1 que com a utilização de (4.37) resulta 

                  
[ ]

1
1/2

0 ( )cn
cz 1

g hL
f 2g H - h

′
= −

′
.    (4.39) 

Na equação (4.39) a variável h1 é calculada a partir da equação (4.36). Há uma outra 

maneira de desenvolver uma expressão para Lcn. Fazendo-se h = 0 na expressão 

(4.29), e solucionando-se a equação resultante para x encontrar-se-á uma fórmula   

alternativa para a largura da corrente meridional, pois neste caso x = Lcn. Para tal, as  

equações (4.36) e (4.37) serão necessárias.   

Com (4.28) e (4.29) o momentum da corrente meridional será expresso por 

            . (4.40) [ ]1 0 1 0 1 0/cn cn2 2 2
cn cn0 0

h v dx h f v x/g f x 2g v f x dx′ ′⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦∫ ∫
2L L

L

Negligenciando-se na expressão (4.40) os termos com ordem superior a ε resulta 

         2 3 2
1 1 0 1 /cn 2

cn cn cn cn0
h v dx h v L f v L 2g′= +∫ .   (4.41) 

Com as expressões (4.36), (4.37) e (4.39) o momentum da corrente meridional que flui 

para norte pode ser calculado a partir de (4.41). Estas quatro equações contêm apenas 

parâmetros conhecidos da corrente zonal de dupla frente, ou seja, sua profundidade 

máxima Hcz e as coordenadas meridionais y5 e y8 das duas frentes.  
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4.3.4. O TRANSPORTE DA CORRENTE MERIDIONAL 

O transporte Tcn da corrente meridional pode ser calculado pela expressão (4.34) utili-

zando-se a equação (4.36). Este transporte também pode ser calculado em função do 

produto “hv” integrado ao longo dos pontos 1 e 2 que delimitam esta corrente. Este 

transporte pode ser calculado pela expressão 

   . (4[ ]1 0 1 0 1 0/cn cn 2 2
cn cn0 0

h v dx h f v x/g f x 2g v f x dx′ ′⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦∫ ∫
L L

.42)  

L

Na obtenção de (4.42) foram utilizadas as equações (4.28) e (4.29). Após os termos 

com ordem superior a ε terem sido negligenciados a equação (4.42) resulta em 

    2 2
1 1 0 1 /cn

cn cn cn cn0
h v dx h v L f v L 2g′= +∫ .   (4.43) 

Novamente, com a utilização das expressões (4.36), (4.37) e (4.39), o transporte da 

corrente meridional que flui para norte pode ser calculado a partir da equação (4.43). 

Destaca-se que a expressão (4.34) é mais simples, pois permite calcular o transporte 

Tcn apenas em função de (4.36). 

 

4.3.5. O MOMENTUM DO VÓRTICE ESTACIONÁRIO 

Nesta subseção será desenvolvida uma expressão para o momentum Mov  proveniente 

do vórtice estacionário, incluído na equação integrada do momentum meridional (4.25), 

e que tem como expressão inicial 

     
v

v v
S

Mo β ψ= dxdy∫∫ .    (4.44) 

Na expressão (4.44) Sv é a área horizontal do domínio de estudo ocupada pelo vórtice 

estacionário e ψv é a sua função transporte. Para que esta equação possa ser desen-

volvida é necessária uma expressão para a função transporte ψv no interior do vórtice. 

Cabe destacar que a corrente que circunvizinha o vórtice também contribui neste mo-
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mento, mas a ordem desta contribuição é superior a ε podendo ser então negligencia-

da. O vórtice estacionário foi suposto ser também uma lente. 

A equação (3.45, página 45), aqui repetida por conveniência, permite o cálculo da fun-

ção transporte ψv do vórtice estacionário 

                  θ/v r v hψ∂ ∂ =

2 2 2 2

.     (4.45) 

As equações de ordem principal, ou seja, no plano-f ou de O(1), da velocidade orbital 

vθ e profundidade hv de um vórtice com ξ = 0 são20 (ver seção 3.4.1, página 46) 

                         e       θ 0 /v f r= − 0 0( ) /vh f r r 8g′= − .                 (4.46ab) 

Nas equações (4.46) a variável ro corresponde ao raio do vórtice. Com as expressões 

(4.46) aplicadas na equação (4.45) esta se transforma em 

       
2 2 2 3 2 2 2

0 0 0 0 0( ) ( )      v
v

f r f r r f r rC
r 2 8g 64g
ψ ψ

⎡ ⎤∂ −⎡ ⎤= − → = +⎢ ⎥⎢ ⎥
−

′ ′∂ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
.         (4.47) 

Na expressão (4.47) C é uma constante de integração cujo cálculo passa a ser o obje-

tivo temporário deste estudo.  

Um esboço do perfil norte-sul do vórtice estacionário criado em Do, visto do oceano 

para a borda continental, é mostrado na figura 4.5. A área hachurada da direita mostra 

a seção por onde circula a corrente circunvizinha ao vórtice. Pode-se perceber na figu-

ra a presença de três diferentes variáveis associadas com as profundidades da feição, 

que são: (a) Hv é a máxima profundidade do vórtice, localizada nas coordenadas retan-

gulares centrais do vórtice, (b) hv é a profundidade da feição associada a um dado raio 

r do vórtice e (c) hi é a profundidade na interface vórtice-“corrente líquida”. De mesma 

forma três variáveis estão associadas com raios do vórtice, ou seja: (a) R é o raio do 

vórtice medido até a posição da interface com a corrente circunvizinha, (b) ro é o legíti-

mo raio do vórtice medido do seu centro até a posição em que a profundidade da feição 

é nula e (c) r é o raio do vórtice associado à profundidade hv.  
                                                 
20 Como as ordens neste trabalho estão relacionadas com o parâmetro ε, em um cenário desenvolvido 

no plano-f (onde β, e conseqüentemente ε, serão nulos) a ordem será 1 ou ε0. 
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Fazendo-se hv = hi na expressão (4.46b) equivale a assumir que r = R. Este valor de 

raio para o vórtice estacionário resulta então  

             
1/ 2

2
0

( )v i8g H hR
f

⎡ ⎤′ −
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

.    (4.48) 

 

Figura 4.5 – Esboço do perfil norte-sul do 
vórtice estacionário gerado no domínio 
de estudo. A área hachurada indica a 
seção por onde circula a corrente circun-
vizinha ao vórtice. 

Na obtenção da expressão (4.48) foi utilizada a equação (3.49, página 46), a qual    

estabelece que Hv = fo2ro
2/8g’. A consideração de r = R na equação (4.47) equivale a 

assumir que ψv = ψvc = 0, onde ψvc é a função transporte na interface vórtice-“corrente 

líquida”. Com esta consideração pode-se agora calcular a constante C desta equação, 

que agora se transformou na expressão 

           
3 2 2 2

64g
0 0( )f r R0 C ⎡ ⎤−

= + ⎢ ⎥′ ⎦
.    (4.49) 

⎣

Substituindo-se a equação (4.48) na expressão (4.49) resulta 

{ }2 23 2 2 3 2 2
0 0 0 0 0

0

( ) / /v i i i
f r 8g H h f f 8g h f g h0 C C C

64g 64g f

′− −⎡ ⎤ ′⎡ ⎤ ′⎣ ⎦ ⎣ ⎦= + = + = +
′ ′

. (4.50) 

Com esta última equação conclui-se que C = - g’hi
2/fo e com este resultado a expressão 

(4.47) torna-se então  

    
3 2 2 2 2

0 0

0

( ) i
v

f r r g h
64g f

ψ
′⎡ ⎤−

= −⎢ ⎥′⎣ ⎦
 r R≤ .  (4.51) 
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Retomando-se a relação Hv / Hcz = (RDe / RD)2, e lembrando-se que [RDe] ~ O(RD), con-

clui-se então que [Hv] ~ O(Hcz), ou, em outras palavras, que Hv >> hi. Com esta consi-

deração e as equações (3.49, página 46) e (4.48) conclui-se também que R ≈ ro. Esta 

metodologia de cálculo da função transporte ψv do vórtice foi utilizada em Arruda 

(2002). 

O momentum do vórtice estacionário pode ser calculado agora se utilizando as expres-

sões (4.44) e (4.51), o que resulta 

       
3 2 2 2 22

0
0 0

0

( )

v

R
i

v v
S

f R r g hMo dxdy rd
64g 2f

π
rdβ ψ β

⎡ ⎤′−
= = −⎢ ′⎣ ⎦
∫∫ ∫ ∫ θ⎥ .  (4.52) 

Cabe destacar que a consideração de termos de mais alta ordem nas equações da ve-

locidade orbital e profundidade do vórtice estacionário não acarretariam mudanças na 

expressão (4.52). Todos os termos de mais alta ordem, se incluídos no cálculo da fun-

ção transporte ψv em (4.47), seriam negligenciados em (4.52) após a multiplicação da 

integral por β, pois deste produto resultariam novos termos com ordem superior à ε. De 

mesma forma, o segundo termo da integral da expressão (4.52) também pode ser ne-

gligenciado. A equação (4.52) transforma-se então em  

          
3 3 6

0
6

2 60
7 0( ) ( )

v

v v
S

f f RMo dxdy R d
2 3 g 2 3 g

πβ π ββ ψ θ= = =
′ ′∫∫ ∫ .           (4.53) 

 

4.3.6. O RAIO DO VÓRTICE ESTACIONÁRIO 

[80] A equação integrada do momentum meridional (4.25) aplicada ao domínio de es-

tudo ABCDA é aqui reproduzida por conveniência: 

      2

0

cn

v

cn cn v
S

h v dx dxdy 0β ψ
L

+ =∫ ∫∫ . 

Com as equações (4.41) e (4.53) esta expressão transforma-se em 
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3 6

=2 3 2 0
1 1 0 1 6/

( )cn cn
f Rh v L f v L 2g 0

2 3 g
π β′+ +

′
.   (4.54) 

A expressão para o cálculo do raio R do vórtice estacionário gerado no domínio de es-

tudo, a partir da equação (4.54), é dada por 

       

1/ 6

2 3 2
1 1 0 13

0

/cn cn
3gR 2 h v L f v L 2g
fπ β

⎧ ⎫⎡ ⎤′⎪ ⎪′⎡ ⎤= − +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
.  (4.55) 

As equações (4.36), (4.37) e (4.39) desenvolvidas anteriormente devem ser aplicadas 

em (4.55) para o cálculo deste raio. A expressão (4.55) mostra que o raio do vórtice 

estacionário depende diretamente do transporte do “trem” de vórtices, o qual influencia 

o valor do momentum da corrente para norte (entre colchetes na referida equação) e da 

diferença de densidade entre as camadas (que influencia g'). O tamanho do vórtice es-

tacionário depende também da posição da zona de interação deste “trem” com a borda 

continental. Neste caso, o raio depende inversamente da raiz quadrada do parâmetro 

de Coriolis, o qual é modificado de acordo com a latitude central do domínio de estudo 

Do. Na situação em que “trens” de vórtices de mesmo transporte atinjam duas posições 

diferentes ao longo da borda continental, o vórtice estacionário oriundo deste encontro 

será maior naquela posição mais próxima da linha do Equador. 

 

4.4. DOMÍNIO DE ESTUDO COM UMA PAREDE INCLINADA 

O cenário em que o domínio de estudo possui uma borda continental (parede) inclinada 

será explorado nesta seção. Será demonstrado novamente que a presença de um vór-

tice estacionário em Do continua necessária para o equilíbrio das forças na direção  

paralela à parede. É importante destacar que a corrente de dupla frente possui apenas 

a mesma vorticidade e transporte do “trem” de vórtices, mas não possui o mesmo mo-

mentum, o que introduzirá algum erro na representação do “trem” de vórtices por esta 

corrente. No caso de uma parede meridional este fato não interferia em nada na preci-

são do resultado alcançado, pois o momentum zonal não tinha nenhuma influência  

sobre o momentum meridional, o que já não ocorre no cenário com uma parede incli-
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nada, quando então uma componente do momentum da corrente zonal será incluída na    

equação integrada do momentum paralelo à parede (rever a figura 3.6, página 41). O 

modelo numérico, quando aplicado a um cenário de parede inclinada, permitirá a avali-

ação deste erro, o que será analisado no Capítulo 5. 

Em termos de transporte, um dos focos principais da modelagem analítica deste traba-

lho, a consideração de uma parede inclinada não afeta o transporte da corrente para 

norte (na realidade, para nordeste agora), tendo em vista que, por balanço de massa, a 

massa de água que entra por intermédio da corrente zonal pela fronteira leste do domí-

nio, sendo a parede inclinada ou não, é a mesma, a qual terá que sair pela fronteira 

norte do domínio. 

A inclinação da parede afetará, de fato, é o tamanho do vórtice estacionário que se  

instala na zona de contato da corrente de dupla frente com a borda continental. Espera-

se que o diâmetro deste vórtice seja maior do que aquele apresentado no cenário com 

uma parede meridional. Esta expectativa se deve ao fato que a força criada pelo efeito-

β no interior desta feição deverá agora também balancear a componente paralela à 

parede da força aplicada no domínio de estudo pela corrente zonal, a qual (a compo-

nente) é muito maior que a força aplicada pela corrente paralela à parede que flui para 

nordeste (ver figura 3.6, página 41), tendo em vista que o produto hv2dx da corrente 

paralela à parede possui O(ε). Pode-se dizer antecipadamente que é a componente da 

corrente zonal que praticamente determinará o tamanho do vórtice estacionário. Cabe 

destacar que apesar da corrente zonal ter um duplo sentido de fluxo as forças aplica-

das no domínio de estudo por esta corrente são sempre dirigidas para oeste. O fato da 

corrente de dupla frente não ter o mesmo momentum do “trem” de vórtices deverá   

introduzir algum erro apenas no tamanho do vórtice estacionário, cuja magnitude pode-

rá ser avaliada nos experimentos numéricos realizados no Capítulo 5. 

A figura 4.6 mostra o atual cenário de estudo, o qual contém agora dois sistemas de 

coordenadas. O sistema XY é o mesmo sistema utilizado na seção anterior com uma 

parede meridional. O novo sistema xy acompanha os contornos norte e oeste do domí-

nio de estudo ABCDA (agora inclinado). Novamente o transporte da corrente paralela à 

parede para nordeste é o mesmo transporte líquido da corrente zonal. 
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A expressão (3.36, página 43), a qual representa a equação integrada do momentum 

paralelo à parede para um domínio de estudo com uma parede inclinada, é reproduzida 

aqui por conveniência. Novamente cabe destacar que o fluxo pelo contorno AB é nulo 

para o cenário tipo modelo-1 analisado neste capítulo. 

5

8

2 2 2
00

/cn

Y
S

Y L
sen h U dY hv g h 2 (f Y) dx cos dxdy 0θ β ψ∗ ∗ ′⎡ ⎤+ + − + +⎣ ⎦∫ ∫ ∫∫β θ ψ = . (4.56) 

 

Figura 4.6 – Domínio de estudo com 
uma parede inclinada de um ângulo θ 
medido em sentido horário a partir da 
direção norte. Destaca-se neste cenário 
a presença de dois sistemas de coor-
denadas, sendo um deles alinhado com 
os eixos cardeais e o outro tem os seus 
eixos alinhados com as fronteiras norte 
e leste do domínio de estudo. O siste-
ma XY corresponde ao sistema utiliza-
do na seção anterior. 

Na equação (4.56) os limites da primeira integral foram modificados para o intervalo 

entre Y = Y8 e Y = Y5, pois fora deste faixa a integral é sempre nula. Além disso, a   

segunda integral teve seus limites invertidos e foi ainda considerado que esta integral 

será nula fora dos domínios da corrente paralela à parede, o que possibilita estabelecer 

seus novos limites de x = 0 até x = Lcn. A velocidade e a profundidade da corrente    

zonal, presentes na primeira integral, estão escritas no sistema XY (a notação destas 

variáveis apresenta uma estrela superior). Cabe destacar que as equações desenvolvi-

das nesta seção estão escritas no sistema xy.  

Algumas considerações já feitas para o cenário de uma parede meridional serão nova-

mente aplicadas aqui, ou seja, a seção anterior é uma referência para esta seção que 

contempla uma parede inclinada. A aplicação de metodologia similar àquela utilizada 

Capítulo 4 – O Encontro de um “Trem” de Vórtices do Tipo Lente com a Borda Continental                    73 



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental                        

com a parede meridional na análise dos termos que compõem a segunda integral da 

equação (4.56) transforma esta equação em 

       
5

8

2 2

0

cn

Y
S

Y L
sen h U dY hv dx cos dxdy 0θ β θ∗ ∗ ψ+ +∫ ∫ ∫∫ = .  (4.57) 

Uma maneira rápida e alternativa de se chegar a este mesmo resultado é a considera-

ção de que a segunda e terceira parcelas da segunda integral de (4.56) possuem     

ordem superior a ε e podem ser negligenciadas. A primeira parcela, contudo, é de O(ε) 
e deve ser mantida.  

Esta importante equação mostra os termos que compõem a equação integrada do 

momentum paralelo à parede, ou seja, na mesma ordem dos termos mostrados na  

equação (4.57) temos: (a) uma componente paralela à parede da força  aplicada no 

domínio de estudo pela corrente zonal, (b) a força “foguete” aplicada em Do pela cor-

rente para nordeste e (c) outra componente paralela à parede da força devida ao efeito 

β gerada no interior do vórtice estacionário criado dentro do domínio (ver setas azuis 

da figura 4.7). O terceiro termo cobre toda a extensão do domínio de estudo, mas a sua 

parcela de ordem relevante é aquela correspondente à região do vórtice estacionário, 

conforme já demonstrado na seção anterior.   

A figura 4.7 mostra o domínio de estudo Do no cenário de uma borda continental incli-

nada, onde estão destacadas: a corrente zonal, a corrente paralela à parede, o vórtice 

estacionário, as forças que atuam em Do e algumas dimensões e escalas envolvidas. 

 

4.4.1. ANÁLISE DE ESCALA 

Apesar do fator escala já ter sido considerado na obtenção da equação (4.57) os ter-

mos que compõem esta equação terão a sua escala agora avaliada. Utilizando-se as 

mesmas considerações feitas na análise de escala da seção anterior (com uma parede 

meridional) pode-se concluir que o primeiro termo do lado esquerdo da expressão 

(4.57), o qual corresponde à componente paralela à parede do momentum da corrente 

zonal, possui O(g’Hcz
2RD). De mesma forma a ordem do termo correspondente à cor-
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rente para nordeste (segundo termo) é O(εg’Hcz
2RD) e ao vórtice estacionário (terceiro 

termo) é O[εg’Hcz
2RDe(RDe/RD)5]. A equação (4.58) resume estas ordens:  

  
5

8

22

2 2

0

(2)  - ( )(1)  ( )

cn

cz Dcz D

Y

O g H RO g H R

Y L
sen h U dY hv dx cos dxdy 0

ε

θ θ∗ ∗

′′−

+ +∫ ∫ ∫∫β ψ =   .  (4.58) 

2 5
(3) - [ ( / )cz De De DO g H R R Rε ′ ]  

 

 
Figura 4.7 – Forças atuantes no domínio de estudo no cenário de uma borda continental inclina-
da de um ângulo θ, medido a partir do norte em sentido horário. As setas azuis correspondem às 
forças que participam da equação integrada do momentum paralelo à parede enquanto as setas 
amarela e verde correspondem àquelas que atuam na equação integrada do momentum perpen-
dicular à parede (não utilizada neste trabalho). A sigla "cn" indica a corrente paralela à parede 
para nordeste e "cz" a corrente zonal, ambos fluxos indicados por setas pretas, assim como a 
força β oriunda do vórtice estacionário. 

 

 

A análise da expressão (4.58) deve ser cuidadosa tendo-se em vista que o primeiro 

termo não tem ordem dependente de ε. Para a situação em que [senθ] ~ O(ε) (ou seja, 

uma parede quase meridional, e onde cosθ → 1) os três termos da equação (4.58) par-

ticiparão do balanço de forças na direção paralela à parede, quando então [RDe] ~ 

O(RD), conforme a seção anterior, e os três termos terão então O(εg’Hcz
2RD). 
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A figura 4.8 mostra as forças que atuam paralelas à parede no cenário de um domínio 

de estudo com uma parede inclinada de um ângulo θ com relação ao norte geográfico, 

e onde [senθ] ~O(ε). Cabe destacar que para este cenário a expressão (4.58) confirma 

a necessidade de um vórtice estacionário ser criado dentro do domínio de estudo, ten-

do em vista que o segundo termo da equação (4.58) não poderia compensar o primeiro 

termo, pois as forças decorrentes destes dois termos têm a mesma direção e sentido 

(ver setas amarela e laranja na figura 4.8).  

  

EQUAÇÃO INTEGRADA DO MOMENTUM PARALELO À PAREDE PARA [senθ] ~ O(ε)  

            5

8

2 2

0

N

v

Y L

vY
S

sen h U dY hv dx cos dxdy 0θ β θ∗ ∗ + +∫ ∫ ∫∫  ψ =

Figura 4.8 – Forças na direção paralela à parede durante o 
encontro entre a corrente de dupla frente e uma parede inclina-
da de um ângulo θ, e onde [senθ] ~O(ε). Neste cenário as três 
forças envolvidas (ver texto) no balanço na direção paralela à 
parede atuam simultaneamente, pois todos os termos da equa-
ção integrada do momentum (acima) possuem mesma ordem, 
dada por O(εg’Hcz

2RD). Um vórtice estacionário (círculo traceja-
do) é necessário no domínio de estudo, pois somente a compo-
nente paralela à parede (seta vermelha) da sua força interna 
devida ao efeito β (seta azul) pode equilibrar a soma da com-
ponente (seta laranja) da força da corrente zonal (seta cinza) 
com a força da corrente para nordeste (seta amarela), aplicadas 
em Do. 

Para inclinações maiores da parede, ou seja, quando senθ >> ε, o primeiro termo da 

equação (4.58) só poderá ser balanceado pelo terceiro termo, o que novamente con-

firma a exigência de um vórtice estacionário dentro do domínio de estudo. Para tal é 

necessário que a relação entre os raios de deformação da corrente zonal e do vórtice 

estacionário resulte em 

     [ ] 1/ 6 )~ ( /De DR O R ε .     (4.59) 

A equação (4.59) confirma a hipótese prévia de que os vórtices estacionários no cená-

rio de uma parede inclinada terão diâmetro superior àqueles criados dentro do domínio 

de estudo quando a parede é meridional, onde [RDe] ~ O(RD). A figura 4.9 mostra as 

forças que atuam paralelas à borda continental no cenário de um domínio de estudo 
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com uma parede inclinada de um ângulo θ com relação ao norte geográfico, e onde 

senθ >> ε. 

A equação integrada do momentum paralelo à parede para o cenário em que senθ >> 

ε, apresentada na figura 4.9, mostra que quanto maior a inclinação da parede maior 

será o diâmetro do vórtice estacionário. O primeiro termo desta equação é diretamente 

proporcional ao ângulo θ enquanto o segundo é inversamente proporcional a este pa-

râmetro, o que exige um aumento da força β neste último termo para compensar o 

crescimento do primeiro termo, o que só ocorre com o aumento do diâmetro do vórtice 

estacionário. 

 

EQUAÇÃO INTEGRADA DO MOMENTUM PARALELO À PAREDE PARA [senθ] >> O(ε) 
5

8

2Y

vY
S

sen h U dY cos dxdy 0θ β θ ψ∗ ∗ + =∫ ∫∫          

Figura 4.9 – Forças na direção paralela à parede durante 
o encontro entre a corrente de dupla frente e uma parede 
inclinada de um ângulo θ, e onde senθ >> ε. Neste cená-
rio somente duas forças atuam simultaneamente no ba-
lanço paralelo à parede, pois a ordem da força exercida 
pela corrente para nordeste é muito pequena e pode ser 
negligenciada (ver texto). Um vórtice estacionário (círculo 
tracejado) é necessário no domínio de estudo, pois so-
mente a componente paralela à parede (seta vermelha) 
da sua força interna devida ao efeito β (seta azul) pode 
equilibrar a componente (seta laranja) da força aplicada 
em Do pela corrente zonal (seta cinza).  

Na seção seguinte os termos que compõem a equação integrada do momentum para-

lelo à parede (4.58) serão desenvolvidos. 

 

4.4.2. A EQUAÇÃO INTEGRADA DO MOMENTUM PARALELO À PAREDE  

Para o desenvolvimento do primeiro termo da equação (4.58) as expressões (4.31ab), 

da velocidade e profundidade da corrente zonal de dupla frente, respectivamente,    
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serão utilizadas novamente. Estas equações são aqui reproduzidas por conveniência (a 

notação y das  equações originais foi substituída por Y). 

                  e     * 2 2 * 2 2 3
0czU f Y Y /β= + 0 0cz czh H f Y /2g f Y /2gβ′ ′= − − .     (4.60ab) 

A utilização das equações (4.60) no primeiro termo da expressão (4.58), após a exclu-

são de termos com ordem superior a ε, resulta 

 

5

8

2 0 5 8 0 5 8

4 5 5 3 6 6
0 5 8 0 5 8

( ) ( ) ...

( ) ( )                                        ...  .

Y
cz cz

Y

f H Y Y f H Y Ysen h U dY sen
3 4

f Y Y f Y Y
10g 6g

βθ θ

β

∗ ∗ ⎡ − −
= +⎢

⎣
⎤− −

− − ⎥′ ′ ⎦

∫
2 3 3 4 4

−

= − ≤ ≤

2 2

L

  (4.61) 

As coordenadas meridionais Y8 e Y5 definem a posição das duas frentes da corrente 

zonal. O segundo termo presente na equação (4.58) está associado à corrente meridi-

onal que flui pelo contorno norte do domínio de estudo, descrita pelas equações (4.28) 

e (4.29), aqui reproduzidas. 

     e  (4.62) 1 0                                  cn cnv v f x 0 x L

    .  (4.63) 1 0 1 0 /     cn cnh h f v x / g f x 2g 0 x L′ ′= + − ≤ ≤

Estas equações foram escritas a partir de um parâmetro de Coriolis f constante, pois o 

contorno era puramente horizontal na fronteira norte do domínio de estudo, o que já 

não ocorre no caso de uma parede inclinada, pois o contorno norte é perpendicular à 

parede e, portanto, inclinado. A largura Lcn da corrente meridional é muito pequena, 

logo a variação de f ao longo de sua extensão é mínima. Além disso, o termo βY será 

excluído das equações da corrente meridional por gerar termos de ordem superior a ε. 
Com estas considerações o segundo termo da equação (4.58) resulta exatamente na 

mesma expressão desenvolvida na seção anterior, ou seja: 

            2 3 2
1 1 0 1 /cn 2

cn cn cn cn0
h v dx h v L f v L 2g′= +∫ .   (4.64) 
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O terceiro termo da equação (4.58) corresponde à expressão (4.53) multiplicada por 

cosθ o que fornece  

    
3 6

0
6 ( )

v

v
S

f R coscos dxdy
2 3 g

π β θβ θ ψ =
′∫∫ .                      (4.65) 

Com (4.61), (4.64) e (4.65) aplicadas na equação (4.58) a expressão final para a equa-

ção integrada do momentum paralelo à parede, no cenário de uma parede inclinada, 

assume a forma 

    (4.66) 

2 3 3 4 4
0 5 8 0 5 8

4 5 5 3 6 6 2
0 5 8 0 5 8 1 1

3 2 3 6 6
0 1 0

( ) / ( ) / ...

... ( ) / ( ) / ...

... / ( ) / ( )  .

cz cz

cn

cn

sen f H Y Y 3 f H Y Y 4

f Y Y 10g f Y Y 6g h v L

f v L 2g f R cos 2 3 g 0

θ β

β

π β θ

⎡ − + − −⎣
′ ′⎤− − − − +⎦

′ ′+ + =

+

Na equação (4.66) as variáveis Y5, Y8 e Hcz são parâmetros conhecidos da corrente 

zonal enquanto h1, v1 e Lcn são parâmetros calculados para a corrente meridional pelas 

equações (4.36), (4.37) e (4.39) que dependem de Y5, Y8 e Hcz.   

 

4.4.3. O RAIO DO VÓRTICE ESTACIONÁRIO 

O raio do vórtice estacionário para o cenário de uma parede inclinada, a partir da ex-

pressão (4.66), será calculado pela equação 

  

1/ 6

2 3 2
1 1 0 13

0

/cz cn cn
3gR 2 Mo h v L f v L 2g

f cosπ β θ
⎧ ⎫⎡ ⎤′⎪ ⎪′⎡ ⎤= − + +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

.    (4.67) 

Na expressão (4.67) Mocz é a contribuição do momentum da corrente zonal na equação 

integrada do momentum paralelo à parede, cuja expressão é dada por (4.61). A equa-

ção (4.67) resulta na mesma expressão (4.55) para a situação de uma parede meridio-

nal, caso de faça θ = 0o. Neste caso o momentum Mocz será nulo visto que ele é função 

de senθ. O raio do vórtice estacionário além de depender da intensidade do transporte 

do “trem” de vórtices, da diferença de densidade entre as camadas e da posição da 

zona de contato deste “trem” com a borda continental, conforme visto no cenário de 
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uma parede meridional, ainda depende agora da inclinação desta borda com relação 

ao norte geográfico. Quanto mais inclinada estiver a borda continental maior será o raio 

do vórtice estacionário, caso os demais parâmetros dos quais ele depende sejam man-

tidos constantes. 

 

4.5. SUMÁRIO 

A modelagem analítica do encontro de um “trem“ de vórtices do tipo lente com a borda 

continental (parede) foi desenvolvida neste capítulo. Dois cenários foram contemplados 

no estudo, ou seja, com uma parede meridional e com a parede inclinada de um ângulo 

θ (medido em sentido horário com relação ao norte). O “trem” de vórtices foi represen-

tado por uma corrente de dupla frente com o mesmo transporte e vorticidade da       

sequência de vórtices. Para a facilidade do leitor as equações utilizam as variáveis em 

sua forma dimensional. Os termos de cada equação com ordem superior a ε foram  

negligenciados.  

A modelagem apresentada neste capítulo, quando confrontada com os objetivos deste 

trabalho descritos no Capítulo 1, permite concluir: 

a) A utilização de uma corrente de dupla frente na representação de um “trem” de vór-

tices do tipo lente facilita a modelagem analítica do processo de interação entre   

estas feições e a borda continental. Um referencial fixo de coordenadas foi estabe-

lecido no domínio de estudo (os vários estudos analíticos pesquisados utilizam um 

referencial móvel, instalado no centro do vórtice). 

b) A interação contínua entre vórtices e parede modificou o cenário final das várias 

modelagens analíticas analisadas (ver Capítulo 2), ou seja, há o estabelecimento de 

um “vazamento” agora contínuo ao longo da parede, o qual é dirigido para a linha 

do Equador, oriundo do contato vórtices-parede. 

c) A equação integrada do momentum na direção y, aplicada paralelamente à parede, 

mostra um equilíbrio entre: (a) a força β interna do vórtice, (b) a força “foguete” apli-

cada no domínio de estudo Do pela corrente paralela à parede que sai pelo seu  
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contorno norte e (c) a componente paralela à parede da força aplicada em Do pela 

corrente zonal de dupla frente que atravessa o seu contorno leste. A força (b) é 

desprezível na situação de uma parede inclinada quando senθ >> ε. As três forças  

participam do equilíbrio de forças na direção paralela à parede apenas se [senθ] ~ 

O(ε). 

d) A força β interna do vórtice estacionário é a única força capaz de equilibrar as     

outras forças paralelas à parede descritas no item anterior, as quais são dirigidas 

para sul, ou seja, este fato justifica a necessidade da existência de um vórtice esta-

cionário dentro do domínio de estudo. 

e) O “vazamento” oriundo da interação da corrente de dupla frente com a parede (aná-

logo ao vazamento que seria proveniente do contato do “trem” de vórtices com a 

borda continental) se dirige integralmente no sentido da linha do Equador, indepen-

dentemente da inclinação da parede; 

f) A inclinação da parede influencia o tamanho (raio) do vórtice estacionário visto que 

aumenta a influência da componente paralela à parede da força aplicada em Do   

pela corrente zonal. No cenário em que senθ >> ε o raio deste vórtice aumenta à 

medida que aumenta o valor desta componente.  

g) O tamanho do vórtice estacionário também depende diretamente da intensidade do 

transporte do “trem” de vórtices e da diferença de densidade entre as camadas     

interna e externa do vórtice. Além disso, o raio do vórtice estacionário depende de 

forma inversa da latitude da zona de contato vórtices-parede, a qual afeta o parâ-

metro de Coriolis.  

h) As hipóteses contempladas no Capítulo 1 foram verificadas, ou seja, há um vaza-

mento contínuo ao longo da parede oriundo do contato dos vórtices com esta pare-

de, uma nova feição (vórtice estacionário) surgiu dentro do domínio de estudo e a 

inclinação da parede afeta o tamanho (raio) deste vórtice estacionário.   
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CAPÍTULO 5 
ESTUDO COMPARATIVO ENTRE OS     
MODELOS ANALÍTICO E NUMÉRICO 

 
 

O objetivo deste capítulo é a realização de um estudo comparativo entre os resultados 

dos modelos analítico e numérico para o encontro entre um “trem” de vórtices tipo lente 

e a borda continental (parede). Este estudo permitirá a avaliação das equações desen-

volvidas no Capítulo 4 comparando os seus resultados com aqueles obtidos em um 

modelo numérico isopicnal de 1,5 camadas.  

Este capítulo apresenta inicialmente o modelo isopicnal utilizado neste trabalho. Após, 

descreve-se o “canhão” de vórtices introduzido em Pichevin e Nof (1996). Este canhão 

foi utilizado na geração dos vórtices na maioria das modelagens numéricas realizadas 

neste trabalho. A seguir são apresentados os resultados da modelagem numérica para 

o cenário com o canhão de vórtices em que o domínio de estudo possui uma parede 

meridional, seguindo-se a situação com uma parede inclinada. Em um último experi-

mento são utilizados vórtices gerados analiticamente no cenário com uma parede meri-

dional. Ao final os resultados das duas modelagens são comparados e discutidos. 

 

5.1. O MODELO BLECK & BOUDRA 

Este trabalho utiliza o modelo isopicnal21 desenvolvido por Bleck & Boudra (1981, 

1986), doravante chamado de MBB, o qual foi posteriormente melhorado por Bleck & 

Smith (1990). O modelo consiste, basicamente, de quatro equações: duas equações do 

momentum, uma equação hidrostática e a equação da continuidade (Shi & Nof, 1994), 

que são:   

                                                 
21 Ao leitor mais interessado em coordenadas generalizadas e modelos isopicnais recomenda-se a leitu-

ra de Bleck (1978), Bleck (1979), Kowalik & Murty (1993), Haidvogel & Beckmann (1999) e Kantha & 
Clayson (2000). 
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Momentum zonal:  (u u u Mu v fv p
t x y x p

υ )u∂ ∂ ∂ ∂
+ + − = − + ∇ Δ ∇

∂ ∂ ∂ ∂ Δ
, (5.1) 

Momentum meridional: ( )v v v Mu v fu p
t x y y p

υ v∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + ∇ Δ ∇

∂ ∂ ∂ ∂ Δ
, (5.2) 

M p αΔ = Δ    e      (5.3) Balanço hidrostático: 

Continuidade:  
( ) ( ) ( )p u p v p 0

t x y
∂ Δ ∂ Δ ∂ Δ

+ +
∂ ∂ ∂

= .    (5.4) 

Nestas equações u e v são as velocidades zonal e meridional, respectivamente, ∆p é a 

profundidade de uma camada de densidade constante, f é o parâmetro de Coriolis, M é 

o potencial de Montgomery (e.g., Cushman-Roisin, 1994), ∆M é a diferença entre os 

potenciais de Montgomery entre as camadas superior e inferior, α é o volume específi-

co, ∆α é a diferença entre os volumes específicos entre as camadas superior e inferior, 

υ  é a viscosidade lateral e p a pressão. É utilizado o operador ∇  = i∂(*)/∂x + j∂(*)/∂y, 

onde i e j são vetores unitários na direção zonal e meridional, respectivamente. A co-

municação vertical entre as camadas é feita através da pressão que é transmitida    

hidrostaticamente. O sistema de quatro equações apresentado acima possui quatro 

incógnitas u,v,p e M e pode ser então solucionado.  

O MBB utiliza a grade tipo C de Arakawa (1966), onde o ponto em que a velocidade “u” 

é calculada situa-se a uma distância equivalente à metade da dimensão horizontal de 

um elemento de grade (que mede ∆x vs ∆y, onde ∆x é o passo horizontal do modelo e 

∆y o seu passo vertical) à esquerda do ponto onde a profundidade “h” é calculada. Já a 

velocidade “v” é calculada a uma distância equivalente à metade da dimensão vertical 

de um elemento de grade abaixo do ponto de “h”. O local onde a vorticidade é calcula-

da situa-se a uma distância equivalente à metade da dimensão vertical de um elemento 

de grade abaixo do ponto de “u” (e.g., Arruda, 2002).  

Uma das grandes vantagens do MBB é a utilização de um algoritmo que explora a téc-

nica FCT (do inglês flux corrected transport), desenvolvida por Boris & Book (1973) e 

Zalesak (1979), e que é utilizado na resolução da equação da continuidade (5.4). A uti-
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lização deste algoritmo permite que a profundidade de uma camada seja zerada, tor-

nando o modelo extremamente conveniente para o estudo de vórtices altamente     

não-lineares do tipo lente (Shi & Nof, 1994).  

O modelo utiliza a condição de contorno radiativa de segunda ordem de Orlanski 

(1976) nos seus contornos abertos. Várias opções estão disponíveis no MBB, tais    

como a inclusão de paredes (horizontais, verticais e/ou inclinadas), termos fonte ou 

sumidouros, bóias de deriva e outras.  

Os dados de cada simulação são modificados conforme o cenário a ser modelado e 

serão informados ao longo deste capítulo para cada experimento apresentado. A     

camada inferior é suposta ser muito mais profunda (abissal) que a superior e é conside-

rada em repouso. O valor do parâmetro β foi aumentado nos experimentos numéricos 

para se acelerar o andamento do modelo. Para a geração do “trem” de vórtices nos 

modelos numéricos utilizou-se: (a) feições geradas analiticamente no plano-f e posteri-

ormente estabilizadas no plano-β, e (b) o “canhão de vórtices” (do original em inglês 

eddy cannon), introduzido no trabalho de Pichevin e Nof (1996), o qual será explicado 

na próxima seção. 

 

5.2. O CANHÃO DE VÓRTICES 

O trabalho de Pichevin e Nof (1996) estuda a formação de meddies (vórtices proveni-

entes do Mar Mediterrâneo) no Cabo de São Vicente, localizado no extremo sudoeste 

do continente europeu, a norte da região de encontro do Mar Mediterrâneo com o    

Oceano Atlântico. No trabalho destes autores um novo processo é introduzido para a 

explicação da formação dos meddies, o qual se baseia no paradoxo da retroflexão   

apresentado no estudo analítico de Nof & Pichevin (1996). 

No cenário teórico desenvolvido para o canhão de vórtices uma corrente flui para oeste 

ao longo de um dos lados de uma parede (que simula um cabo geográfico), se separa 

desta na ponta do cabo, é posteriormente reconectada e retorna para leste pelo outro 

lado da parede. A separação, conforme citado em Pichevin & Nof (1996), se deve ao 

pequeno raio de curvatura (e.g., Hughes, 1989 e Bormans & Garret, 1989), enquanto a 

Capítulo 5 – Estudo Comparativo entre os Modelos Analítico e Numérico  84



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental 
 

reconexão à parede se deve ao fato de que a corrente deve ter uma área transversal 

definida (e.g., Cherniawsky & LeBlond, 1986) assim como este é o trajeto das ondas de 

Kelvin. A figura 5.1, adaptada de Pichevin e Nof (1996) para o hemisfério sul, mostra o 

cabo geográfico e a corrente zonal que o contorna.  A corrente que penetra pelo lado 

norte da parede exerce uma força (ação) sobre o domínio (demarcado pelo retângulo 

tracejado na figura 5.1) dirigida para oeste, enquanto a corrente que deixa o domínio 

pelo lado sul da parede faz com que uma outra força (de reação, conforme a 3a Lei de 

Newton) seja aplicada no domínio, a qual também é dirigida para oeste. Estas forças 

estão indicadas pelas setas amarelas na figura 5.1. A essência deste mecanismo de 

geração de vórtices reside no fato de que as forças aplicadas no domínio de estudo 

não podem ser equilibradas, o que gera um paradoxo. 

 

Figura 5.1 – Cenário do canhão de vórti-
ces proposto em Pichevin & Nof (1996)  
adaptado para o hemisfério sul. A linha 
preta mais grossa representa o cabo geo-
gráfico. Uma corrente zonal penetra no 
domínio pelo lado norte do cabo, dirigida 
para oeste, o contorna, voltando no sentido 
leste pela parte sul do cabo. A corrente é 
representada pelas setas pretas e as setas 
amarelas representam as forças aplicadas 
no domínio pela corrente zonal. Figura 
adaptada de Pichevin & Nof (1996). 

oeste 

Paradoxo similar é relatado em Pichevin e Nof (1997) quando um canal meridional, por 

onde circula água no sentido norte, abastece com água anômala um oceano estagna-

do. Os autores utilizaram neste trabalho o termo “paradoxo do desbalanceamento de 

momentum” (do original em inglês momentum imbalance paradox). Este mesmo para-

doxo buscou explicar, em Pichevin et al. (1999), a geração de vórtices na zona de re-

troflexão da Corrente das Agulhas.  

Conforme Pichevin e Nof (1996) a solução para este paradoxo, na situação do canhão 

de vórtices, requer a geração de vórtices anticiclônicos na ponta do cabo que, ao deixa-

rem o domínio de estudo pelo seu contorno oeste, exerceriam uma força no domínio, 

dirigida para leste, que equilibraria a força exercida pela corrente zonal que circula pelo 

cabo. O termo “canhão de vórtices” reside no fato de que os vórtices atuam de forma 
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similar às balas disparadas por um canhão as quais exercem uma força sobre este  

canhão ao serem disparadas.  

A movimentação dos vórtices para oeste tem como cenário de fundo o plano-β, visto 

que estas feições são autopropulsionadas neste sentido pelo efeito de β, ou seja, não 

se moveriam no plano-f (advecção externa desconsiderada e considerando-se fundo 

plano). Na situação em que β é desconsiderado, em virtude da ausência de um meca-

nismo de remoção do vórtice, esta feição cresceria continuamente de tamanho na   

ponta do cabo.  

Como a operacionalização do canhão de vórtices no MBB é um dos passos necessá-

rios para que os experimentos numéricos necessários a este trabalho possam ser pro-

cessados, será mostrada a criação do vórtice na ponta do cabo para a situação em que 

o parâmetro β é nulo. As figuras 5.2 e 5.3 mostram dois instantes de tempo de uma 

modelagem numérica no MBB com o canhão de vórtices no plano-f.  

 

Figura 5.2 – Profundidade da camada superior, durante a geração de um vórtice pelo canhão de vórti-
ces, para um período de simulação no MBB de um ano, no plano-f. A linha grossa preta da figura repre-
senta o cabo geográfico. O intervalo entre as linhas de contorno é de 300 m. Parâmetros utilizados:        
υ  = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 864 s. 
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O domínio possui 100 x 100 elementos de grade de 15 km x 15 km, totalizando uma 

área de 1500 km x 1500 km. Não se utilizou uma maior resolução visto que a intenção 

aqui é unicamente mostrar a formação do vórtice na ponta do cabo. Foi adotado um 

passo de tempo ∆t = 864 s e a corrente zonal foi suposta com 45 km de largura com 

velocidade nula rente ao cabo. O coeficiente Laplaciano de fricção horizontal υ  é 400 

m2.s-1 e fo = -10-4 s-1.  

 

Figura 5.3 – Profundidade da camada superior, durante a geração de um vórtice pelo canhão de vórti-
ces, para um período de simulação no MBB de seis anos, no plano-f. A linha grossa preta da figura   
representa o cabo geográfico. O intervalo entre as linhas de contorno é de 300 m. A ausência de um 
mecanismo de remoção faz com que o vórtice cresça continuamente na ponta do cabo. Parâmetros utili-
zados: υ  = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 864 s.  

No período de um ano já poderia ter ocorrido a liberação deste vórtice no plano-β con-

forme será observado nos experimentos da próxima seção. As figuras 5.2 a 5.3 mos-

tram que o vórtice está crescendo continuamente em virtude da impossibilidade de ser 

desprendido. O seu centro de massa move-se meridionalmente para sul. 

A figura 5.4 mostra a bifurcação do fluxo à leste do vórtice e a sul do cabo geográfico. 

Estes vetores de velocidade compõem o fluxo que está sendo reconectado à parede 

sul do cabo após contornar a sua ponta.   
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Figura 5.4 – Bifurcação dos vetores de velocidade que compõem o fluxo que está sendo reconectado à 
parede sul do cabo após ter contornado a sua ponta. A linha grossa na parte superior da figura represen-
ta o cabo geográfico. Parâmetros: υ  = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 864 s. 

 

5.3. ESTUDO COMPARATIVO ENTRE OS MODELOS ANALÍTICO E 
NUMÉRICO 

Nesta seção serão apresentados os resultados das modelagens numéricas realizadas 

com o modelo-1 (vórtices com o formato de lentes) e o comparativo destas modelagens 

com o estudo analítico desenvolvido no Capítulo 4. Na modelagem analítica o “trem” de 

lentes que incide sobre a borda continental foi representado por uma corrente de dupla 

frente de mesmo transporte e vorticidade, que penetrava no domínio de estudo pelo 

seu contorno leste. Cabe destacar que diferenças de 20-30% entre o modelo numérico 

e analítico são aceitáveis, conforme relata Pichevin e Nof (1997).  

Três experimentos numéricos, representativos de vários experimentos realizados,    

serão apresentados, ou seja: (1) com vórtices tipo lente, gerados por um canhão de 

vórtices, seguido de contato do “trem” de vórtices com uma parede meridional; (2) idem 

ao anterior, porém com uma parede inclinada com relação ao norte geográfico e (3) 
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com vórtices previamente gerados no plano-f, de forma analítica, introduzido no MBB 

para sua estabilização no plano-β, e posteriormente, numa nova simulação, introduzi-

dos na bacia a intervalos regulares, também com uma parede meridional. 

EXPERIMENTO 1 

Neste experimento os vórtices serão gerados por um canhão de vórtices criado a partir 

de um cabo geográfico modelado no MBB por uma parede horizontal, colocada per-

pendicularmente ao contorno leste do domínio de estudo. O MBB foi rodado para este 

cenário com os seguintes parâmetros: fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1 (aumentado 4 

vezes para a aceleração da modelagem numérica) e υ  = 400 m2.s-1. O domínio de  

estudo possui 320 x 100 elementos de grade (x vs y) os quais medem 5 km x 10 km, 

totalizando uma área de 1600 km x 1000 km. Foi utilizado um passo de tempo (∆t) de 

288 segundos e a corrente zonal de entrada no canhão de vórtices tem 55 km de largu-

ra possuindo vorticidade potencial nula.   

Após várias simulações para o ajuste dos parâmetros do canhão e da posição da borda 

continental, optou-se por uma parede posicionada mais perto do canhão de vórtices de 

modo que o efeito do atrito seja amenizado sobre as feições enquanto estas transitam 

pela bacia, além de se reduzir o tamanho do domínio de estudo o que melhora signifi-

cativamente o tempo de processamento. Propositadamente foram criadas grandes fei-

ções anticiclônicas a partir do canhão de vórtices, visto que isto permite: (a) uma menor 

resolução do domínio de estudo a ser processado no modelo numérico, tendo em vista 

a maior largura obtida para o braço meridional para norte22 oriundo do encontro do 

“trem” de vórtices com a borda continental (o que exige menos elementos de grade  

para ser visualizado) e (b) o aumento do passo de tempo, o que repercute em significa-

tivos ganhos em tempo de processamento. Graças a este artifício foi possível a utiliza-

ção de 5 km como menor dimensão de cada elemento de grade do domínio de estudo 

e um maior passo de tempo de 288 segundos. 

O cenário foi rodado por quatro anos no MBB. Um tempo maior se mostrou desneces-

sário em face dos resultados obtidos. O modelo numérico mostrou um comportamento 

                                                 
22 Esta corrente meridional para norte tem uma largura de O(ε1/2). 

Capítulo 5 – Estudo Comparativo entre os Modelos Analítico e Numérico  89



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental 
 

rigorosamente repetitivo e estável, ou seja, o intervalo entre a liberação de dois vórtices 

sucessivos é praticamente constante e as curvas de transporte, energia cinética e    

energia potencial mostram um perfil padrão neste período de simulação. 

A figura 5.5 mostra o resultado do MBB para um período de simulação de 148 dias. O 

primeiro vórtice V1 liberado pelo canhão (o que ocorreu no dia 116) está se afastando 

da zona do cabo geográfico e já um segundo vórtice V2 está em processo de formação. 

A feição V1 possui o seu hemisfério norte exageradamente maior em função da utiliza-

ção de um parâmetro β maior, o que aumentou a velocidade do vórtice e, consequen-

temente, o seu transporte.  

 

V1 

V2 

Figura 5.5 – Profundidade (m) da camada superior no experimento 1 para um período de simulação no 
MBB de 148 dias, no plano-β. Percebe-se um vórtice V1 já liberado pelo cabo geográfico (representado 
pela linha preta grossa) e uma segunda feição V2  em processo de formação. O intervalo entre os contor-
nos de profundidade é de 300 m. Parâmetros: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1,  g’ = 0,01 
m.s-2 e ∆t = 288 s. 

A figura 5.6 mostra o contato do vórtice V1 com a borda continental. Percebe-se o    

“vazamento” do seu líquido interior no sentido da linha do Equador conforme previsto 

pela modelagem analítica (a qual utiliza uma corrente de dupla frente para a represen-

tação dos vórtices) desenvolvida neste trabalho e por Nof (1999). O vórtice V2 está por 

ser liberado, o que ocorrerá no dia 228.  
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A figura 5.6 mostra ainda três linhas tracejadas A, B e C que delimitam seções da    

camada superior por onde o transporte será calculado pelo MBB. Na seção delimitada 

pela linha A (seção A) será calculado o transporte da corrente meridional que flui para 

norte, deixando o domínio de estudo, o qual deverá equivaler praticamente ao transpor-

te do “trem” de vórtices. Na seção B será avaliado o transporte da corrente zonal im-

posta no contorno leste do domínio de estudo e que penetra no domínio de estudo pela 

parte norte do cabo geográfico. Uma parcela do fluxo de massa desta corrente é utili-

zada para a geração do vórtice na ponta do cabo enquanto uma segunda parcela    

retorna pelo seu lado sul. A seção C permitirá o cálculo da diferença entre os dois 

transportes, ou seja, entre o transporte da corrente zonal que entra e que sai do domí-

nio de estudo, o qual deve praticamente resultar, ao longo do tempo, no transporte dos 

vórtices liberados pelo canhão. 

 

A 

B 

Figura 5.6 – Isóbatas (com intervalo de 300 m) do experimento 1 para um tempo de simulação no MBB 
de 224 dias onde se destaca o encontro do vórtice V1 e a borda continental. A segunda feição V2 está por 
ser liberada do cabo (o que ocorrerá no dia 228) e uma terceira feição V3 está começando a ser criada. 
Observa-se o vazamento de fluido do interior do vórtice V1 no sentido da linha do Equador conforme 
previsto na modelagem analítica. A linha preta grossa representa o cabo geográfico. Três linhas pretas 
tracejadas A, B e C são mostradas na figura, as quais demarcam as seções da camada superior onde 
serão calculados os transportes pelo MBB. Parâmetros: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1,   
g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  

V1 

C V3 

V2 V1 
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A figura 5.7 mostra o módulo dos transportes da corrente zonal: (a) que entra pela par-

te norte (seção B) do cabo geográfico, que corresponde à reta vermelha da figura, e (b) 

que sai pela sua parte sul (obtido pela diferença dos transportes entre as seções C e 

B), ao longo dos quatro anos de simulação do experimento 1 no MBB. Como se pode 

observar na figura o transporte para leste (curva azul) está estável. Tendo em vista as 

oscilações no início da modelagem, optou-se por fazer uma média deste transporte 

(reta preta na figura) nos dois anos finais da simulação numérica, quando a curva obti-

da mantém um padrão praticamente uniforme.  

 

Figura 5.7 – Transporte (Sv) da corrente zonal que entra no domínio de estudo pela seção B (reta ver-
melha) do domínio de estudo e transporte da corrente zonal que sai do domínio pelo lado sul do cabo 
geográfico (curva azul), cujo valor é obtido pela diferença dos transportes entre as seções C e B, con-
forme seções definidas na figura 5.6. A reta preta mostra a média deste transporte para os últimos dois 
anos de modelagem. O transporte pela seção B é constante. Parâmetros: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1,    
β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s. 

O transporte da corrente zonal ao entrar no domínio de estudo (reta vermelha na figura 

5.7) pelo contorno norte do cabo, calculado pelo MBB, é de 112,5 Sv e a média do 

transporte da corrente zonal ao sair do domínio, nos últimos dois anos, é de 85,34 Sv 

(reta preta na mesma figura). Espera-se então que a média do transporte através da 

seção A seja de 27,16 Sv, resultado oriundo da diferença entre os transportes das retas 

vermelha e preta da figura 5.7. 
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Destaca-se que o transporte da corrente zonal no contorno norte do cabo é muito ele-

vado em virtude da opção de se trabalhar com vórtices grandes para a facilitação da 

modelagem numérica, conforme já descrito no texto. A geração de grandes vórtices 

exige uma corrente de grande transporte contornando o cabo do canhão de vórtices. A 

corrente que entra no domínio de estudo pelo contorno norte do cabo possui uma lar-

gura L de 55 km com aproximadamente 1500 m de profundidade rente à parede. O per-

fil de velocidade desta corrente, obtido da consideração que sua vorticidade potencial ξ 

é nula, é descrito por u = foy + up (onde up é a velocidade rente a parede do cabo,    

assumida como zero, e o termo em β foi desprezado). O perfil de profundidade desta 

corrente, considerando-se que ela seja geostrófica e o meio invíscido, é expresso por  

h = fo2(L2-y2)/2g’. A integral do produto “hu” ao longo do intervalo entre y = 0 e y = L  

fornece o transporte desta corrente, que resulta 114,38 Sv, um valor praticamente idên-

tico ao calculado pelo MBB.  

A figura 5.8 apresenta os transportes da corrente meridional que passa pela seção A 

(ver figura 5.6) assim como a média deste transporte também calculada para os últimos 

dois anos de modelagem no MBB (reta preta na figura). Este transporte médio vale 

27,17 Sv (o que confirma o valor esperado) e equivale ao transporte médio do “trem” de 

vórtices através da bacia.  

 

Figura 5.8 – Transporte da cor-
rente meridional (curva azul) 
que passa pela seção A da fi-
gura 5.6 e média deste trans-
porte nos últimos dois anos de 
modelagem numérica (reta pre-
ta). Parâmetros utilizados:  υ = 
400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 
8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e 
∆t = 288 s.  
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A estável periodicidade na geração de vórtices pelo canhão (um vórtice a cada aproxi-

madamente 112 dias, depois do primeiro ter sido liberado) mostra que em quatro  anos 

de modelagem seriam geradas [(4 x 365) – 116] / 112 = 12 feições. Os 12 picos de 

transporte da figura 5.8 mostram o vazamento destes 12 vórtices passando pelo con-

torno norte do domínio de estudo, o qual foi gerado após o contato das feições com a 

borda continental. A figura 5.9 apresenta as curvas de energia cinética e potencial que 

foram calculadas sobre todo o domínio de estudo. Percebe-se que as energias estão 

estabilizadas nos dois últimos anos de simulação. 

 

Figura 5.9 – Variação da  
energia do domínio de estudo 
no período de simulação de 
quatro anos no MBB. A ener-
gia predominante no domínio 
é a energia potencial (em 
azul). Pode-se perceber que 
as energias cinética e poten-
cial se estabilizaram nos últi-
mos dois anos da simulação. 
Parâmetros utilizados: υ = 
400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 
8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 
e  ∆t = 288 s.  

 
Para a visualização do vórtice estacionário optou-se por fazer a média temporal da ve-

locidade e profundidade ao longo de todo o domínio de estudo, a partir do instante de 

tempo que o primeiro vórtice entra em contato com a borda continental até o final do 

período de simulação. O resultado da média das profundidades é mostrado na figura 

5.10. O vórtice estacionário possui um diâmetro de aproximadamente 230 km, o qual 

foi estimado pela avaliação do perfil médio de velocidade calculado em todo o domínio 

de estudo, onde em cada elemento de grade aplicou-se Vm = ∑Vh / ∑h, onde Vm é a 

velocidade média e V a velocidade total no elemento. Esta expressão foi aplicada para 

cada uma das componentes (meridional e zonal) da velocidade V.  
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A presença deste vórtice estacionário confirma o resultado da modelagem analítica. 

Esta feição é necessária no domínio de estudo para que a sua força β equilibre a força 

“foguete” aplicada em Do pela corrente meridional que deixa o domínio pelo seu con-

torno norte, conforme mostrou o desenvolvimento analítico apresentado no Capítulo 4 

deste trabalho. 

 
Figura 5.10 – Visualização do vórtice estacionário a partir do perfil médio de profundidade da camada 
superior (m), calculado desde o dia 220, em que o primeiro vórtice entrou em contato com a borda conti-
nental, até o final dos quatro anos de simulação no MBB. As linhas de contorno possuem um intervalo de 
300 m. A linha preta grossa representa o cabo geográfico. Parâmetros: υ = 400 m2.s-1, fo =  -10-4 s-1, β = 
8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  

A corrente de dupla frente equivalente a este “trem” de vórtices possui as coordenadas 

meridionais de suas frentes dadas por y5 = 78,35 km e y8 = -73,71 km. Estas coorde-

nadas são obtidas solucionando-se o sistema formado pelas equações (4.31b, página 

64), para os pontos (hcz,y) dados por (0,y5) e (0,y8), e pela equação (4.35, página 65) 

para y = y5 e ψ = 27,16 Sv, que corresponde ao transporte do “trem” de vórtices con-

forme dados do MBB. A equação cúbica é solucionada com metodologia originada do 

trabalho de Cardano (1545 apud Boyer, 1974). Foram utilizados neste sistema de    

equações os mesmos parâmetros aplicados nas simulações no MBB, ou seja, fo = -10-4 

s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1 e g’ = 0,01 m.s-2. Esta corrente zonal possui uma profundidade 

Hcz de 2.877 m e uma largura Lcz de 152,06 km. Seu raio de deformação RD é de 53,64 

km e seu transporte equivale ao do “trem” de vórtices.  
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A profundidade da corrente meridional na parede pode ser calculada pela expressão 

(4.36, página 65), que fornece como resultado 737 m (no modelo numérico este valor 

foi de 670 m). Com este valor aplicado na expressão (4.34, página 65) pode-se calcular 

o transporte Tcn da corrente meridional, que resulta 27,16 Sv, ou seja, o mesmo da cor-

rente zonal. A equação (4.55, página 71) permite o cálculo do raio do vórtice estacioná-

rio, o que resulta um raio de 105 km. A modelagem analítica mostrou que todo o trans-

porte do “trem” de vórtices se dirige para norte e que um vórtice estacionário de apro-

ximadamente 210 km de diâmetro é necessário no domínio de estudo para o equilíbrio 

das forças meridionais que agem sobre o domínio. Estes resultados estão em concor-

dância com a modelagem numérica, onde todo o transporte do “trem” de vórtices tam-

bém se dirigiu para norte e um vórtice estacionário de 230 km instalou-se no domínio 

de estudo. A diferença entre as duas modelagens com relação ao raio do vórtice esta-

cionário é de 9% (supondo o resultado do modelo numérico como correto), o que é um 

bom resultado.  

EXPERIMENTO 2 

Neste experimento os mesmos vórtices gerados pelo canhão de vórtices no experimen-

to 1 entrarão em contato com uma parede inclinada. Deseja-se confrontar os resultados 

dos dois cenários entre si e com o desenvolvimento analítico, o qual prevê, além do 

transporte ser integralmente redirecionado para norte, um aumento no tamanho do vór-

tice estacionário tendo em vista a presença de uma componente do momentum da  

corrente zonal na equação integrada do momentum paralelo à parede. Será possível 

também avaliar a dimensão do erro cometido no tamanho do vórtice estacionário calcu-

lado analiticamente, pois a corrente zonal de dupla frente não possui o mesmo momen-

tum do “trem” de vórtices, conforme já comentado no Capítulo 3.  

O domínio de estudo terá agora 350 x 100 elementos de grade (x vs y) onde cada um 

possui 5 km x 10 km. A parede possui uma inclinação de 22,8o com relação ao norte 

geográfico. Aumentou-se a dimensão zonal do domínio de estudo, com relação ao   

experimento 1, para que os vórtices dos dois experimentos entrem em contato com a 

borda continental aproximadamente no mesmo tempo, garantindo-se características 

semelhantes nos dois encontros, principalmente quanto à interação de feições sucessi-
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vas. Este aumento se deve ao fato da parede ser agora inclinada o que a tornaria mais 

próxima dos vórtices que estão chegando. Outros parâmetros são: υ = 400 m2.s-1, fo =  

-10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.   

Os vórtices gerados possuem o mesmo tamanho daqueles gerados no experimento 1 

anterior. A velocidade de translação dos vórtices que transitam pela bacia pode ser 

medida fazendo-se a superposição de duas saídas oriundas do modelo numérico. A 

figura 5.11 mostra estas saídas superpostas, as quais correspondem a períodos de 

simulação do dia 136 ao dia 196. A distância entre as posições do vórtice V1 entre os 

dois períodos de simulação é de aproximadamente 400 km. A velocidade de translação 

c do vórtice, neste intervalo de tempo, pode ser calculada fazendo-se c = - 400.105 / 

(61 x 86.400) = - 7,6 cm.s-1. Este valor situa-se na faixa de velocidade entre vórtices 

lineares e altamente não lineares, prevista em Nof (1982), lembrando-se que a ação do 

atrito vai reduzindo este valor devido à constante diminuição do raio de Rossby do vór-

tice. O sinal negativo foi introduzido visto que a velocidade é dirigida para oeste que é o 

sentido negativo do eixo x.  

 

V1(196) V1(136)

V2(136) 

V2(196)

Figura 5.11 – Estimativa da velocidade de translação do vórtice V1 a partir da superposição de saídas do 
MBB para os dias 136 e 196. O número entre parênteses assinala o dia da posição do vórtice. As duas 
posições sucessivas do vórtice V1 permitem que a distância percorrida pela feição seja avaliada o que 
propicia a estimativa de sua velocidade de translação. A linha azul grossa representa o cabo geográfico. 
Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s. 
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A ação do atrito sobre vórtices anticiclônicos no hemisfério sul tem como efeito imedia-

to a geração de vorticidade ciclônica a partir de um determinado valor de raio rv. Na 

zona interna da feição, compreendida entre ro ≥ r ≥ rv, a vorticidade tem sinal contrário 

àquela da região rv ≥ r ≥ 0. À medida que o vórtice viaja pela bacia para oeste suas  

dimensões vão sendo reduzidas e seu raio de Rossby decresce conjuntamente. Cabe 

destacar que o vórtice que entra em contato com a borda continental não possui ξ = 0, 

o que difere o “trem” de vórtices do modelo numérico daquele que foi utilizado no mo-

delo analítico.  

A figura 5.12 mostra o primeiro contato do vórtice anticiclônico V1 com a parede incli-

nada, onde novamente está presente o “vazamento” de seu interior no sentido do    

Equador. A figura mostra ainda quatro linhas tracejadas A, B, C e D que delimitam se-

ções da camada superior por onde o transporte será calculado pelo modelo Bleck & 

Boudra, de forma idêntica ao que foi desenvolvido no experimento 1. A nova seção D 

foi introduzida para possibilitar o cálculo do transporte dos vórtices em seu trajeto ao 

longo da bacia.  

A figura 5.13, de forma similar à figura 5.7, mostra os transportes da corrente zonal na 

sua entrada (reta vermelha) e na sua saída do domínio de estudo (curva azul), assim 

como o novo transporte (curva magenta) calculado na seção D, correspondente ao 

transporte do “trem” de vórtices que transitam por um “corredor” imaginário dentro do 

domínio que é delimitado por esta seção.    

A reta preta cheia na figura 5.13 mostra o valor médio do transporte da corrente zonal 

dirigido para leste e a reta tracejada mostra o transporte do “trem” de vórtices que via-

jam pelo corredor. Estes valores médios foram novamente calculados para os dois   

últimos anos de simulação. O transporte da corrente zonal que entra e que sai do do-

mínio de estudo resulta 112,5 Sv e 85,70 Sv, respectivamente. Este último valor prati-

camente coincide com os 85,34 Sv do experimento 1. O valor médio do transporte do 

“trem” de vórtices (no “corredor”) resultou 26,2 Sv, um valor muito próximo dos 112,5 – 

85,7 = 26,8 Sv esperados para as seções D e A. Este menor valor se deve à distribui-

ção dos picos da curva do transporte pela seção D (curva magenta na figura 5.13) ao 

longo dos dois anos. 

Capítulo 5 – Estudo Comparativo entre os Modelos Analítico e Numérico  98



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental 
 

 

A 

B 

V2 

V1

C 

D 

Figura 5.12 – Profundidade (m) da camada superior para um tempo de simulação de 224 dias, mostran-
do o encontro do vórtice V1 com a borda continental inclinada. A segunda feição V2 está por ser liberada, 
o que ocorrerá no dia 228. O intervalo entre as linhas de contorno é de 300 m. Observa-se o vazamento 
de fluido do interior do vórtice no sentido da linha do Equador. A linha preta grossa representa o cabo 
geográfico e a reta inclinada representa a parede.  

 

Figura 5.13 – Módulo dos transportes em várias seções do domínio. A reta vermelha mostra o transporte 
da corrente zonal que entra no domínio pelo lado norte do cabo, a curva azul assinala o transporte da 
corrente zonal que deixa o domínio pelo lado sul do cabo, enquanto a reta preta cheia indica o seu valor 
médio nos últimos 2 anos. A curva magenta indica o transporte do “trem” de vórtices pelo “corredor” ima-
ginário situado na trilha destas feições e a reta preta tracejada indica o seu valor médio nos últimos dois 
anos. Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  
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A figura 5.14 apresenta os transportes da corrente meridional que passa pela seção A 

(curva azul) assim como a média deste transporte também calculada para os últimos 

dois anos da modelagem numérica no MBB (reta preta na figura). 

 

Figura 5.14 – Transporte da corrente paralela à parede, dirigida para nordeste, que passa pela seção A 
da figura 5.8 (curva azul) e média deste transporte nos últimos dois anos de modelagem numérica (reta 
preta). Os picos de transporte assinalam o “vazamento” dos vórtices que transitaram pela bacia do do-
mínio de estudo após o seu encontro com a borda continental. Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1,        
fo =  -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.                                                     
 

Este transporte médio resulta 27 Sv o que confere com o valor esperado de 26,8 Sv 

para esta seção. A curva do transporte não tem o aspecto comportado daquela obtida 

no experimento 1, o que deve estar relacionado ao formato da borda continental incli-

nada que é introduzida no domínio modelado pelo MBB, ou seja, uma parede formada 

por vários “degraus”. Contudo, o transporte médio possui o valor esperado.  

A figura 5.15 mostra o vórtice estacionário criado junto à borda continental para equili-

brar as forças que atuam na direção paralela à parede no domínio de estudo, o qual 

tem um diâmetro aproximado de 260 km. As isóbatas da figura 5.15 foram obtidas de 

maneira similar ao que foi feito para a obtenção da figura 5.10 relacionada ao experi-

mento 1. A figura 5.16 mostra o perfil da velocidade média na região do vórtice estacio-

nário. Conforme já citado no experimento 1, estas velocidades foram obtidas calculan-
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do-se Vm = ∑Vh / ∑h em cada elemento de grade do domínio de estudo para cada uma 

das componentes (meridional e zonal) da velocidade V.  

 

Figura 5.15 – Vórtice estacionário criado junto à borda continental no experimento 2. A figura mostra o 
perfil médio de profundidade (m) da camada superior obtida desde o dia 220, em que o primeiro vórtice 
entrou em contato com a parede, até o final dos quatro anos de simulação no MBB. As linhas de contor-
no possuem intervalo de 300 m. A linha preta grossa representa o cabo geográfico e a reta inclinada 
representa a parede. Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01  
m.s-2 e ∆t = 288 s.  

Comparando-se os resultados dos raios dos vórtices estacionários dos experimentos 1 

e 2 percebe-se que a feição do último experimento é maior, o que foi previsto anterior-

mente pela modelagem analítica em virtude de que a força β oriunda do interior do vór-

tice estacionário deve agora equilibrar uma componente paralela à borda continental, a 

qual é oriunda da decomposição da força aplicada no domínio de estudo pelo “trem” de 

vórtices (ou pela corrente equivalente de dupla frente) quando este(a) penetra no     

domínio de estudo. 
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Figura 5.16 – Velocidades do experimento 2 na região do vórtice estacionário da figura 5.15 . O diâmetro 
da feição foi estimado em 260 km conforme delimita o círculo vermelho tracejado. A linha preta assinala 
um trecho da borda continental. Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo =  -10-4 s-1, β = 8.10-11 m-1.s-1,   
g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  

Além do tamanho do vórtice estacionário, de maior diâmetro no caso da borda conti-

nental inclinada, percebe-se ainda, ao se comparar as figuras 5.15 e 5.10, que a posi-

ção desta feição não é mesma nos dois cenários, tendo o vórtice estacionário se deslo-

cado para sul no caso do experimento 2. A figura 5.17 busca dar uma explicação para 

este fato, tendo em vista que o primeiro contato de um vórtice com a parede, no cená-

rio em que esta é inclinada, ocorre numa parte do seu hemisfério norte. A inércia de 

movimento da feição, que se move para oeste devido à autopropulsão ocasionada pelo 

parâmetro β, faz com que o seu hemisfério sul, que ainda não contatou com a parede, 

continue em movimento (já desacelerado), o que ocasiona o deslocamento do centro 

do vórtice para sul. A figura 5.17 destaca os centros do vórtice para intervalos de 24 

dias, onde o seu movimento na direção sudoeste é evidenciado. Este fato não ocorreu 

com uma parede meridional (ver figura 5.10), pois neste cenário o vórtice colide com a 

parede no ponto mais a oeste da linha que divide seus dois hemisférios, o que desace-

lera simultaneamente seus dois hemisférios.     
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Figura 5.17 – Evolução do contato do vórti-
ce com a borda continental inclinada no 
experimento 2. Os círculos vermelhos indi-
cam o centro da feição a intervalos de 24 
dias. A primeira interação do vórtice com a 
parede ocorre numa parte do seu hemisfé-
rio norte. A inércia de movimento da feição 
faz com que o seu hemisfério sul, que ain-
da não contatou com a parede, continue 
em movimento (desacelerado), o que oca-
siona o deslocamento do seu centro para 
sul. Este fato não ocorreu com uma borda 
continental meridional, pois o vórtice colide 
com a parede praticamente no ponto mais 
a oeste da linha que divide seus dois he-
misférios. 

A figura 5.18 mostra o perfil das energias em toda a bacia, o qual é praticamente idên-

tico ao perfil do experimento 1. Os perfis estão estabilizados nos dois últimos anos. 
 

 

Figura 5.18 – Variação da energia do domínio de estudo no experimento 2 no período de simulação de 4 
anos no MBB. A energia predominante no domínio é a energia potencial (em azul). As energias se esta-
bilizaram nos últimos dois anos da simulação. Parâmetros utilizados: υ = 400 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 
8.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 288 s.  
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A corrente de dupla frente equivalente a este “trem” de vórtices possui as mesmas ca-

racterísticas do experimento 1. A corrente meridional que passa pelo contorno norte do 

domínio de estudo possui um transporte de 26,7 Sv, praticamente o mesmo da corrente 

zonal. Utilizando-se a equação (4.67, página 79) o vórtice estacionário, agora maior, 

possui um raio, calculado analiticamente, de 154,2 km. Cabe destacar que este raio é 

aproximadamente 50% maior que o valor obtido para o vórtice estacionário no experi-

mento 1. Como no experimento 2 observa-se que senθ >> ε a expressão (4.59, página 

76) deve ser empregada. O termo ε-1/6 resulta aproximadamente 1,7, ou seja, espera-

va-se um vórtice estacionário com o raio em torno de 70% maior daquele obtido no  

experimento 1, o que é atestado pelo percentual de 50% obtido. 

Na situação de uma borda continental inclinada a modelagem analítica novamente 

mostrou que todo o transporte do “trem” de vórtices se dirige para norte e que um vórti-

ce estacionário de aproximadamente 308 km de diâmetro é necessário no domínio de 

estudo para a manutenção das forças meridionais que agem sobre o domínio. Estes 

resultados, mais uma vez, estão em concordância com a modelagem numérica, onde 

todo o transporte do “trem” de vórtices também se dirigiu para norte e um vórtice esta-

cionário de 260 km instalou-se no domínio de estudo. O raio do vórtice estacionário é 

agora maior, conforme previsto analiticamente e confirmado pelos resultados do MBB, 

pois uma nova componente foi acrescida ao balanço de forças na direção paralela à 

parede, oriunda da força aplicada no domínio de estudo pelo “trem” (ou corrente equi-

valente) que nele penetra pelo seu contorno leste.  

EXPERIMENTO 3 

Uma das dificuldades de utilização do canhão de vórtices é o grande intervalo de tem-

po para que haja a liberação de vórtices de menor tamanho. Isto porque a influência do 

parâmetro β é menor nesta situação. Em Pichevin e Nof (1996), além do efeito β (au-

mentado), os autores também introduziam um efeito advectivo externo, o que acelerava 

a remoção de vórtices pequenos da ponta do cabo geográfico.  

Para minimizar este problema, e também para verificar a evolução de vórtices menores 

no MBB, que o experimento 3 foi criado. Esta terceira modelagem numérica envolve a 
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geração teórica de um vórtice e sua posterior clonagem no domínio de estudos a inter-

valos regulares. Previamente a sua introdução no domínio Do o vórtice foi estabilizado 

no plano-β. O cenário será modelado com uma borda continental meridional. 

O experimento 3 possui várias etapas de execução. Numa primeira etapa, um vórtice 

menor, com ξ = 0, é gerado analiticamente no plano-f com a utilização das equações 

(3.47, página 46) e (3.48, página 46), para posterior introdução no MBB como condição 

inicial. A segunda etapa do experimento 3 foi a realização de uma modelagem prévia 

que permitiu o processo inicial de ajuste da feição em virtude da influência do parâme-

tro β no domínio de estudo, agora aumentado apenas em duas vezes (β = 4.10-11       

m-1s-1), para facilitar o processo de ajuste. Este vórtice já estabilizado será então inse-

rido no domínio de estudos a intervalos regulares. Não haverá a necessidade da utili-

zação do canhão de vórtices neste experimento 3, fato que acelerará a modelagem no 

MBB. Uma terceira etapa envolveu um segundo experimento prévio para a definição do 

intervalo de tempo entre dois vórtices sucessivos serem introduzidos no domínio de 

estudo. O experimento mostrou que este intervalo é de aproximadamente um ano. Este 

tempo está mais elevado em virtude do parâmetro β utilizado neste experimento 3 estar 

aumentado apenas duas vezes o que faz com que as feições se movimentem pela ba-

cia de forma mais lenta. Foi utilizado um parâmetro β menor para não dificultar o      

processo de ajuste do vórtice analítico no domínio.  

O domínio de estudo terá agora 410 x 70 elementos de grade (x vs y) cada um com 1 

km x 5 km. Há a necessidade de uma maior resolução zonal neste caso visto que a 

corrente meridional será bem mais estreita neste cenário do que aquele mostrado no 

experimento 1, conforme prevê o modelo analítico. O passo de tempo ∆t será de 72 

segundos e aproximadamente a cada um ano um novo vórtice será “clonado” no domí-

nio de estudo. Reduziu-se a dimensão meridional na tentativa de se acelerar a modela-

gem numérica. Este experimento demanda um maior tempo de processamento que os 

anteriores em virtude do baixo valor do passo de tempo e da menor velocidade de 

translação dos vórtices em função da utilização de um parâmetro β menor que o dos 

experimentos 1 e 2. Outros parâmetros utilizados são υ  = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1,       

β = 4.10-11 m-1.s-1 e g’ = 0,01 m.s-2.  
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A figura 5.19 mostra o instante zero do experimento 3 em que o vórtice gerado  analiti-

camente, após sua estabilização no plano-β, é “clonado” no domínio de estudo. A dife-

rença entre seus dois hemisférios não é tão acentuada pois β é menor agora. Nas   

seções A e B assinaladas na figura o MBB calculará os respectivos transportes. 

 

A Figura 5.19 – Profundidade 
(m) da camada superior no 
tempo zero do experimento 3 
onde o primeiro vórtice gera-
do analiticamente, e já estabi-
lizado no plano-β, é clonado 
no domínio de estudo. O in-
tervalo das linhas de contorno 
é de 75 m. O transporte das 
seções A e B é calculado pelo 
MBB. A cada intervalo de 
aproximadamente um ano um 
novo vórtice será clonado no 
domínio. Parâmetros utiliza-
dos: 

B 

υ = 200 m2.s-1, fo = -10-4 
s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1, g’= 0,01 
m.s-2 e ∆t = 72 s. 

A figura 5.20 mostra o primeiro contato do vórtice com a borda continental e a figura 

5.21 mostra o instante em que o segundo vórtice é clonado no domínio de estudo.  

  

Figura 5.20 - Profundidade (m) 
da camada superior no dia 156 
em que o primeiro vórtice entra 
em contato com a borda conti-
nental meridional. O intervalo 
das linhas de contorno é de 75 
m. Parâmetros utilizados: υ = 
200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 
4.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e 
∆t = 72 s. 
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Figura 5.21 – Profundidade 
(m) da camada superior no 
instante em que o segundo 
vórtice é clonado no domínio 
de estudo. O intervalo das 
linhas de contorno é de 75 m. 
Percebe-se que o decaimento 
do primeiro vórtice encontra-se 
em estágio avançado. Este 
vórtice irá imediatamente inte-
ragir com o novo vórtice clo-
nado no domínio. Parâmetros 
utilizados: υ  = 200 m2.s-1, fo = 
-10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1, g’ = 
0,01 m.s-2 e ∆t = 72 s. 

A figura 5.22 mostra o transporte zonal na seção B (curva vermelha) por onde passa    

o “trem” formado por vórtices clonados. A reta preta desta mesma figura assinala o 

transporte médio nesta seção calculado para os últimos três anos de modelagem,        

o qual resultou em 0,54 Sv.  

 

Figura 5.22 - Transporte zonal calculado na seção B da figura 5.19. Este transporte (curva vermelha) é 
realizado pelos vórtices clonados no domínio de estudo e que passam por esta seção em seu movimento 
dirigido para oeste. A linha preta mostra o transporte médio nesta seção para os últimos três anos de 
modelagem o qual vale 0,54 Sv. Parâmetros utilizados: υ = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1,    
g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 72 s. 
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A figura 5.23 mostra o transporte meridional na seção A (curva vermelha), indicada na 

figura 5.19, por onde passa a corrente meridional paralela à parede, gerada pelo      

“vazamento” do líquido interior dos vórtices após o seu contato com a borda continental 

meridional. A reta preta desta mesma figura assinala o transporte médio nesta seção A, 

calculado para os últimos três anos de modelagem, o qual resultou em 0,53 Sv.  

 

 

Figura 5.23 - Transporte da corrente meridional na seção A da figura 5.19 (curva em azul). A linha preta 
assinala o transporte médio de 0,53 Sv nesta seção para os últimos três anos da modelagem. Parâme-
tros utilizados: υ = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 72 s. 
 

Como mostram as duas últimas figuras 5.22 e 5.23 os transportes nas seções A e B 

são praticamente idênticos confirmando mais uma vez que todo o transporte do “trem” 

de vórtices se dirige para norte (para a linha do Equador), paralelamente à borda conti-

nental, conforme já previsto na modelagem analítica. 

O transporte do "trem" de vórtices de apenas 0,53 Sv é muito menor que o transporte 

de 27,6 Sv das duas seções anteriores. As feições do experimento 3 possuem um diâ-

metro aproximadamente duas vezes menor que os vórtices dos experimentos 1 e 2, o 

que faz com que, intuitivamente, seja esperado um transporte não tão menor. Porém, o 

volume de lentes depende do raio do vórtice na quarta potência e o parâmetro β possui 

o dobro do valor nos dois primeiros experimentos (visando a aceleração dos mesmos). 

Este parâmetro é menor no experimento 3 em virtude da necessidade do vórtice gera-
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do analiticamente no plano-f se estabilizar no plano-β. Um maior valor de β dificulta o 

processo de ajuste da feição analítica neste plano, conforme constatado em experi-

mentos paralelos. Destaca-se ainda que velocidade de auto-propulsão dos vórtices, 

que afeta diretamente o seu transporte, é função deste parâmetro β e também do raio 

de deformação da feição ao quadrado. Todos estes fatores contribuíram para a grande 

diferença entre os transportes dos experimentos 1 e 2 com relação ao terceiro. 

A figura 5.24 mostra as curvas de energia cinética e potencial ao longo dos quatro anos 

de modelagem numérica com o experimento 3. A energia predominante no domínio é a 

energia potencial (em azul). As energias estão estabilizadas e percebe-se o  exato ins-

tante da clonagem dos vórtices gerados analiticamente no domínio que coincide com 

os picos de energia mostrados na figura. 

 

Figura 5.24 – Variação da energia no experimento 3 para um período de simulação de quatro anos no 
MBB. Parâmetros utilizados: υ = 200 m2.s-1, fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1, g’ = 0,01 m.s-2 e ∆t = 72 s. 

O vórtice estacionário necessário ao equilíbrio das forças meridionais que agem sobre 

o domínio de estudo é mostrado na figura 5.25. Para sua visualização foi adotado o 

mesmo critério utilizado nos experimentos 1 e 2. 
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Figura 5.25 - Vórtice estacionário 
visualizado a partir do perfil médio 
de profundidade (m) da camada 
superior, obtido do dia em que o 
primeiro vórtice entrou em contato 
com a borda continental até o final 
dos quatro anos de modelagem. O 
intervalo das linhas de contorno é de 
75 m.  Parâmetros: υ  = 200 m2.s-1, 
fo = -10-4 s-1, β = 4.10-11 m-1.s-1, g’ = 
0,01 m.s-2 e  ∆t = 72 s. 

A estimativa do diâmetro do vórtice estacionário a partir do campo de velocidade, con-

forme critério estabelecido no experimento 1, é de 140 km. 

A corrente de dupla frente equivalente ao “trem” de vórtices analíticos possui coorde-

nadas meridionais de suas frentes dadas por y5 = 40,07 km e y8 = -39,43 km. Seu 

transporte líquido é de 0,53 Sv. Foram utilizados neste sistema de equações os mes-

mos parâmetros aplicados durante as simulações no MBB, ou seja, fo = -10-4 s-1, β = 

4.10-11 m-1.s-1 e g’ = 0,01 m.s-2. Esta corrente zonal possui profundidade Hcz = 790 m, 

uma largura Lcz de 79,5 km e seu raio de deformação RD é de 28,10 km.  

A profundidade da corrente meridional na parede pode ser calculada pela expressão 

(4.36, página 65), que fornece como resultado aproximadamente 103 m (no modelo 

numérico este valor foi de 90 m). Com este valor aplicado na expressão (4.34, página 

65) pode-se calcular o transporte Tcn, que resulta 0,53 Sv, o mesmo da corrente zonal. 

A equação (4.55, página 71) permite o cálculo do raio do vórtice estacionário, o que 

resulta 55,7 km, com um raio de deformação de aproximadamente 20 km que é de 

mesma ordem que o raio de deformação da corrente. 

Mais uma vez a modelagem analítica mostrou que todo o transporte do “trem” de vórti-

ces se dirige para norte e que um vórtice estacionário de aproximadamente 112 km de 

diâmetro é necessário no domínio de estudo para a manutenção das forças meridionais 

que agem sobre o domínio. Novamente estes resultados estão em ampla concordância 
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com a modelagem numérica, onde todo o transporte do “trem” de vórtices analíticos 

também se dirigiu para norte e um vórtice estacionário de 140 km instalou-se no domí-

nio de estudo.  

 

5.4. SUMÁRIO 

Este capítulo mostrou um estudo comparativo entre a modelagem analítica e numérica 

do encontro de um “trem” de vórtices do tipo lente com a borda continental (parede). 

Uma corrente de dupla frente representou os vórtices na modelagem analítica. Esta 

corrente possui o mesmo transporte líquido e vorticidade do “trem” de vórtices, mas 

não possui o mesmo momentum. A tabela 5.1 abaixo mostra alguns resultados dos 

comparativos realizados neste capítulo. 

Tabela 5.1 - Comparativo entre as modelagens analíticas e numéricas realizadas. 

EXP Características 
Transporte 
Analítico 
Numérico 

Raio VE 
Analítico 
Numérico 

Outras        
Informações 

Analítico 
Numérico 

Comentários Gerais 

01 
CV                  
D ≈ 450km       
Beta 4x   PM 

27 Sv 
27 Sv 

105 km 
115 km 

h1 = 737 m 
h1 = 670 m 

Diferença de 9% entre os 
raios dos VE, raios de 
Rossby (CZDF e VE) de 
mesma ordem. 

02 

CV                  
D ≈ 450km 
Beta 4x   PIn  
22,8o 

27 Sv 
27 Sv 

154 km 
130 km 

 

Diferença maior de 18% 
entre os raios dos VE o que 
deve estar relacionado ao 
erro introduzido pelo      
momentum da CZDF. 

03 
Clonagem           
D ≈ 235km 
Beta 2x   PM 

0,53 Sv 
0,53 Sv 

56 km 
70 km 

h1 = 103 m 
h1 = 90 m 

Diferença de 25% entre os 
raios dos VE, raios de 
Rossby (CZDF e VE) de 
mesma ordem. 

Na tabela anterior a sigla EXP indica o número do experimento (ver detalhes de cada 

um ao longo deste capítulo), D indica diâmetro do vórtice, CV indica canhão de vórti-

ces, PM indica parede meridional, PIn indica parede inclinada, VE indica vórtice esta-

cionário e CZDF indica corrente zonal de dupla frente. A notação Beta 4x indica que o 

parâmetro β foi aumentado quatro vezes. O ângulo 22,8o corresponde à inclinação da 
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parede com relação ao norte geográfico, medido em sentido horário. Todos os experi-

mentos numéricos foram conduzidos por um período de 4 anos. Como mostra a tabela 

5.1 os resultados entre as modelagens analítica e numérica foram bastante bons. O 

estudo comparativo realizado neste capítulo permite algumas conclusões, as quais são 

apresentadas a seguir. 

a) A modelagem analítica do Capítulo 4 mostrou que após o contínuo encontro da cor-

rente de dupla frente com a borda continental (meridional ou inclinada) surge uma 

corrente paralela a esta borda cujo fluxo é no sentido da linha do Equador. Também 

mostrou que um vórtice estacionário é necessário no domínio de estudo para que 

sua força interna, devida a β, possa equilibrar as outras forças paralelas à parede 

que atuam sobre o domínio. Sem esta feição este equilíbrio não poderia ser atingi-

do. No cenário de uma parede inclinada a modelagem analítica mostrou que o vórti-

ce estacionário é maior do aquele que surgiu com uma parede meridional, tendo em 

vista que a sua força interna devida a β deve agora equilibrar uma componente    

paralela à parede da força aplicada no domínio de estudo pela corrente de dupla 

frente que nele penetra pelo seu contorno leste. 

b) O modelo numérico confirmou a presença de uma corrente paralela à parede, dirigi-

da para a linha do Equador, após o encontro contínuo dos vórtices com a borda 

continental (meridional ou inclinada), e também confirmou a presença de um vórtice 

estacionário no domínio de estudo. Além disso, as modelagens mostraram que o 

tamanho do vórtice estacionário, no caso de uma parede inclinada, é maior do que 

aquele encontrado no cenário com uma parede meridional. 

c) Em termos quantitativos o transporte paralelo à parede mostrado pelas duas mode-

lagens foi praticamente idêntico. Quanto ao tamanho do vórtice estacionário a dife-

rença entre o raio desta feição calculado pelo modelo analítico e o obtido pelo mo-

delo numérico oscilou de 10-25% o que ainda é um bom resultado. Cabe destacar 

que o experimento numérico com a borda continental inclinada apresentou o raio do 

vórtice estacionário menor que aquele calculado pela modelagem analítica. Nas 

modelagens com a parede meridional a modelagem numérica forneceu vórtices   

estacionários sempre com diâmetro maior. Este fato foi também constatado em    

outras modelagens realizadas e não apresentadas neste trabalho, o que parece   
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indicar a influência da diferença entre o momentum da corrente zonal de dupla fren-

te e o momentum do “trem” de vórtices.  

d) A modelagem numérica com o cenário de uma borda continental inclinada mostrou 

um desvio para sul na posição do vórtice estacionário com relação à mesma posi-

ção no caso de uma borda meridional, o que parece se dever ao fato de que o     

primeiro contato das lentes com a parede inclinada se dá no hemisfério norte no 

vórtice, o que não impede o avanço para oeste das partículas de fluido em seu   

hemisfério sul. O movimento integrado do vórtice acaba por desviar o centro da fei-

ção para sul. 

e) Os experimentos 1 e 3 modelaram vórtices com grande diferença de tamanho entre 

si, mantendo-se a borda continental meridional, e nos dois cenários os modelos    

analítico e numérico apresentaram resultados compatíveis. 
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CAPÍTULO 6 
O ENCONTRO DE UM "TREM" DE VÓRTICES DO TIPO 

NÃO-LENTE COM A BORDA CONTINENTAL 
 
 

Este capítulo repetirá o desenvolvimento realizado no Capítulo 4, porém agora aplicado 

para o encontro entre um “trem” de vórtices formado por feições anticiclônicas, cuja 

profundidade em seu contorno externo não é nula, e a borda continental (parede). Con-

forme já mencionado no Capítulo 1, este cenário só foi desenvolvido analiticamente, 

tendo em vista a limitação de tempo para a conclusão deste trabalho, o que impossibili-

tou a conclusão da modelagem numérica, o que passa a ser uma sugestão para um 

trabalho futuro. 

Novamente será demonstrado que um vórtice estacionário é necessário dentro do   

domínio de estudo para que as forças meridionais possam estar equilibradas. Ao final 

do capítulo é apresentada uma expressão para o cálculo do raio deste vórtice. Duas 

situações de borda continental serão novamente contempladas neste estudo, ou seja, 

uma borda meridional e outra inclinada. Será utilizado o mesmo modelo de duas cama-

das apresentado no capítulo anterior, com a diferença que agora a camada superior 

ocupa toda a extensão do domínio de estudo. A metodologia utilizada no Capítulo 4, 

com a adoção de uma corrente de dupla frente para a representação do “trem” de vórti-

ces, será mantida. Contudo, esta corrente agora não mais possuirá profundidade nula 

em  suas bordas e sim uma profundidade qualquer limitada pela máxima profundidade 

do vórtice. 

 

6.1. DOMÍNIO DE ESTUDO COM UMA PAREDE MERIDIONAL 

O domínio de estudo ABCDA tem a configuração mostrada no esboço da figura 6.1. 

Duas grandes diferenças devem ser destacadas entre o atual cenário e aquele que foi 

desenvolvido no Capítulo 4. Primeiramente, a corrente zonal não possui mais profundi-

dade zero em suas bordas e, em segundo lugar, agora é possível a existência de uma 
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corrente meridional para sul decorrente do contato da corrente zonal com a borda con-

tinental, ou seja, resultam dois braços meridionais deste encontro. A presença de uma 

corrente meridional para sul (no hemisfério sul), suposta geostrófica, exige que sua pro-

fundidade rente à parede seja menor que àquela ao largo, tornando-se então necessá-

ria a presença de uma camada superior em todo o domínio de estudo, o que só ocorre 

quando a corrente de dupla frente simula um “trem” de vórtices do tipo não-lente. As 

bordas da corrente zonal quando esta atravessa o contorno leste do domínio estão  

assinaladas pelos pontos 5 e 8, conforme mostra a figura 6.1. 

 

Figura 6.1 – Cenário resultante do encon-
tro da corrente zonal com profundidade 
não nula em suas bordas com uma borda 
continental meridional. A corrente está 
representando um “trem” de vórtices for-
mado por feições que são do tipo não-
lente. A figura mostra duas corrente meri-
dionais dirigidas para norte e para sul e um 
vórtice estacionário oriundos do encontro 
da corrente com a parede. O texto detalha-
rá este encontro assim como justificará a 
necessidade do surgimento do vórtice para 
o equilíbrio das forças meridionais. 

6.1.1. A EQUAÇÃO INTEGRADA DO MOMENTUM MERIDIONAL  

No desenvolvimento de várias equações desta subseção não serão mostrados alguns 

passos intermediários, os quais já foram explicitados no Capítulo 4. Contudo, o fato de 

que os vórtices não são do formato lente introduz consideráveis mudanças com relação 

ao equacionamento apresentado naquele capítulo. A equação integrada do momentum 

meridional (3.35, página 43), desenvolvida no Capítulo 3, é aqui reproduzida por     

conveniência. 
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O objetivo agora é encontrar uma relação entre os termos g’h2/2 e (fo + βy)ψ das duas 

primeiras integrais do lado esquerdo da equação (6.1). Assumindo-se que a corrente 

zonal é geostrófica quando x → ∞  pode-se escrever a relação 

        2
0( ) /N NN

S SS
y yy

y yyf y dy g hβ ψ β ψ∞ ∞ ∞′+ − =∫ 2           x →∞ . (6.2) 

As profundidades nas duas bordas da corrente zonal, apesar de não nulas, continuam 

iguais e o termo do lado direito de (6.2) resulta nulo. A função corrente adotada no   

extremo sul do domínio de estudo tem como forma 

        2
8 /

S Sy
g h 2fψ∞ ∞′= .    (6.3) 

Com a utilização de (6.3) a expressão (6.2) transforma-se em 

      2
0 8( ) / N

N S
y y

y
f y g h 2 dyβ ψ β ψ∞ ∞ ∞′+ − − ∫ 0=

2 /

.  (6.4) 

A integração da corrente meridional para norte, suposta geostrófica, resulta  

            0( )f y C g hβ ψ ′+ + = 2 .    (6.5) 

Na expressão (6.5), C é uma constante de integração a ser determinada. Esta equação 

também é válida no ponto do domínio de estudo em que as coordenadas retangulares 

são dadas por (∞,yN). Lembrando-se que neste ponto a profundidade da camada supe-

rior é h5∞ a equação (6.5) transforma-se em  

         2
5 /0( )

Ny
f y C g hβ ψ∞ ′+ + = 2∞ .   (6.6) 

Tendo-se em vista que as profundidades nos pontos 5 e 8 são iguais, utilizando-se as  

equações (6.4) e (6.6) pode-se concluir que a constante C tem como expressão 
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          .    (6.7) 
N

Sy
C β ψ∞= − ∫

y
dy

A equação (6.5) com a utilização da expressão (6.7) terá como forma    

                2
0( ) / N

S
CD y CD

y
f y g h 2 dyβ ψ β ψ∞

⎡ ⎤′+ = +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ .  (6.8) 

Assumindo-se a geostrofia para a corrente meridional que flui para sul a equação (6.5) 

é válida no ponto (∞,yS). Lembrando-se que neste ponto a profundidade da camada 

superior é h8∞ a equação (6.5) transforma-se em  

       2
8 /0( )

Sy
f y C g hβ ψ∞ ′+ + = 2∞ .   (6.9) 

Com a utilização da expressão (6.3) a equação (6.9) resulta C = 0 e (6.5) se transfor-

mará em 

         2
0( ) /

AB AB
f y g h 2β ψ ′⎡ ⎤+ = ⎣ ⎦ .    (6.10) 

A utilização das equações (6.8) e (6.10) na expressão (6.1) tem como resultado 

         .  (6.11) 
2 2

0 0
( )cs cn

S

hv dx hv dx dxdy 0β ψ ψ∞− + + −∫ ∫ ∫∫
L L

=

Na equação (6.11) Lcs e Lcn são as larguras das correntes meridionais que fluem para 

sul e norte, respectivamente.  

Os dois primeiros termos do lado esquerdo da equação (6.11) representam as forças 

“foguete” dirigidas para norte (seta amarela na figura 3.3, página 35) e sul (seta verde 

na mesma figura) que são aplicadas no domínio de estudo pelas correntes meridionais 

que deixam o domínio pelas suas fronteiras sul e norte, respectivamente. O último  

termo, que atua sobre todo o domínio de estudo, será o foco principal da análise de 

escala feita a seguir, sendo que este termo justificará a necessidade da presença de 

um vórtice estacionário dentro do domínio. 
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6.1.2. ANÁLISE DE ESCALA 

As escalas de alguns parâmetros da corrente zonal, agora com profundidade não nula 

em suas bordas, serão analisadas nesta subseção, em especial a daqueles parâmetros 

relacionados com o transporte líquido desta corrente. Novamente será avaliada a     

ordem de cada termo que compõe a equação integrada do momentum meridional, ou 

seja, a equação (6.11), buscando-se concluir quais termos são os mais relevantes.  

A figura 6.2 mostra o perfil da corrente zonal que representa o “trem” de vórtices do tipo 

não-lente, vista da costa para o oceano aberto, onde as profundidades de suas bordas 

não são mais nulas. A largura da corrente Lcz possui O(RD) e sua profundidade central 

é Hcz. A função corrente na borda sul da corrente é dada por ψ8 = g’(h8∞)2/2fS conforme 

visto na seção anterior. Novamente, o transporte líquido da corrente zonal ocorre na 

área hachurada delimitada pelos pontos 5 e 7, com profundidades laterais h5 e h7 e de 

largura d57. Este transporte líquido, por balanço de massa aplicado ao domínio de    

estudo Do, equivale à soma dos transportes da corrente meridional que flui para norte 

pela seção CD e da corrente meridional que flui para sul pela seção AB do domínio de 

estudo.  Entre os pontos 7 e 8 o transporte da corrente zonal é nulo. 

 
 

Figura 6.2 – Detalhamento do perfil de profundidade da corrente zonal com profundidade não nula em 
suas bordas. A área hachurada corresponde ao espaço onde ocorre o transporte líquido da corrente.  
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Esta nova corrente de dupla frente ainda continua sendo definida pelas equações 

(4.31ab, página 64), com a diferença que as coordenadas das bordas da corrente não 

são mais encontradas fazendo-se hcz = 0, e sim utilizando hcz = hB, onde hB é a profun-

didade da borda da corrente (sendo que hB ≥ 0). A profundidade h7 é suposta ser de 

O(Hcz). 

Tem-se como objetivo agora o estudo da escala do parâmetro d57, ou seja, a largura da 

seção da corrente zonal de dupla frente onde ocorre o seu transporte líquido. Para tal 

será usada a mesma sistemática empregada no Capítulo 4.  

A integração da equação geostrófica da corrente zonal entre os pontos 7 e 8 fornece 

como resultado 

      
7 77 2

8 88
/f dy g h 2ψ β ψ ′− =∫ .    (6.12) 

A função corrente no ponto 7, a partir da equação (6.12), é dada por 

      
72 2

7 7 8 8
7

( ) /1 g h h 2 dy f
f 8 8ψ β ψ ψ⎡ ⎤′= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ .   (6.13)  

Como o transporte deve ser nulo entre os pontos 7 e 8 tem-se que ψ7 = ψ8. Com esta 

consideração a equação (6.13) transforma-se em     

    .  (6.14) 
7

=

2 2 )

2 2
7 8 8 7 88

( ) / ( )g h h 2 dy y y 0β ψ β ψ′ − + + −∫

A expressão (6.14), onde os termos possuem O(ε), permite a estimativa da ordem do 

termo ∆h2 = (h7)2
 – (h5)2 onde considerou-se que h8 = h5. A ordem deste termo resulta 

então 

         [ ] .    (6.15) (h O HεΔ ∼

Para a determinação da ordem da distância d57 será assumido novamente que a velo-

cidade da corrente zonal é constante na região compreendida entre os pontos 5 e 7. 
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Aplicando-se a relação geostrófica entre estes pontos e assumindo-se que nesta     

pequena área a relação ∂h/∂y ≈ ∆h/∆y é válida tem-se como resultado    

         0 7( ) ( ) /5 57f y u g h h d′+ β = −

2 2 )

2 2
5

2 2
5 57

.   (6.16) 

A diferença ∆h2 = (h7)2
 – (h5)2 pode ser escrita como 

       .  (6.17) 7 5 7 5 7 5 7 5 5( )( ) ( )(h h h h h h h h 2h− = − + ≅ −

Como a seção onde ocorre o transporte líquido da corrente zonal, delimitada pelos pon-

tos 5 e 7, é muito estreita, foi suposto na expressão (6.17) que h7 ≈ h5. Desta equação 

pode-se concluir que 

          .    (6.18) 7 5 7 5( ) ( )h h h h / 2h− ≅ −

A substituição da equação (6.18) em (6.16) tem como resultado 

        0 7 5( ) ( ) /f y u g h h 2h dβ ′+ = − .   (6.19) 

A ordem da distância d57 pode ser então determinada a partir da expressão (6.19) utili-

zando-se (6.15). Esta ordem será então 

         [ ]57 ( )Dd O Rε∼ .     (6.20) 

Na obtenção da expressão (6.20) considerou-se fo + βy ≈ fo em (6.19). Os termos da 

equação (6.11) terão agora as suas escalas analisadas. Esta equação é aqui reprodu-

zida por conveniência: 

           .  (6.21) 2 2

0 0
( )cs cn

S

hv dx hv dx dxdy 0β ψ ψ∞− + + −∫ ∫ ∫∫
L L

=

As mesmas escalas para v, ψv e ψ utilizadas no Capítulo 4 serão empregadas  aqui. A 

escala de distância zonal das correntes meridionais é [x] ~ O(εRD), pois sua largura é 

desta ordem (lembrar que a soma dos transportes meridionais é o mesmo transporte 

da zona de largura d57 da corrente zonal), mas tem-se [x] ~ O(ℓ) para a corrente zonal, 

onde ℓ é o comprimento lateral do domínio de estudo, e [x] ~ O(RDe) para o vórtice. As 
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escalas de distância meridional não se modificaram com relação ao Capítulo 4. A esca-

la de profundidade das correntes meridionais tem O(Hcz). 

Após estas considerações a análise da escala dos termos que compõem a equação 

(6.21) pode ser realizada, o que seguirá o mesmo padrão adotado no Capítulo 4. Os 

primeiros dois termos do lado esquerdo desta equação, os quais correspondem ao 

momentum das correntes meridionais que fluem para sul e norte, respectivamente, 

possuem O(εg’Hcz
2RD).   

O terceiro termo do lado esquerdo de (6.21) incide sobre o domínio inteiro. Existem 

cinco lugares (parcelas) distintos para este terceiro termo no domínio ABCDA, que são: 

(1) as áreas de oceano estagnado e as áreas onde: (2) a corrente zonal, (3) a corrente 

meridional para sul, (4) a corrente meridional para norte e (5) o vórtice estacionário 

(suposto presente) dominam. As parcelas (1) e (2), correspondentes ao oceano estag-

nado e a corrente zonal, são nulas. As parcelas (3) e (4) correspondem as duas corren-

tes meridionais e suas primeiras partes têm O(ε2g’Hcz
2ℓ). A segunda parte destas     

parcelas, que depende de ψ∞(y), também possui ordem superior a ε. A primeira parte 

da parcela (5) do vórtice estacionário tem O[εg’Hcz
2RDe(RDe/RD)5] e, com a configuração 

adotada para o domínio de estudo pela figura 6.1, tem-se que ψ∞ = ψ5∞, logo, a segun-

da parte da parcela (5) também possuirá O(ε).  

Como se pode concluir apenas a parcela (5) do terceiro termo da expressão (6.21), 

correspondente ao vórtice estacionário, é capaz de equilibrar os dois primeiros termos 

desta equação, os quais também têm O(ε). Para que isso se verifique é necessário que 

       ( )De DR O R

L L
=

∼ .     (6.22) 

Após todas estas considerações a equação (6.21) pode ser escrita na forma 

         .  (6.23) 2 2
50 0

( )cs cn

v

v
S

hv dx hv dx dxdy 0β ψ ψ ∞− + + −∫ ∫ ∫∫

A expressão (6.23), que apresenta a equação integrada do momentum meridional apli-

cada ao domínio de estudo, comprova novamente que sem a presença de um vórtice 
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estacionário durante o encontro da corrente com a parede o equilíbrio meridional de 

forças não poderia ser alcançado. A resultante das forças “foguete” aplicadas no domí-

nio de estudo pelas correntes meridionais só pode ser equilibrada pela força aplicada 

no domínio pelo vórtice estacionário devido ao efeito β em seu interior.  

A figura 6.3 mostra de forma mais detalhada o encontro da corrente zonal com uma 

borda continental meridional23, resumindo todos os resultados até então encontrados. 

Estão incluídas na figura: (1) as escalas desenvolvidas nesta seção; (2) os perfis de 

velocidade de cada corrente e (3) as forças meridionais que agem no domínio de estu-

do. Dez pontos são salientados na figura 6.3 os quais serão utilizados ao longo dos 

desenvolvimentos analíticos realizados neste capítulo.  

 

6.1.3. O MOMENTUM DA CORRENTE MERIDIONAL PARA NORTE 

Nesta subseção, o segundo termo da equação (6.23), que corresponde ao momentum 

da corrente meridional para norte, será desenvolvido. Para tal, uma coordenada ainda 

desconhecida surgirá nas equações, ou seja, a posição do ponto 6 (ver figura 6.3) que 

define a ramificação da zona do fluxo líquido em dois fluxos meridionais ao longo da 

borda continental. Este ponto é chamado neste trabalho de “ponto de divisão” e a linha 

3-6 da figura 6.3 define uma “linha de corrente divisória” (e.g., Milne-Thomson, 1968).  

Como a função de transporte ψ não é mais nula nas bordas da corrente zonal uma  

nova expressão para esta função precisa ser desenvolvida. A equação (4.35, página 

65) permitia o cálculo de ψ, porém, naquela expressão foi utilizada como condição de 

contorno ψ = 0 em y = y8. A nova condição de contorno para o atual cenário prescreve 

que ψ = ψ8 em y = y8, o que modifica a expressão (4.35, página 65) para: 

2 2 3 4 4 2 5 5 3 3 )0 8 0 8 0 8 8
8

( ) ( ) ( ) (f H y y f y y 3f y y H y y
2 8g 20g 6

β βψ ψ − − −
= + − − +

′ ′
−

                                                

 . (6.24) 

 
23 Na figura não há nenhuma proporção entre os transportes, forças, correntes e vórtice estacionário. 
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Figura 6.3 – Destaque do encontro da corrente de dupla frente com a borda continental meridional. As 
setas largas azuis indicam as forças meridionais que agem no domínio de estudo. A área vermelha entre 
os pontos 5 e 7 indica a região do transporte líquido da corrente zonal o qual equivale à soma dos trans-
portes das duas correntes meridionais, delimitados pelos pontos 1 e 2 na corrente para norte e pelos 
pontos 9 e 10 na corrente para sul, que também estão em vermelho. 
 

Na obtenção da expressão (6.24) os termos com ordem superior a ε foram negligenci-

ados. Esta equação permite o cálculo do transporte da corrente zonal dado por          

ψcz =  ψ5 - ψ8, onde ψ5  é calculado pela equação (6.24), fazendo-se y = y5, e onde ψ8 

depende apenas da profundidade da camada superior do oceano estagnado, conforme 

indica a equação (6.3). As coordenadas das bordas da corrente zonal y5 e y8 podem 

ser calculadas resolvendo-se a equação cúbica (4.31b, página 64) que define o perfil 
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de profundidade desta corrente. Com o valor de y8 e de ψ8 e fazendo-se ψ7 = ψ8  na  

equação (6.24), quando então tem-se y = y7, onde y5 > y7 > 0, é possível o cálculo da 

coordenada meridional y7.  

O termo do momentum da corrente meridional para norte será desenvolvido agora. As 

equações (4.28, página 63) e (4.29, página 63) desenvolvidas no Capítulo 4 para a  

velocidade e profundidade desta corrente, respectivamente, serão reavaliadas, pois as 

escalas de x e h foram modificadas. A equação do perfil de velocidade continua a 

mesma, ou seja: 

     e      1 0           cn cnv v f x 0 x L= − ≤ ≤      cn cnv 0 x L= >

2 2 2 /2 2 2β ′

           h h f v x/g 0 x L′= + ≤ ≤       h h h x L

.  (6.25) 

A equação expandida e completa da profundidade hcn desta corrente, retirada da rela-

ção geostrófica, tem como resultado 

1 0 1 1 0 0/ /cn N N Nh h f v x/g y v x/g f x 2g 2f y x 2g y x 2gβ β′ ′ ′ ′= + + − − − . (6.26) 

Os quatro últimos termos possuem ordem superior a ε e serão desconsiderados, logo, 

a expressão final para a profundidade da corrente meridional para norte, a qual difere 

da expressão desenvolvida no Capítulo 4, tem como forma 

1 0 1cn cn   e       2 5cn cn= = >

2 2 /

.  (6.27) 

Expressões para a velocidade v1 e profundidade h1 rente à parede serão agora desen-

volvidas. Aplicando-se a função de Bernoulli ao longo da linha de corrente 1-3-6 (ver 

figura 6.3) pode-se escrever 

                     .    (6.28) 1 1 6 6/g h v 2 g h u 2′ ′+ = +

O ponto 6 pertence a corrente zonal. Esta expressão (6.28) será deixada de lado tem-

porariamente. O transporte da corrente meridional para norte é o mesmo transporte 

entre os pontos 5 e 6 da corrente zonal. A relação geostrófica aplicada no contorno CD, 

depois de multiplicada pela profundidade local e integrada entre os pontos 1 e 2, tem 

como resultado 
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2 2 2

2 1 5 11
( ) / Ng h h 2fψ ψ ψ ′= − = − .   (6.29) 

Na obtenção da equação (6.29) foi considerado que h2 = h5. O transporte da corrente 

zonal entre os pontos 5 e 6 pode ser calculado a partir da relação geostrófica  aplicada 

no contorno BC, depois de multiplicada pela profundidade local e integrada entre estes 

pontos, o que fornece 

         
5 55 2

6 66
/f dy g h 2ψ β ψ ′− =∫ .    (6.30) 

A expansão dos termos da equação (6.30) a transforma em 

         
5

/2 2
5 5 6 6 5 66

( )f f dy g h hψ ψ β ψ ′− − = −∫ 2

2 2
6

.   (6.31) 

Negligenciando-se a integral de O(ε2) em (6.31) a função corrente ψ5 resulta 

             5 5 5 6 6( / ) ( ) /1 f g h h 2 fψ ψ′⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ .   (6.32) 

A equação (6.24) também permite o cálculo desta função corrente conforme já comen-

tado anteriormente. O transporte entre os pontos 5 e 6, ou ψ56 = ψ5 – ψ6, a partir de 

(6.32), tem como expressão 

         
5 2 2

65 6 5 5 6 6 66
( / ) ( ) /1 f g h h 2 fψ ψ ψ ψ ψ′⎡= − = − + −⎣ ⎤⎦

2 2 2 2
6

.  (6.33) 

Como os transportes da corrente meridional para norte e da corrente zonal entre os 

pontos 5 e 6 (ver figura 6.3) são os mesmos, a partir das expressões (6.29) e (6.33), 

pode-se escrever 

       5 1 5 5 6 6 6( ) / ( / ) ( ) /Ng h h 2f 1 f g h h 2 f ψ ψ′ ′⎡ ⎤− = − + −⎣ ⎦ .  (6.34) 

Os pontos 5 e 6 são muito próximos e a relação f6 / f5 é próxima da unidade. Isolando-

se a variável h1 a expressão (6.34) pode ser escrita na seguinte forma:  

      2 2 2 2
1 5 0 5 5 6( / )h h f f h h= − −⎡ ⎤⎣ ⎦ .    (6.35) 
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A consideração de que fo / f5 ≈ 1 – βy5 / fo permite a conclusão de que 

              h .      (6.36) 1 6h

6u

Na obtenção de (6.36) alguns termos com ordem superior a ε foram eliminados. Retor-

nando-se a expressão (6.28), e utilizando-se (6.36), conclui-se que 

             v1 = −

x

.     (6.37) 

A equação (6.28) permite como solução v1 = ± u6, mas a velocidade no ponto 1 é posi-

tiva e a do ponto 6 negativa, logo v1 = - u6. A expressão (6.25), que define o perfil de 

velocidade da corrente meridional para norte, com (6.37) transforma-se em 

       6 0cnv u f= − − .     (6.38) 

A equação (6.27), que define o perfil de profundidade da corrente meridional para nor-

te, com a utilização de (6.36) e (6.37) resulta em 

               6 0 6cnh h f u x/g′= − .    (6.39) 

Uma expressão para a largura Lcn da corrente meridional para norte será desenvolvida 

agora. Novamente será assumido que a velocidade desta corrente se mantém constan-

te ao longo de seu perfil. Será adotado, por conveniência, como valor constante desta 

velocidade vcn = v1. A relação ∂h/∂x = ∆h/∆x será novamente assumida como válida. 

Com estas considerações e com a equação geostrófica aplicada nesta corrente resulta 

          2 1
1

( )
N

cn

h h hf v g g
x L

Δ −′ ′= =
Δ

.    (6.40) 

Com as expressões (6.36) e (6.37) e considerando-se ainda que h2 = h5, a equação 

(6.40) transforma-se em 

         6 5

0 6

( )
cn

g h hL
f u

′ −
= .    (6.41) 
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A partir da expressão (6.27) com hcn = h2, quando então x = Lcn, obtém-se a mesma 

equação (6.41). As três expressões abaixo, oriundas das equações (4.31ab, página 

64), complementam as equações (6.38), (6.39) e (6.41).  

2 3
6

2
6 6cz 0 0h H f y /2g f y /2gβ′ ′= − − ,   (6.42)      

      e     (6.43)             2 2

2 3
5

2

6 6 60u f y y /β= +

    5 5cz 0 0h H f y /2g f y /2gβ′ ′= − − .   (6.44) 

Como as variáveis que descrevem a corrente meridional para norte já estão perfeita-

mente definidas pelas equações (6.38), (6.39) e (6.41) pode-se agora desenvolver uma 

expressão para o seu momentum meridional integrado, a qual resulta 

     .  (6.45) 2 2
6 0 6 6 00 0

( )(cn cnh v dx h f u x/g u f x dx′= − − −∫ ∫ )cn cnL L

...cnL
−

A expansão da integral da direita tem como resultado 

    (6.46) 
2 2 2 2 3 3 2

6 6 0 6 6 0 6 0 60

2 2 3 3 4
0 6 0 6

/ /

                     ... / /  .

cn cn cn cn cn cn

cn cn

h v dx u h L f u h L f h L 3 f u L 2g

2f u L 3g f u L 4g

′= + + −

′ ′− −

∫

Neste ponto um aspecto extremamente importante e que envolve as modelagens analí-

ticas deste capítulo e do Capítulo 4 será abordado. As expressões desenvolvidas neste 

capítulo devem também satisfazer o cenário estudado no Capítulo 4 (com vórtices do 

tipo lente), o qual é uma situação particular do atual cenário, ou seja, fazendo-se         

h5 = h8 = 0. Para tal, deve-se atentar que as escalas de largura e profundidade das cor-

rentes meridionais diferem de um cenário para outro, ou seja, tem-se as escalas         

[x] ~ O(ε1/2RD) e [h] ~ O(ε1/2Hcz) quando a corrente zonal possui profundidade zero em 

suas bordas e [x] ~ O(εRD) e [h] ~ O(Hcz) quando a corrente zonal possui esta profundi-

dade não nula. Estas escalas influenciam no descarte de termos que possuem ordem 

superior a ε e que fazem parte das equações desenvolvidas neste trabalho, logo, al-

gum erro poderá ser introduzido nestas operações em que termos são negligenciados. 
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A equação (6.46) possui 6 termos em seu lado direito, os quais possuem, da esquerda 

para a direita, O(ε), O(ε3/2), O(ε2), O(ε), O(ε3/2) e O(ε2), para o cenário de vórtices tipo 

lente (corrente zonal com profundidade nula em suas bordas). Quando a corrente pos-

sui profundidade não nula estas ordens são O(ε), O(ε2), O(ε3), O(ε2), O(ε3) e O(ε4).  

Analisando-se a equação (6.46) no cenário deste capítulo (i.e., com vórtices que não 

são lentes) o seu primeiro termo deveria ser mantido e os demais seriam imediatamen-

te desconsiderados por possuírem ordem superior a ε. Como se percebe, o quarto ter-

mo do lado direito seria negligenciado no atual cenário, pois possui O(ε2), mas deveria 

ser mantido para a situação de lentes, onde possui O(ε). A eliminação deste termo no 

cenário das lentes implicaria em grave erro numérico no cálculo do momentum, pois 

este termo possui mesma ordem de grandeza que o primeiro termo da equação. Como 

a desconsideração de termos em uma análise de escala baseia-se no fato de que o 

termo negligenciado possui ordem de grandeza muito inferior aos demais termos que 

compõem a equação em análise, não se cometeria nenhum erro se todos os termos de 

determinada equação fossem mantidos. Todavia, isso traria grandes inconvenientes 

para a modelagem analítica, pois as equações desenvolvidas ficariam cada vez maio-

res e complexas, o que justifica então a metodologia de avaliar-se a escala de cada um 

dos termos que compõem uma determinada equação e eliminar-se aqueles com maio-

res ordens em ε. 

Com estas considerações, e preservando-se o quarto termo de (6.46), o momentum 

integrado da corrente meridional para norte Mocn terá como expressão 

       2 2 3 2
6 6 0 60

/cn

cn cn cn cn cn

L
Mo h v dx u h L f u L 2g′= = −∫ .  (6.47) 

 

6.1.4. O TRANSPORTE DA CORRENTE MERIDIONAL PARA NORTE 

O transporte da corrente meridional Tcn para norte é dado por Tcn = ψ5 – ψ6 ou também 

pela integral do produto “hv” entre os pontos 1 e 2, o que fornece 

     .     (6.48) 
0cn cn cnT h v=∫

cnL
dx
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A utilização das equações (6.38) e (6.39) transforma a expressão (6.48) em 

2 2 2 2 3
6 6 0 6 0 6 0 60

/ /cn cn cn cn cn cn cnT h v dx h u L f h L 2 f u L 2g f u L 3g/cnL
′ ′= = − − + +∫ .  (6.49) 

Novamente a questão das escalas para os dois cenários de vórtices será analisada. A 

equação (6.49) apresenta quatro termos em seu lado direito, os quais possuem, da es-

querda para a direita, O(ε), O(ε3/2), O(ε) e O(ε3/2), para o cenário de vórtices tipo lente 

(corrente zonal com profundidade nula em suas bordas). Quando a corrente possui es-

ta profundidade não nula estas ordens são, respectivamente, O(ε), O(ε2), O(ε2) e O(ε3). 

De forma similar à equação integrada do momentum teríamos agora uma diferença 

envolvendo o terceiro termo, o qual será então mantido tendo-se em vista o cenário 

analisado no Capítulo 4. A equação final para o transporte Tcn da corrente meridional 

para norte resulta então 

       2 2
6 6 0 60

/cn cn cn cn cnT h v dx h u L f u LcnL
2g′= = − +∫ .   (6.50) 

 

6.1.5. O MOMENTUM DA CORRENTE MERIDIONAL PARA SUL 

O primeiro termo da equação (6.23), que corresponde ao momentum da corrente meri-

dional para sul, será desenvolvido agora. Supondo-se vorticidade potencial nula e    

geostrofia, as equações que descrevem esta corrente são (estas expressões são simi-

lares àquelas que descrevem a outra corrente meridional) 

9 0                   cs csv v f x 0 x L= − ≤ ≤ v 0 x L  e                cs cs= >

           h h f v x/g 0 x L′= + ≤ ≤       h h h x L

,  (6.51) 

9 0 9cs cs   e 10 8cs cs= = > .  (6.52) 

Nas equações (6.51) e (6.52) as variáveis v9 e h9 correspondem à velocidade e profun-

didade da corrente meridional para sul na parede. Busca-se agora o desenvolvimento 

de expressões que definam estas variáveis. Aplicando-se a função de Bernoulli entre 

os pontos 6 e 9 da figura 6.3 pode-se escrever 
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          .    (6.53) 2 2 /9 9 6 6/g h v 2 g h u 2′ ′+ = +

O transporte da corrente meridional para sul é o mesmo transporte entre os pontos 6 e 

7 da corrente zonal. A relação geostrófica aplicada no contorno AB, depois de multipli-

cada pela profundidade local e integrada entre os pontos 9 e 10, resulta 

    
10 2 2

10 9 8 99
( ) / Sg h h 2fψ ψ ψ ′= − = − .   (6.54) 

Na obtenção da equação (6.54) foi considerado que h10 = h8. O transporte da corrente 

zonal entre os pontos 6 e 7 pode ser calculado a partir da relação geostrófica  aplicada 

no contorno BC, depois de multiplicada pela profundidade local e integrada entre estes 

pontos. De forma similar à expressão (6.33) se obtém     

         
6 2 2

76 7 6 6 7 7 77
( / ) ( ) /1 f g h h 2 fψ ψ ψ ψ ψ′⎡= − = − + −⎣ ⎤⎦

2 2 2 2
7

.  (6.55) 

Como os transportes da corrente meridional para sul e da corrente zonal entre os pon-

tos 6 e 7 são os mesmos, com (6.54) e (6.55), pode-se escrever 

       8 9 6 6 7 7 7( ) / ( / ) ( ) /Sg h h 2f 1 f g h h 2 f ψ ψ′ ′⎡− = − − + +⎣ ⎤⎦

1/ 2

. (6.56) 

Os pontos 6 e 7 são muito próximos o que faz com que a relação f7 / f6 seja próxima da 

unidade. Considerando-se fo / f6 ≈ 1 – βy6 / fo e isolando-se a variável h9 na expressão 

(6.56) esta pode ser escrita na forma 

       2 2 2
9 6 7 8( )h h h h⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ .    (6.57) 

Cabe destacar que ao se igualar os dois transportes na obtenção da equação (6.56) 

um sinal negativo foi introduzido no lado direito devido à equação da continuidade. 

Maiores explicações quanto a este detalhe podem ser encontradas no Anexo B. 

Retornando-se à equação (6.57) percebe-se que h9 < h8 ou h9 < h10 visto que o termo 

[(h6)2-(h7)2] é negativo devido ao perfil de profundidade da corrente zonal (o ponto 6 é 

mais afastado do centro da corrente). A geostrofia da corrente meridional para sul exige 
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o equilíbrio entre a força de Coriolis, que é dirigida para leste, e a força do gradiente de 

pressão que deve ser dirigida então para oeste, ou seja, com h9 < h10.   

As equações (6.53) e (6.57) permitem agora a obtenção de uma expressão para a ve-

locidade da corrente meridional para sul rente à parede, o que fornece 

        { }1/ 2

2 32

1/ 22 2 2 2
9 6 6 6 7 8( )v 2g h u 2g h h h′ ′ ⎡ ⎤= − + − − +⎣ ⎦ .   (6.58) 

Nas equações (6.57) e (6.58) devem ser utilizadas as expressões da corrente zonal 

(6.42) e (6.43) e ainda [a partir de (4.31b, página 64)]:      

   7 0 7 0 7czh H f y /2g f y /2gβ′ ′= − −   e    (6.59)  

2 3
8

2
8 8cz 0 0h H f y /2g f y /2gβ′ ′= − − .    (6.60)    

A substituição das expressões (6.42), (6.59) e (6.60) na equação (6.57) resulta:  

 

2 2 2 2 3 3 3

2′

1/ 2

6

2 0 6 7 8 0 6 7 8
9

1/ 24 4 4 4 3 5 5 5 2 2 6
0 6 7 8 0 6 7 8 0 8

2 2

( ) ( ) ...

( ) ( )       ...+ .

cz cz
cz

H f y y y H f y y yh H
g g

f y y y f y y y f y
4g 2g 4g

β

β β

− + − +⎡= − − +⎣ ′ ′

⎤− + − +
+ + ⎥′ ′ ⎦

   (6.61) 

Na equação (6.61) os termos de O(ε2) internos aos colchetes foram mantidos devido a 

existência da raiz quadrada do lado direito. A expressão yi
m – yj

m ≈ myj
m-1(yi – yj),      

desenvolvida pelo autor deste trabalho, onde yi = yj + ∆ e [∆] ~ O(ε), é obtida negligen-

ciando-se termos de ordem superior a ε. Ela foi utilizada em (6.61) para que o termo 

fo2β2 [(y6)6-(y7)6] fosse negligenciado na obtenção por ter ordem superior a ε2. 

A utilização das expressões (6.42) e (6.43) na equação (6.53) permite a obtenção de 

uma expressão alternativa para a velocidade v9, dada por  

    2 4
9 9( ) /czv 2g H h y 4β′⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦ .   (6.62) 
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Uma expressão para a largura Lcs da corrente meridional para sul será desenvolvida 

agora. Mais uma vez será assumido que a velocidade da corrente se mantém constan-

te ao longo de seu perfil. Será adotado, por conveniência, como valor constante desta 

velocidade vcs = v9. A relação ∂h/∂x=∆h/∆x será novamente assumida como válida. 

Com estas considerações e com a equação geostrófica aplicada nesta corrente resulta 

           8 9
9

( )
S

cs

h h hf v g g
x L

Δ −′ ′= =
Δ

.    (6.63) 

Na expressão (6.63) considerou-se h10 = h8. Outra opção para desenvolver uma ex-

pressão para Lcs é a partir da equação (6.52) com hcs = h10, quando então x = Lcn. Com 

quaisquer das duas opções a largura Lcs será dada por 

        8 9

0 9

( )
csL

f v
g h h′ −

= .     (6.64) 

O conjunto de equações (6.51), (6.52), (6.61), (6.62) e (6.64) descrevem a corrente me-

ridional para sul e são aqui reproduzidas para facilidade do leitor: 

  9 0scv v f x= − h h f v x/g9 0 9sc ′= + ,             (6.65ab) 

 

2 2 2 2 3 3 3

2′

1/ 2

6 ⎤⎦

2 0 6 7 8 0 6 7 8
9

1/ 24 4 4 4 3 5 5 5 2 2 6
0 6 7 8 0 6 7 8 0 8

2 2

( ) ( ) ...

( ) ( )       ...+

cz cz
cz

H f y y y H f y y yh H
g g

f y y y f y y y f y ,
4g 2g 4g

β

β β

− + − +⎡= − − +⎣ ′ ′

⎤− + − +
+ + ⎥′ ′ ⎦

   (6.66) 

   e      (6.67)  2 4
9 9( ) /czv 2g H h y 4β′⎡= − − +⎣

 8 9

0 9

( )
cs

g h hL
f v

=
′ −

.         (6.68) 

Estas equações foram desenvolvidas para o modelo-2 de corrente zonal, ou seja, com 

profundidade não nula em suas bordas. Uma pergunta deve ser respondida: Estas   

equações verificam o cenário do Capítulo 4? A resposta deve ser afirmativa, pois o  
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cenário desenvolvido neste capítulo deve também satisfazer a situação do cenário con-

templado no Capítulo 4, ou seja, com uma corrente zonal com profundidade nula em 

suas bordas, visto que esta é uma solução particular do cenário desenvolvido neste 

modelo-2. 

Na situação do modelo-1 de corrente zonal não há divisão em dois ramos a partir da 

zona de transporte líquido (pois não é possível a existência de fluxo para sul na situa-

ção de lentes) e y6 = y7. Existirá somente a corrente meridional para norte e o fluxo  

para sul deve resultar nulo. Com y6 = y7 em (6.66) esta expressão resulta 

1/ 2

h
2 2 3 4 4 3 5 2 2 6

2 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8
9 82 2 2

cz cz
cz

H f y H f y f y f y f yh H
g g 4g 2g 4g

β β β ⎤
⎡= − − + + + =⎥⎣ ′ ′ ′ ′ ′ ⎦

. (6.69) 

Na obtenção de (6.69) foi utilizada a expressão (6.60). Com h9 = h8 o transporte da cor-

rente meridional para sul deixa de existir visto que a expressão (6.54) resultaria 

      
10 2 2 2f 0

]2L L

10 9 8 99
( ) /cs ST g h hψ ψ ψ ′= = − = − = .   (6.70) 

A largura da corrente meridional para sul resulta também zero a partir de (6.68). Na 

situação do modelo-1 o conjunto de pontos [8 - 4 - 10 - 9 - 3] e [8 - 4 - 7 - 6 – 3] perten-

ceriam à mesma linha de corrente (ver figura 6.3). Neste caso o ponto 8 se conectaria 

direto com o ponto 3 e a figura 4.4 seria reproduzida. Conclui-se então que as equa-

ções desenvolvidas para a corrente meridional para sul também satisfazem a situação 

em que a corrente zonal possui profundidade zero em suas bordas, o que se pode con-

siderar uma verificação independente do modelo deste capítulo no caso particular   

descrito. 

Retomando-se o desenvolvimento de uma expressão para o momentum da corrente 

meridional para sul, a utilização das expressões (6.51) e (6.52) permite escrever 

   .  (6.71) [ ][2
9 0 9 9 00 0

cs cs

cs csh v dx h f v x/g v f x dx′= + −∫ ∫

Após uma análise de escala compatível aos modelos-1 e 2 de corrente zonal a expres-

são (6.71) pode ser reescrita como 
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      2 2 3 2
9 9 0 90

/cs cs cs cs cs

csL
Mo h v dx h v L f v L 2g′= = +∫ .   (6.72) 

 

6.1.6. O TRANSPORTE DA CORRENTE MERIDIONAL PARA SUL 

A expressão (6.72) permite o cálculo do momentum Mocs da corrente meridional para 

sul. De mesma forma, o transporte Tcs desta corrente pode ser calculado por 

         .  (6.73) 9 0 9 9 00 0
( )(cs cs csT h u dx h f v x/g v f x′= = + −∫ ∫ )cs csL L

dx

L
2g

Após uma análise de escala compatível aos modelos-1 e 2 de corrente zonal a expres-

são (6.73) pode ser reescrita como 

      2 2
9 9 0 90

/cs

cs cs cs cs csT h v dx h v L f v L ′= = +∫ .   (6.74) 

As equações (6.72) e (6.74) resultam nulas na situação do modelo-1 de corrente zonal, 

pois neste caso Lcs = 0.      

          

6.1.7. O PONTO DE DIVISÃO  

A coordenada y6 do ponto de divisão (ponto 6, ver figura 6.3) está contida em várias 

equações desenvolvidas neste capítulo e seu valor deve ser encontrado. Para tal a  

equação da conservação da massa será utilizada. A expressão (3.37, página 43) é aqui 

reproduzida por conveniência:    

    .    (6.75) 
B D C

A C B
hvdx hvdx hudy+ =∫ ∫ ∫

A expressão (6.75) pode ser escrita na forma  

      
5

0 0 8

cs cnL L

cs cs cn cnh v dx h v dx dy
y
ψ∂

− = −
∂∫ ∫ ∫ .   (6.76) 
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A utilização das equações (6.50) e (6.74) na expressão (6.76) a transforma em 

2 2 2 2
9 9 0 9 6 6 0 6 8 5/ /S S N Nh v L f v L 2g h u L f u L 2g ψ ψ′ ′+ + − = − .  (6.77)   

A equação (6.77) permite que a coordenada y6 seja encontrada. As expressões (6.24), 

(6.41), (6.42), (6.43), (6.66), (6.67) e (6.68), que correspondem, respectivamente, às 

expressões de ψ, Lcn, h6, u6, h9, v9 e Lcs, e ainda ψ8 = g’h8
2/2fS, devem ser empregadas 

em (6.77). A utilização de um método gráfico ou iterativo propiciará que a coordenada 

y6  do ponto de divisão seja calculada.  

 

6.1.8. O MOMENTUM DO VÓRTICE ESTACIONÁRIO 

Nesta subseção será desenvolvida a expressão do momentum Mov do vórtice estacio-

nário contida em (6.23), que é dada por 

         [ ]5

v

v v
S

Mo β ψ ψ ∞= − dxdy∫∫ .    (6.78) 

As equações do vórtice estacionário são similares àquelas apresentadas no Capítulo 4, 

contudo, esta feição agora não possui profundidade nula em seu contorno externo. As 

equações que descrevem o vórtice são 

       e θ 0 /v f r= − 2 2 2 2
0 0( ) /v Bh h f r r 8g′= + −   .       (6.79ab) 0r r≤

Na equação (6.79b) hB é a profundidade no contorno externo do vórtice estacionário. A 

figura 6.4 mostra o perfil leste-oeste da feição. As definições de profundidades e raios 

são as mesmas introduzidas no Capítulo 4, com exceção da profundidade extra hB    

recém definida. As correntes circunvizinhas ao vórtice são representadas pelas áreas 

hachuradas da figura.  
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Figura 6.4 – Esboço do perfil leste-
oeste do vórtice estacionário gerado 
no domínio de estudo. 

Leste 

Definindo-se Hv = hB + fo2ro
2/8g’ e fazendo-se hv = hi (quando r = R) na equação (6.79b) 

obtém-se novamente a equação (4.48, página 69) do Capítulo 4, ou seja: 

     
1/ 2

f
⎡ ⎤′ −

⎥
⎣ ⎦

2
0

( )v i8g H hR = ⎢ .     (6.80) 

A expressão da função transporte ψv do vórtice estacionário será agora desenvolvida. 

Com as equações (6.79) pode-se escrever 

2 2 2 2 3 2 2 2
0 0 0 0 0 0( ) ( )      v B

B v

f r f r r f h r f r rh C
r 2 8g 4 64g
ψ ψ

⎡ ⎤∂ −⎡ ⎤= − + → = − +⎢ ⎥⎢ ⎥ ′ ′∂ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−
 . (6.81) 

Em (6.81) C é uma constante de integração a ser determinada e a profundidade hB não 

é função do raio do vórtice. Fazendo-se r = R na equação (6.81) tem-se que ψv = ψi o 

que resulta 

  
23

20 0
02 2

0 0

( ) ( )B v i v i
i

f h 8g H h f 8g H hC r
4 f 64g f

ψ
⎡ ⎤ ⎡′ ′− −

= − + −⎢ ⎥ ⎢′⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎦

.  (6.82) 

Utilizou-se (6.80) na obtenção de (6.82). Algumas variáveis que estão presentes na 

equação (6.82) serão analisadas agora. A função transporte ψi corresponde a ψ7, mas 

ψ7 = ψ8 = g’h8 / 2fS.  Tem-se ainda que hB = h5 e hi = h7. A profundidade máxima do vór-

tice estacionário é Hv = hB + fo2ro
2/8g’. Com estas considerações (6.82) toma a forma 
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2 2 2

7

8 0 5 0 0 5 7
2

0

23 2 2
20 0 0 5

0 2
0

( / ) ...

( / )           ... .

s

g h f h 8g f r 8g h hC
2f 4 f

f 8g f r 8g h hr
64g f

⎡ ⎤′ ′ ′ + −
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′ + −
+ −⎢ ⎥′ ⎣ ⎦

    (6.83) 

Após algumas manipulações algébricas em (6.83) a constante C resulta 

    
2 2 2 2
8 0 5 0 7 5

0

( )

s

g h f h r g h hC
2f 4 f
′ ′ −

= + −  .   (6.84) 

Com a expressão (6.84) a equação (6.81) transforma-se em 

   
2 2 2 2 2 3 2 2 2
8 0 5 0 7 5 0 0

0

( ) ( ) ( )
v

s

g h f h r r g h h f r r
2f 4 f 64g

ψ
′ ′− − −

= + − +
′

 .  (6.85) 

A função corrente ψ5∞ pode ser obtida partindo-se da integração da equação meridional 

geostrófica multiplicada pela profundidade local, entre os pontos 5 e 8 da corrente zo-

nal, para x → , o que resulta   ∞

5

8        5 5 88
/(1 f ) dy fψ β ψ ψ∞ ∞ ∞

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ .   (6.86) 

Considerando-se que os valores de hi e hB são muito próximos (mesma ordem) pode-

se concluir, utilizando-se a equação (6.80) que R ≈ ro. Com esta consideração e as ex-

pressões (6.85) e (6.86) pode-se escrever a expressão do momentum Mov do vórtice 

estacionário, a partir de (6.78), que será dada por   

2 2 2 2 2 3 2 2 2

−8 0 5 7 5 0
0 0

0

5
8

88
5 5

( ) ( ) ( ) ...

         ...  .
v

2 R

v
S

S

g h f h R r g h h f R rMo rdrd
2f 4 f 64g

fdy dxdy
f f

π
β θ

ββ ψ ψ∞ ∞

⎡ ⎤′ ′− − −
= + − +⎢ ⎥′⎣ ⎦

⎡ ⎤
− +⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫ ∫

∫∫ ∫
 (6.87) 

Negligenciando-se os termos de ordem superior a ε, e com ψ8∞ = g’h8 / 2fS, a expressão 

(6.87) resulta 
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2 2 3 2 2 2

0 5 0
0 0

( ) ( )2 R

v
f h R r f R rMo r

4 64g
π

drdβ θ
⎡ ⎤− −

= +⎢ ⎥′⎣ ⎦
∫ ∫ .  (6.88)  

A profundidade do ponto 5 tem como expressão 

2 3
5

2
5 5cz 0 0h H f y /2g f y /2gβ′ ′= − − .   (6.89)     

A substituição da expressão (6.89) em (6.88) e a resolução da integral, após os termos 

com ordem superior a ε terem sido negligenciados, fornece 

   
4 3 2 4 3 6

0 0 5 0cz
v

f H R f y R f RMo
8 16g 192g

βπ
⎡ ⎤

= − +⎢ ⎥′ ′⎣ ⎦
 .   (6.90) 

A equação (6.90) representa o momentum do vórtice estacionário presente em Do. Esta 

expressão iguala-se a (4.53, página 70), que calcula o momentum do vórtice estacioná-

rio resultante do encontro de um “trem” de lentes com a borda continental, caso seja 

suposto que a profundidade da camada superior externa ao vórtice do tipo não-lente é 

nula.  

 

6.1.9. O RAIO DO VÓRTICE ESTACIONÁRIO 

O raio do vórtice estacionário pode ser calculado a partir da equação integrada do mo-

mentum meridional (6.23), aqui reproduzida por conveniência: 

          .  (6.91) 2 2
50 0

( )cs cn

v

cs cs cn cn v
S

h v dx h v dx dxdy 0ψ ψ ∞− + + −∫ ∫ ∫∫
L L

=

A utilização das expressões (6.47), (6.72) e (6.90) em (6.91) a transforma em 

3 2 3 2 4 3 2 4 3 6

=
′

2 20 9 0 6 0 0 5 0
9 9 6 6

cs cn cz
cs cn

f v L f u L f H R f y R f Rh v L u h L 0
2g 2g 8 16g 192g

βπ
⎡ ⎤

− − + − + − +⎢ ⎥′ ′ ′⎣ ⎦
. (6.92) 

O Encontro de um “Trem” de Vórtices do Tipo Não-Lente com a Borda Continental                             138 



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental 
 

As expressões (6.41), (6.42), (6.43), (6.66), (6.67) e (6.68), que correspondem às ex-

pressões de Lcn, h6, u6, h9, v9 e Lcs, respectivamente, devem ser utilizadas em (6.92) 

para que o raio do vórtice estacionário possa ser encontrado.  

Conforme citado anteriormente, as expressões matemáticas que fornecem o momen-

tum e transporte das correntes paralelas à parede são similares nas duas modelagens 

analíticas. Contudo, na situação de vórtices do tipo não-lente, deve-se tomar especial 

cuidado com a escala dos termos de cada expressão. Nas equações que permitem o 

cálculo do raio R do vórtice estacionário a similaridade entre as expressões desenvol-

vidas nas duas modelagens analíticas não é tão evidente. Será agora demonstrado que 

a equação (6.92), que permite o cálculo do raio do vórtice estacionário para o cenário 

de não-lentes, se reduz à equação (4.55, página 71), que calcula este mesmo raio para 

o cenário com lentes, caso as condições deste último cenário sejam impostas na     

expressão (6.92).  Estas duas equações são aqui reproduzidas, por conveniência: 

(a) Expressão para cálculo do raio do vórtice estacionário para cenário com lentes:  

   

1/ 6

2 3 2
1 1 0 13

0

/cn cn
3gR 2 h v L f v L 2g
fπ β

⎧ ⎫⎡ ⎤′⎪ ⎪′⎡ ⎤= − +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
.  (6.93) 

(b) Expressão para cálculo do raio do vórtice estacionário para cenário com não-lentes: 

3 2 3 2 4 3 2 4 3 6
2 20 9 0 6 0 0 5 0

9 9 6 6
cs cn cz

cs cn

f v L f u L f H R f y R f Rh v L u h L 0
2g 2g 8 16g 192g

βπ
⎡ ⎤

− − + − + − + =⎢ ⎥′ ′ ′ ′⎣ ⎦
.  (6.94) 

Os dois termos da soma da direita da equação (6.93) possuem O(ε) pois a profundida-

de e a largura da corrente paralela à parede (para norte) são de O(ε1/2). Já na equação 

(6.94), onde a largura das correntes paralelas à parede é de O(ε) mas a profundidade 

possui O(1), o primeiro e terceiro termos do lado esquerdo da equação possuem O(ε) 

enquanto o segundo e quarto termos possuem O(ε2). Estes termos precisam ser man-

tidos para que (6.94) reproduza (6.93) caso seja assumida uma profundidade nula na 

borda do vórtice do tipo não-lente, ou seja, hB = h8 = h5 = 0. A equação (6.69) mostra 

que, neste caso, h9 = h8 = 0, enquanto a equação (6.68) mostra que Lcs = 0, o que anu-
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la o primeiro e segundo termos de (6.94), respectivamente. As equações (6.36) e (6.37) 

transformam o terceiro e quarto termos de (6.94) na soma do lado direito de (6.93). Pa-

ra que a equação (6.94) resulte numa expressão idêntica a (6.93) basta apenas se pro-

var que a soma dos dois primeiros termos do colchete contido em (6.94) é nula, no ca-

so de um “trem” de vórtices do tipo não-lente assumindo-se hB = h8 = h5 = 0. Com todas 

estas considerações, e ainda utilizando-se a expressão (6.89), isolando-se Hcz, e subs-

tituindo-se a equação resultante na soma referida por último, resulta (os termos que já 

foram citados como nulos estão riscados na expressão abaixo) 

 

2
9 9 csh v L−

3 2
0 9 csf v L
2g

−
′

3 2
2 0 1

1 1

0 5

( )( ) ...

(
...

cn
cn

f v Lv h L
2g

f h
βπ

−
+ − − +

′

+
2 3 4 3 2 4 3 6
5 5 0 5 0

)
 .

2
0 0f y /2g f y /2g R f y R f R 0

8 16g 192g
β⎡ ⎤′ ′+ +

− + =⎢ ⎥
′ ′⎢ ⎥⎣ ⎦

  

Esta última expressão pode ainda ser escrita como 

  
3 2 2 3 4 3 6

2 0 1 5 0
1 1

cn 0
cn

f v L f y R f Rv h L 0
2g 16g 192g

ββπ
⎡ ⎤

+ + +⎢′ ′⎣ ⎦
=⎥′

.   (6.95) 

O terceiro termo do lado esquerdo de (6.95) possui O(ε2) e deve ser descartado no ce-

nário dos vórtices do tipo lente. Com esta consideração a equação (6.95) transforma-se 

exatamente na expressão (6.93) após isolar-se o raio R do vórtice estacionário no seu 

lado esquerdo, demonstrando-se então a similaridade entre as equações (6.93) e 

(6.94), certamente não tão evidente na primeira visualização destas duas expressões.  

 

6.2. DOMÍNIO DE ESTUDO COM UMA PAREDE INCLINADA 

Nesta seção será analisado o encontro de uma corrente de dupla frente, com profundi-

dade não nula em suas bordas, a qual representa, em termos de vorticidade e transpor-

te, um “trem” de vórtices anticiclônicos com profundidade não nula em seu contorno 

externo, com uma parede inclinada latitudinalmente de um ângulo θ com relação ao 

norte, medido em sentido horário. Um vórtice estacionário é requerido dentro do domí-

O Encontro de um “Trem” de Vórtices do Tipo Não-Lente com a Borda Continental                             140 



                                Um Estudo Analítico do Encontro de Vórtices Anticiclônicos com a Borda Continental 
 

nio de estudo para o equilíbrio das forças na direção paralela à parede. Espera-se uma 

repetição do resultado da análise realizada no Capítulo 4, ou seja, a força β interna do 

vórtice sendo necessária para o equilíbrio da componente paralela à parede da força 

aplicada no domínio de estudo pela corrente zonal. Novamente destaca-se que a cor-

rente zonal possui apenas a mesma vorticidade e transporte do “trem” de vórtices, mas 

não possui o mesmo momentum, ou seja, algum erro será introduzido no dimensiona-

mento do tamanho do vórtice estacionário. Em termos de transporte, foco deste traba-

lho, o resultado não é afetado, pois o balanço de massa é mantido. 

A figura 6.5 mostra o cenário atual, onde uma corrente zonal de dupla frente encontra 

uma parede latitudinalmente inclinada. Como resultado do encontro são geradas duas 

correntes paralelas à parede e um vórtice estacionário é requerido dentro do domínio 

de estudo para que haja equilíbrio das forças na direção paralela à parede. Conforme 

já mostrado no Capítulo 4, o cenário possui agora dois sistemas de coordenadas. O 

sistema XY é o mesmo sistema utilizado na seção anterior com uma parede meridional. 

O novo sistema xy acompanha os contornos norte e oeste do novo domínio de estudo 

ABCDA (agora inclinado). A soma dos transportes das correntes paralelas à parede 

para nordeste e para sudoeste equivale ao transporte líquido da corrente zonal. 

 

6.2.1. A EQUAÇÃO INTEGRADA DO MOMENTUM PARALELO À PAREDE 

A equação integrada do momentum paralelo à parede (3.36, página 43), desenvolvida 

no Capítulo 3 para um domínio de estudo com uma borda continental inclinada, é re-

produzida aqui por conveniência. Os mesmos critérios utilizados no Capítulo 4 para o 

estabelecimento dos limites das integrais foram adotados aqui.  

    (6.96) 
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Figura 6.5 – Cenário resultante do 
encontro da corrente zonal com 
profundidade não nula em suas 
bordas com uma parede inclinada. 
A figura mostra o surgimento de 
dois fluxos paralelos à parede e 
um vórtice estacionário. O texto 
detalha este cenário. 

A velocidade e a profundidade da corrente zonal estão escritas no sistema XY. Cabe 

destacar que as equações desenvolvidas nesta seção estão escritas no sistema xy. 

Após uma análise envolvendo os dois últimos termos das integrais definidas e a elimi-

nação dos termos com ordem superior a ε, com a mesma sistemática adotada no Capí-

tulo 4, a equação (6.96) resulta 

 
5

8

2 2 2

0 0

cs cn

Y
S

Y L L
sen h U dY hv dx hv dx cos dxdy 0θ β∗ ∗ − + +∫ ∫ ∫ ∫∫θ ψ = .  (6.97) 

A equação (6.97) mostra os termos que compõem a equação integrada do momentum 

paralelo à parede, onde temos a componente paralela à parede da força aplicada no 

domínio de estudo pela corrente zonal (primeiro termo do lado esquerdo), as forças 

“foguete” aplicadas pelas correntes paralelas à parede (segundo e terceiro termos) e 

outra componente paralela à parede da força devida ao efeito β no interior do vórtice 

estacionário criado dentro do domínio (quarto termo). O quarto termo cobre toda a   

extensão do domínio de estudo, mas o termo de ordem relevante é aquele correspon-

dente à região do vórtice estacionário, conforme demonstrado na seção anterior. A figu-

ra 3.6 (página 41) do Capítulo 3 exemplifica o atual cenário. 
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6.2.2. ANÁLISE DE ESCALA 

Os termos da equação (6.97) possuem a mesma ordem dos termos da expressão 

(4.58, página 75) mostrada no Capítulo 4, motivo pelo qual a análise não será aqui re-

petida. A equação (6.98) mostra as ordens de cada termo de (6.97):  

2 52 22

2 2 2
50 0

(4)  - [ ( / ) ](2)  - ( ) (3)  - ( )(1)  - ( )

C cs cn

B

cz De De Dcz D cz Dcz D

Y

O g H R R RO g H R O g H RO g H R

Y L L
sin h U dY hv dx hv dx cos ( )dxdy 0

εε ε

θ θ∗ ∗
∞

′′ ′′

− + + −∫ ∫ ∫ ∫∫β ψ ψ = .   (6.98) 

A situação repete o Capítulo 4, ou seja, quando [senθ] ~ O(ε) (ou seja, uma borda con-

tinental quase meridional) os quatro termos da equação (6.98) participarão do balanço 

de momentum paralelo à parede, quando então [RDe] ~ O(RD), conforme na seção ante-

rior, e os quatro termos terão O(εg’Hcz
2RD).  

Novamente, a expressão (6.98) confirma a necessidade de um vórtice estacionário 

dentro do domínio de estudo, tendo em vista que a força na direção nordeste aplicada 

em Do pela corrente paralela à parede para sudoeste não poderia equilibrar a soma das 

forças paralelas à parede para sudoeste, aplicadas em Do pela corrente para nordeste 

e pela componente da corrente zonal, tendo em vista o maior transporte para nordeste.  

A figura 6.6 mostra as forças que atuam paralelas à parede no cenário de um domínio 

de estudo com uma parede inclinada de um ângulo θ com relação à vertical, e onde 

[senθ] ~ O(ε). 

Conforme visto no Capítulo 4, para inclinações maiores da borda continental o primeiro 

termo da equação (6.98) só pode ser balanceado pelo seu quarto termo, o que nova-

mente confirma a exigência de um vórtice estacionário dentro do domínio de estudo. A 

relação [RDe] ~ O(RD / ε1/6) continua válida para este último caso.  

O primeiro termo da equação (6.98) é o mesmo já desenvolvido no Capítulo 4 pela  

equação (4.61, página 78). Os seus demais termos seguem as equações (6.47), (6.72) 

e (6.90), respectivamente, sendo que esta última equação deve ser multiplicada por 

cosθ. 
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EQUAÇÃO INTEGRADA DO MOMENTUM PARALELO À PAREDE PARA [senθ] ~ O(ε) 
5

8

2 2 2

0 0

cs cnY L L

vY
S

sen h U dY hv dx hv dx cos dxdy 0θ β∗ ∗ − + +∫ ∫ ∫ ∫∫θ ψ =  

Figura 6.6 – Forças que atuam na direção paralela à parede du-
rante o encontro entre a corrente de dupla frente, com profundida-
de não nula em suas bordas, e uma borda continental inclinada de 
um ângulo θ e onde [senθ] ~ O(ε). Neste cenário as quatro forças 
envolvidas (ver texto) no balanço na direção paralela à parede 
atuam simultaneamente, pois todos os termos da equação integra-
da do momentum paralelo à parede possuem mesma ordem, dada 
por O(εg’Hcz

2RD). Um vórtice estacionário (círculo tracejado) é ne-
cessário no domínio de estudo, pois somente a componente para-
lela à parede (seta vermelha) da sua força interna devida ao efeito 
β (seta azul) pode equilibrar a diferença entre a soma da compo-
nente (seta laranja) da força da corrente zonal (seta cinza) e a for-
ça da corrente para nordeste (seta amarela) com relação à força da 
corrente para sudoeste (seta verde), todas aplicadas em Do. 

Com estas considerações a equação (6.98) transforma-se na expressão final da equa-

ção integrada do momentum paralelo à parede (6.99), que é expressa por 
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   (6.99) 

A equação (6.99) transforma-se na expressão (4.66, página 79) caso sejam aplicadas 

nesta expressão as condições do cenário do modelo-1, confirmando que (6.99) atende 

a qualquer um dos dois cenários abordados neste estudo. Com a utilização de  θ = 0o 

(parede meridional) a equação (6.99) retorna a forma mostrada por (6.92). 
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6.2.4. O RAIO DO VÓRTICE ESTACIONÁRIO 

As expressões (6.41), (6.42), (6.43), (6.66), (6.67) e (6.68), que correspondem às ex-

pressões de Lcn, h6, u6, h9, v9 e Lcs, devem ser utilizadas em (6.99) para que o raio do 

vórtice estacionário possa ser encontrado mediante um método gráfico ou iterativo. 

 

6.3. SUMÁRIO 

A modelagem analítica do encontro de um “trem“ de vórtices do tipo não-lente com a 

borda continental foi desenvolvida neste capítulo. Dois cenários foram contemplados no 

estudo, ou seja, com uma borda meridional e com a borda inclinada de um ângulo θ 

(medido em sentido horário com relação ao norte). Novamente o “trem” de vórtices foi 

representado por uma corrente de dupla frente com o mesmo transporte e vorticidade 

do “trem” de vórtices, porém, a corrente apresenta agora profundidade não nula e suas 

bordas. As equações foram novamente desenvolvidas com as variáveis em sua forma 

dimensional e os termos de cada expressão com ordem superior a ε foram negligenci-

ados.  

Na situação de vórtices do tipo não-lente é possível a existência de um vazamento diri-

gido para sul após o contato dos vórtices com a borda continental. Este cenário era 

inviável no caso de vórtices do tipo lente.  

Comparando-se a modelagem analítica desenvolvida no Capítulo 4, para vórtices do 

tipo lente, com a modelagem deste capítulo, percebe-se [comparando-se as equações 

(6.23) e (4.25, página 61)] que a equação integrada do momentum paralelo à parede 

possui um termo a mais na situação do “trem” formado por vórtices do tipo não-lente. 

Este termo extra deve-se ao vazamento que ocorre para sul (ou sudoeste no caso de 

uma parede inclinada) que inexiste na situação de lentes, o qual exerce uma nova força 

paralela à parede sobre o domínio de estudo.  

As expressões matemáticas desenvolvidas nos Capítulos 4 e 6 são similares, contudo, 

deve ser observado que as grandezas associadas com as correntes paralelas à parede 

possuem escalas diferentes. No cenário com vórtices do tipo lente a corrente paralela à 
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parede possui uma profundidade e largura de O(ε1/2Hcz) e O(ε1/2RD), respectivamente. 

Já com vórtices do tipo não lente a profundidade das correntes paralelas à parede pos-

sui O(Hcz) enquanto suas larguras são de O(εRD). Os transportes de volume gerados 

por estas correntes, entretanto, possuem ambos O(ε).  

A modelagem apresentada neste capítulo, quando confrontada com os objetivos deste 

trabalho descritos no Capítulo 1, permite concluir (alguns aspectos já destacados no 

Capítulo 4 não foram repetidos): 

a) A interação contínua entre vórtices do tipo não-lente e a borda continental apresen-

ta dois “vazamentos” contínuos ao longo da borda, onde um deles é dirigido para a 

linha do Equador e o outro para o pólo sul. 

b) A equação integrada do momentum paralelo à parede mostra um equilíbrio entre: 

(a) a força β interna do vórtice, (b) a força “foguete” aplicada para sul (ou sudoeste 

no caso de uma parede inclinada) no domínio de estudo Do pela corrente paralela à 

parede que sai pelo seu contorno norte, (c) a força “foguete” aplicada para norte (ou 

nordeste no caso de uma parede inclinada) no domínio de estudo Do pela corrente 

paralela à parede que sai pelo seu contorno sul e (d) a componente paralela à pa-

rede da força aplicada em Do pela corrente zonal de dupla frente que atravessa o 

seu contorno leste. As forças (b) e (c) são desprezíveis na situação de uma parede 

inclinada quando senθ >> ε. Todas as quatro forças participam do equilíbrio de for-

ças na direção paralela à parede apenas se senθ ~ O(ε). 

c) Uma análise de escala mostrou que a força β interna do vórtice estacionário é a  

única força capaz de equilibrar as outras forças paralelas à parede descritas no item 

anterior, ou seja, este fato justifica a necessidade da existência de um vórtice esta-

cionário dentro do domínio de estudo. 

d) O “vazamento” oriundo da interação da corrente de dupla frente com a borda conti-

nental (análogo ao vazamento que seria proveniente do contato do “trem” de vórti-

ces com a borda continental) tem um duplo sentido (no sentido da linha do Equador 

e do pólo), independentemente da inclinação da parede. 
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e) Novamente a inclinação da borda continental influencia o tamanho (raio) do vórtice 

estacionário visto que aumenta a influência da componente paralela à parede da 

força aplicada em Do pela corrente zonal. No cenário em que senθ >> ε o raio deste 

vórtice aumenta à medida que aumenta o valor desta componente. Os demais fato-

res de que depende o tamanho do vórtice estacionário foram citados ao final do Ca-

pítulo 4.     

f) As equações desenvolvidas neste capítulo para um “trem” de vórtices do tipo não- 

lente podem ser aplicadas na situação de um “trem” de lentes. Este último (lente) 

cenário é um caso particular do primeiro (não-lente), onde se considera a profundi-

dade nula na borda externa superficial do vórtice inicialmente suposto como não- 

lente. As equações do momentum, transporte e do raio do vórtice estacionário, de-

senvolvidas neste Capítulo 6, se reduzem às respectivas equações do Capítulo 4 se 

as condições dos vórtices tipo lente forem impostas. Para tal, algumas considera-

ções de escala tiveram que ser feitas no desenvolvimento das equações do presen-

te capítulo, visto que as escalas de largura e profundidade da zona do transporte lí-

quido da corrente zonal de dupla frente (e conseqüentemente as escalas envolvidas 

com as correntes paralelas à parede) diferem conforme esta corrente representa 

uma sequência de lentes ou de não-lentes. Não obstante, isto constitui uma verifi-

cação do modelo analítico apresentado neste capítulo. 

g) As hipóteses contempladas no Capítulo 1 foram novamente verificadas, ou seja, há 

um vazamento contínuo ao longo da parede oriundo do contato dos vórtices do tipo 

não-lente com esta parede, uma nova feição (vórtice estacionário) surgiu dentro do 

domínio de estudo e a inclinação da parede afeta o tamanho (raio) deste vórtice es-

tacionário, conforme já comentado no Capítulo 4.  
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CAPÍTULO 7 
DISCUSSÃO E CONCLUSÃO 

 
 

Este trabalho foi dedicado ao estudo da interação entre um “trem” de vórtices baroclíni-

cos anticiclônicos não lineares e a borda continental (parede), a qual representa a que-

bra de plataforma, onde estas feições interagem com o fundo submarino. O estudo foi 

realizado assumindo-se um meio invíscido no plano-β. Estes encontros são inevitáveis 

tendo em vista que os vórtices são autopropulsionados para oeste neste plano, o que 

faz com que muitos deles que transitam pelas bacias oceânicas venham a colidir com a 

margem oeste dos oceanos. 

 

7.1.DISCUSSÃO          

A modelagem apresentada neste trabalho possui aplicação em inúmeras situações em 

que uma seqüência de vórtices baroclínicos anticiclônicos interage com uma parede. 

Uma situação especial do oceano global, diretamente relacionada com a metodologia 

analítica desenvolvida neste trabalho, ocorre na margem oeste do Oceano Atlântico 

Sul, onde os vórtices anticiclônicos oriundos da Corrente das Agulhas encontram a 

borda sul-americana24, a qual será discutida agora. 

O estudo de Byrne et al. (1995) cita que a Corrente das Agulhas é responsável pela 

liberação para o Oceano Atlântico Sul de aproximadamente seis vórtices por ano. Os 

autores destacam que apesar dos vórtices mostrarem apenas 10% de suas caracterís-

ticas iniciais na longitude de 40o W, após praticamente terem atravessado o Oceano 

Atlântico Sul, eles ainda possuem propriedades que influenciam significativamente o 
                                                 
24 Ao leitor interessado no estudo mais detalhado da Corrente das Agulhas recomenda-se os trabalhos 

de Lutjeharms (1987), Lutjeharms & Ballegooyen (1988), Boudra & Chassignet (1988), Chassignet & 
Boudra (1988), Biastoch & Krauss (1999), Van Leeuwen et al. (2000), Treguier et al. (2002) e            
Lutjeharms et al. (2003). Em Lutjeharms (2006a) são apresentados os resultados de três décadas de 
pesquisa na região da Corrente das Agulhas. O livro texto de Lutjeharms (2006b) aborda especifica-
mente esta corrente.   
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ambiente onde se encontram. Comentam ainda os autores que a interação com a Cor-

rente do Brasil não é clara e que estes vórtices talvez venham a influenciar no compor-

tamento da Confluência Brasil-Malvinas. O destino destes vórtices na fronteira oeste do 

Oceano Atlântico Sul é citado como desconhecido. A figura 1.10 (página 13), retirada 

de Byrne (2000), mostra que a interação dos vórtices provenientes da Corrente das 

Agulhas com a Corrente do Brasil25 parece ser iminente, apesar de não ter sido ainda 

documentada (Nof, 2002). 

Vórtices oriundos de zonas de retroflexão são maiores do que feições similares origi-

nadas por outros processos. O volume de lentes depende do seu raio elevado à quarta 

potência, o que faz com que o volume de uma lente proveniente da Corrente das     

Agulhas seja muito superior que àquele da maioria dos outros vórtices do mesmo tipo. 

O volume de vórtices que não possuem o formato lente (ou seja, com profundidade 

finita e diferente de zero em suas bordas) é proporcional ao quadrado do raio da feição 

(Nof, 2002). Seja qual for o formato adotado para os vórtices provenientes da Corrente 

das Agulhas, o fato destes terem uma O(10%) da sua amplitude inicial ainda retida  

(Byrne et al., 1995) quando próximos da costa brasileira, faz com que estas feições 

ainda possuam propriedades comparáveis a muitos vórtices produzidos pelos clássicos 

mecanismos de instabilidade. 

Nof (2002) destaca a possível influência da absorção dos vórtices das Agulhas em   

inúmeros processos físicos associados com a Corrente do Brasil, o que chama de “efei-

to dominó”. Este efeito busca uma seqüência de eventos em cadeia que, começando 

com a absorção dos vórtices provenientes da Corrente das Agulhas pela Corrente do 

Brasil, terminaria com a influência desta absorção na variabilidade espacial da posição 

da CBM, na formação de vórtices naquela região (chamados vórtices de "intrusão"26) e 

nas células locais de recirculação, sendo que estes fenômenos estariam associados 

com a variabilidade do transporte da Corrente do Brasil, que atuaria como uma espécie 

                                                 
25 Ao leitor interessado no estudo mais detalhado da Corrente do Brasil recomenda-se os trabalhos de 

Signorini (1978), Evans et al. (1983), Stramma et al. (1990), Müller et al. (1998), Hogg et al. (1999) e 
Silveira et al. (2000). Este último estudo faz uma ampla abordagem sobre a Corrente do Brasil. 

26 O termo “intrusion eddies” (do original em inglês) foi utilizado pela primeira vez em Olson (1991). Estas 
feições se distinguem dos vórtices comumente gerados por processos clássicos de instabilidade por 
serem formados sempre no mesmo local, o que sugere um mecanismo local de formação dos mes-
mos (Nof, 2002). 
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de “gatilho”. Inúmeros trabalhos na literatura científica (e.g., Agra & Nof, 1993; Matano, 

1993; Matano et al., 1993; Lebedev & Nof, 1996; Lebedev & Nof, 1997; Witter &      

Gordon, 1999; Wainer et al., 2000; Goni & Wainer, 2001 e Lentini et al., 2002) sugerem 

que a deriva da posição da CBM se deve a variações no transporte das duas correntes 

que se aproximam. Nof (2002) cita que uma zona de confluência estacionária requere-

ria uma característica relação entre os transportes das duas correntes, onde qualquer 

desvio neste delicado balanço forçaria a CBM a migrar no sentido da corrente mais fra-

ca. Recente trabalho de Lentini et al. (2006) aborda a correlação entre o transporte da 

Corrente do Brasil e a liberação de vórtices na CBM. Cabe destacar que uma possível 

causa da variação do transporte da Corrente do Brasil seria a absorção por esta cor-

rente dos vórtices provenientes da Corrente das Agulhas (Nof, 2002), além de outras 

feições coalescidas pela corrente oriundas de outros locais, tais como a CBM (e.g., 

Garcia et al., 2004). 

É importante salientar que o estudo analítico realizado neste trabalho não incluiu uma 

corrente de contorno oeste (CCO), a qual, certamente, irá interagir com o “trem” de vór-

tices que atinge a borda continental. Este novo e complexo processo de interação en-

volve a transferência de massa, vorticidade, momentum e energia entre as feições en-

volvidas. Nof (2002) comenta que o encontro de vórtices anticiclônicos com uma CCO 

pode ser considerado ainda um processo desconhecido. Ainda cita o autor que esta 

interação envolve dois subprocessos conceituais, sendo um deles a interação do vórti-

ce com um jato paralelo à borda continental e o outro a interação do vórtice com uma 

parede meridional ou inclinada, ambos ocorrendo no plano-β. O primeiro caso corres-

ponde à situação em que a corrente de contorno oeste é intensa e larga. Neste cenário 

é como se a parede estivesse muito longe, não sendo então “percebida” pelo vórtice, 

quando então o processo de interação se reduz a um problema vórtice-jato. O segundo 

caso corresponde ao cenário em que a CCO é fraca e estreita, quando então o vórtice 

praticamente não “sente” o efeito do jato pois a parede está muito próxima. O processo 

de interação se reduz então a um contato vórtice-parede, similar ao que foi estudado 

neste trabalho, o qual desconsiderou a presença de uma CCO paralela à borda conti-

nental. Uma corrente de contorno oeste considerada larga possui uma largura muito 

superior ao raio de Rossby RDe dos vórtices com os quais interage enquanto CCO   

estreitas possuem esta largura muito inferior a RDe (Nof, 2002). 
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A grande dificuldade em associar este trabalho com os vórtices provenientes da zona 

de retroflexão da Corrente das Agulhas reside na caracterização destas feições quando 

próximas da Corrente do Brasil. Dados do diâmetro da feição e a distância entre vórti-

ces sucessivos não estão disponíveis na literatura. O autor deste trabalho contatou 

com inúmeros pesquisadores que trabalham com a Corrente das Agulhas buscando 

obter informações sobre estes dados. A Dra. Anne-Marie Treguier27, o Dr. Will de    

Ruijter28 e o Dr. Thierry Penduff29 (todos por comunicação pessoal) responderam que 

não possuem estes dados. O trabalho de modelagem numérica desenvolvido pelo Dr. 

Eric Chassignet30 que aborda a zona de encontro dos vórtices provenientes da Corren-

te das Agulhas com a Corrente do Brasil ainda está em fase preliminar, segundo o Dr. 

Doron Nof (comunicação pessoal), que ainda salientou que dados relativos a estes vór-

tices quando próximos da Corrente do Brasil ainda são tidos como desconhecidos.  

Na busca destas características o autor deste trabalho contatou ainda com o Dr.      

Dudley Chelton31 e a Dra. Deirdre Byrne32. Estes dois contatos prontamente atestaram 

a dificuldade da obtenção de tais parâmetros. A análise de duas animações (as quais 

são resultado de 14 anos de dados de SSH analisados na faixa de latitude compreen-

dida entre a linha do Equador e 45o S), gentilmente enviadas pelo Dr. Chelton (OSU) 

para o autor deste trabalho, enquanto no Departamento de Oceanografia da Florida 

State University, permitiu constatar que a faixa de latitude dominante onde ocorre o 

contato dos vórtices das Agulhas com a borda continental brasileira é de 24o S até    

32o S. Esta faixa delimita um "corredor" por onde os vórtices se  aproximam da costa 

brasileira. A figura 7.1 ilustra este corredor imaginário.   
                                                 
27 A Dra. Anne-Marie Treguier trabalha no Laboratoire de Physique des Óceans (Ifremer) em Plouzané  

(França). 
28 O Dr. Will de Ruijter exerce suas atividades no Institute for Marine and Atmospheric Research, perten-

cente a Utrecht University (Utrecht, Holanda). 
29 O Dr. Thierry Penduff trabalha no Laboratoire des Ecoulements Géophysiques et Industriels (LEGI), 

em Grenoble (França), junto ao projeto DRAKKAR. Atualmente está na Florida State University     
(Tallahassee, US). 

30 O Dr. Eric Chassignet trabalha no Oceanography Department e no Center for Ocean-Atmospheric  
Predition Studies (COAPS), onde é o Diretor Geral, ambos pertencentes à Florida State University - 
FSU (Tallahassee, US). 

31  O Dr. Dudley Chelton exerce suas atividades no College of Oceanic and Atmospheric Sciences, o qual 
pertence a Oregon State University - OSU (Corvalis, Oregon, USA). 

32 A Dra. Deirdre Byrne desempenha suas atividades na School of Marine Sciences, pertencente a    
University of Maine (Orono, Maine, USA). 
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Figura 7.1 - Corredor imaginário (entre as linhas 
tracejadas vermelhas da figura) por onde a gran-
de maioria dos vórtices provenientes da Corrente 
das Agulhas (representados pelos círculos azuis) 
se aproxima da borda continental brasileira e da 
Corrente do Brasil (ver texto). A faixa de latitude 
deste corredor, obtida a partir da análise de 14 
anos de dados de SSH disponibilizados pelo Dr. 
Chelton (OSU), vai de 24o S até 32o S. A figura 
foi adaptada de Mata & Garcia (1996). 

 

Ainda a partir destas animações pode-se observar que o acompanhamento dos vórti-

ces a partir de 40o W torna-se difícil, pois eles são perdidos na variabilidade de meso-

escala associada com a Corrente do Brasil. Algumas poucas feições ainda identificá-

veis possuem tamanhos que oscilam muito. Estão presentes vórtices com diâmetros 

muito pequenos até grandes (e poucas) feições com diâmetro superior a 150 km. Mui-

tos destes vórtices maiores resultam da coalescência de mais de uma feição. Estimou-

se (com dificuldade) um diâmetro médio de 100 km para os vórtices identificáveis pró-

ximos da Corrente do Brasil e uma distância entre vórtices sucessivos de 500 a 700 

km, porém, esta estimativa, com certeza, não é representativa dos vórtices que se   

aproximam da Corrente do Brasil. De encontro a esta estimativa encontra-se o estudo 

de Tournadre et al. (2000) que, a partir de dados altimétricos (TOPEX/Poseidon e  

ERS-1), analisa a trajetória de um grande vórtice proveniente da Corrente das Agulhas, 

desde a sua liberação até a sua coalescência pela Corrente do Brasil. Utilizando um 

modelo gaussiano para a estimativa das características do vórtice os autores concluí-

ram que o raio do vórtice estudado oscila entre 140 km e 90 km quando este se já   

encontra além dos 47o W e prestes a contatar com a Corrente do Brasil. Este valor é 

muito superior ao diâmetro médio citado anteriormente.  
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O estudo de Schouten et al. (2000) traz importantes informações a respeito dos vórti-

ces liberados pela Corrente das Agulhas e mostra a dificuldade em acompanhar estas 

feições enquanto em trânsito no Oceano Atlântico Sul. O trajeto dos vórtices é afetado 

basicamente por três fatores, que são a deriva intrínseca à feição (autopropulsão), a 

topografia de fundo e os fluxos circunvizinhos. Os autores citam a grande influência da 

batimetria no decaimento dos vórtices. A maioria dos vórtices liberados pode ser      

acompanhada por altimetria por  apenas 7 meses. O acompanhamento da anomalia de 

temperatura (por infravermelho) mostra-se ineficiente pois a interação ar-mar rapida-

mente resfria as águas mais quentes provenientes do Oceano índico contidas no interi-

or do vórtice. Os autores citam ainda um decaimento de 5 cm/mês na SSH da feição 

para os seus cinco primeiros meses de existência. Um decaimento de aproximadamen-

te metade da anomalia de superfície da feição corresponde a, no mínimo, uma redução 

de 50% no seu volume. A divisão dos vórtices das Agulhas em feições menores é um 

processo bastante comum durante o trajeto destas feições. O trabalho de Nof (1991)  

mostra vários aspectos teóricos ligados a este fenômeno. Schouten et al. (2000) desta-

cam que dos 20 vórtices estudados nos 4 anos abordados por seu estudo (1993 a 

1996) 13 novas feições foram geradas por divisão dos vórtices originais. A batimetria 

parece ser o principal agente atuante nestas divisões. O movimento das feições no 

sentido da linha do Equador pode ocasionar uma redução de até 25% na intensidade 

do sinal de SSH. A dissipação dos vórtices é também citada pelos autores como outra 

causa da dificuldade em acompanhar estas feições. Um terço dos vórtices estudados 

desapareceu como anomalias de SSH antes de cruzarem a zona da cordilheira Walvis. 

Nestas situações, que os autores tratam como "desintegração dos vórtices" suas ano-

malias de calor, sal e vorticidade são dissipadas próximas ao local onde o sinal altimé-

trico da feição foi perdido.  

De qualquer maneira, os poucos dados obtidos corroboraram com Nof (2002) que cita 

que a largura da Corrente do Brasil possui ordem similar ao raio de Rossby dos vórti-

ces. Esta largura foi avaliada a partir de dados gerados pelo modelo HYCOM para a 

região e também por estudos disponíveis na literatura científica (e.g., Silveira et al., 

2000 e Oliveira, 2008).  
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O transporte médio associado ao "trem" de vórtices, levando-se em conta as dimen-

sões observadas nas animações já referidas, e considerando-se apenas a autopropul-

são dos vórtices, resultaria muito pequeno, com ordem menor que 10-2 Sv. A conside-

ração de efeitos advectivos por correntes externas eleva sobremaneira este transporte 

(e.g., Olson & Evans, 1986; McDonagh et al., 1999 e Lentini et al., 2006), tendo em vis-

ta o aumento na velocidade translacional dos vórtices. A análise das animações permi-

tiu uma estimativa das velocidades de deslocamento dos vórtices que transitam pelo 

corredor imaginário da figura 7.1, as quais se situam na faixa de 5-8 cm/s. Este valor é 

muito superior à velocidade de autopropulsão das feições, o que atesta a influência de 

feições externas sobre estes vórtices. Estimando-se como 600 km a distância entre os 

centros de feições sucessivas obtém-se uma periodicidade de aproximadamente 107 

dias entre vórtices sucessivos. Estes dados conduzem a um transporte contínuo de 

aproximadamente 0,15 Sv se os vórtices forem considerados do tipo lente, o que equi-

valeria a uma redução de aproximadamente 1,7% no transporte da Corrente do Brasil, 

sendo este obtido por uma média dos transportes apresentados em Silveira et al. 

(2000) para a faixa de latitude do corredor imaginário mostrado na figura 7.1, e que re-

sulta em 8,7 Sv. Caso todos os vórtices tivessem o tamanho médio da feição descrita 

em Tournadre et al. (2000) este transporte seria superior a 4 Sv, supondo-se vórtices 

não lineares do tipo lente e mantendo-se a mesma distância entre as feições, o que 

resulta em um valor muito elevado. A dependência do volume do vórtice suposto lente 

pelo seu raio na quarta potência acarreta grandes alterações no transporte da feição 

para aumentos não tão grandes em seu raio.   

A respeito da forma dos vórtices provenientes da Corrente das Agulhas, estas feições 

seriam geradas na zona de retroflexão na forma de lentes mas, à medida que  atraves-

sam o Oceano Atlântico Sul e perdem parte de seu momentum, gradualmente iriam se 

transformando em vórtices do tipo não-lente. Nesta forma atingiriam a borda continental 

brasileira e entrariam em contato com a Corrente do Brasil (Nof, comunicação pessoal). 

Este fato acrescenta uma terceira variável necessária para a descrição dos vórtices no 

modelo analítico, ou seja, a profundidade ao longo da margem externa da feição.     

Exemplificando-se, um “trem” de vórtices do tipo não-lente com um diâmetro médio de 

100 km, espaçados de 600 km entre si, possuiria um transporte de aproximadamente 

0,2 Sv, ou aproximadamente 2,3% do transporte da Corrente do Brasil (obtido com o 
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mesmo critério adotado anteriormente). Assumiu-se uma profundidade de 50 metros na 

margem externa da feição a qual possui uma profundidade máxima de 362 metros. A 

modelagem analítica desenvolvida no Capítulo 6 mostra que a interação deste “trem” 

de vórtices com uma borda continental inclinada de 30o (ângulo apropriado para a bor-

da continental brasileira na zona do corredor imaginário da figura 7.1) resultaria em um 

transporte paralelo à borda continental de 0,146 Sv (73% do transporte total) dirigido 

para nordeste e 0,044 Sv (27% do transporte total) dirigido para sudoeste, o que enfra-

queceria (fortaleceria) o transporte da corrente de contorno à norte (sul) da zona de 

encontro vórtice-parede em 1,67% (0,51%). 

A influência das feições de mesoescala nas propriedades dinâmicas de correntes de 

contorno oeste é tema de inúmeros trabalhos na literatura científica. Alguns trabalhos 

relacionados com diferentes correntes são aqui citados. Lee et al. (1996) comentam   

sobre a variabilidade do transporte da CCO na região de Abaco Bahamas, a qual está 

vinculada à interação da corrente com vórtices de mesoescala, e que possui um pico 

espectral que equivale a um período de 100 dias. Os estudos de Mata et al. (2000ab) 

citam oscilações que dominam as séries temporais de transporte da Corrente Leste 

Australiana, com períodos entre 90 e 140 dias, onde a coalescência de vórtices pela 

corrente de contorno é citada como uma das causas desta variabilidade. O trabalho de 

Zhang et al. (2001), a partir de dados de fundeio, cita que a variabilidade do transporte 

da Corrente de Kuroshio a leste de Taiwan é também dominada por um pico de 100 

dias. Nesta escala temporal o transporte desta corrente está fortemente relacionado 

com o seu meandramento o qual, segundo os autores, é causado pelos vórtices antici-

clônicos que se propagam para oeste vindos do oceano adjacente. Lee et al. (2001) 

encontraram uma escala temporal dominante entre 70 e 120 dias para a variabilidade 

desta mesma corrente. Oliveira (2003) estudou a variabilidade da Corrente do Brasil na 

latitude de 28o S e encontrou um pico espectral de 76 dias para a variação do transpor-

te da corrente. O autor associou este pico às oscilações do jato da corrente na região 

do talude superior e quebra de plataforma, as quais estariam associadas com a banda 

de mesoescala, a qual possuía a maior energia integrada por banda de freqüência.   

Bryden et al. (2005), estudando a estrutura e transporte da Corrente das Agulhas, a 

partir de dados de fundeio obtidos numa seção perpendicular à costa africana, ao largo 

de Port Edward, estimaram um período de 53 a 67 dias para o maior pico espectral  
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observado na análise da série temporal da velocidade desta corrente ao longo da costa 

africana. Cabe destacar que a periodicidade de aproximadamente 107 dias, citada a 

pouco, entre vórtices sucessivos que se aproximam da Corrente do Brasil pelo corredor 

mostrado na figura 7.1, é condizente com o pico espectral encontrado em Oliveira 

(2003).    

Uma efetiva prova da atuação dos vórtices na variabilidade do transporte das CCO é 

apresentada no estudo de Lee et al. (2001), o qual compara as variabilidades da Cor-

rente da Flórida (entre o continente americano e as Bahamas) com a Corrente de    

Kuroshio (a leste de Taiwan), com a utilização de dados de fundeio. Esta última corren-

te apresenta um pico de variabilidade de transporte com escala de tempo considera-

velmente maior (vários meses) do que a apresentada pela primeira (vários dias a se-

manas). Este fato, segundo o autor, se deve ao confinamento da Corrente da Flórida, a 

qual fica isolada topograficamente do oceano aberto pela cadeia de ilhas das Antilhas e 

pelas Bahamas. Este cenário não ocorre com a Corrente de Kuroshio na região de  

estudo, a qual pode receber a influência de feições de mesoescala através da Bacia 

das Filipinas. Esta corrente apresenta então picos de transporte com períodos da     

ordem de 100 dias associados com vórtices de mesoescala de mesma periodicidade 

que se propagam para oeste, vindos do oceano aberto ao longo da latitude da conver-

gência subtropical. Estes vórtices causam largos meandros na Corrente de Kuroshio e 

perturbam fortemente o transporte associado a esta corrente (Lee et al., 2001 e Zhang 

et al., 2001). 

A variação abrupta (na forma de pulso) do transporte de uma corrente de contorno po-

de gerar processos de instabilidade. O trabalho de Ruijter et al. (1999) mostra haver 

uma correlação entre o surgimento do Pulso de Natal (e.g., Lutjeharms & Roberts, 1988 

e Van Leeuwen et al., 2000) e a coalescência de vórtices pela Corrente das Agulhas 

(oriundos de leste ou do Canal de Moçambique). Estas anomalias no transporte da cor-

rente parecem perturbar a corrente e propiciar o crescimento de instabilidades e a pos-

terior geração dos pulsos de Natal. Schmidt (2004) cita a provável interação entre os 

vórtices das Agulhas com a Corrente do Brasil que envolveria a transferência de um 

súbito pulso de transporte para a corrente, o qual se propagaria com o jato e viria a in-
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terferir nos complexos processos de interação que ocorrem na Confluência Brasil-

Malvinas.     

Cabe destacar que a dificuldade na obtenção de dados sobre os vórtices provenientes 

da zona de retroflexão da Corrente das Agulhas faz com que modelos analíticos, como 

os desenvolvidos neste trabalho, possam se tornar importantes ferramentas no estudo 

da interação destas feições com a borda continental brasileira e com sua corrente de 

contorno associada, a Corrente do Brasil. 

 

7.2. CONCLUSÃO E CONSIDERAÇÕES FINAIS  

Uma nova metodologia analítica foi proposta neste trabalho para a modelagem da inte-

ração vórtices-parede, ou seja, a utilização de uma corrente de dupla frente na repre-

sentação do "trem" de vórtices, o que facilitou sobremaneira o desenvolvimento analíti-

co do problema. Esta corrente possui a mesma vorticidade e transporte líquido da se-

qüência de vórtices. A utilização desta corrente permitiu, facilmente, que um referencial 

fixo fosse estabelecido no domínio de estudo. Este trabalho contempla a modelagem 

analítica de quatro cenários, ou seja, com feições do tipo lente e não-lente colidindo 

com bordas continentais meridionais e inclinadas (em relação ao Norte geográfico). Os 

cenários com os vórtices do tipo não-lente somente foram modelados analiticamente 

enquanto que aqueles que envolvem os vórtices do tipo lente foram modelados analíti-

ca e numericamente. A modelagem numérica apresentou resultados compatíveis com 

os apresentados pela modelagem analítica, o que atestou que a utilização de uma cor-

rente de dupla frente para a representação analítica de um “trem” de vórtices do tipo 

lente é adequada. Cabe destacar que as equações finais obtidas na modelagem analí-

tica que envolve o encontro de vórtices do tipo não-lente com uma parede também re-

produzem o cenário em que as feições são tratadas como lentes, bastando apenas  

assumir que a profundidade da camada superior do modelo de 1,5 camadas é nula fora 

do vórtice. Salienta-se ainda que esta reprodução não é trivial tendo em vista as dife-

renças entre as escalas dos parâmetros associados com a região do transporte líquido 

da corrente de dupla frente entre os cenários com vórtices do tipo lente e não-lente. 

Mesmo com esta diferença nas escalas as equações finais do cenário que envolve  
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vórtices do tipo não-lente deveriam obrigatoriamente reproduzir o cenário com lentes, 

tendo em vista que este último é um caso particular do primeiro.  

As soluções analíticas encontradas para todos os cenários analisados mostraram um 

balanço meridional entre a(s) força(s) “foguete” oriunda(s) do “vazamento” dos vórtices, 

a componente paralela à borda continental da força da corrente zonal e a força β oriun-

da de um vórtice estacionário. Assim como em Nof (1999), a movimentação do vórtice 

ao longo da parede devido ao efeito imagem não foi observada (negligenciável), o que 

se deve a alta inércia associada com o movimento orbital das partículas que compõem 

o vórtice, a qual é muito superior à inércia devida à deriva da feição para  oeste. Os 

vórtices modelados neste trabalho são altamente não lineares com Ro = ½.  

Em todos os cenários analisados concluiu-se que é necessária a presença de um vórti-

ce estacionário na zona de contato do “trem” de vórtices com a borda continental, tendo 

em vista que somente a força β interna desta feição, oriunda da diferença entre o     

parâmetro de Coriolis nos seus dois hemisférios, pode equilibrar as outras forças que 

atuam na direção paralela à parede. O tamanho deste vórtice estacionário é função 

direta do transporte do “trem” de vórtices, da inclinação da borda continental e da dife-

rença de densidade entre as camadas interna e externa do vórtice. Além disso, o raio 

desta feição é uma função inversa da latitude da zona de contato vórtices-parede e da 

profundidade da borda do vórtice (para as feições do tipo lente). 

O vórtice estacionário é maior na situação em que a borda continental é inclinada com 

relação ao norte geográfico, tendo em vista o surgimento de uma componente paralela 

à parede oriunda da força zonal aplicada no domínio de estudo pela corrente de dupla 

frente que penetra por seu contorno leste, a qual exige uma maior força β oriunda da 

feição estacionária (que, para tal, deve ter um raio maior) para que o equilíbrio de    

forças na direção paralela à borda continental seja alcançado. A presença desta feição 

foi atestada na modelagem numérica realizada com os vórtices do tipo lente, assim 

como o seu maior tamanho no caso de uma parede inclinada. O aumento da inclinação 

da borda continental acarreta o conseqüente aumento do vórtice estacionário gerado 

no interior do domínio de estudo.  
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Para vórtices do tipo lente concluiu-se que para pequenos valores de inclinação da 

borda continental, ou seja, quando senθ ~ O(ε), as três forças paralelas à parede (força 

β do vórtice estacionário, força “foguete” da corrente meridional e a componente da 

força da corrente zonal) participam do balanço meridional. Quando senθ >> ε este equi-

líbrio se reduz praticamente a duas únicas forças, ou seja, a força β oriunda do vórtice 

estacionário quase que somente equilibra a componente oriunda da corrente zonal, a 

qual é dirigida para sudoeste. Para vórtices do tipo não-lente esta conclusão se repete 

sendo acrescida uma quarta força paralela à parede, dirigida para nordeste, oriunda do 

vazamento dirigido para sudoeste, e que pode ser negligenciada do balanço meridional 

de forças no caso em que senθ >> ε. 

Outra importante conclusão deste trabalho é a existência de um contínuo “vazamento” 

paralelo à borda continental, que é oriundo do contato dos sucessivos vórtices com a 

borda, o qual flui no sentido norte (nordeste) no caso do contato de vórtices do tipo len-

te com uma parede meridional (inclinada). Este “vazamento” meridional é semelhante 

ao mostrado em Nof (1999). Com um “trem” de vórtices do tipo não-lente a modelagem 

analítica mostrou que a água do interior do vórtice, após o encontro destas feições com 

uma parede meridional (inclinada), vaza em dois sentidos, ou seja, para norte e sul 

(nordeste e sudoeste). Pode-se então dizer que, decorrente da interação no plano-β 

entre um “trem” de vórtices e uma parede, um transporte paralelo à borda continental é 

estabelecido.  

A divisão do transporte para norte (nordeste) e sul (sudoeste) dos vórtices do tipo não-

lente após o seu contato com a borda continental meridional (inclinada) depende da 

profundidade da borda do vórtice (que equivale à espessura da camada superior do 

modelo de 1,5 camadas). A modelagem analítica mostrou que um aumento desta es-

pessura, supondo-se a máxima profundidade da feição constante, diminui o percentual 

do transporte ao longo da borda continental (com relação ao transporte total, ou seja, 

aquele da corrente zonal ou do “trem” de vórtices) no sentido da linha do Equador com 

conseqüente aumento no transporte no sentido do pólo sul. O aumento da espessura 

da camada superior mantendo-se a profundidade máxima do vórtice reduz o transporte 

da feição. A figura 7.2 mostra esta relação entre o percentual do transporte paralelo à 
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parede que é dirigido para a Linha do Equador, a espessura da camada superior e a 

profundidade máxima da corrente zonal, supondo-se a borda continental meridional. 

 
Figura 7.2 – Variação do percentual do transporte total ao longo da borda continental que se dirige no 
sentido da Linha do Equador em função das profundidades máxima da corrente zonal e da espessura da 
camada superior. Percebe-se que este percentual diminui à medida que a espessura da camada superi-
or aumenta. A inclinação da parede, em relação ao norte, é nula. 

A modelagem analítica com vórtices do tipo não-lente mostra que o tamanho do vórtice 

estacionário é afetado por dois fatores: a espessura da camada superior e a inclinação 

da borda continental. A modelagem mostrou que um aumento da profundidade da bor-

da dos vórtices acarreta uma diminuição no raio do vórtice estacionário enquanto um 

aumento na inclinação da parede ocasiona um aumento no tamanho do vórtice esta-

cionário, de forma similar ao que ocorre com os vórtices do tipo lente, em virtude do 

aumento da atuação de uma componente paralela à borda continental da força da cor-

rente zonal, a qual deve ser equilibrada pela força β do interior do vórtice estacionário. 

A figura 7.3 mostra a relação entre o raio do vórtice estacionário e as profundidades 

associadas com a corrente zonal de dupla frente. 
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Figura 7.3 – Variação do raio do vórtice estacionário em função das profundidades associadas com a 
corrente zonal para vórtices do tipo não-lente. 

 
A figura 7.4 mostra a distribuição percentual dos vários momentuns que compõem o 

equilíbrio na direção paralela à borda continental na situação de vórtices do tipo      

não-lente. Para ângulos maiores de inclinação a força oriunda do vórtice estacionário é 

necessária para equilibrar, praticamente, apenas a componente paralela à parede da 

força oriunda da corrente zonal. 

O fato da corrente de dupla frente não possuir o mesmo momentum do “trem” de vórti-

ces que representa repercutiu no experimento com uma borda continental inclinada, 

onde o raio do vórtice estacionário calculado pelo modelo analítico foi superior àquele 

encontrado na modelagem numérica. Isto não ocorreu no cenário com uma borda con-

tinental meridional onde o raio fornecido pelo modelo analítico é sempre menor. Como 

a grande utilização da modelagem analítica desenvolvida neste trabalho é o cálculo dos 

transportes paralelos à borda continental, oriundos da interação vórtices-parede, e   

como estes transportes apresentaram valores praticamente idênticos nas duas mode-

lagens, esta influência do momentum da corrente de dupla frente não é significativa. 
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Figura 7.4 – Percentual de cada momentum ao longo da borda continental em função de pequenos ân-
gulos de inclinação. Novamente o momentum do vórtice estacionário é necessário praticamente somente 
para o equilíbrio da componente do momentum da corrente zonal paralela à borda. A figura foi obtida a 
partir de vórtices do tipo não-lente. Para lentes a situação é praticamente a mesma, porém, neste caso a 
curva azul inexiste.      

O fato da largura da Corrente do Brasil ser da ordem do raio de Rossby dos vórtices 

que dela se aproximam faz com que o processo de interação vórtice-jato-parede seja 

uma mistura dos dois subprocessos citados anteriormente (Nof, 2002). Apesar deste 

trabalho não abordar um destes subprocessos a modelagem analítica desenvolvida 

mostrou que o transporte da Corrente do Brasil é afetado pela coalescência dos vórti-

ces provenientes da Corrente das Agulhas e outros. O estudo analítico apresentado 

neste trabalho sinaliza que o transporte da corrente é enfraquecido durante o contato 

com vórtices do tipo lente, mas que resultaria fortalecido caso o contato seja realizado 

com vórtices do tipo não-lente. De acordo com Nof (comunicação pessoal), os vórtices 

provenientes da Corrente das Agulhas possuem formato do tipo não-lente quando pró-

ximos da Corrente do Brasil, o que implica no fortalecimento do transporte desta cor-

rente para sul. O grau de fortalecimento dependeria diretamente da profundidade nas 

bordas destes vórtices. O tamanho dos vórtices coalescidos é um aspecto importante 

tendo em vista que vórtices muito pequenos podem ser diretamente advectados pela 
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corrente de contorno, aumentando o seu transporte, independentemente do tipo de vór-

tice contatado. Uma análise de sensibilidade quanto ao tamanho dos vórtices seria 

possível de ser realizada na modelagem que incluísse a CCO.  

 

7.3. SUGESTÃO DE TRABALHOS FUTUROS 

Como principal sugestão de trabalhos futuros pode-se relacionar: 

a. Inclusão de uma corrente de contorno oeste na modelagem analítica desen-

volvida neste trabalho. Esta etapa compreenderia a análise do segundo sub-

processo da interação entre vórtices e bordas continentais, ou seja, o contato 

vórtice-jato, o que complementaria o estudo do processo de interação vórtice-

parede-jato. Uma modelagem numérica deve reproduzir as condições encon-

tradas na modelagem analítica.  

b. Inclusão de um fundo inclinado na modelagem analítica e a posterior verifica-

ção da sua influência no processo vórtice-parede-jato. A consideração de um 

fundo inclinado implica na influência do efeito beta-topográfico (e.g., Smith & 

O´Brien, 1983) sobre o vórtice.  

c. Estender a modelagem analítica até a região da Confluência Brasil-Malvinas 

(CBM) para que se possa modelar e analisar a influência da variabilidade do 

transporte da Corrente do Brasil na formação de vórtices naquela região e no 

deslocamento (deriva) da posição da CBM. 

d. A identificação da estrutura dos vórtices próximos da Corrente do Brasil medi-

ante a utilização de ferramentas de modelagem numérica e, se possível, de 

dados obtidos in situ. Esta caracterização é fundamental para a estimativa do 

transporte associado a estas feições que é absorvido pela Corrente do Brasil.         
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ANEXO A 
EQUAÇÕES EM COORDENADAS CILÍNDRICAS 

 
 

Este capítulo tem como objetivo principal a demonstração detalhada da transformação 

das equações do momentum, da continuidade, da conservação da vorticidade potencial 

e da função transporte, originalmente escritas em coordenadas retangulares, para co-

ordenadas cilíndricas. Para tal será primeiramente apresentada a relação entre as   

coordenadas de um ponto P descritas pelos dois sistemas, conforme mostra a figura 

A.1 abaixo. 

Z 

 

As relações entre as coordenadas retangulares (x,y,z) e as coordenadas cilíndricas 

(r,θ,z) podem ser retiradas da figura A.1 e fornecem 

     

x r cos
y r sen
z z

θ
θ

=
=
=

                  

2 2 2

)(
r x y

arctg y/x
z z
θ

= +
=
=

.   (A.1) 

A.1. NOVOS OPERADORES 

Como x = x(r,θ) e y = y(r,θ) novos operadores derivativos devem ser desenvolvidos. O 

primeiro novo operador é dado por 

Y 

X 

P 

θ r 

y 

x 

z 

z 

R 

Z 
Figura A.1 – Sistemas de coordenadas retan-
gular e cilíndrico. Os eixos do sistema retan-
gular são (X,Y,Z) enquanto os do sistema 
cilíndrico sistema são (R,θ,Z), sendo que o  
eixo em θ é considerado positivo no sentido 
anti-horário.  As coordenadas de um ponto P 
qualquer são (x,y,z) no sistema retangular, 
assinaladas em azul na figura, e (r,θ,z) no 
cilíndrico, assinaladas em vermelho. As rela-
ções entre as coordenadas dos dois sistemas 
são mostradas no texto.  
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( ) ( ) ( )r
x r x x

θ
θ

∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 .    (A.2) 

Com o conjunto de expressões de (A.1) pode-se escrever 

2 2 1/ 2 2 2 1/ 2
2 2 1/ 2( ) ( )

( )
r 1 x rcosx y x y 2x c
x x 2 x y r

osθ θ−= + = + = = =
∂ ∂ +
∂ ∂

,  (A.3) 

e ainda 

2
1

2 2 2 2 2 2
( / ) x y y rsen sentg y x

x x x y x x y r r
θ θ θ−∂ ∂ ⎡ ⎤= = − = − = − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂ ∂ + +⎣ ⎦

−  . (A.4) 

Substituindo-se as expressões (A.3) e (A.4) na equação (A.2) resulta 

    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos
x r x x r r

r sen∂ θ θθ
θ θ

⋅ ∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂ ⋅
= + = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 .  (A.5) 

O segundo novo operador derivativo é expresso por 

         
( ) ( ) ( )r
y r y y

θ
θ

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂

 .    (A.6) 

Novamente com o conjunto de expressões de (A.1) pode-se escrever 

2 2 1/ 2 2 2 1/ 2
2 2 1/ 2( ) ( )

( )
r 1 y rsenx y x y 2y s
y y 2 x y r

enθ θ−= + = + = = =
∂ ∂ +
∂ ∂

,  (A.7) 

e ainda: 

2
1

2 2 2 2 2
( / ) x 1 x rcos costg y x

y y x y x x y r r
θ θ θ−∂ ∂
= = = =⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∂ + +

=  .   (A.8) 

Substituindo-se as expressões (A.7) e (A.8) na equação (A.6) resulta 

    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )r csen
y r y y r r

os∂ θ θθ
θ θ

⋅ ∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂ ⋅
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 .  (A.9) 
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A.2. A RELAÇÃO ENTRE AS VELOCIDADES 

A figura A.2 mostra um ponto A que possui uma velocidade horizontal V, que pode ser 

expressa, no sistema de coordenadas retangular, por V = ui + vj, onde (u,v) são as 

componentes zonal e meridional desta velocidade nas direções (x,y) e (i,j) são vetores 

unitários nestas mesmas direções, respectivamente1. Esta velocidade V pode também 

ser expressa no sistema de coordenadas cilíndrico por V = urr + vθt, onde (ur,vθ) são as 

componentes radial e tangencial (orbital) desta velocidade nas direções (r,θ)  e (r,t) são 

vetores unitários nestas mesmas direções, respectivamente.  

 

Figura A.2 – Velocidade V (vetor preto) de um 
corpo A e suas componentes (u,v) no sistema 
retangular, indicadas por vetores azuis, e (ur,vθ) no 
sistema cilíndrico, indicadas por vetores verme-
lhos. A figura possibilita a obtenção da relação 
entre as velocidades descritas nos dois sistemas 
de coordenadas. O quadro no canto inferior es-
querdo da figura mostra as componentes numera-
das dos vetores u e v nas direções radial (1 e 3) e 
tangencial (2 e 4). 

1    ucosθ 
2   -usenθ  
3    vsenθ 
4    vcosθ 

A figura (A.2) permite que uma relação entre estas duas velocidades (definidas em sis-

temas de coordenadas diferentes) possa ser desenvolvida, o que fornece: 

    
θ

( )  
( )

r

0

u ucos vcos 90 - ucos vsen ,
v usen vsen 90 - usen vcos

θ θ θ
 .

0 θ
θ θ θ

= + = +

= − + = − + θ
   (A.10) 

A conversão entre os dois sistemas de coordenadas é mostrada pelas seguintes equa-

ções matriciais: 

 
θ

   ru cos sen u
v sen cos v

θ θ
θ θ

=
−

   
θ

 
 

ruu cos -sen
vv sen cos

θ θ
θ θ

= .  (A.11) 

 

 

                                                 
1 Variáveis em negrito caracterizam grandezas vetoriais. 
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A.3. AS EQUAÇÕES DO MOMENTUM E DA CONTINUIDADE 

As equações estacionárias de águas rasas do momentum e da continuidade são: 

Momentum Zonal:   
u u hu v fv g
x y x
∂ ∂ ∂′+ − = −
∂ ∂ ∂

 ,   (A.12) 

Momentum Meridional:  
v vu v fu g h
x y y
∂ ∂ ∂′+ + = −
∂ ∂ ∂

  e   (A.13) 

Continuidade    
( ) ( )hu hv 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 .    (A.14) 

O operador u , com a utilização das expressões (A.5) e (A.11), resulta ( ) / x∂ ⋅ ∂

[ ]θ

( ) ( ) (
r

sen )u u cos v sen cos
x r

θθ θ θ
r θ

∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅⎡ ⎤= − −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∂
, seguida de 

θ
θ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 r
r

u sen cos v senu u cos v sen cos
x r r r r

θ θ θθ θ θ
2

θ θ
∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅

= − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( ) / y∂ ⋅ ∂

 . (A.15) 

O operador v , com a utilização das expressões (A.9) e (A.11), resulta 

[ ]θ

( ) ( ) ( )
r

cosv u sen v cos sen
y r

θθ θ θ
r θ

∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅⎡ ⎤= + +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∂
, seguida de 

θ
θ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 r
r

u sen cos v cosv u sen v sen cos
y r r r r

θ θ θθ θ θ
2

θ θ
∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( ) / ( ) /v y

 . (A.16) 

A soma das expressões (A.15) e (A.16) define o operador u x∂ ⋅ ∂ + ∂ ⋅ ∂ , cuja 

expressão final é dada por 

         θ( ) ( ) ( ) ( )
r

vu v u
x y r r θ

∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅
+ = +

∂ ∂ ∂ ∂
  .   (A.17) 
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Com a utilização dos operadores definidos por (A.5) e (A.17) na equação (A.12) do 

momentum zonal, resulta 

    θ
r

u v u h sen hu fv g cos
r r r r

θθ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤′+ − = − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
.  (A.18) 

A eliminação da componente zonal “u” em (A.18), com a utilização da equação matricial 

(A.11), traz como resultado 

      
[ ] [ ]

[ ]

θ
θ θ

θ

...

        ...  .

r r r

r

vu u cos v sen u cos v sen
r r

h sen hf u sen v cos g cos
r r

θ θ θ θ
θ

θθ θ θ
θ

∂ ∂
− + − −

∂ ∂
∂ ∂⎡ ⎤′− + = − −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

  (A.19) 

O desenvolvimento da expressão (A.19) a transforma em 

2
θ θ θ θ θ θ

θ

...

                       ...  .

r r r
r r

r

u v v cos u v u sen v sen v v cosu cos u sen
r r r r r r

h g sen hfu sen fv cos g cos
r r

θ θ θ θθ θ
θ θ

θθ θ θ
θ

∂ ∂ ∂ ∂
− + − − −

∂ ∂ ∂ ∂
′∂ ∂′− − = − +

∂ ∂

−
 (A.20) 

A complexa equação (A.20) pode ser ainda escrita na forma 

     

2
θ θ

θ

θ θ θ θ

...

       ...  .

r r
r

r
r r

u v u v hcos u fv g
r r r r

v v u v v g hsen u fu 0
r r r r

θ
θ

θ
θ θ

∂ ∂ ∂⎡ ⎤′+ − − + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
′∂ ∂ ∂⎡ ⎤− + + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

=

  (A.21) 

Para que a expressão (A.21) se verifique é necessário que as duas equações abaixo 

sejam válidas: 

    
2

g 0=θ θ
θ

r r
r

u v u v hu fv
r r r rθ

∂ ∂ ∂′+ − − +
∂ ∂ ∂

 e   (A.22)  

    θ θ θ θr
r r

v u v v v g hu fu
r r r rθ θ

′
0∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂

.   (A.23) 
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As expressões (A.22) e (A.23) são as equações do momentum em coordenadas cilín-

dricas, conforme era desejado demonstrar. Estas expressões são as mesmas apresen-

tadas em Flierl (1979). Estas equações são introduzidas no Capítulo 3 deste trabalho. 

A utilização do mesmo procedimento na equação (A.13) do momentum meridional tam-

bém conduz a este conjunto de equações.  

A equação (estacionária) da continuidade, dada pela equação (A.14), com a utilização 

dos operadores (A.5) e (A.9) e da equação matricial (A.11), resulta 

  
[ ] [ ]

[ ] [ ]

...

...  .

sencos hUcos hVsen hUcos hVsen
r r

cossen hUsen hVcos hUsen hVcos 0
r r

θθ θ θ θ θ
θ
θθ θ θ θ θ

θ

∂ ∂

=

− − − +
∂ ∂

∂ ∂
+ + + +

∂ ∂

  (A.24) 

A expansão dos termos de (A.24) resulta na enorme expressão 

θ
θ

θ
θ θ
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... ...

... ...
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r
r

r
r r

r
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h u h vcos u cos hcos v sen hsen
r r r r

sen h u v hu cos hu sen hcos hv cos hsen v sen
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r r r y
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θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ
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∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ − − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
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⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
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+

θ
∂

+
∂
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θ θ
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r
θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ
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que, com a reunião dos termos semelhantes, transforma-se em 
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2 2
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θ θ

− + + + + +⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣∂ ∂
∂ ∂

+ − + + − + + +⎡⎣∂ ∂
∂ ∂

+ + − + + +⎤⎦ ∂ ∂

∂ ∂
⎤⎦

2
θ θ

...

...  

2

2
r r

hcos

1 hu sen hv sen cos hu cos hv sen cos 0 ,
r

θ

θ θ θ θ θ θ

+⎡ ⎤⎣ ⎦

+ + + − =⎡ ⎤⎣ ⎦
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a qual, após a eliminação de vários termos, finalmente resulta em 

    θ θr
r

h u v h h v huu h
r r r r rθ θ
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
r 0∂ ∂ ∂ ∂

 .   (A.25) 

A equação (A.25) pode ser reescrita na forma 

                θ( ) ( )rhu 1 hv hu 0
r r rθ

r∂ ∂
+ + =

∂ ∂
.    (A.26) 

Considerando-se que 
( ) (r r1 rhu hu hu

r r r r
= +

∂
)r∂ ∂

∂
 a equação (A.26) transforma-se em 

          θ( ) ( )r1 rhu 1 hv 0
r r r θ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

.    (A.27) 

A equação (A.27) é a equação da continuidade expressa em coordenadas cilíndricas, 

conforme introduzida no Capítulo 3 e apresentada em Flierl (1979). 

 

A.4. A EQUAÇÃO DA CONSERVAÇÃO DA VORTICIDADE POTENCIAL 

A equação da conservação da vorticidade potencial ξ em coordenadas retangulares é 

expressa por 

          0/ / ( )d d v x u y f y 0
dt dt h
ξ β∂ ∂ − ∂ ∂ + +⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (A.28) 

A aplicação da expressão (A.1), dos operadores (A.5) e (A.9) e da equação matricial 

(A.11) na expressão no colchete da equação (A.28), que define ξ, resulta em 

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

θ θ

θ θ 0

...

...  .

r r

r r

cos senu sen v cos u sen v cos
h r hr

sen cos 1u cos v sen u cos v sen f rsen
h r hr h

θ θξ θ θ θ θ
θ

θ θθ θ θ θ β θ
θ

∂ ∂
= + − + −

∂ ∂
∂ ∂

− − − − + +
∂ ∂

  (A.29) 
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A expansão dos termos que compõem a equação (A.29) traz como resultado 

2
θ

2
θ θ θ

θ θ
0

...

      ... ...

      ...  

2r r r

2r

2 2
r r

1 u v sen u u sen cossen cos cos
h r r r r

sen cos v v sen u vsen cos sen
r r r r

cos u u sen cos sen cos v v cos f rsen ,
r r r r

θ θ θξ θ θ θ
θ

θ θ θ θ θ θ
θ

θ θ θ θ θ θ β θ
θ θ

∂ ∂ ∂⎡
= + − − −⎢ ∂ ∂ ∂⎣

∂ ∂ ∂
− + − + −

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ⎤− + + + + + ⎥∂ ∂ ⎦

 

que seguida da eliminação de vários termos semelhantes conduz a 

    θ θ
0

r1 v 1 u v f rsen
h r r r

ξ β θ
θ

∂ ∂⎡ ⎤= − + + +⎢ ∂ ∂⎣ ⎦⎥
.   (A.30) 

O operador 
( ) ( ) ( ) ( )d u v

dt t x y
= + +

⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅
∂ ∂ ∂

, com a utilização de (A.17), resulta em 

       θ( ) ( ) ( ) ( )
r

d vu
dt t r r θ
⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅
= + +

∂ ∂ ∂
 .    (A.31) 

A aplicação deste novo operador na expressão (A.28), supondo-se condição estacioná-

ria, e ainda utilizando-se (A.30), tem como resultado 

θ θ θ 0/ ( )( / ) ( / )r
r

v v r 1/r u v r f rsenu 0
r r h

θ β
θ

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ + + +⎡ ⎤ ⎡+ =⎢ ⎥ ⎢∂ ∂⎣ ⎦ ⎣
θ ⎤
⎥⎦

.  (A.32) 

A equação (A.32) expressa a conservação de vorticidade potencial em coordenadas 

cilíndricas, conforme introduzida no Capítulo 3 e apresentada em Flierl (1979).  

 

A.5. A FUNÇÃO TRANSPORTE 

Finalmente, as equações da função transporte ψ em coordenadas retangulares são 
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     vh
x
ψ∂

=
∂

  e uh
y
ψ∂

= −
∂

.           (A.33ab) 

A aplicação do operador definido em (A.5) e da equação (A.11) na expressão (A.33a) 

resulta 

    θ( rcos u sen v cos h
r r

)senψ θ ψθ θ
θ

− = +
∂ ∂

θ∂ ∂
.   (A.34) 

A análise dos dois lados da equação (A.34) conduz as seguintes expressões da função 

transporte, descritas em coordenadas cilíndricas: 

     θv h
r
ψ∂

=
∂

  e     ru h
r
1 ψ

θ
∂

− =
∂

.    (A.35) 

As expressões (A.35) reproduzem aquelas apresentadas em Flierl (1979). Partindo-se 

de (A.33b) e utilizando-se o operador definido em (A.9) e a equação (A.11) obtém-se as 

mesmas expressões (A.35). Estas últimas equações encerram as demonstrações deste 

anexo.   
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ANEXO B 
FUNÇÃO CORRENTE E TRANSPORTE 

 
 

A utilização da função corrente ψ no cálculo do transporte entre dois pontos, a partir da 

diferença entre as funções corrente destes pontos, exige um certo cuidado na modela-

gem analítica quanto ao sinal matemático deste transporte. A equação (3.37, página 

43), aqui reproduzida, representa o balanço de massa no domínio de estudo. 

        .    (B.1) 
B D C

A C B
hvdx hvdx hudy+ =∫ ∫ ∫

A figura B.1 mostra de forma esquemática o domínio de estudo Do utilizado neste tra-

balho, com os mesmos 10 pontos assinalados na figura 6.3 (página 123). Os transpor-

tes entre os pontos 1 e 2 (para norte), 5 e 6 (para oeste), 6 e 7 (para oeste) e 9 e 10 

(para sul) do domínio de estudo Do. Entre os pontos 7 e 8 o transporte da corrente zo-

nal é nulo. 

cn 

1 2 

5 

8 

 

A utilização das expressões ∂ψ/∂x = hv e ∂ψ/∂y = - hu na equação (B.1) resulta 

    
10 2 5

9 1 8
dx dx dy

x x y
ψ ψ ψ∂ ∂ ∂

− = −
∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ .   (B.2) 

A expressão (B.2) pode ser então reescrita na forma 

Figura B.1 – Transportes no domínio de estudo. O transporte líquido 
da corrente zonal (cz) entre os pontos 5 e 6 (seta vermelha) corres-
ponde ao transporte da corrente meridional para norte (cn) entre os 
pontos 1 e 2 (seta amarela). O transporte líquido da corrente zonal 
entre os pontos 6 e 7 (seta laranja) corresponde ao transporte da 
corrente meridional para sul (cs) entre os pontos 9 e 10 (seta verde). 
O sinal matemático envolvido na correspondência entre estes trans-
portes deve ser avaliado com cuidado (ver texto deste anexo). O 
transporte da corrente zonal entre os pontos 7 e 8 é nulo. 

6 

7 

9 10 

3 

4 

cs 

cz 
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              [ ] [ ] [ ]10 9 2 1 8 5ψ ψ ψ ψ ψ ψ− − − = − .   (B.3) 

Como ψ9 = ψ1 (ver figura B.1) a equação (B.3) resulta [ψ10 – ψ2] = [ψ8 – ψ5]. Mas tem-se 

ainda que ψ10 = ψ8 e ψ2 = ψ5 o que resulta [ψ8 – ψ5] = [ψ8 – ψ5] e a conservação de 

massa é verificada. 

O lado direito da equação (B.3), por conveniência, pode ser modificado para 

  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]10 9 2 1 8 7 7 6 6 5ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ− − − = − + − + − .  (B.4) 

O transporte entre os pontos 7 e 8 da corrente zonal é nulo e a equação (B.4) mostra a 

correspondência entre os transportes entre as duas áreas de transporte líquido da cor-

rente zonal e os transportes paralelos à parede, ou seja, tem-se que 

[ ] [ ]
][ ] [

10 9 7 6

1 2 6 5

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

− = −

− = −
 .    (B.5)               

A expressão (6.54, página 130) do Capítulo 6 corresponde à parcela [ψ10 – ψ9] e a ex-

pressão (6.55, página 130) corresponde à parcela [ψ6 – ψ7] . Como [ψ10 – ψ9] = [ψ7 – 

ψ6], conforme mostra a equação (B.5), explica-se o sinal negativo introduzido na equa-

ção (6.56, página 130). Na situação da corrente paralela à parede, no sentido da linha 

do Equador, a expressão (6.29, página 125) correspondia à parcela [ψ2 – ψ1] e a      

expressão (6.33, página 125) correspondia à parcela [ψ5 – ψ6]. Como a equação (B.5) 

mostra que  [ψ1 – ψ2] = [ψ6 – ψ5] nenhum sinal negativo foi introduzido quando daquele 

desenvolvimento.   
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