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Matematica das Aproximacoes

Pontos Zero de Funcoes Reais
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2.4 Método de Newton-Raphson

Sabendo que f{x) € uma funcao continua no intervalo [a, b] € possui um unico
zero nesse intervalo, as derivadas f(x) e f'’(x) devem ser continuas e diferentes de
Zero.
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2.4 Método de Newton-Raphson

Sabendo que f{x) € uma funcao continua no intervalo [a, b] € possui um unico
zero nesse intervalo, as derivadas f(x) e f'’(x) devem ser continuas e diferentes de
Zero.

Expandindo f(x) em série de Taylor em torno de x,, tem-se:

ACATMERWALCS

. 2
B (x—x,)" +...

S =fx,)+—"=(x—
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2.4 Método de Newton-Raphson

Sabendo que f{x) € uma funcao continua no intervalo [a, b] € possui um unico
zero nesse intervalo, as derivadas f(x) e f'’(x) devem ser continuas e diferentes de
Zero.

Expandindo f(x) em série de Taylor em torno de x,, tem-se:

ACATMIRPR MY

J ()= fx,)+—" B

(x—xn)2+...

(x—

Substituindo x = x,, ;, tomando-se até o termo de primeira ordem e igualando a
Zero a expansao acima, fica:

J o) =)+ 1 (x)x,, —x,)=0
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2.4 Método de Newton-Raphson

Sabendo que f{x) € uma funcao continua no intervalo [a, b] € possui um unico
zero nesse intervalo, as derivadas f(x) e f'’(x) devem ser continuas e diferentes de
Zero.

Expandindo f(x) em série de Taylor em torno de x,, tem-se:

f( ) S (x,)

. 2
B (x—x,)" +...

S =fx,)+—"=(x—x,)+

Substituindo x = x,, ;, tomando-se até o termo de primeira ordem e igualando a

Zero a expansao acima, fica:

J )= fx)+ 1 (x)x,, —x,)=0

logo, f(x )+ f'(x )(x,,—x,)=0 ,eexplicitando x,,,, obtém-se:

'xn+1 = xn o f(xn) )
1 (x,)

O valor de x,, , € a aproximacdo para a raiz da funcao f{x).
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:
f(x)

f(b)F

fa)f - -
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:

f(x)

t(b)r-

Cabe lembrar que a derivada\

de uma funcdo em um ponto
representa o coeficiente

angular da tangente naquele

fla)|

a

ponto, (x, f(x,))-
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:
fi(x)
fb)r A tangente corta o eixo x em\
x,, formando um dngulo a.
O valor de x, pode ser
determinado através da
trigonometria, veja abaixo:/
|
| - : X X
: Xo — X
fla)f - -
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme Figura abaixo.

f(x)

A tangente corta o eixo x em\
x,, formando um dngulo a.
O valor de x, pode ser
determinado através da
trigonometria, veja abaixo:/

t(b)r-

J (xp)

|
| o T tana=f(x) =
| xo_xl

fa)f =~ De onde obtém-se o valor de x;:

J (xp)

X, = X,
] (%)
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:

f(x)

f(b)

flx1)

fla) | - -
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:
f(x)

()] AR

/ A reta tangente do ponm\

(x,, f(x,;)) corta o eixo x em x,,
formando um dngulo p.
O valor de x, pode ser
0. 1] determinado através da
trigonometria, veja abaixoy

fla)|- - -

= ’ tan f=f'(x) =

J(x)

X — X,
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:
f(x)

/ A reta tangente do ponm\

(x,, f(x,;)) corta o eixo x em x,,
formando um dngulo p.
O valor de x, pode ser
0. 1] determinado através da
trigonometria, veja abaixoy

()] AR

; |
x2  xl x0=b X f(x)

|
a,

| tan f=f'(x) =

| X — X,
f(a)[ - - De onde obtém-se o valor de x,:

X X
Y (€ MU (€5
/(%) J'(x)
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:

£(x)

f(b)

f{x1)

f(x2)

f(a)

Expressoes para x, € x,:

R J (%)
J'(xp)
X, =X, — /(%)
()
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:

£(x)

f(b)

f{x1)

f(x2)

f(a)

Expressoes para x, € x,:

J (x)

X, =Xy ————

J(x,)
J(x)

Xy =X
/(%)

No método de Newton-Raphson, o valor de
X, € a aproximagdo inicial da raiz da fungdo.
Em seguida, calcula-se: x,, x,, x; ... até a
convergéncia (&, < lx, —x, ;). -
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:

£(x)

f(b)

f{x1)

f(x2)

f(a)

Expressoes para x, € x,:

¢ o L)
J (%)
ot /i)
f1(x)

Observa-se que os valores de x,, x,, ... se
aproximam gradativamente da raiz da funcao.
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2.4.1 Interpretacao Geométrica:

Considerando a funcao f(x), conforme figura abaixo:

f(x)
f(b) Expressoes para x, € Xx,:
X
MEIES
f(x1) f (x())
f(x2) e Jf(x)
S (x)

f(a)

Generalizando as expressoes de x; € x,,0btém-se a formula
do Método de Newton-Raphson:

&)

’xn+1 n :
J'(x,)
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2.4.2 Escolha de x:

E condicdo suficiente para a convergéncia do Método de Newton-Raphson, que

f'(x) e f"(x) sejam ndo nulas e preservem o sinal em [a, b], e x, seja tal que

J () * f7(x) > 0.
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2.4.2 Escolha de x:

E condicdo suficiente para a convergéncia do Método de Newton-Raphson que

f'(x) e f"(x) sejam ndo nulas e preservem o sinal em [a, b], e x, seja tal que

J(x)* f(xg) > 0.
2.4.3 Exemplos:

1) Calcular a raiz da equagdo f (x) = x> —3, utilizando o método de Newton-
Raphson com uma tolerancia € <107, tal que x € [1, 2].
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2.4.2 Escolha de x:

E condicdo suficiente para a convergéncia do Método de Newton-Raphson que

f'(x) e f"(x) sejam ndo nulas e preservem o sinal em [a, b], e x, seja tal que

J(x)* f(xg) > 0.
2.4.3 Exemplos:

1) Calcular a raiz da equagdo f (x) = x* — 3, utilizando o método de Newton-
Raphson, com uma tolerancia € <107, tal que x € [1, 2].

Verificacao da existéncia de uma tnica raiz no intervalo [a, b] = [1, 2]:
f(x)=x"=3
fl@=fD=1"-3=-2
fb)=f(2)=2"-3= 1

f(a)*f(b)=f(1)*f(2)=—2*1@
como f(a)* f(b) (0, ouseja, f(1)* f(2) ( 0,logo, nointervalo, pode existir um

numero impar de raizes reais.
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Verificao das derivadas:

f(x)=2x
[ =+2
f@2)=+4

Como o sinal da derivada da fun¢ao f{x)€ constante no intervalo[1, 2], conclui - se

que existe uma unica raiz real no intervalo.
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Verificao das derivadas:

f(x)=2x
[ =+2
f@2)=+4

Como o sinal da derivada da fun¢ao f{x)€ constante no intervalo[1, 2], conclui - se

que existe uma unica raiz real no intervalo.

f'(x)=2x
frx)=2

Verifica —se que as derivadas sdo continuas e preservam o sinal no intervalo.
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Verificao das derivadas:

f(x)=2x
[ =+2
f@2)=+4

Como o sinal da derivada da fun¢ao f{x)€ constante no intervalo[1, 2], conclui - se

que existe uma unica raiz real no intervalo.

J(x)=2x
fr(x)=2

Verifica —se que as derivadas sdo continuas e preservam o sinal no intervalo.

Escolha de x, deve satisfazer:

J(x)* f (%) >0

f =-2

f2)=1

"= f"(2) =2, logo,o valor inicial € x,= 2.
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Formula do Método de Newton-Raphson:

n+l

n

J(x,)
J(x,)

2
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Formula do Método de Newton-Raphson:

Xns1 = Xy f(xn)
fi(x,)

Substituindo a funcdo e a derivada da fungao, obtém-se:

_(5-3)

n

FURG - IMEF - Prof. Tales Luiz Popiokek




Formula do Método de Newton-Raphson:

xn+1 = xn o f(xn)
J'(x)

Substituindo a funcdo e a derivada da fungao, obtém-se:

(x, -3)
n+l1 — 'xn A
2X

n

ApOs realizar o minimo multiplo comum, a expressao fica:

X +3
n+l — 7 x

n

X

Equacao para realizar os calculos das
aproximagoes da raiz da funcgao.
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Tabela: Método de Newton-Raphson

J(x,)

\

Para facilitar o cdlculo da raiz, os dados serdo organizados em
uma tabela contendo as seguintes informacoes: n, que
representa os indices; x, , as aproximagoes da raiz;
f(x,), os valores da funcdo; e g, 0s erros.

N

-

FURG - IMEF - Prof. Tales Luiz Popiokek



Tabela: Método de Newton-Raphson

J(x,)

1,0

\

\
W\

|
|

\

W\
\

Ea aproximacdo inicial para a raiz dbm \

E o valor da funcdo, f(2,0). ’
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Tabela: Método de Newton-Raphson

J(x,)

1,0

x> #3
‘xn+1 —
xl’l
2 2%+
x1=x0+3= =1,75
2x, 2%2
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Tabela: Método de Newton-Raphson

f(x,)

1,0

1 1,75

0,0625

_x, +3
n+1 2xﬂ
2 2743
X, = X+ =1,75
2x, 2%2

f(x)=x>-3=175" -3 =0,0625
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Tabela: Método de Newton-Raphson
n X, Jfx,) e, =k,-x,l
0 2,0 o | -----
1 1175 0,0625 0,25

‘xn+1 —

x> +3
2x,

x0+3

—1,75
2x 2%2
f(x) #x}F3=175" — 3 =0,0625

- x, I=11,75-2,01= 0,25

FURG - IMEF - Prof. Tales Luiz Popiokek



Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l

0 2,0 1.0 | oo

1 1,75 0,0625 0,25
N— 7

/
/

= x> +3
n+l 7y Como f(x,;) #0 e & > 107, as
) " 2 13 iteracoes para os cdlculos das
X, = Xy +3 _ = 1,75 aproximagoes da raiz continuam.
2x, 2%2

f(x)=x>-3=175" -3 =0,0625
g =l x —x,1=11,75-2,01=0,25
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l
0 2,0 1.0 | oo
1 1,75 0,0625 0,25
2 1,73214286
x> +3
‘xn+1 —
2x,
2 1,752 +3
s — 1,73214286
2x, 2%*1,75
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, flx,) e =x,—x,
0 2,0 1,0 | -----
1 1,75 0,0625 0,25
2 1,73214286 0,00031888
x> +3
‘xn+1 — 2x
2 2
+3  L75°+3
x, =0 7° = =1,73214286
2x,  2%175

f(x,) =x,—3=1,73214286" — 3 = 0,00031888
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l
0 2,0 1.0 | oo
1 1,75 0,0625 0,25
2 1,73214286 0,00031888 0,01785714
. = x> +3
n+l 2xﬂ
2 2
+3 1,757 +3
x, =2 = =1,73214286
2x, 2%*1,75

f(x,) =x,—3=1,73214286" — 3 = 0,00031888

g, =l x, —x, 1=1,73214286 - 1,751 = 0,01785714
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l
0 2,0 1.0 | oo
1 1,75 0,0625 0,25
2 1,73214286 0,00031888 0,01785714
YT
\
\
X,f +3 Como f(x,) #0 e & > 107, as
Xn+1 = 2y iteracoes para os cdlculos das
n aproximacoes da raiz continuam.
2 2
+3 175°+3
x, =0 7° = =1,73214286
2x, 2%1,75

f(x,) =x,—3=1,73214286" — 3 = 0,00031888

g, =l x, —x, 1=1,73214286 - 1,751 = 0,01785714
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l

0 2,0 .o | -----

1 1,75 0,0625 0,25

2 1,73214286 0,00031888 0,01785714

3
. = X2 +3

n+l 2xﬂ
f(x)= x,f -3
8n — 'xn _'xn—l‘
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l
0 2,0 1.0 | oo
1 1,75 0,0625 0,25
2 1,73214286 0,00031888 0,01785714
3 1,73205081

. = X2 +3
n+l 2xﬂ

f(x)= x,f -3

8n = 'xn _'xn—l‘
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l

0 2,0 1.0 | oo

1 1,75 0,0625 0,25

2 1,73214286 0,00031888 0,01785714

3 1,73205081 0,00000001
. = X2 +3

n+l 2xﬂ
fx)=x—3
8n — 'xn _'xn—l‘
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l

0 2,0 1.0 | oo

1 1,75 0,0625 0,25

2 1,73214286 0,00031888 0,01785714

3 1,73205081 0,00000001 0,00009205
. = X2 +3

n+l 2xﬂ
f(x)= x,f -3
8n = 'xn _'xn—l‘
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l

0 2,0 10 | -----

1 1,75 0,0625 0,25

2 1,73214286 0,00031888 0,01785714

3 1,73205081 0,00000001 0,00009205

4 1,73205081 0,00000000 0,00000000
X
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l

0 2,0 1.0 | -----

1 1,75 0,0625 0,25

2 1,73214286 0,00031888 0,01785714

3 1,73205081 0,00000001 0,00009205

4 1,73205081 0,00000000 0,00000000
S~ — -

Raiz:

x =1,73205081

Como f(x,) =0 e &< 107, entdo, x, é
o valor da raiz aproximada.
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RO

2) Determinar, pelo método de Newton-Raphson, a raiz de f(x) =2x° +Inx—-5=0

com £<1077, tal que x€ [1, 2}.
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D
2) Determinar, pelo método de Newton-Raphson, a raiz de f(x) =2x’ +Inx—5=0
com &£<107,talque xe[L,2]:

Verificacao da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] = [1, 2]:

f(x)=2x"+Inx-5
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720
2) Determinar, pelo método de Newton-Raphson, a raiz de f(x) =2x’ +Inx—5=0
com &£<107,talque xe[L2]:

Verificacao da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] = [1, 2]:
f(x)=2x"+1Inx-5
f(a)=f1)=2*%+In1-5=-3
fb)=f(2)=2%2’In2-5=11,69
f@* f)=fA)* f(2) =-3*11,69 = -35,07
como f(a)™* f(b) (0, ouseja, f(1)* f(2) ( 0,logo,no intervalo,pode existir um

numero impar de raizes reais.
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720
2) Determinar, pelo método de Newton-Raphson, a raiz de f(x) =2x’ +Inx—5=0
com &£<107,talque xe[L2]:

Verificacao da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] = [1, 2]:
f(x)=2x"+1Inx-5
f(a)=f1)=2*+In1-5=-3
fb)=f(2)=2%2’In2-5=11,69
fl@* fb)=fA)* f(2) =-3%1169 =-35,07
como f(a)* f(b) (0, ouseja, f(1)* f(2) ( 0,logo,no intervalo,pode existir um

numero impar de raizes reais.

Verificao da derivada:
f(x)=6x"+1/x
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720
2) Determinar, pelo método de Newton-Raphson, a raiz de f(x) =2x’ +Inx—5=0
com &£<107,talque xe[L2]:

Verificacao da existéncia de uma unica raiz no intervalo [a, b] = [1, 2]:

f(x)=2x3+ Inx-5

f(a)=f1)=2*+In1-5=-3

fb)=f(2)=2%2’In2-5=11,69

f@* fb)y=f1* f(2)=-3*%11,69 =—-35,07

como f(a)* f(b) (0, ouseja, f(1)* f(2) ( 0,logo,no intervalo,pode existir um

numero impar de raizes reais.

Verifi¢ao das derivadas:
f(x)=6x"+1/x

f Q) =6*%1>+1/1=+7
f(2)=6%2>+1/2=+245

Como o sinal da derivada da fun¢ao f{x) € constante no intervalo[1, 2], conclui - se

que existe uma Unica raiz real no intervalo.
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2

fl(x)=6x"+1/x

2 O/iD . ~ P .
f"(x)=12x—-1/x", verifica—se que as derivadas sdo continuas no intervalo.
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fl(x)=6x"+1/x

f"(x)=12x—1/x*, verifica—se que as derivadas sd3o continuas no intervalo.

Escolha de x, (um dos extremos do intervalo [1 ,2] que satisfaz e expressao abaixo)

J () * f7(x) >0

S =-3
£(2) = 11,69
=11
£1(2) = 23,75

Assim, f(2)* f''(2)>0, logo, o valor 1inicial € x, = 2.
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Formula Geral:

Xps1 = Xp — /(%)
f(x,)
Substituindo a fun¢ao e a derivada da fungao, obtém - se
B (2x) +Inx, —5)
6x> +1/x,

n+tl = “n
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Tabela: Método de Newton-Raphson

J(x,)

11,69314718
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, flx,) e =x,—x,
0 2,0 11,69314718 |  -----
1 1,52272868

B (2x) +Inx, —5)

xn+1_'xn 2
6x +1/x,
X, =X, — ]: (%) :2—(11’692314718):1,52272868
6x, +1/ x, 6%2°+1/2
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, flx,) e =x,—x,
0 2,0 11,69314718 |  -----
1 1,52272868 2,48201400

(2x3 +Inx, —5)
'xn+1 = xn _

6x-+1/x,
=y - L), (LOOSATIE) 55570868
6x;+1/%, | 6%27+1/2

£(1,52272868) =2%1,52272868" +1n (1,52272868) — 5 =2.482014003
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, flx,) e =x,—x,
0 2,0 11,69314718 |  -----
1 1,52272868 2,48201400 0,47727131

B (2x) +Inx, —5)

xn+1:xn 2
6x +1/x,
X, =X, — ]: (%) :2—(“’69314718) =1,52272868
6x2+1/ x, 6%2%+1/2

£(1,52272868) =2%1,52272868" +1n (1,52272868) — 5 =2.482014003

g = Ilx; —x,l =11,52272868 — 2| = 0,47727131
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l
0 2,0 11,69314718 |  -----
1 1,52272868 2,48201400 0,47727131
2 1,35236520 0,24851386 0,17036348
(2x) +Inx, —5)
'xn+1 = xn o 2
6x +1/x,
_ J(x,)
'xn+1 —An )
6x +1/x,

f(x)=2x"+Inx-5=0

g, =Ix,—x |l
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, flx,) e =x,—x,
0 2,0 11,69314718 |  -----
1 1,52272868 2,48201400 0,47727131
2 1,35236520 0,24851386 0,17036348
3 1,33114790 0,00350931 0,02121729
(2x) +Inx, —5)
'xn+1 = xn o 2
6x +1/x,
o fGy)
T 6x2 41/ x,
f(x)=2x"+Inx-5=0

e, =Ix,—x, I
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l
0 2,0 11,69314718 |  -----
1 1,52272868 2,48201400 0,47727131
2 1,35236520 0,24851386 0,17036348
3 1,33114790 0,00350931 0,02121729
4 1,33083960 0,00000073 0,00030829
(2x) +Inx, —5)
'xn+1 = xn o 2
6x +1/x,
L f&)
T 6x2 41/ x,
f(x)=2x"+Inx-5=0

e, =Ix,—x, I
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Tabela: Método de Newton-Raphson

n X, Jfx,) e, =k,-x,l
0 2,0 11,69314718 |  -----

1 1,52272868 2,48201400 0,47727131
2 1,35236520 0,24851386 0,17036348
3 1,33114790 0,00350931 0,02121729
4 1,33083960 0,00000073 0,00030829
5 1,33083954 0,00000000 0,00000006

Raiz:

x =1,33083954
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Exercicio complementar

1) Determinar a raiz do polindmio f (x) = 3x’> —5x” + x + 3 do intervalo [-2,44; —0,38]

com € < 10°.

2) Calcular a raiz da equagao f(x) = 4x — ¢* = 0, tal que pertence ao intervalo [0, 1]

com uma tolerancia € < 107.
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Obrigado.
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