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Prefacio

A primeira edigao do texto Funcgoes Reais de n Varidveis é o resultado de um
material produzido pelas autoras desde o ano 2009 a partir de pesquisas em livros
didaticos escritos pelos autores Flemming e Gongalves (2007), Anton, Bivens e Davis
(2007), Thomas, Weir e Hass (2012), Avila (2015), Stewart (2013) entre outros. Tal
pesquisa buscou reunir os principais contetidos de cada uma das obras e resultou
em um material didatico que é utilizado nas disciplinas de Calculo Diferencial e
Integral I e Calculo ITI, ambas ofertadas regularmente pelo Instituto de Matematica,
Estatistica e Fisica (IMEF) da Universidade Federal do Rio Grande (FURG).

O principal objetivo é concentrar em um tnico texto a teoria sugerida na ementa
destas disciplinas, em uma linguagem atual, simples e de facil entendimento por
parte do estudante. Nao desejamos aprofundar os resultados com demonstragoes
rigorosas nem explorar diferentes formas de abordagem de um mesmo topico. A ideia
central é aproximar o estudante dos conceitos aqui abordados, em uma linguagem
que permita uma leitura clara e objetiva.

Ao finalizar a leitura, esperamos que o leitor esteja familiarizado com a lingua-
gem e notagoes matematicas a fim de aplicar os conceitos de Célculo em diversos
problemas das areas de ciéncia exatas e engenharias.

Um agradecimento especial as professoras Denise Maria Varella Martinez e Ma-
rilia Nunes Dall’Asta pelo acolhimento e inspiracao desde o momento em que as
autoras iniciaram sua trajetoria docente na FURG. O compartilhamento de suas

experiéncias foi muito importante para a elaboragao deste material.



Capitulo

Funcoes Reais de n Variaveis

Nem sempre é possivel modelar situacoes praticas por meio de uma fungao real
de uma varidvel apenas. Em economia, por exemplo, a fun¢ao demanda de um
produto nao depende somente de seu preco, mas também pode depender do preco
de bens substituiveis e complementares, da renda dos consumidores, do gasto em
propaganda, dentre outros. O poder aquisitivo de uma pessoa depende nao s de seu
salario, mas também das taxas de juros bem como do ntimero de seus dependentes.

A altura de uma montanha, a profundidade de um lago ou ainda a posicao
geografica de uma pessoa podem ser expressas como uma funcao de duas ou trés
variaveis: =, y e z.

Em geometria, o volume V' de um cilindro é dado por V = 7r?h, onde r ¢ o raio
e h é a altura. Ele pode ser representado por uma funcao de duas variaveis, dada
por V(r, h) = mr?h.

A frequéncia de um circuito sintonizador depende de sua capacitancia, de sua
indutancia e de sua resisténcia, ou seja, a frequéncia depende de trés variaveis. Em
termos gerais, os sistemas fisicos reais raramente dependem de uma s6 variavel. Por
essa razao, € importante o estudo de fungoes de varias variaveis. Abordam-se, neste

capitulo, formas de representacao de fungoes que usam duas ou mais variaveis.

1.1 O espaco R”

Definicao 1.1. Seja n um nimero natural. O espago R™ é o produto cartesiano de

n fatores iguais a R:

RP=RxRxRx...xR.
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Ou seja, o espago R™ é o conjunto das n-uplas ordenadas (z1,...,x,) onde cada
ri€R 1=1,...neneN.
Notagao:

R™ = {(x1,...,2Zy) |21, .., 20 € R}.

Cada n-upla ¢ um ponto de R™.
Exemplo 1.1. R! = R ¢ a reta real, ou seja, o conjunto dos ntimeros reais.

R' = {z|z € R}.

O ponto A(—2) na reta da Figura 1 é um ponto de R!.

Figura 1. Grafico do Exemplo 1.1

Fonte: os autores

Exemplo 1.2. R? ¢ o plano, isto ¢, o conjunto de pares ordenados (x,y) de nimeros

reais.

R? = {(z,y)| 2,y € R}.

Os pontos A(1,3) e B(—4,3) na Figura 2 sao pontos de R?.

Figura 2. Grafico do Exemplo 1.2

¥
B A
B Fopone- [ ]
2 =+
1 =+
t
—4 -3 -2 -1 1 2 i x
-1+

Fonte: os autores

Exemplo 1.3. R3 é o espaco tridimensional cujos pontos sao ternas ordenadas

(z,y,2).
R® = {(z,y,2)| 2,9,z € R}.



Capitulo 1. Funcgoes Reais de n Varidveis 10

O ponto C(1,1,1) na Figura 3 é um ponto de R3.

Figura 3. O ponto C' em R?

Fonte: os autores

1.2 Definicdo e exemplos

Definicao 1.2. Uma funcao real de n variaveis f : R® — R é uma correspondéncia

onde cada n-upla (z1,...,x,) € R" relaciona um tnico nimero z = f(z1,...,x,) €
R. Os numeros x1,...,z, sao chamados de varidveis independentes e z é a variavel
dependente.

O dominio de f é um subconjunto de R™ no qual f estd bem definida, e ¢é
denotado por D(f). Ao definir uma fungao de duas ou mais variaveis, segue-se a
pratica de excluir entradas que levem a ntmeros complexos ou & divisao por zero.
Considera-se o dominio de uma fungao como sendo o maior conjunto para os quais
a regra de definigdo gera um nimero real.

A imagem de f é um subconjunto de R, denotado por Im(f), definido por
Im(f) = {f(z1,...,2,) € R|(z1,...,2,) € D(f)}. O contradominio de f ¢ o

conjunto R, onde estao contidas as imagens de f.

A Tabela 1 apresenta uma comparacao entre os dominios e imagens de funcoes

reais de uma, duas e trés variaveis.
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Tabela 1. Comparagao de dominio e imagem de fungoes

Dominio Imagem Exemplo de fungao
D()=R R, f(@) =2
D(f)=R* Ry flz,y) =2 +y°
D(f)=R* Ry  flzy.2)=a>+y*+2

Fonte: os autores

Exemplo 1.4. Considere a fungao f : D(f) C R® — R dada por f(z1,2,73) =

r? + 23 + x2. Determine:
a) o dominio de f;
b) a imagem de f.

Solucgao:
Tem-se que f é uma funcao de 3 varidveis, pois associa a cada terna ordenada

(71, T2, 73) € R? (sem restrigoes para os valores z; escolhidos) o valor z3+z2+23 € R.
a) D(f) =R3.
b) Im(f) =R;.
Em particular, a imagem do ponto A(1,—2,4) € D(f) é o valor 21, pois:
f(1,=2,4) = (1)* + (-2)* + (4)* = 21.

Exemplo 1.5. Considere a funcio f : D(f) € R* — R dada por f(z1,13) =
\V/x1 — 9 e representada na Figura 4. Determine:

a) o dominio de f;

b) a imagem de f.
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Figura 4. Grafico de f(x1,x2) = /11 — 22

Fonte: os autores

Solugao:
A fungao f é uma funcao de 2 varidveis, pois associa a cada par ordenado

(71, 22) € R? o valor /7| — 73 € R.

a) D(f) = {(z1,72) € R*|z; > x5}, pois dentro de radicais de indice par nao ¢

possivel considerar nimeros negativos. Veja o esbogo na Figura 5.

Figura 5. Esbogo do dominio de f(x1,2z2) = /21 — 29

Fonte: os autores

b) Im(f) =R,.
Em particular, a imagem do ponto B(7,2) € R? ¢ o valor v/5, pois:

F(7,2) =VT—2=15.
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Atencao! Nao é possivel calcular f(2,7), pois B(2,7) ¢ D(f), ou seja, o ponto
B(2,7) ndo pertence ao dominio da funcdo f. E importante observar que os pares
ordenados (2,7) e (7,2) sao distintos, ou seja, (2,7) # (7,2).

Exemplo 1.6. Considere a fungao f : D(f) C R? — R dada por f(z,y) =y — -+
v/1 —y. Determine e represente geometricamente o dominio de f.

Solugao:

O dominio D(f) ¢ um subconjunto de R? constituido pelos pares ordenados (z, y)
que satisfazem y —x > 0e 1l —y >0, isto é, y > x e 1 > y. Portanto, a interseccao

desses conjuntos é o dominio de f, representado pelo grafico na Figura 6.

Figura 6. Esboco do dominio do Exemplo 1.6

y—x=>0

l-y=>0

Fonte: os autores

Exemplo 1.7. Seja a funcao f : D(f) C R? = R, dada por f(z,y) = x In(y* — z),
determine graficamente o dominio de f.

Solugao:

O dominio D(f) ¢ um subconjunto de R? constituido pelos pares ordenados
(x,y), tais que y*> — z > 0, ou seja, ¥ < y?, representado pelo gréafico na Figura 7.
Esse dominio decorre do fato de que s6 é possivel calcular o logaritmo de valores

estritamente positivos.
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Figura 7. Esboco do dominio do Exemplo 1.7

¥ —x>0

Fonte: os autores

Exemplo 1.8. Determine o dominio de f : D(f) C R? — R, dada por f(z,y) =
In(xz — y) + zysen(|z|). Calcule f <g, O). E possivel calcular f (O, g>7

Solugao:
O dominio de f ¢ o conjunto D(f) = {(z,y) € R?*|z > y}. Isso ocorre, pois

a funcao logaritmo natural s6 estd definida para valores estritamente positivos. O
T

ponto (g,O) € D(f), logo f (g,O) = In (5) O ponto (0, g) ¢ D(f), portanto

nao é possivel calcular f (O, g .

1.2.1 Exercicios

Determine o dominio e a imagem das fungoes de varias variaveis,

dadas por:
Ly, 2) = \/ﬁ _ 1
a) f(z,y,2) > +y*+z d) n(x7y7z)_x2+y2+22
b) h(z,y) = cos
) ) = costaey) &) m(r.y) =y~ 27
1
c) g(z,y) = o f) w(x,y,z) = zy In(2).
Considere a funcao f : R? — R, dada por f(z,y) = 20 y) calcule:
a) f(1,1) c) f(0,3)+ f(5,5) e) f(3+Axz,4)—f(3,4).

b) f(8,9) 4 f(1,6)
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Considere a funcio f : R? — R, dada por f(z,y) = = +y. Para

quais valores de x e y tem-se f(x,y) =27

Uma loja vende apenas 2 produtos, o primeiro a R$ 500,00 a uni-
dade, e o segundo, a R$ 600, 00 a unidade. Sejam x e y as quantidades vendidas dos

dois produtos.
a) Qual é a expressao da receita de vendas?

b) Qual é o valor da receita se forem vendidas 10 unidades do primeiro produto

e 15 do segundo?
Respostas
1.1

a) D(f) =R? Im(f) = [0,00)

b) D(h) = R2, Im(h) = [~1,1]

c) D(g) ={(z,y) € R?[zy # 0},  Im(g) = (—00,0) U (0,00)
d) D(n) = {(z,y,2) € R*|(z,y,2) # (0,0,0)}, Im(n) = (0,0)
e) D(m) = {(z,y) € R*ly > 2*}, Im(m)=[0,00)

f) D(w) = {(z,y,2) € R3|z > 0}, Im(w) = (—o0, ).

1.2
25 3 Az
a) 3 b) 22 c) 4 Q2 [T
)9 ) 3 ) 5
13 y=2—ux.
1.4
a) R(z,y) = 500z + 600y b) R(10,15) = 14000, 00 Reais.

1.3 Grafico de uma func3o real de n variaveis

Defini¢ao 1.3. Seja f: D(f) C R™ — R uma func¢ao real de n variaveis. Conside-

rando:
X =(z1,...,2,) € Y = f(xq,...,2,),

o grafico de f é dado pelo conjunto de pontos:

o(f) ={(X,Y) e R"™ | Y = f(X), X € D(f)}.
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Exemplo 1.9. Considere f : R? — R dada por f(z1,22) = 2x1 + x9. O grafico de
f é dado por:

( ) {(1’1,1’2, (1’1,1’2)) € ]R?) | f(wlax2) = le + T, (l‘l,$2) € R2}
= {(x1,29,2) € R3 | 2 = f(x1,x9), (21, 22) € R?*}.
O gréafico de f é um plano e pode ser visualizado na Figura 8.

Figura 8. Grafico de f(zq,x2) = 221 + 29

Fonte: os autores

1.3.1 Graficos de funcdes reais de 2 variaveis

Se f: D(f) C R? —» R, tem-se o(f) C R3, ou seja, a totalidade dos pontos
da forma (x1, z9, f(z1,x2)) constitui uma superficie no espago tridimensional. Sem
perda de generalidade, o grafico de uma fungao de 2 variaveis pode ser representado
por uma superficie de equagao z = f(z,y) no espago R3. Neste caso, o dominio de
2z = f(z,y) é um subconjunto de pontos (z,y) pertencentes a R? que usualmente é
representado em z = 0.

Para esbogar o grafico de uma funcao de 2 variaveis, é necessério estabelecer um
sistema de coordenadas tridimensional. Cada ponto em um espago tridimensional é

representado por uma terna ordenada (z,y, z), como na Figura 9.
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Figura 9. Pontos em R3

Z

2 H

x A E

Fonte: os autores

As coordenadas desses pontos sao:

A(2,0,0) B(2,2,0)
C(0,2,0) D(0,0,0)
E(2,2,2) F(2,0,2)

Existem duas formas de visualizar os valores de uma funcao. Uma delas consiste
em desenhar e identificar as curvas (curvas de nivel) nas quais f tem um valor
constante (veja secao 1.3.2). A outra forma consiste em esbogar z = f(z,y) no
espago.

Alguns exemplos desses esbogos no espago podem ser vistos nas Figuras 10 e 11,
que representam os graficos das fungoes dadas por f(x,y) = 2% — 3y’z e g(z,y) =

22 + 9%, respectivamente.

Figura 10. Esboco de f(z,y) = 2 — 3y’x

o

Fonte: os autores
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Figura 11. Esboco de g(z,y) = 22 + y?

Fonte: os autores

1.3.2 Curvas de Nivel

Uma interessante aplicacao de curvas de nivel ou curvas de contorno pode ser
encontrada no estudo de superficies fisicas, por exemplo, na representacao de um
relevo. Isso é possivel, pois curvas de nivel sao curvas planas que unem pontos de
igual altura, ou seja, sao resultantes da intersec¢ao da superficie fisica considerada
com planos paralelos ao plano zy.

As curvas de nivel sao utilizadas por cartografos para mapear terrenos com vales,
montanhas e morros. O desenho dessas curvas, que unem pontos de uma mesma
elevacao colocado num mapa, chamado mapa topogréfico, permite ao observador

obter um panorama mental dos contornos do terreno no plano tridimensional.

Defini¢ao 1.4. Seja z = f(z,y) uma fungao de 2 variaveis. O conjunto de pontos
(x,y) € D(f), tais que f(z,y) = k, onde k é uma constante, é chamado curva de
nivel de f, correspondente ao nivel k.
Observacao 1.1.

- A funcado f é constante sobre cada curva de nivel, pois f(z,y) = k;

- As curvas f(x,y) = k sdo subconjuntos do grafico de f;

- As curvas de nivel sao utilizadas para facilitar o esbogo do grafico de f. Se a
distancia entre as curvas de nivel é grande, tem-se que f varia (cresce ou decresce)

lentamente. Curvas de nivel proximas indicam que f varia rapidamente.

Exemplo 1.10. Trace o gréafico das curvas de nivel da fungao f: D(f) C R* - R
dada por f(x,y) = 2% — %
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Solugao:
O dominio de f é R? e sua imagem é R. Para tracar as curvas de nivel deve-se

considerar 22 — y? = k, onde k € R. Assim:

Parak =0= ¢*>=2?=y =tz (Bissetrizes);

Parak > 0= 22—y’ =k

.’L'Q yQ

VE?  (VE)?

Parak < 0= 9> —2%=—k

=1 (Hipérbole com foco no eixo z);

- =1 (Hipérbole com foco no eixo y).

A Figura 12 representa o traco das curvas de nivel de f e a Figura 13 representa
o grafico de f.

Figura 12. Curvas de nivel do Figura 13. Gréafico da funcao f
Exemplo 1.10 do Exemplo 1.10

\ sty ,
N\ s

\
/ N\
g o
7 N

Fonte: os autores Fonte: os autores

Exemplo 1.11. Considere a fungao f : D(f) C R? — R dada por f(z,y) = 2% +y>.

Determine:

a) o dominio e a imagem de f;
b) as curvas de nivel de f correspondentes aos niveis k = 1,2 e 3;
¢) um esbogo do gréafico.

Solugao:

a) D(f) = R?, pois V(x,y) € R? pode-se calcular 2% + 3? e Im(f) = RT, pois
2 +y* > 0.
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b) As curvas de nivel sdo dadas por f(z,y) =k, onde k € R™.
Para k =1 = z? 4+ y* = 1 (circunferéncia de raio 1);
Para k = 2 = 22 + y* = 2 (circunferéncia de raio v/2);
Para k = 3 = 2% + y? = 3 (circunferéncia de raio v/3).

Geometricamente, as curvas de nivel correspondentes ao niveis
k = 1,2 e 3 sdo as circunferéncias de raio 1, v/2 e /3, respectivamente. Podem-
se escolher niveis & > 0, pois, caso contrario, obtém-se 22 + y> < 0, o que é

um absurdo.

c) O grafico das curvas de nivel pode ser observado na Figura 14 e o grafico de

f na Figura 15.

Figura 15. Gréafico da funcao f
Figura 14. Curvas de nivel do do Exemplo 1.11

Exemplo 1.11

Fonte: os autores
Fonte: os autores

Exemplo 1.12. Considere a fungao f : D(f) C R*> — R dada por f(z,y) =

9 — 22 — 3%, Determine:
a) o dominio e a imagem de f;
b) as curvas de nivel de f correspondentes aos niveis k = 0,1 e 2;

c¢) o grafico de f.
Solugao:

a) O dominio é dado por D(f) = R?, pois V(z,y) € R?, pode-se calcular f(z,y) =
9 — % — y?. Para a imagem tem-se Im(f) = {z € R|z < 9}, pois 2* + y* > 0,

entao 9 — 2% —y? < 9.
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b) As curvas de nivel sdo dadas por f(z,y) =k, onde k£ < 9.
Parak=0= 9—22—4>=0
r? +y* =9 (Circunferéncia de raio 3);
Parak=1= 9—22—3y?=1
2?4+ 1y? =8 (Circunferéncia de raio 2v/2);
Parak =2= 9—22—y*=2
2% +y* =7 (Circunferéncia de raio /7).

Pode-se escolher niveis k£ < 9, inclusive negativos, uma vez que, caso contrario,

obtém-se 9 — 22 — %2 > 9, o que é um absurdo.

c) O grafico das curvas de nivel esta na Figura 16 e o gréfico de f na Figura 17.

Figura 17. Gréafico da Funcao f
Figura 16. Curvas de nivel do do Exemplo 1.12

Exemplo 1.12

Fonte: os autores

Fonte: os autores

Exemplo 1.13. Considere f : D(f) C R? — R, dada por f(z,y) = /9 — 22 — y2.

Determine:
a) o dominio e a imagem de f;
b) as curvas de nivel de f correspondentes aos niveis k = 0,1,2 e 3;
c¢) o grafico de f.
Solugao:

a) O dominio da fungao f corresponde aos pares ordenados (z,y), tais que 9 —

22 —y? > 0, portanto

D(f) ={(z,y) e R*|9— 2> —y* > 0} = {(z,y) e R*|9 > 2* + y*} .
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Assim, imagem da funcao f é dada por:

Im(f) ={z € R|0 <z <3}

b) As curvas de nivel sdo dadas por f(z,y) = k, ou seja,

Parak =0 = 9— 22— 2 =0

2 +y*=9 (Circunferéncia de raio 3);
Parak =1 = m —1

22 +y?> =8 (Circunferéncia de raio 2v/2);
Parak =2 = /9—22—y2=2

2?2 +y?> =5 (Circunferéncia de raio v/5);
Parak =3 = m _3

22+ y*=0 (Ponto (z,y) = (0,0)).

Note que para valores de k > 3, a interseccao do plano z = k£ com a superficie

é vazia. Além disso, os valores de k nao precisam ser niimeros inteiros.
c) O grafico das curvas de nivel e o gréafico de f estdo, respectivamente, nas

Figuras 18 e 19.

Figura 18. Curvas de nivel do Figura 19. Grafico da funcao f
Exemplo 1.13 do Exemplo 1.13

Fonte: os autores Fonte: os autores

Para o caso de fungoes de 3 (ou n) variaveis, é possivel obter as superficies de
nivel, que sdo as superficies com equagao f(z,y, z) = k, onde k é uma constante. Se
(z,y, z) se move ao longo de uma superficie de nivel, o valor de f(x,y, z) permanece

fixo.
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Exemplo 1.14. Determine as superficies de nivel da funcao f : R® — R, dada por
flz,y,2) = 42° + y* + 2°).

Solugao:

A fungao f é sempre positiva, logo s6 faz sentido calcular as superficies de nivel
k> 0. Se k =0, temos 4(2* + y*> + 2?) = 0 & (z,y,2) = (0,0,0). Para obter as

superficies de nivel k > 0, calcula-se 4(z* + y? + 2?) = k, de onde decorre a equagao

k
x2—|—y2—|—z2:1

Portanto, para k > 0 tem-se uma familia de esferas de centro (0, 0,0) e raio -

1.3.3 Exercicios

Descreva e esboce as curvas de nivel de cada fungao para os valores
dados de c.

a) flz,y)=25—22—¢2,  ¢=0,1,2,3,4,5
b) f(z,y) =2 + 32, c=2,4,6,8
c) flz,y) =y, c==+1, £2, ..., £5.
Seja f: D(f) C R* —» R, dada por f(z,y) = In(2z +y — 2).
a) Estime f(1,1).
b) Calcule f(1,e).
c) Determine D(f) e Im(f).
d) Esboce D(f) graficamente.
e) Obtenha as curvas de nivel de f.
Seja f : R? = R, dada por f(z,y) = z'e®®.
a) Calcule f(2,0).
b) Determine D(f) e Im(f).
c) Esboce D(f) graficamente.
Seja g : D(g) C R? — R, dada por g(z,y,2) = In(36 — 2? — y* — 22).

a) Calcule g(5,3,1).
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b) Determine D(f) e Im(f).
Determine e esboce o dominio das func¢oes dadas por:
a) f(z,y) =vr—yh(z+y)
b) g(x,y) = VI +\/y
N

) hlz,y) = Y=
6 + 2y
d = ="\
) m(ﬂ?,y) $2+y2—9
Determine e descreva o esbo¢o do dominio das fungoes de 3 varié-
veis:

a) f(z,y,2) = \/4—x2—y2—z2

b) g(z,y,z) = In(36 — 42* — y* — 42?).
Respostas

1.5.
a) ¢ =5: ponto, ¢ = 1,2, 3,4: circunferéncia de raio V25 — 2.
b) ¢ =2,4,6,8 : circunferéncia de raio /c.
c) c==%1,£2,..., 45 curvas y = £°.
1.6.
a) 0.
b) 1.
c) D(f) ={(z.y) e R?ly > 2 —2z}; Im(f) =R.
e) A curva de nivel k é a reta y = —21 + 2 + e*.

1.7.
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a) 0.

b) D(g) ={(z,y, 2) € R*|2? + y* + 2 < 36}; Im(g) = {w € Rjw < In(36)}.
1.9.

a) D(f) ={(z,y) eR*| —z <y <z}

b) D(g) = {(z,y) € R*[z > 0,y > 0}

c) D(h) ={(z,y) € R?|ly > 2* x # £1}.

d) D(m) = {(z,y) € R*[2® +y* # 9}.
1.10.

a) D(f) ={(z,y,2) e R?|2? + y* + 2% < 4}.

2 2 22
b) D(g) = {(m,y,z) € RB’? + 36 + 5 < 1}.
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Capitulo

Limites de Funcoes Reais de n

Variaveis

Quando se calcula o limite de fungoes reais de 1 variavel, isto é, lim f(x) =
L, toma-se uma vizinhanca de L, de tamanho € e obtém-se uma Vi;i_r)lﬁjanga de
zg, de tamanho 0. Ou seja, dado ¢ > 0, 36 > 0, tal que se 0 < |z — xo| < §
entdo |f(z) — L| < e. Ambas as vizinhangas sdo unidimensionais: para garantir a

existéncia do limite, calculam-se os limites laterais & esquerda ( lim f(z)) e a direita

x_)zo
(lim f(z)) de x = xo.
m%ﬂ?b‘r

Quando se calcula o limite de uma fungao real de 2 variaveis f(z,y), uma vizi-
nhanca de um ponto (xg, o) é uma bola bidimensional de centro (z,y) e raio d,
como se observa na Figura 20.

Além de considerar os limites laterais (pela direita e pela esquerda), existem
outras possibilidades de direcao que podem ser consideradas.

Se a fungao for de 3 variaveis, uma vizinhanga de um ponto (xg, yo, 20) € uma
bola tridimensional (geometricamente uma bola de raio §). Para quatro ou mais
dimensoes nao ¢é possivel visualizar geometricamente uma bola, embora de maneira
abstrata todos os calculos podem ser feitos.

Portanto, serao formalizadas as nogoes de limite e continuidade de funcoes de 2
variaveis a fim de tornar as contas mais simples. Todas as defini¢oes e resultados

sao analogos para funcoes de n varidveis.
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Figura 20. Vizinhanga de um ponto (zg, yo)

L-€ f(x,y) L L+e

Fonte: os autores

Em matematica, dizemos que um ponto é ponto de acumulacao de um conjunto
quando é possivel obter uma aproximacao dele por meio de infinitos outros pontos

do conjunto, de modo que ela seja tao boa quanto se queira.

Definigao 2.1. Sejam f : A C R?> — R uma fungao de 2 varidveis, (x¢,7o) um

ponto de acumulacao de A e L um ntmero real, entao:

lim flz)=L< VYe>0,36 >0, talque V(z,y) € D(f), se

(@,y)=(20,y0)

0 < ||(x,y) — (zo,y0)|| <, entdo |f(x,y)— L|<e.
Conforme indicado na Figura 20, a medida que os pontos (x,y) se aproximam

de (zo, o), temos que os valores f(z,y) se aproximam do valor L.

Observacao 2.1. Considerando d((z,y), (xo,%0)), a distancia euclidiana entre os

pontos (z,y) e (xg,yo), temos

(2, 9) = (20, 90)l| = d((2,y), (x0,30)) = V/(z — 20)* + (y — v0)*.

Exemplo 2.1. Mostre que lim 3z+4+2y="T.
(,9)—(2,1/2)
Solugao:

Pela defini¢ao de limite, dado um valor € > 0, deve-se exibir um ¢ > 0 (sendo o

valor § dependente do valor £ dado), tal que se 0 < \/($ —2)2+ (y — %)2 < 6 entao
|3z + 2y — 7| < e.
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De fato, [3z +2y — 7| =3z =6+ 2y — 1| = [3(z —2) +2(y — 3) |
Como [3(z —2)+2(y—2)| < [3(z —2)] + 2| (y— 3) | e ainda 3|(z — 2)| =

VBGE=P, 2/ (y— 1) | = /12 (y — 3)I? tem-se

Br+2y—7 <3/ —22+2¢/(y—3)

<syfe-2+ -9 +2le -2+ - 1)
<30+20
= 5.

Portanto, para que |3z + 2y — 7| < 5§ < ¢, basta considerar § < £.

Observacao 2.2. Note que o valor L = 7 & justamente a imagem da funcao f(z,y) =
1
3x + 2y no ponto (2, 5) .

A imagem da fungao no ponto, se existir, sera o candidato L a limite da funcao
neste ponto. De maneira geral, se f(z,y) é um polinémio de duas varidveis entao
lim  f(z,y) = f(zo, %)
(z,y)—(z0,y0)
Se h(z) = f(x,y0) e g(y) = f(zo,y) e, além disso, se os limites lim A(x) e
Tr—xTQ

lim g(y) existem entao
Y—Yo

lim  f(z,y) = lim h(x) e lim  f(z,y) = lim g(y).

(z,y)—=(z0,y0) T—T0 (z,y)—(z0,y0) y—yo
Exemplo 2.2. Considere a funcao f : R? — R, dada por f(z,y) = ax + by, onde
a,b € Rea#0. Mostreque  lim  f(z,y) = axo+byoy, para todo (zg,yo) € R

(z,y)—(z0,30)
Solugao:
Pela defini¢ao de limite, dado um valor ¢ > 0, deve-se exibir um § > 0, tal que
se 0 < \/(:1: —20)2 4 (y — yo)® < 6 entdo |az + by — axy — bxo| < e.
De fato, |ax + by — axg — bxo| = |a(x — xo) + b (y — vo) |.
Como |a(z —x0) +b(y — o) | < la(z = 20)| +[b(y — yo) | e ainda |a||(z — 20)| =

lal/(z = 20)2, bl| (y = y0) | = [bly/(y — 90)” tem-se

laz + by — azo — bao| - < lal /& — 20 + bly/ (5 — )’
< Jaly/ (@ — 20)? + (5 — 90)° + 1By (& — 20)* + (¥ — o)’
< |ald +|b]
= (a] + B])5

Portanto, para que |ax + by — axy — bzg| < (|a|] + |b])0 < e, basta considerar
£

0 <

lal + 16
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Teorema 2.1. Seja f : A C R? — R uma fungao. Se o limite de f quando (z,y) se
aproxima de (zo, o) existe, entdo ele é unico.

Escrever que lim  f(z,y) = L significa que ndo importa como ou em qual
(mzy)%(m(hyo)

dire¢ao os pontos (x,y) aproximam-se de (zg, o), o valor do limite, quando existe,
é unico. O proximo Teorema serd ttil para o caso em que é necessario mostrar que

uma fun¢do nao é limitada, isto é, que o limite ndo existe no ponto (zo, yo)-

Teorema 2.2. Se a funcao f(z,y) tem limites diferentes quando (x,y) tende a
(20, y0) através de pelo menos dois conjuntos distintos que tém (zg, yo) como ponto

de acumulagao, entdo nao existe  lim  f(x,y).
(z,y)—(zo,y0)

Exemplo 2.3. Seja f : D(f) C R*> — R, dada por f(z,y) = Tyz’ calcule os
T Yy
limites:
a lim x, b lim z,Y).
) i f(y) ) pim (@)
Solugao:

a) Como a fungao esté definida em (1, 2), entao calcula-se o limite ( l)inh ) f(z,y)
:’v7y _> b
substituindo x por 1 e y por 2, isto é,

Ty 1-2 2

li = = _.
(x,y)lgél,z) x?+y? 12422 5

Lim Yy )
(z,)—(0,0) 22 + y?

A fungao f néo esta definida em (0, 0), assim para calcular o limite é necessério
provar a sua existéncia. Primeiramente, procura-se um candidato a limite

utilizando diferentes caminhos que contenham o ponto (0, 0).

Os caminhos mais usuais sao os proprios eixos = e y, mas também podem ser
utilizadas curvas distintas, tais como a bissetriz x = y, as parabolas x = y? e
y = 22 ou ainda as coordenadas polares = r cos(f) e y = rsen(f). Se todos
apontarem um mesmo valor L, deve-se usar a Defini¢ao 2 para demonstrar que

o limite é L.

Escolhendo um primeiro caminho como sendo o eixo x, isto ¢, a reta y = 0

tem-se:

/(0= e g =20 =0
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Escolhendo a bissetriz y = x, tem-se:

2

. ) |
iy f (e, x) = lim 575 = lim 5

1

5

Assim, de acordo com o Teorema 2.2 nao existe lim  f(x,y).
(2,y)—(0,0)

A Figura 21 apresenta o grafico da funcao f.

Ty
x? + y?

Figura 21. Grafico de f(z,y) =

Fonte: os autores

3 2
Exemplo 2.4. Considere a fungao f : D(f) C R? — R, dada por f(x,y) = %
z Y

o f(z,y).

Calcule lim
(@,y)—(0

Solugao:
Existem duas possibilidades: o limite da funcao existe ou nao existe. Para
calcular o limite, primeiramente utilizam-se diferentes caminhos na tentativa de

obter um candidato a limite, pois a fun¢ao nao esta definida em (0,0). A seguir,
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utiliza-se a definicao formal de limite para provar que o candidato é de fato o valor

do limite da fungao.
Caso seja possivel exibir dois caminhos distintos que resultem em valores dife-

rentes para o limite, pode-se afirmar que o limite nao existe.
Utilizando como primeiro caminho s; = {(z,y) € R? |y = 0} (o eixo horizontal):

hmf(x 0) —hm%—hmO—O

z—0 z—0
Usando a bissetriz y = z, isto é, so = {(z,y) € R* |y = =} tem-se:
3z? 3z

g Sl w) = 55 = w5 =0

Em coordenadas polares, utilizando circunferéncias centradas em (0,0) tem-se
para s3 = {(z,y) € R? |y = rcos(#), z = rsen(f)}:

lim  f(rcos(f),rsen(f)) = lim 3(r cos(6))?r sen(0)

= 0.
(r,0)—(0,0) (r,6)—(0,0) r2

Esses resultados nos levam a supor que o limite existe e o candidato ¢ L = 0.

Por defini¢ao, dado € > 0, 3 B((0,0),0), tal que se 0 < [|(z,y) — (0,0)|| < ¢ entao

3 2
Ty 0] <e
2?2 + y?
De fato:
3%y 322y
g = S Wl <= 9V S VAR < i
Tomando § = % e como ||(z,y) — (0,0)|| = /22 + y?, tem-se:
S o <5yt <35<3(5) =
2+ 2 v’ 3
Logo, lim T,Y) =
& (z,)—(0,0) f@,9)
. . - 3a%y
Outra maneira de verificar que o limite lim ———— = 0 usa o Teorema do

(@)—(0,0) 2% + y?
Confronto. Basta verificar que
3%y —0] <3y/x?2+y?e lim 3yx2+y2=0
22 4 12 (2,9)—(0,0) '
O grafico da fungao f pode ser visto na Figura 22.
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322y

Figura 22. Gréfico de f(z,y) = m
z )

Fonte: os autores

2
Exemplo 2.5. Considere f: D(f) C R? = R, dada por f(z,y) = vy

a) Calcule  lim x,Y).
) (wvy)—>(—173)f( v)

a) Mostre que nao existe o limite lim  f(z,y).
(2,y)—(0,0)

Solugao:

. %y 1-3 3
a) lim . =,
(@y)—(—1,3) o4 + 32 T 149 10

b) Considere o caminho s; = {(x,y) € R*|y = 0ex # 0}. Tem-se

2
hmf(a: 0) = hmgg—0 =lim0=0.

x—0 x—0 x4 —+ 0 z—0

Considere o caminho s, = {(z,y) € R? |y = z}. Tem-se

x2x

li =lim —— =1 =
250 f(w,z) 230 xt + 22 250 241

Considere o caminho s3 = {(z,y) € R? |y = 2%}. Tem-se

x4_|_y2'
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Portanto, # lim  f(x,y). Veja o gréfico de f na Figura 23.
(,y)—(0,0)

%y

Figura 23. Grafico de f(z,y) = T@ﬂ
x

Fonte: os autores

Exemplo 2.6. Considere a fungao f : D(f) C R? — R, dada por:

1 2
fla,y) = (:HE)‘U’ =70
0, =0

a) Calcule . l)urzo 0 f(z,y) ao longo de y = mx, m # 0.

b) Determine lim  f(z,y) ao longo de z = y>.
(z,9)—(0,0)

Exist li
c) Existe L flz,y)?

Solugao:

1
a) lim (:v + —) (mx)? = lim m*2® + m%x = 0.
x

x—0 x—0

1
b) lim(y + )y —hmy +1=1.
y?

y—0

c) . l)m% : f(z,y) nao existe, pois os dois limites dos itens anteriores sao distin-
z,y)—(0,0
tos.
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Exemplo 2.7. Mostre que nao existe  lim %s(yg.
(z,y)—(0,0) 32° +y
Solucgao:
Os limites considerando os caminhos s; = {(z,y) € R?|z = y*} e 55 = {(z,y) €

R?|z = y} tém valores distintos: 0 e 1, respectivamente. Logo nao existe o limite
XY COS
lim YY) (y)
(2.9)=(0,0) 3x% + y?

2.1 Propriedades dos limites de funcdes reais de 2 varidveis
Sejam f e g fungoes reais de 2 variaveis, tais que

lim  f(x,y)=1L e lim  g(z,y) = M.

(#,y)=(20,0) (#,y)=(20,0)

Nessas condigoes, valem as propriedades:

Lo lim  [f(z,y) +g(z,y)] =L+ M;

(z,y)—(w0,y0)

2. lim  c¢f(z,y) = cL, onde ¢ € R é uma constante qualquer;
(xzy)ﬁ(xoﬁyo)

(z,y)—(w0,y0)

=

. x,y) L
4. lim = —, desde que M # 0;
(@y)~(zowo) g(x,y) M 4 7

5. lim  [f(z,y)]" = [L]";

(mvy)_)(m()yyo)

6. lim )\”/f(m,y):{L/E,seLZOenEN*ouLSOenEN*impar;

(z,y)—(z0,y0

7. lim  In(f(z,y)) =In(L), se L > 0.

(z,y)—(x0,y0)

Exemplo 2.8. Utilizando as propriedades dos limites de fungoes reais de 2 variaveis,
calcule:

a lim  [zly + 32y — 2J;
) ("Evy)%(?’:_l)[ y y ]

3
-2
b) x Y

1 —7
(z.y)—(2,2) 12— 2y
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) I x+y—1
c im

(z,)—(0F, 1~ \/_— V1 —
Solugao:

a) Pelas propriedades 1,2,3 e 5 tem-se:

lim |2y + 32y — 2] = (3)*(=1) + 3(3)(=1) — 2 = —102.
(z.9)>(3,-1)

b) Ao tentar calcular o limite diretamente, percebe-se que ocorre uma indeter-

minag¢ao do tipo 8. Para levantar a indeterminacao, deve-se simplificar a

expressao:
, 3 — 2zy x(z? — 2y)
lim ———— = lim ———01>,
(@n)-22) 22 =2y (@y-22) (22— 2y)
de onde tem-se
(2° — 2zy)

lim v = lim z=2.
(zy)—(22) (22 —2y) (z,9)—+(2,2)

c¢) Trata-se de uma indeterminagao do tipo g. Deve-se levantar a indeterminagao

multiplicando e dividindo a func¢ao pelo conjugado do denominador:

fim rty—1 lim (r+y-1) (Voe+vI-y)
@01 VE—VI—g @017 (VI - VI-5) (VI+ I y)
o @ty D+ VT—y)
(2.y)=(0+17) (z+y—1)

= lim Vr+4/1-—y

(z,y)—(0F,17)

=0.

E importante observar que, no caso do Exemplo 2.8, algumas indeterminacoes
podem ser levantadas sem utilizar os diferentes caminhos para encontrar um can-
didato a limite. Utilizando manipulagoes algébricas (simplificagdo da funcdo e/ou
multiplicac¢do pelo conjugado) e com as propriedades dos limites de fung¢oes de varias

variaveis foi possivel calcula-los sem a necessidade da defini¢ao.

2.1.1 Exercicios

Calcule os limites:

a) lim " —eV+1
(z,y)—(1,2)

b)  lim  ©
@)=00) Y
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% — 1y

c)

(zy)—(1,1) 22 — y?

1
d) lim In ( i )
(z,y)—(1,2) 2ry + 4

ysen(x)

e) lim :
(z,9)—(0,1) Y + 2T

Calcule os limites:

L sen(z +y) d)  lim (2 +3y?)
1 e Y
a> (a:,y)gr%o,o) T+ (zy)—(2,1)
2, .2 :

b)  lim vty e) (wl)lg%o’o)(fw +3vy +y+1)

(y)=(24) /22 +y2 + 4 — 2
c) lim % f lim Ty

(z,9)—(0,0) T + Y (zy)=(24) T — Y

Respostas
2.1.

a) 1
b) 1

1
C) 5

1
d) In (—)
8

1

e) 5
2.2

a) 1 ¢) nao existe e) 1

b) 2(v6+1) d) 5 f) —3
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Capitulo

Continuidade de Funcoes Reais de n

Variaveis

Neste capitulo, apresenta-se o conceito de continuidade para fungoes de 2 ou mais
variaveis. Assim como para fungoes de uma tunica variavel, define-se a continuidade
em termos de limites. Desenvolvem-se conceitos béasicos necessérios para os contet-
dos que serao abordados nos capitulos posteriores, estudos mais aprofundados sao

geralmente realizados em livros de Anélise.

3.1 Definicdo e Tipos de Descontinuidade

Definicao 3.1. Seja f : D(f) C R" — R uma fungao de n variaveis. Diz-se que f

¢ continua em P € D(f) se, e somente se:
1. existe li X);
existe Xgnpf( );

2. f(P) = lim f(X).

X—P

Caso contrario, diz-se que f é descontinua em P. Se existe )%imp f(X), mas este
—
limite é diferente de f(P), diz-se que X = P é uma descontinuidade evitavel ou
removivel. Se nao existe )}imp f(X), entdo se diz que X = P é uma descontinuidade
—

essencial.

Exemplo 3.1. Mostre que f : R? - R, dada por
x
, (z,y) #(0,0)

flz,y) = r? + y? é continua em (0, 0).
0, (z,y) = (0,0)
Solugao:

Para mostrar que f é continua em (0, 0), é necessario verificar as duas condigoes:
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1. existe )%gnpf(X);

Para verificar a existéncia do limite, é necessario primeiramente tomar dife-

rentes caminhos para encontrar um candidato a limite.

0
- i — 2 = -l = 1i _— =
Eixo z (51 = {(z,y) € R* |y = 0}): ili}l(l)f(x,()) }:13%\/? 0.
2

Bissetriz y =z (s2 = {(x,y) € R* |y = z}): ilg(l]f(:v,a:) glglir(l)@ 0.
3
- Pardbola x = y? (s3 = {(v,y) € R? |z = y*}): lim f(y? y) = lim L
y—0 y—0 y4 +y2

2
lim y

y—0 /y2+1

Os resultados levam a supor que 3 lim f(X) e que lim f(X) = 0. Por esse
X—P X—P

= 0.

motivo, deve-se provar que de fato o limite é 0.

Por definicdo, dado ¢ > 0, Y(z,y) € D(f), 30 > 0, tal que se

N zy
0 < /22 +9y? <0 entao | ——=—=—
y /x2_+_y2

— 0| <e.

Nota-se que:

2
Ll VR sl e
/x2+y2 \/$2+y2 \/$2+y2

Seja 0 = €, tem-se que se 0 < y/x2 4+ y? < § entdo \/% -0l <e.
e +y
Logo, lim  f(x,y) = 0. Lembre-se de que outra possibilidade para garantir a

(z,y)—(0,0)
existéncia do limite é usar o Teorema do Confronto.

2. f(P)= Jim f(X)

O valor da fungdo no ponto P(0,0) é igual ao valor do limite quando X — P, ou

seja, f(0,0) = 0. Logo a fungao f é continua em (0, 0).

Exemplo 3.2. Verifique que f : R? — R, dada por

42y
—_— 0,0 .
flr,y) =< a®+y3 (z,9) 7 (0,0) é descontinua em (0,0). Classifique a descon-
2, (xz,y) = (0,0)
tinuidade.
Solugao:

Para mostrar que f é descontinua em (0,0), deve-se verificar qual das duas

condicoes de continuidade nao é satisfeita.



Capitulo 3. Continuidade de Fungoes Reais de n Varidveis 39

1. existe )%gnpf(X);

Para verificar a existéncia do limite, é necesséario primeiramente tomar diferen-
tes caminhos para encontrar um candidato a limite ou concluir que nao existe

o limite. Tomando os caminhos y = 0, z = y* e y = x tem-se:

-eixo x (s = {(z,y) € R? |y =0}): hmf(a: 0) —hmg3 =0.

x—0
49
- pardbolax = y? (s = {(x,y) € R? |z = ¢* hm lim ————— =
p (o2 = {(r0) € B2 =02 I 07,0) = iy
0.
4a’x

- 1 1 — —= 2 — = _— =
bissetriz y = = (s3 = {(z,y) € R*|y = z}): hm flz,x) = lgr(l) P

Logo, ﬂ( l)m% : f(x,y). A descontinuidade é essencial.
0,0

Exemplo 3.3. Mostre que a funcao f : R?> — R, dada por

422y
—_— 0,0
flr,y) =< 22+ y? (z.y) #(0,0) é descontinua em (0,0). Classifique a descon-
2, (z,y) = (0,0)
tinuidade.
Solugao:

Para mostrar que f é descontinua em (0,0), deve-se verificar qual das duas

condicoes de continuidade nao é satisfeita:

1. existe %gnpf(X);

Para verificar a existéncia do limite, é necesséario primeiramente tomar diferen-
tes caminhos para encontrar um candidato a limite ou concluir que nao existe

o limite caso se tenha valores diferentes, pois o limite é tnico.

-eixo x (s = {(z,y) € R? |y =0}): hmf(a: 0) —hmE =0.

4y
- parabola x = 3 (5o = {(z,7) € R? |z = ¢/? hm lim —F—— =
p y* (s2={(z,y) |z =y*}): lim f(y,y) = I 1)
0.
bissetriz y = = { R?|y = z}): 1 i 2T
- bissetriz y = = (s3 = {(z,y) € y = x}): 1mf(:vx) xli%m_

3

Ny o5 = lim 22 = 0.

Os resultados levam a supor que o limite existe e ¢ igual a 0. E necessario

provar que esta afirmacao é verdadeira.

Por defini¢ao, dado € > 0, 3 B((0,0),9), tal que se 0 < [[(z,y) — (0,0)|]] < &
42y

z? + y?

entao

—O‘<e.
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De fato:
x;klfzzz - 0’ = ;296_2‘_‘2;’2 = 4‘y|x2:j—2y2 <Adly| = 4\/?72 <42yl <es b= i
Tomando 6 = i e como |[(z,y) — (0,0)]| = /22 + y?, tem-se:
;gfyyz—o‘ <4 x2+y2<45<4(i> =€

Logo, lim z,y) = 0.
& (z,y)—(0,0) fz:9)

2. f(P)=1i X);
£(P) = Jim, f(X)
O valor da fungao no ponto P(0,0) é f(0,0) = 2, diferente do valor do limite cal-

culado que é ( 1)1111( ) f(xz,y) = 0. Logo, a fungdo f possui uma descontinuidade
z,y)—(0,0
removivel, pois pode-se redefinir f no ponto P(0,0).

Exemplo 3.4. Mostre que a funcao f : R?> — R, dada por
4%y

—— (=, 0,0

0, (xz,y) = (0,0)

Solugao:

¢ continua em (0,0).

Pelo Exemplo 3.3, como  lim  f(z,y) = 0, tem-se que esta fungao é continua

(2,4)—(0,0)
em (0,0).

Teorema 3.1. Sejam f e g fungoes reais de n varidveis continuas no ponto

P(z9,25,...,2%) € R™. Se g(P) # 0, entdao f + g,i e f - g sdo continuas em
g

P.

Exemplo 3.5. Discuta a continuidade das fungoes:

a) f(x,y) =423y +dbwy? +x + T;

r+y—1 '
22y + 22 — 3ay — 3x + 2y + 2’

c) f(x,y) = In(z?y* + 3).

b) f(z,y) =

Solugao:

As fungoes de a) e b) sdo resultado de soma, produto e quociente de fungoes
continuas. Portanto, as duas sao funcoes continuas em seus dominios. Precisamente
no caso do item c), o resultado que garante a continuidade da fun¢do em seu dominio

é o Teorema 3.2.
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Teorema 3.2. Se f : D(f) C R — R ¢ uma func¢éo continua em um ponto a e

g: D(g) C R? = R uma funcao, tal que lim g(x,y) = a entao

(z,y)—(x0,y0)

lim f@@wﬂzf( lim g@wv-

(@,y)—=(20,90) (z,y)—=(z0,0)
Exemplo 3.6. Calcule os limites:

a lim In(2® 4+ 2y — 1);
) (zy)—(1,2) ( y=1)

b lim  cos(x + vy).
) (z,y)—(0,%) ( y)

Solugao:

a) Pelo Teorema 3.2, fazendo f(z) =In(z) e g(x,y) = 2* + zy — 1 tem-se:

lim In(z®+zy—1 :ln( lim 2% +x —1) = In(2).
(z,y)—(1,2) ( Y ) (z,y)—(1,2) Y ( )

b) Pelo Teorema 3.2, para f(z) = cos(z) e g(z,y) = = + y tem-se:

T
lim cos(x + y) = cos ( lim =+ ) = oS <—> = 0.
(z,y)—(0,%) ( y) (x,y)—(0,3) Y 2

3.1.1 Exercicios

Discuta a continuidade das fungoes:

—, (T 0,0 -
a) f(r,y) = z? + y? (w.4) 7 (0.0) c) g(z,y) = z+y’ (z,y) # (0,0)
0 @y =00 0, (#,9)=(0,0)
2

b) h(z,y) =z In(zy)

Respostas

3.1

a) E descontinua apenas em (0,0).
b) E continua em seu dominio.
c¢) Nao ¢é continua em (0,0).

d) E continua em seu dominio.
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3.2 Lista de Exercicios
Os exercicios a seguir revisam os principais conceitos estudados até o momento.
Para cada fun¢ao, determine o dominio e o conjunto imagem.
a) f(z,y) = cos(zy)

b) fwy) = 5

y2_x2
c) fl,y,2) =z
2
x
d) f(z,y,2) = PR

Descreva as curvas de nivel das fungoes.

a) f(z,y) =
b) f(z,y) =In(z* + y?)

) )= Y

d) f(z,y) =tg™" (g)

X

Determine os limites, se existirem.

2 lim v —y° d)  lim  cos(Y|zyl — 1)

(zy)=(L1) T —y (2.9)—(1.1)

2_2 2
b)  lim e¥sen(z) e) lim w
(z,y)—(0,0) x (z,y)—=(1,1) =y
c) lim et Y

(2,y)—(0,In(2))

Considerando diferentes caminhos, demonstre que as func¢oes nao

possuem limite quando (z,y) — (0,0).

) e = (5 ‘y2)2

:E2+y2

$2+y2
b) g(z,y) = 0
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x
c) h(xz,y) = \/Tyz
n
Analise a continuidade da fungao f(z,y) = - x(;y)7 seay 70 )
1, sexy =20
Respostas

3.2
a) D(f) =R Im(f) = [~1,1
b) D(f) ={(z,y) € R* | y # +a}; Im(f) = (—00,00)

c) D(f) ={(z,y,2) € R*| 2 > 0}; Im(f) =[0,00)
d) D(f) =R —={(0,0,0)}; Im(f) = [0, 1].

3.3 As curvas de nivel £ sao:

a) retasy:%—x,k>0
b) circulos 2% + y? = eF

c) parabolas y = k?2%, k>0, 2 # 0
d) retas y = tg(k)z, x # 0 passando pela origem.

3.4

a) 2 ¢) 1 d) 1

2

b) 1 e) 0.

3.5

a) Considerar, por exemplo, y =z e x = 0.
b) Considerar, por exemplo, z =0 ¢ y = x°.

¢) Considerar, por exemplo, z =0 e y = 0.

3.6 f é continua em R2.
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Capitulo

Derivadas de Funcoes Reais de n

variaveis

Seja T : D(T) C R? — R uma fun¢io definida numa regido do plano. Pode-
se dizer que essa funcao represente, por exemplo, a temperatura do solo de uma
plantagao e que seja escrita como T'(z,y) = 2z + y, onde (x,y) ¢ o vetor posigao
de um individuo sobre a plantacao.

Seja Py(xg,yo) um ponto dessa plantacao. Com que taxa T varia quando se
caminha de Py em uma direcao especifica? Em qual dire¢cao a temperatura aumenta
mais? Existe uma direcao na qual ela se mantém constante?

Pode-se pensar que qualquer direcao fica bem determinada se fixado um referen-
cial ortonormal para a regiao bidimensional no caso da func¢ao real de 2 varidveis
T.

Observa-se que, se o individuo se move somente na direcao do eixo x, entao a
temperatura passa a depender somente da variavel x, isto ¢, y se mantém constante
em T(z,y0) = T(x) = 22% + yo. Analogamente para o eixo y, onde T serd uma
funcao apenas da variadvel y e & considerada como constante.

Mas como calcular a taxa de variacao de T partindo em uma direcao que nao é
paralela a de nenhum eixo coordenado? Quais sao as diregoes em que se encontram
a maxima e a minima taxa de variacao de 17

Considere o paraboloide z = 2% + 9% e o plano z = 1 conforme Figura 24.
Seja P(1,2,5) um ponto sobre a curva C' resultante da intersec¢do do plano com o

paraboloide, como calcular a inclinacao da reta tangente a curva C' em P?
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Figura 24. Interseccao das superficies z = 22 +y? e v = 1

Fonte: os autores

A procura das respostas para estas perguntas motiva o estudo de derivadas par-

ciais, derivada direcional e gradiente de uma funcao.

4.1 Derivadas Parciais

Defini¢ao 4.1. Sew = f(xy, 9, ..., x,) é¢ uma fun¢do real de n variaveis e (z1, za, ..., x,) €
D(f), entao as derivadas parciais da fungdo w em relagao as variaveis x1, xa, ..., T,

sao dadas por:
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ow _ 1
or, Arrso
ow

— = lim
a{I,'Q Azo—0

ow i
— = lim
a[ljn Azyp—0

se os limites existirem.

Lé-se: derivada parcial de w = f(z1, xo, . .

flo1+ Az, 20,0, 2) — f(21, 22, ..., 20)

AIL’l ’
f(xth—'—Aanm{i)"')xn) - f(fI)l,[L'Q,...,l‘n)‘
A$2 ’

f(zy, g, ..

ST+ Axy) — f(x1, 29, ..., 1)

Az, ’

., Tp) em relacdo a variavel ;.

Observagao 4.1. Se z = f(z,y) ¢ uma fungao real de 2 variaveis e (z,y) € D(f),

entao as derivadas parciais de z em relagao as variaveis x e y sao dadas, respectiva-

mente, por:

f(x+Ax,y)—f(x,y)

Azx ’

9z a—f(az ) = lim
@y_ay Y  Ay—0

[,y + Ay) — f(z,y)

Ay ’

se estes limites existirem.

Observacao 4.2. As derivadas parciais de f no ponto P(xg,yo) sdo dadas por:

af

f(xo + Az, y0) — f(20,20)

g \F0:%0) = lim

Ax ’

of

f (o, 0 + Ay) — f(20, Yo)

3_y($0’ Yo) = Alglglo

Ay i

se os limites existirem.

As regras de derivacao para calcular as derivadas parciais de uma func¢ao de n

variaveis sao as mesmas regras utilizadas no calculo das derivadas de uma fungao de

1 variavel.

Vale ressaltar que uma derivada parcial de uma funcao de 2 ou mais variaveis

é obtida pela derivagao de uma curva que representa um caminho sobre a fungao

e que esse caminho é paralelo & variavel escolhida. Por consequéncia, as demais
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variaveis nao sofrem variacao ao longo desse caminho, isto é, permanecem constan-
tes. Portanto, uma derivada parcial é obtida considerando-se apenas uma

variavel de cada vez.

Exemplo 4.1. Para cada uma das fungoes, calcule as derivadas parciais indicadas:

T+y 0z 0z
a) z=1In , — e =

T —y ox Ay

0z 0z

ox dy

ou  Ou ou

— — e —.

ox’ Ot 0z

b) z = z%sen(y),
c) u=1z*+y w23,
Solugao:

a) Z:1n< x+y).
r—Yy

Considerando-se a variavel y como constante, calcula-se a derivada parcial em

relacao a x aplicando as regras de derivagao conhecidas:

0= __ 1 4 (3: i y) : (Derivada do logaritmo natural)
Ox r+y dr\z—y
T—y
oz 1 1 (z+y = l-(z—y)—(z+y)-1
or x+y5(x—y) { (x —y)?
r—Yy

(Derivada da Poténcia e Regra da Cadeia)
0z _1(xz+y - %
or  2\z—vy (x —y)?

5 -3 (=) el

0z Yy

Ox 72 — g2
Para o calculo da derivada parcial em relacao & y, considera-se a variavel x
como constante. Existem diferentes maneiras de efetuar este calculo, embora

z
todas resultem no mesmo resultado. Calcula-se 90 de maneira diferente do
Y

0z
que foi feito para —, para ilustrar este fato. Aplicando as propriedades dos

ox

logaritmos, reescreve-se a fungao z como:

2= Llinr +) ~ In(x )]
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Derivando z em relagao a y:
0z 1 d 1 d

o iy Y Ty Y
(Regra da Cadeia)

0z 1 1

oy “ary WAy Y

9= _ 1 1

dy  2@x+y)  2z—y)

0z (x—y)+(x—y)

dy 2(z +y)(z —y)

0z y 0z x
Portanto, — = ————e — = ——.
ox 22—y Oy a2 —y?

b) z = z%sen(y).

Para calcular a derivada parcial em relacao a x, considera-se y como constante:

0z
— = 2xsen(y).
e ()
Para a derivada parcial em relagao a y, tem-se x como constante:
0z 9
— =x"cos(y).
2y ()
As Figuras 25, 26 e 27 apresentam, respectivamente, o grafico da funcao z =

. .. 0z 0Oz
r?sen(y) e os graficos de suas derivadas parciais a2 ¢ 90
x

oy’

Figura 25. Grafico da fungio z = z%sen(y)

Fonte: os autores
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0
% Figura 27. Derivada :

Fi 26. Derivad 9.
igura erivada - Ay

Fonte: os autores

Fonte: os autores

c) u=x?+ y oz’

Teém-se quatro varidveis independentes: z,y,t e z. Portanto, para calcular as
derivadas parciais em relacao a cada uma das variaveis, consideram-se como

constantes as trés variaveis restantes:

0

8_u = 2z + y*t23,
T

0

0

a_u = 32%y%at.
2

Exemplo 4.2. Considere a funcao f : D(f) C R* — R, dada por

23 — o2
f(IL‘ y) _ m se (:E?y) 7é (070)
0 se (z,y) = (0,0)
of
Calcule 9z e 8_y
Solucgao:

Para a primeira parte, isto é, se (x,y) # (0,0), procede-se normalmente cal-
culando a derivada parcial com a regra do quociente. Para a segunda parte (em

(z,y) = (0,0)), calcula~se a derivada parcial por defini¢ao (veja a observacao 4.2).
Usando a definigdo obtém-se g—i(o, 0)=1e g—zjj((), 0) .

A Figura 28 ilustra o gréafico da funcao f.
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Figura 28. Grafico da fungao f do Exemplo 4.2

Fonte: os autores

4.2 Derivadas parciais sucessivas

Seja z = f(x,y) uma fun¢ao de 2 variaveis. Se existem as derivadas parciais
0z 0z

9 e 90 estas derivadas sao fungoes de 2 variaveis e sao chamadas de derivadas
T Y
0 0
parciais de 1# ordem de f. Se 8_2 e a—z sao fungoes de x e y, entao se podem ter as
T Y
derivadas parciais de 22 ordem dadas por:
Pz 0 [0z 02z 0 [0z
Zex = 3 5 — a_ |3 ]> Zry = =3 |35 ]
0z2  Ox \ Ox Y Oyox y \ Oz
0z 0 [0z 02z 0 [0z
Z. = a0 = — —— N Z. r — = — —— 9
Weooyr oy \oy)’ ' 0x0y  0x \ Oy

se estas existirem. As derivadas z,, e z,, sdo chamadas de derivadas mistas.

Do mesmo modo, podem-se obter as derivadas parciais de 3% ordem de f:

oo (B P 0%
003 Oxr \ 022 )] YRR 0220y Ox \ Oz0y )’
L Pz J 9%z '\ L Pz a 9%z '\
WET 0x0yox Ox \Oyox ) T oy20x Oy \oyox )’
Z_@%_g&' z_83z _ 0 02z
Y oyox? Oy \0x2 )’ Y gyoxdy Oy \ 0x0y )

Assim, pode-se derivar sucessivamente uma funcao de 2 variaveis.
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Observacao 4.3. As derivadas sucessivas de func¢oes de n variaveis tém notacao
semelhante as derivadas parciais sucessivas de fungoes de 2 variaveis. Considerando

w = f(x1,...,2,), tem-se:

Or 0 (O,
8351%_8@ @Ij ’ )T et

Defini¢ao 4.2. Uma Bola Aberta B((xo,40),7), de raio r e centro (xg,yo) ¢ um

conjunto de pontos (z,y) tais que a distancia a (xg,yo) ¢ menor do que 7.

Teorema 4.1. (Permutabilidade da ordem de derivagao): Se f é uma funcao de 2

of of *f Of

variaveis definida numa bola aberta B((zg, yo),r) tal que 90 By’ Byon e o sao
fungoes continuas em B((xg,yo), ), entao:
OF o) = 2L (o, w0)
By 0,%) = 820y 0,Y0)-
0?2z 0%z 0%

Exemplo 4.3. Considere a fungao z = e¥ sen(2x) + x. Determine
D3z
Oxdyox’

0x2’ Oy?’ 0xdy

e

Solucgao:
Para determinar as derivadas sucessivas, primeiramente calculam-se as derivadas

parciais de primeira ordem em x e y:

% = 2e¥ cos(2z) + 1,
g—; = e¥sen(2x).
Utilizando a notacao de derivagao sucessiva para facilitar os calculos, obtém-se:
% = % (%) = % [2e¥ cos(2x) + 1] = —4eY sen(2x),
giyz = % <g—;) = 8%/ (e sen(2z)] = €Y sen(2x),
aiQ;y = % (g—;) = — [¢¥ sen(2x)] = 2¢Y cos(2x),
% = % (8?;91:) = % [2e¥ cos(2z)] = —4e? sen(2z).

3

z
——  foi utilizado o Teorema
0xdyox’

E importante observar que, para o calculo de
Pz 0Pz
oxdy  Oyox’

4.1, pois
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Pz 0z 9z 03z .
Oyox’ 0xdy’ 0x20y’ dy20x

Exemplo 4.4. Seja z = e* cos(2y) + In(xy), calcule
Dz
OxOyox
Solugao:

Para determinar as derivadas sucessivas, primeiramente calculam-se as derivadas

parciais em relacao a x e y:

0z 1
TE e 2 il
e e” cos(2y) + m
0z 1
— = —2e"sen(2y) + —.
o (2y) y

Utilizando a notacao de derivagao sucessiva, para facilitar os calculos e o Teorema

4.1, obtém-se:

0%z 0 (02 0
Oydoz Oy (895) dy <e cos(2y) ) e sen(2y),
0%z 0 (0z\ 0 i 1
oxdy oz <8_y) T or ( 2e” sen(2y) + ;) = —2¢" sen(2y),
03z 0 0%z @ N i
0220y O <3x8y) N a_ —2¢"sen(2y)] = —2¢" sen(2y),
0Pz o [ 0%z 8 i )
20r Oy (ayax) = 6_y —2e” sen(2y)] = —4e” cos(2y),
832 a 822: a i
Qudydz — Ox <3y933) By | 2¢" sen(2y)] = —2e” sen(2y).
822 622 832
Exemplo 4.5. Calcule 57 Bedy’ 920y sendo:
a) == 2"sen(z) + In(a* + y), b) z=1In|—2
a2+ 2 )

Solugao:

a) z = 2%sen(z) + In(z? + y).
Primeiramente calculam-se as derivadas parciais em relagao a x e a y:

% = 2%1In(2)sen(x) + 2% cos(z) +
0z 1

dy Pty

2z
22+’
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Utilizando a notagao de derivagao sucessiva escreve-se o resultado encontrado
2

para a derivada parcial em relacao & x para obter a derivada parcial —:

Ox?
% = 27[In(2)]%sen(x) + 2% In(2) cos(x) + 2% In(2) cos(z)
_grsen(z) 4 2W )
2%sen(z) + TR
— 2 In@)Psen(z) +2- 2 In(2) cos(z) — Zsen(z) + 2L L)
(2% +y)?

— x x 2(y _ SL’2>
= 27In(2)[In(2)sen(x) + 2 cos(z)| — 2*sen(z) + W

22
0x 0y
para as derivadas parciais em relagao a x e y na notagao de derivagao sucessiva,

Para calcular a derivada parcial , basta reescrever os resultados obtidos

assim:

0z 0 [0z _ —2x
0xdy  Ox \9dy) (22 +y)*

83
Procede-se da mesma maneira para o calculo da derivada parcial ‘.
0x20y
9z 0 ( 0z 20@*+y)?—(—2x)x(a®+y) 62®—2
O0x20y  Ox \0zdy) (22 + y)* (22 4y

y
b) z=1In <x2+y2)'

Para facilitar os célculos, aplica-se a propriedade dos logaritmos e reescreve-se
a funcao z como:
z = In(zy) — In(2? + 3?).

Calculam-se as derivadas parciais em relagao a x e a y:

0z 2x
or wxy a?+y?
0z «x 2y

dy wy Pty
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As derivadas sucessivas de z sao dadas por:

0?2z 0 (82) oy 29% — 222

022~ 0z \Ox (2y)? (2% +y?)?
#2_o e s

Oxdy oz \ dy (xy)?2 (22 +y?)?’

0%z o ([ 0z —ay +2x  12xy* — 423
a2y :a_m(ax_ay>: (@) @+

Exemplo 4.6. Se os resistores elétricos de Ry, Ry e R3 {2 (ohms) s@o conectados

em paralelo para formar um resistor de R {2, o valor de R pode ser encontrado a

partir da equagao
I 1 n 1 n 1
R R, Ry, Ry

R
Determine o valor de —— quando R; = 30 (2, Ry =45 2 e R3 =90 (2.

OR,
Solugao:
Para calcular —— deve-se reescrever a equagao na forma:
2
1 ReRs+ RiRs+ R Ry o R_ RiRyR;
R RiRyRs RyeRs + RiR3 + RiRy’

Assim, a derivada parcial de R em relacao a Ry é dada por:

OR  RiRo(RyR3+ RiR3+ RiRy) — RiRyR3(R3 + Ry)
OR; (RoR3 + RiR3 + R1Ry)?

Quando Ry = 30 {2, Ry = 45 2 e R3 = 90 {2, tem-se a derivada parcial no ponto
A(30,45,90):

OR (30,45,90) — 2.700(4.050 + 2.700 + 1.350) — 121.500(120)
OR, 7 B (4.050 + 2.700 4 1.350)2
OR 21.870.000 — 14.580.000
—(30,45,90) =
8R2( ,45,90) 65.610.000
R
POI‘t&HtO, 8_]'%2<30’ 45, 90) ~ 0, 1111.
6311) T+y+z—3w
Exemplo 4.7. Se w = In(e” + e¥ + €*), mostre que =2e"Y :
0x0ydz

Solugao:
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Utilizando a derivacao sucessiva tem-se:

w0 [0 (ou
Oxdydz Oz |oy \ 0z )|’

Assim, comegando por w, até chegar em w.,,, obtém-se:

ow e*

- = - R Yy z\—1
8z_wz_ez+ey—l—ez_€(e e+

0

8_(wz) =w,, = —e (" + e’ +e7) 2 e¥ = —eVTF . (e + eV +e7)7?

Y

a y+z x Y z2\—3 T T+y+z X Yy z\—3
%(wzy):wzyx:—e (—2)(e"+e¥+e*) 7" =2e (e + eV +e*)70.

Como w = In(e” + e¥ + €7), entado tem-se:
e? = 6ln(ez+ey+ez) — % 4 ¥ + 2. (41)

Portanto,

Logo, de (4.1) tem-se:

Pw
= 2 e tytz . 73w‘
0x0y0z ¢ ¢
Assim,
3
a w —9 em+y+273w'
0x0ydz
42.1 Exercicios
2 _ 0z 0%z
Se z = m, verifique se 922 + (9_y2 =0

Prove que a funcao z = In(zy) + x + y satisfaz a equagao diferencial

- 0z 0z
arcial t — —y — =1 — v.
p O yay Y

Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes:

a) z=az%sen(ry) +y —x d) z=x cos (f)
Y
b) 2 =n (Va7 =) & ==y +y)

5
2

c) z=+/322 —y? f) w=(2*+y*+ 2?)
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g) w=e"sen(2z) — ™ cos(22) i) w= evsen(4y?z3)

— Tyz k) 2= —F
h) w TYyz e ) \/m
i) 2 = zy/422 — 38 1) u=2? cos(zyz) — y* In(zy).

Para cada uma das fun¢oes, determine as derivadas parciais indica-

das:
0%z 0%z
a) 2 =a’sen(y) +y”sen(z), ay?" Doy
) 1'2 83w
b) w=——, 82012
Y2 ggfy 0?2 0%z
c) z=¢€" In(y) +sen(y) In(x), 0x?’ 0xdy’ Oy?
Pw
d — 1 2 4 _
) w =y In(z* + 2%), 0220y
N 23 Pw 0w
e) w=e"+1tg (?)’ 0202’ Oydx
Pw OPw
f) w= (2* + 4y* — 52%)?, dxdy?’ 0x0z0y
Respostas

4.3

a) z, = 2%y cos(zy) + 2z sen(zy) — 1; 2z, = a* cos(zy) + 1

z —Y
b) 2, = ——=; 2z, = —"—
) 22 — 2 VT 22 2
R
C) 2y = —F——=; 2y =
3x2 — g2 3x2 — y?
x x x x? x
d) zz =——sen|— | +cos|—); z,=—sen|—
Y Y Y Y Y
2xy 4y
. = :1 2 4
e) YL z, = In(x +y)+x2+y4

g) w, =ye™[sen(2z) — cos(2z)]; w, = xe¥[sen(2z) — cos(2z2)];
w, = 2e"Y[cos(2z) + sen(2z)]

h) w, = yze™*(zyz+1); w, =zze"™(zyz+1); w, =xye™*(ryz + 1)
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i) 2 = /A% — o + da? (4o — yf) T2

z, = —3xy® (4% — ¢)~1/2

ev sen(4y223) 8y3z3ev cos(4y223) — evx sen(4y?23)
_ . w — :

j) wz - ) )
Y ! y?
w, = 12evy®2* cos(4y*2?)
Y2+ xy —1% — xy
k) 2p = —/——; 2y = ————=
(y? — 2?)3 (y? — 2?)3

2

) u, = 4 3a2 cos(ryz)—z’yzsen(zyz); w, = —y—2y In(xy)—z'zsen(zyz);
x

u, = —xlysen(ryz).

4.4

a) zyy = —a’sen(y) + 2sen(z); 2y, = 2z cos(y) + 2y cos(x)

8%z )
b) wyyzzm(z —5y%)
) 2 = € Inly) = - seny) = o cosly) = —sen(y) In(z)
) zge =€ In(y) — = sen(y); 2y = — + — cos(y); 2,y = —— —sen(y) In(z
Yy 2 Y y y . Yy Yy y2 )
4232_ 4
q) w,.. — 2%(3x* — z%)
(22 + 24)2
. 62 5 (a? 1225  , (a? z3
e) Wy, = e"*(xz + 1); wxy:—?sec (E Y sec 7 tg 7

£) wyye = 9627 4+ 11522y — 4802:2%;  wy.e = —9602y 2.

4.3 Interpretacdo geométrica da derivada parcial

Seja z = f(x,y) uma funcdo derivavel. O grafico de uma fungao f de 2 variaveis
¢ uma superficie tendo por equagao z = f(z,y).

Supondo que esta superficie seja suave e que Py(zo, Yo, f(x0,%0)) seja um ponto
desta superficie, se x é constante, ou seja, se * = x(, entao a curva de intersec-
¢ao da superficie z = f(z,y) com o plano = = x, é representada pelas equagoes
{ z= f(z,y)

xr =X
z = [f(z,y)
T =g
Po(xo, Yo, f(x0,90)) € P(zo,y0 + Ay, f(z0,yo + Ay)), entdo o coeficiente angular da

Se s é a reta secante a curva , que passa pelos pontos
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reta s é dado por:
_ f(@o,yo + Ay) — f(w0,v0)
ms = )
Ay

Quando Ay — 0, tem-se que P — Fy, e a reta secante s tende a uma reta

tangente ¢ no ponto Fy, entao:

AI;IEO mg = fy(x07 yO)'

Portanto, f,(zo,y0) representa o coeficiente angular da reta tangente ¢ & curva

z=[f(z,y
{ ( ) no pOIltO P0<$07 Yo, f(l'o, ?JO))
r =X

A equacao dessa reta é dada por:

‘- { T = Xo
| 2= fzo,m0) = Ty(20,%0) (Y — v0)

Do mesmo modo, pode-se mostrar que f,(xo, o) representa o coeficiente an-
z= f(z,y)
Y=Y

gular da reta tangente t & curva no ponto Py(zo, Yo, f(xo,v0)), tendo

por equagao:

‘- { Y=Y
° = f(an yo) = fx(l'(),?/o)(l' - 330)

Considerando a superficie z = f(z,y) e o ponto P(z,y, z) na Figura 29, observa-
se que a interseccao da superficie com o plano paralelo a xz que contém o ponto P
¢ a curva APB. Analogamente, a curva C'PD ¢ a intersec¢ao da superficie com o
plano paralelo a yz contendo o ponto P. Fazendo y fixo e x variando, P move-se
ao longo da curva APB, assim f,(zo,v0) ¢ a inclinagdo da reta tangente a curva
APB em P. Do mesmo modo, quando y varia e = esta fixo, o ponto P move-se ao
longo de CPD e f,(xo,yo) representa a inclinagdo da reta tangente a curva CPD

no ponto P.
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Figura 29. Intersecgao das curvas APB e CPD

Fonte: os autores

Exemplo 4.8. Determine a declividade (coeficiente angular) da reta tangente a
curva resultante da interseccao da superficie z = z? + y? com o plano x = 1 no
ponto A(1,2,5).

Solugao:

Para escrever a equagao da reta tangente é necessario calcular o seu coeficiente

angular através do célculo da derivada parcial f, no ponto A, assim:

fylz,y) =2y e f,(1,2) = 4.
Portanto, a equacao da reta tangente pode ser escrita como:

{:13:1
t:
z—5=4(y —2)

Na Figura 30 podem ser visualizados o gréifico de z = 2? +y?, o plano x = 1, o

grafico da interseccao e da reta tangente.
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Figura 30. Gréficos do Exemplo 4.8

Fonte: os autores

Exemplo 4.9. Seja z = 222 + 5y?z — 12z. Calcule a inclinacdo da reta tangente a

curva resultante da intersecgao de z = f(z,y) com y = 1, no ponto B(2,1, —6).

Solugao:

A inclinacao da reta tangente é dada pela derivada parcial f, no ponto B, assim:
fo(z,y) =4z +5y* — 12 ¢ f,(2,1) = 1.

Escreve-se entao a equagao da reta tangente:

‘. y=1 _Jy=1
) 246=1x-2) | z46=2-2

4.3.1 Exercicios

Fxercicio 4.5. Escreva a equacao da reta tangente a curva de interseccao da su-

perficie z = e*" sen(3y) com o plano = = 1 no ponto C(1,0,0).

Fxercicio 4.6. Obtenha a declividade da reta tangente a curva de interseccao da
1
superficie z = 5\/24 — 22 — 2y? com o plano y = 2 no ponto D (1, 2, @)
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Determine a declividade da reta tangente a curva resultante da

interseccao de:

a) z=1z>+y> comoplano y =2, noponto A(2,2,8).

b) z=+4/34—922 — 4y com oplano y =2, no ponto B(1,2,3).

Considere a fungao f : D(f) C R* — R, dada por f(z,y) =

y? + , determine:

1

a) o dominio de f;
b) fa(3,4);
c) fy(3,4);

d) a declividade da reta tangente a curva intersecgao do grafico de f com o plano

x = 3 no ponto (3,4).

Mostre que a fungao w = cos(2z + 2ct) é uma solugao da equagao

da onda unidimensional 2 — ¢2 (22
a onda unidimensional — = ¢* [ —
ot? 0x?

distancia, t é a variavel tempo é ¢ é velocidade com a qual a onda se propaga.

) ,onde w ¢é a altura da onda, = é a variavel

Mostre que a fungao f : D(f) C R*? — R, dada por f(z,y) =

0? 0?
In(y/2? + y?) satisfaz a equagao de Laplace a—é + 8_J; = 0.
Z Y
Respostas
r=1
4.5 t: 3 .
2=y
. e
46 ———
2v/15
4.7
a) 4 b) —3

4.8
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a) B2 —{(0,0)} 1y _3 Q) 100 Q) Toe-

4.4  Derivada parcial e a regra da cadeia

Primeiramente, trata-se da regra da cadeia para func¢oes segundo trajetorias

continuas

determinadas z;(t). Se f: D(f) C R" — R tem derivadas parciais
parai=1,...,n e x;(t) sdo fungoes diferenciaveis de ¢ entao a fun¢do composta

u= f(x;(t),...,x,(t))

¢é diferenciavel e:

of dxZ

Exemplo 4.10. Se u = \/z e £ = ) 4 ¢=51)  calcule d—::, utilizando a regra da
cadeia.

Solugao:

Note que u é uma fun¢ao de uma variével e x, por sua vez, uma funcao da variavel
t. A fungao composta, portanto, depende de apenas 1 variavel u = x(t). Observe o

esquema de possibilidades:

QO X
8 N

dt

R0
S

A derivada de u em relacao a t é dada por:

du_du do
dt — dx dt
Assim,
d
d_? \/_ e —sen(t)] + e[~ cos(t)] }
du

—eWgen(t) — e cos(t)] .
Caso Geral da Regra da Cadeia
Se a fun¢ao u = f(x1,...,x,) tem derivadas parciais continuas tais que x; =
zi(t1,...,tm), onde i = 1,... n, entdo as derivadas parciais de u em relagao a varia-
vel i

j=1,...,m sao:
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du <~ Of Oz
8tj N i—1 (9561 8tj‘

22—y ow Ow Ow
, calcule

—, —, —, utilizando a
z oxr’ 0y 0z

Exemplo 4.11. Se w = sen(v/t) e t =
regra da cadeia.

Solugao:

Note que w = sen(v/t) ¢ fungdo de uma variével e ¢t é uma funcio de 3 varidveis.
Portanto, w(t) é uma fungao de 3 variaveis. Com o intuito de visualizar a depen-
déncia de w em relacao as variaveis independentes x, y e z, pode-se representar o

seguinte esquema de possibilidades:

/

X

Le—+=<=—=¢&

z

Sejaw = f(t) et = g(z,y, 2z), tem-se w = h(x,y, z), entdo pela regra da cadeia
tem-se as derivadas parciais:

Ow _dw 0t cos(\/f).Qx_xcos(\/f)
or dt Or 2yt 2z 2/t

o0 _dn 0 _coly) (1) ents

dy dt Oy 2/t z 22/t
O _dn 0 _cols) (1) mls
0z dt 0z 2/t 22 222/t

Exemplo 4.12. Considere a fungao:

x
u= f(z,y,2) =2y +xz onde y =t
z

Calcule a—f

or
Solugao:
Fazendo o esquema de possibilidades para visualizar a dependéncia de u em

relacao as variaveis independentes t, v e r:
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L=

™
/

N

Aplicando a regra da cadeia, tem-se:

of _of ox  9f oy, 0f 0z

or Oz Or Gy.ﬁr dz Or
of
=L = t+z-0+ av.
o (y+2)tv+x -0+ zv
Onde y + z =t + vr e x = tor, logo:
of 2 2 2 2 2
3 = (t 4+ vr)tv + (tvr)v = t°v + rtv” + rtv® = 2rtv® + tv.
,
ow 0
Exemplo 4.13. Se w = 3zy — 49>, x = 2s¢e” e y = r e, calcule a—w, a_w
s’ Or

Solugao:
No esquema de possibilidades, tem-se a dependéncia de w em relagao as variaveis

res:

x/w\y
N

Aplicando a regra da cadeia, tem-se:

u_ow 0r 0w 9y _
ds Ox 0O0s Oy 0Os

r S

3y(2e") + (3z — 8y)(—r ).

Como z = 2se” e y = re”*, tem-se:

0

a_w = 3re *(2¢") + (6se” — 8re™*)(—re™)
s

0

T 6re™ — 6rse™ + 8rie 2

Os

ow 81

=6re" (1 —s)+ o

s
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A derivada parcial em relacao a r é dada por:

ow Ow Jdx OJw 0y r —s
E_%.E+a_y.g_3y(236)+(3x—8y)(6 ).

Substituindo x e y, tem-se:

0
a_w = 3re *(2se”) + (6se” — 8re~*)(e™?)
-
0
U — 6rse™™ + 6se" — 8r2e~%
or
ow . 8r?
52686 (]."‘T’)‘i‘g
Exemplo 4.14. Seja z = z? In(y) onde z = In(u) e y = 2% utilizando a regra

In(u)’
da cadeia, calcule —Z
du
Solugao:

Uma outra maneira de ilustrar o esquema de possibilidades é:

z
oz Oz
7 \<y\
€z Y
NP2
du du
u

Aplicando a regra da cadeia:

dz 0z da:+8z dy
du — Or du Oy du

) (5)+ 5 P

du u
Substituindo = e y, obtém-se:

dz 2 In(u) m( 3u ) w2 {3 In(u) —u]

du u In(u) 1:% [In(u)]?
dz 2 In(u) 3u In(u)[In(u) — 1]
du ~ w o (ln(u)) * u '

Do esquema de possibilidades tem-se que z depende apenas de 1 variavel, ou

seja, também pode-se reescrever z em funcao de u e calcular a derivada ordinaria

dz .
— . assim:
du’
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i = () 0

du u n(u

In(u)
dz 2 In(u) 3u In(u)[In(u) — 1]
du — w i (ln(u)) * u '

d
Exemplo 4.15. Seja w = (z +y)?, x =t cos(t) e y = tsen(t), calcule d—l:

Solugao:

Fazendo o esquema de possibilidades, tem-se:

dw w ow
7 w
Zz )
>\ A
dt dt
t

d d d
Pela regra da cadeia d—t; = (89_1: : d—”: + 2—2) : d_?

Como visto no item anterior pode-se reescrever w em funcao de ¢:

o que torna o calculo extenso.

w = [tcos(t) + tsen(t)]* = t*[1 4 2 cos(t)sen(t)] = t*[1 + sen(2t)].

Assim,
dw 9
= = 2t[1 + sen(2t)] + t°]2 cos(2t)].
441 Exercicios
Calcule aa—{ e %, onde f,t,v sao dados no Exemplo 4.12.
v

Utilizando a regra da cadeia, calcule as derivadas parciais indicadas

para cada uma das funcoes dadas:

t=ux+yz?
tr? r=224+3yz  Os
a) s = onde , =
tg(uv) u = x> Ox

V= 2Yz
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r=2t+1
d
b) w = cos(zy) +€¥* onde ¢ Y= ¢ : d—l;
1

z=-
t
=3r — 0 0
c) u=x?—y? onde S S, gh e
y:r—|—25 or 0s

u=e 2 dw

d) w=In(u+v) onde{ b2 AL

x =3t 4+ 4
dw
e) w=zxyze™* onde { y=In(t) o
z=c¢l
r=rcos(t)  Ju

f) u =922+ 4y?> onde . —
) Y {y:rsen(t) or

g) w= () onde { T sen(t) ) dw
y = cos(t) dt

h) w=u®+u?v—3v onde u = sen(zy) : 8_wea_w
v=y 11’1(1') ox 8y

u=1*—y* Ow
v=a>+19° C Oy

i) w=ev onde {

Respostas
:
8—{ = 2tvr + v*r; a_ﬁ = t*r + 2tor®,
4.12
9, 2 drt
a) g _ 7 + L cosec? (uv) — triuyz cosec®(uv)
Oz tg(uv)  tg(uv)
dw . yert
b) - = —2ysen(xy) + 2t[—xsen(zy) + z €| — T
ou ou
— =6 —2y; — =—2r—4
c) or T B LT
Q) dw  —2e % 4 3t> — 2t

E_ U+ v
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e) Ccll_l; = ™ [6yzt(1 + xyz) + ?(1 + xyz) + 2y e (1 + zy2)]
ou
f) e 2(9z cos(t) + 4y sen(t))
T
g) d_w — _1 CcOS <g> 6591’1(%) [g COS(t) + Sen(t)]
dt x x x
ow ., 2 Yy.
h) e (3u” + 2uv)y cos(zy) + (u” — 3) <E> ;
8“) 2 2
5 = (3u® + 2uv)z cos(uv) + (u” — 3) In(x)
Y
. Ow Y 3uy
) Gy =t )

45 Diferenciabilidade de funcdes reais de 2 variaveis

0
Defini¢ao 4.3. Diz-se que z = f(z,y) é diferenciavel em P(xg,1o) se a—f(xo,yo) e
T
of

——(x0, yo) existirem e se

oy

f(xo+h,yo + k) — | f(zo0,y0) + %(%,yo)h + g—]yc(%, Yo)k

lim =0. (42
(hk)=(0.0) N (42)

Portanto, para mostrar que a funcao f nao é diferenciavel, existem trés pos-
sibilidades:

1. A fungao f nao é diferenciavel em (zg,yo) se uma das derivadas parciais de f

nao existe em P(zg, o).

Exemplo 4.16. Mostre que a fungao f : D(f) C R? - R, dada por f(z,y) =
V2?2 + y? nao ¢ diferenciavel em P(0,0).
Solugao:

Calculando a derivada parcial em relagao & = no ponto (0,0), tem-se:

91 0,0) = timg LOERO = SO0y

ax ’ h—0 h h—0 h

Como o limite anterior nao existe, a derivada parcial f, nao existe no ponto

P(0,0). Logo, a funcdo f nao é diferenciavel em P(0,0).
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A nao existéncia de derivada na origem pode ser verificada na Figura 31, que

apresenta o grafico da fungao f.

Figura 31. Grafico da fungao f : D(f) C R*? — R, dada por f(z,y) = /2% + y?

Fonte: os autores

2. Se o limite (4.2) nao existir ou for diferente de zero, entdo f nao ¢ diferenciavel,
mesmo que as derivadas parciais existam no ponto P(xq, yo).
Exemplo 4.17. Verifique se a funcao f : D(f) C R? — R, dada por
3y
flzy) =9 22 +y?

é diferenciavel em (0, 0).

Solugao:
Primeiramente, ¢ preciso verificar se as derivadas parciais existem em (0,0).
0 0
Pela defini¢ao, mostra-se que 8_f(0’0) =0e a—f(0,0) = 3. Como as deriva-
z Y

das parciais existem em (0,0), deve-se verificar que o limite 4.2 existe e é 0.
Tomando o caminho h = k, é possivel verificar que o limite assume um valor

diferente de 0. Portanto, f(x,y) nao ¢ diferenciavel em (0,0).
3. Pela contrapositiva do Teorema:

Teorema 4.2. Se z = f(z,y) for diferenciavel em P(zq,yo) entdo z = f(z,y)

é continua em P(x,yo).
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Ou seja, se z = f(x,y) ndo é continua em P(xg, 3o), entao nao sera diferenciavel

nesse ponto.

Exemplo 4.18. A funcao f : D(f) C R? — R, dada por

21

fla,y) = =2 +y
¢ diferenciavel em (0,0)?

Solugao:

Basta mostrar que a fun¢ado nado é continua em (0,0). Pelo Teorema 4.2,

conclui-se que a funcao considerada nao é diferenciavel.

Para verificar que a fungao é diferenciavel, existem duas possibilidades:

1. Pode-se usar a definicao 4.2:

Exemplo 4.19. Mostre que a fungao f : D(f) C R? — R, dada por f(z,y) =

322y é diferenciavel.
Solugao:
Para todo (z,y) € R?, f admite derivadas parciais
of
A
Ox vy
of 2
— = 3"
dy v

Resta verificar que

3(z + h)*(y + k) — 3%y — 6xyh — 322k

lim =0.
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
2. Utilizar o Teorema:
af of ) . L
Teorema 4.3. Se 91 ¢ By 5 continuas em (2o, ¥o), entdo f(z,y) é diferen-
Z Y

ciavel em (zo, yo).

Exemplo 4.20. A funcao f: D(f) C R* = R, dada por f(z,y) = e cos(zy)

¢ diferencidvel para todo (z,y) € R2.
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Solugao:

Para todo (z,y) € R? tem-se que as fungoes

g—i = e” cos(zy) — ye sen(zy)
9f _ —zesen(xy)
oy Y

sao funcoes continuas.

4.6 Diferencial total

Definicao 4.4. Se f é uma fungao de 2 variaveis = e y, e f é diferencidvel no ponto

(x,y), entao a diferencial total de f é a funcao df dada por:

of of
= —= — Ay.
df (z,y, Az, Ay) = == (z,y) Az + o (z,y)Ay
Se z = f(x,y), tem-se:
0z 0z

e se z = f(x,y) é diferenciavel, entao:
Az ~dz, Ax ~dr e Ay ~ dy.

Logo, reescrevendo (4.3):

0z 0z
dz = —dxr + —d
: ox T dy Y
Analogamente, se z = f(x1,z,...,x,), entao a diferencial total de z é dada por:
of of of
dz = ——d ——d dx,.
: 0y o1t 0xo Tateet oz, .

Exemplo 4.21. Calcule a diferencial total da fungao f: D(f) C R? — R, definida
1
por z = x%e™ + —.
Solugao:

A diferencial total é dada por:

2
dz = (2ze™ + z?ye™)dx + (yx%‘”y — E) dy.
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Exemplo 4.22. Sendo z = sen(r) cos?(#) e y = cos?(r) sen(f), mostre que:
dx — dy = [cos®(6) cos(r) + sen(2r)sen(6)]dr — [sen(20)sen(r) 4 cos?(r) cos(6)]db.

Solugao:
Para mostrar a igualdade, devem-se calcular as diferenciais totais dx e dy dadas

por:
ox ox Jy

dx = —dr + —-df dy =

dy
o 50 dr + ==d6.

or 06
Assim,
dz = [cos(r) cos?(0)]dr + [sen(r)2 cos(6)(—sen(h))]dd
dy = [2 cos(r)(—sen(r))sen(0)]dr + [cos?(r) cos(6)]d6.

Utilizando as identidades trigonométricas, escreve-se:

dr — dy =
= [cos(r) cos?(0)]dr + [—sen(26)sen(r)]df — {[—sen(2r)sen(8)|dr + [cos?(r) cos(6)]d}.

Portanto,

dx — dy = [cos®(6) cos(r) + sen(2r)sen(6)]dr — [sen(20)sen(r) 4 cos?(r) cos()]db.

Observacao 4.4. A diferencial total e a regra da cadeia

Se u= f(x1,...,x,) e cada coordenada z; é funcao de ¢, tem-se:
du " of dx;
" Of du;
= . - dt.

Observacao 4.5. A diferencial total para fun¢des como no caso geral da regra da

cadeia nao é estudada em cursos iniciais de calculo.

4.6.1 Aplicacdes

As diferenciais podem ser aplicadas no célculo de erros.
Seja w = f(x1,29,...,x,) uma fun¢do diferenciavel em P, define-se:

P

O erro maximo da fungao w = f(x1,29,...,2,) &

EMa;r = dw.
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Também pode ser chamado de erro aprorimado ou valor aprorimado.

O erro relativo da fungdo w = f(x1, za,...,2,) &
dw EMaz
ERel = = .
w w
O erro percentual da fungdo w = f(x1,xs,...,x,) é:
Ep, = 100 - Epy.

Exemplo 4.23. Utilize diferenciais para determinar aproximadamente o erro méa-
ximo no céalculo da area de um triangulo retangulo, cujos catetos tém como medida
6 cm e 8 cm com um possivel erro de 0,1 cm para cada medida.

Solugao:

A area de um triangulo ¢ dada por A = %Y, assim, para determinar o erro

maximo no calculo da area, utiliza-se a diferencial dA = A, dv + A, dy:
x
B = dA = %dm+§dy

Erar = 9 + 9 = 0, 7CII12.
O erro relativo e o erro percentual sao dados, respectivamente, por:
dA 0,7
Erg = — = - =0,02916.
Bl =4 T
dA
Ep. = 1007 = 2,916%.

Exemplo 4.24. As dimensoes de uma piscina foram obtidas com erro possivel de

0,05 m e foram encontradas as dimensoes 4, 6 e 8 m. Pergunta-se:
a) Qual é o erro maximo possivel no volume desta piscina?
b) Qual é o erro percentual?
Solugao:
a) O volume da piscina é dado por V(z,y,z) = x -y - 2z, assim:
Eror =dV =Vyde +V,dy + V. dz
Eyvgr =dV =yzde +x2dz+ xydz
Eirae = 48(0,05) + 32(0,05) + 24(0,05) = 5,2m3.
b) O erro percentual é dado por:
av 5,2

Epe =100~ = 100 - ~= = 2, 7%.
pe = 1007+ = 100+ -5 = 2,7%
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4.6.2 Exercicios
Determine a diferencial total das funcoes:

a) f(x,y) =3x3y? — 223 + ay — 1

r—y
r+y

b) z =
c) f(z,y,2) = xy? — 2z2% + 3wy

Um terreno tem forma retangular. Estima-se que seus lados medem
1.200 m e 1.900 m, com um erro méximo de 9 m e 14 m, respectivamente. Determine

o possivel erro no calculo da area do terreno. Qual o erro percentual?

Obtenha o aumento aproximado no volume de um cilindro circular
reto, quando o raio da base varia de 8 cm para 8,2 cm e a altura varia de 21 cm até
21,7 cm.

Respostas

4.13
a) df = (92%y* — 2y + y)dx + (623y — 62y + x)dy

2y dx — 2z dy

b) dz =
) & (z +y)?
c) df = (y? — 4wz + 3y2?)dx + (2zy + 322%)dy + (6xyz — 22?)d>.

414 1,48%.
415 112m.

4.7 Derivadas parciais de func¢des implicitas

Teorema 4.4. Seja F(z,y,z) = 0 a equacdo que define z implicitamente como uma
funcao diferenciavel de x e y, entao

Oz B (2]

or F.(z,y,2)
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0z Fy(z,y, 2)

8_y a F2<x7yaz)

para F,(z,y,z) # 0.

Demonstracao:
Suponha que z = z(z,y). Entdo tem-se F(z,y, z(x,y)) = 0.

Derivando ambos os lados da equagao em relacao a = e pela regra da cadeia,

tem-se:
_OF dw+8F dy+8F 0z
 Or dr Oy dx 0z Ox’
y . dr -
Como i 0e i 1, entao:
or  O0F 0z
or 0z Oz
Portanto,
oF
0z pr F,
i 8_F - (4.4)
0z
Derivando ambos os lados da equacao em relacao a y e pela regra da cadeia,
tem-se:
_OF dx+8F dy_{_@F 0z
COx dy Oy dy 0z Oy
d d
Como d_i =0e d_g?j =1, entao:
or  O0F 0z
dy 0z Oy
Portanto,
OF
0z _3_1/ F,
R s —— 4.
A )
0z
Exemplo 4.25. Seja x e¥* —ye® = 0, a equacao que define z implicitamente como
0z

funcao diferenciavel de x e y. Calcule 9% ¢ 22
or Oy

Solugao:
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Considera-se z = f(z,y) uma fungao implicita de = e y. Derivando-se ambos os

lados da equagao x e¥* — ye™ = 0 em relacao a variavel x, obtém-se:

0 0 0

. yz LYz Tz _

T 8:5(6 )—1—81;(:6) e yax(e )=0
0 0z

yz , Yz xrz —
ze” - o (yz) +e ye [:B—ax + z]
xel* - %(y) + e¥* — ye** - —g; (x) —yze™ =0
0z
22 oy (e — )] = yae™* — o
0z yzers — ev?

Or  xy(evs — ev?)’
Para a derivada parcial em relacao a y, tem-se:

) )
(YR zz\ _
m@y(e ) ay(ye )=0

0 0
yz . 2 o (pTEY L TE
re o (yz) y@y (™) —e 0

9.
dy

0
xeyz|:z+ya_y:|_y xz_exzzo

0z 0
xzeV? + —(zye’”) — —(xye™ —e**) =0
5, (v ay( y )
0z €% —xze¥?
oy  wy(evs — ev?)’
O mesmo exercicio pode ser resolvido com aplicagao direta das Formulas (4.4) e
(4.5), fazendo-se F(z,y, z) = xe¥* — ye™.

Calculando a derivada parcial de z em relagao a variavel x:

0z  F,
or F,
Tem-se:
—F, = —e¥* 4+ yze™ e F,=uxye’ —xye™.
Portanto,
0z  —e¥* +yze™

Oxr  wxyev? — zye*s’

A derivada parcial de z em relagao a y é:

0z F,

oy
Assim,

Tz

z xrz z
—F, = —xze?* + e e F,=uaxye’” —xye
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Logo
)
0z —xzeY* 4 ¥

Oy xyevs — pyers

Exemplo 4.26. Seja 22 + 2 V12 — 2%, mostre que 22z, + 1zy = 1
Solugao: ) Y :
Reescrevendo a equagao na forma F(z,y, z) = 0, para utilizar as Formulas (4.4)
e (4.5), tem-se:

2
P4+ =2 —22=0.
T

Para F,, F, e F, tem-se:

2
Tz = ﬁ7
o )
Ly Y2 52
F,=2z+

oy

Calcula-se a derivada parcial em relacao a x:

212 — 22
2y = :
x2z(2y/y? — 22+ 1)

A derivada parcial em relagao a variavel y é dada por:

A— =
! F 22 4
y*+y?
zy = Y
Y z2(2y/y? — 22+ 1)
1 1

Para mostrar que 22z, + -z, = —, devem-se substituir z, e z, obtidos anterior-
z

mente nessa equacao e verificar se a igualdade é satisfeita:

x2z(

2\/y? —22+1)

Y o 2yyr 2241 1
2(2y/y? — 22+ 1) 222 —2241) 2

1
+_
Y
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Observacao 4.6. As derivadas parciais das funcoes implicitas de n variaveis pos-
suem féormulas semelhantes as derivadas parciais das fungoes implicitas de 3 varia-

vels.

Exemplo 4.27. Considere 22 + y* + 2% + w? = 49 a equacao que define w implici-

w
tamente como fungao diferenciavel de x, y e z. Calcule s
x

Solugao:
Fazendo F(z,y,z,w) = 0, tem-se 2> + 3> + 2% + w? — 49 = 0 e assim:

F,=2x e F,=2w.

Utilizando a Formula (4.4), tem-se:

ow F, 2x

or  F, 2w

Portanto,

471 Exercicios

Considere 22 + 3% 4 2% = 25 a equacao que define z implicitamente

z

como funcao diferenciavel de x e y. Calcule 90
Y

Se 22y*+ 22 = 25 define z implicitamente como funcao diferenciavel

de z e y, calcule %

dy
2 2 2
Calcule z, e z, para % + ?2—2 + z_Q =1.
0 0
Calcule o valor de i e % nos pontos indicados.
or 0Oy

a) 22 —zy+yz+y —2=0, A(1,1,1)

b) sen(z +y) + sen(y + z) +sen(z + z) =0, B(m,m, ).

Respostas
0 0 2 2 2
116 ==-Y 417 ZE-TY 418 5 =-"Tey=-Y
dy z dy z a’z b2z

4.19
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0z 1 0z 5 0z 0z

4.8 Derivadas direcionais de funcdes reais de varias variaveis

Esta secao tem como objetivo determinar a taxa de variacao de uma funcao
em uma dire¢do qualquer definida por um vetor unitario «@. Até agora s6 foram

calculadas derivadas nas diregoes dos eixos coordenados. Observe o exemplo.

Exemplo 4.28. A temperatura em um ponto P(z,y) sobre uma placa de metal
no plano xy é T(x,y) = z° + 2y* + 1 graus. Suponha que a distancia é medida
em centimetros e determine a taxa na qual a temperatura varia com a distancia,

iniciando no ponto A(1,2) e movendo-se:

a) para a direita e paralelamente ao eixo x;

b) para cima e paralelamente ao eixo y.
Solugao:

As derivadas parciais de T em relacao a x e a y sao, respectivamente:

8T(£L‘,y) — 31‘2 e aT($ay> _ 4y
ox oy

Aplicando no ponto A(1,2), tem-se:

T (z,y) T (x,y)

a) =3°/cm e b)

(1,2) (1,2)

= 8°/cm.

A temperatura varia 3°/cm quando o ponto é deslocado para a direita e para-

lelamente ao eixo z e 8°/cm quando deslocado para cima e paralelamente ao eixo

Y.

E como calcular essa variagao em outra direcao? Observe a situagao descrita no

exemplo a seguir.

Exemplo 4.29. A temperatura em um ponto P(z,y) sobre uma placa de metal no
_ ry

14224 y?
temperatura no ponto A(1,1,1) na dire¢ao e sentido do vetor @ = 2i — j + k.

plano é T'(z,y, 2) + z graus Celsius. Determine a taxa de variagao da

Para resolver o Exemplo 4.29, deve-se determinar a taxa de variacao da tem-

peratura em uma direcao qualquer. Para isto, define-se um novo tipo de derivada
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chamada derivada direcional. Este conceito generaliza o conceito de derivada par-
cial, isto é, as derivadas parciais de uma func¢ao podem ser obtidas como casos
particulares das derivadas direcionais.

Para investigar a variacao de uma Eun(;éo escalar em outras direcoes usa-se um

a
lall

a influéncia do seu moédulo na taxa de variagao.

vetor unitario, representado por 4 = O vetor deve ser unitario para nao haver

Definigao 4.5. (Derivada Direcional de uma funcgao de 3 variaveis) Seja
f:D(f) € R* = R uma funcao definida em A(xo, 3o, 20) € @ = u1i + ug) + usk um
vetor unitéario, entao a derivada direcional de f em A(zg,yo, 20) na diregdo de @ é

definida por:

of of of
Dz f(xg, Yo, 2 ——u; + —uUs + =u
f (w0, 90, 20) = oz By 27T 5 us
Observagao 4.7. O vetor © = i + uzf + u;gE pode ser escrito como

U= (Ul,UQ,U3>.

Utilizando a definicao de derivada direcional, a solu¢ao do Exemplo 4.29 segue

0s seguintes passos:

1. Célculo das derivadas parciais da funcao 7" em relacao a x, a y e a z:

o  (1+2*+y’)y— (zy-22)  y+yr® +y° — 2%y

or (1+ 22+ y?)? (14 a2+ g2)2
or  (I+2°+y*)e— (zy-2y) o+ a° 4 zy? — 2xy?
oy (14 22 + y?)? (1422 4 y?)2
or

— =1

0z

2. Célculo das derivadas parciais de T' em relagdo & x, &y e & z no ponto A(1,1,1):

T (z,y) 1
ox N
(1717 )
T (z,y) _ 1
ay (1,1,1)
oT
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=

3. Calculo do vetor unitario 4@ =

:
L2+ k

TG

4. Célculo da derivada direcional da temperatura em A na diregao e sentido do

a1

vetor @ = 25—5’—1— -

orT oT oT
DﬁT(l’o, Yo, ZO) = (% Uy + a—y Ug + 5 U3>

(107’!}0,20)
1 2 1< 1)+1 11 10v6
V6 V6 9v5 54
Portanto, a taxa de variagdo da temperatura 7'(z,y, z) no ponto A na dire¢ao

10v/6

do vetor @ é

54
Observacao 4.8. Se f(z1,...,x,) ¢ uma fungdo de n variaveis, tem-se:
af
Daf(z1,...,2,) = 8

4.9 Gradiente de funcdes de varias variaveis

Defini¢ao 4.6. Sejam A C R™, (z1,...,2,) € Ae f: ACR" — R uma funcao tal

que as derivadas parciais existem no ponto (zi,...,z,). O gradiente da func¢ao f
no ponto (z1,...,x,) é o vetor denotado por Vf (z1,...,z,) e definido como
= of Ji
S P TiyeeesTp)yenn, TiyevesXp) |-
Fonson) = (Gh@nes s g o)

Observacao 4.9. O vetor gradiente de uma fungao f pode ser denotado por V f (1, . ..

?f (x1,...,2,) ou grad f.

Exemplo 4.30. Determine o gradiente das funcoes:
a) f(z,y,2) =%+ y* — 22°
b) g(z,y,z) = €Y + 2 cos(x) + 222

Solugao:

Y xn)?
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a) Utilizando a defini¢do (4.6), tem-se:

Vi = (a T,Y, 2 ),g]yc(w Y, 2 )72‘;0(%3/,2))
?f = (2z,2y, —42).

b) Utilizando a definigao (4.6), tem-se:

?f - <8 Y, % )72_;(1:7:% ) gf(x Y,z )>
?f = (—2sen(x) + 2zz, e, 2%).

Exemplo 4.31. Calcule o vetor gradiente da funcao f : D(f) C R? — R, dada por
f(z,y) = 2* + 2y® no ponto A(—1,2).
Solugao:
Da definicao de vetor gradiente, tem-se:
vr = (55
ox’ Oy
? f = (2x,4y).

O vetor gradiente no ponto A(—1,2) sera dado por:
V(- ~2.8).

Ao esbocar o vetor gradiente de f em diferentes pontos de seu dominio, obtemos
o campo de dire¢oes de f. As Figuras 32 e 33 apresentam, respectivamente, o grafico

do campo de diregoes e o grafico da fungao f.

Figura 32. Campo de Direcoes - Figura 33. Grafico do Exemplo
Exemplo 4.31 4.31

Fonte: os autores Fonte: os autores
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0 0 0
Definigao 4.7. A derivada direcional Dz f(x,y, z) = —fu1 + —fu2 + —fU3 pode ser

ox dy 0z

expressa na forma de um produto escalar como:

of- O0f- Of - - - - .
Daf(z,y,2) = (8_£2+8_£‘7 +a—£k> . <u12+u23 —|—u3k) = ?f(:c,y, z) - .

(. J
~

vetor unitdrio

vetor gradiente

Exemplo 4.32. Calcule a derivada direcional da fungdo f : D(f) C R? — R, dada
por f(z,y) = 322 + 3 + 2% na direcdo do vetor unitario @ = (a,b,c), no ponto
P(1,1,0).
Solucgao:
Da definicao de vetor gradiente, tem-se:
¥ - (L22)
oxr’ dy’ 0z
Vf = (62,2y,32).

O vetor gradiente no ponto P(1,1,0) sera dado por:
YV (1,1,0) = (6,2,0).
A derivada direcional ¢ Dzf(1,1,0) = (6,2,0)(a, b, c) = 6a + 2b.

Exemplo 4.33. Mostre que se f : D(f) C R® — R ¢ uma funcao de 3 variaveis

x,y e z, entdo a derivada direcional de f na diregao do vetor é; = (1,0,0) no ponto

P(x0,v0, 20) € g—f(P) Além disso, mostre que Dg f(P) = g—f(P) e D f(P) =
x Yy
of

8_(P)’ onde ¢5 = (0,1,0) e €3 = (0,0, 1).
z
Solugao:
De fato, a derivada direcional da funcdo f, na diregao do vetor ¢; = (1,0,0) no

ponto P(xo, Yo, 20) €

_(Of pn Of 5 OF _9f
pas(P) = (G ot 5 ) oo =),
Analogamente conclui-se que Dg f(P) = %(P) e D f(P) = %(P)

4.9.1 Propriedades do gradiente

Sejam f : A C R® — R uma funcao diferenciavel tal que Vf # 0, @ um vetor

unitario e o o angulo formado por @ e V f. Entao pela definigao de produto escalar
Daf =V f-a= |Vl cos(er) = [[V [ cos(a).

Seja P(xo, Y0, 20) € D(f).
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i) Se ?f(xo,yo,zo) — 0, entdio todas as derivadas direcionais de f em P sdo

nulas;

ii) Se ? f (o, o, 20) # 0, entdo dentre todas as derivadas direcionais de f em P,
a derivada na diregao e sentido de ? f(xo, Y0, z0) possui o maior valor. O valor

desta derivada direcional é |V f(xo, y0, 20)||;

iii) Se ? f(x0, 40, 20) # 0, entfio a derivada direcional de f possui o menor valor
na direcao e no sentido oposto ao de ? f(zo,vo0,20). O valor desta derivada

direcional é —||€f(m0, Yo, 20) |-

Exemplo 4.34. Para cada uma das fungoes, determine o vetor gradiente unitario
na dire¢ao da qual f cresce mais rapidamente em P e a taxa méxima de crescimento

de f.
a) f(z,y,2) =23 +y’2+2—-1, A(1,1,-1)
b) f(z,y,2) = /& — 3y +4z, B(0,-3,0).
Solugao:

a) Primeiramente calcula-se o vetor gradiente cujas componentes sao dadas pelas

derivadas parciais de f em relagao a x, & y e & z, respectivamente:
fo=32%  fy=20y 43" L=yt 4L
?f = (322, 22%y + 3y*2,y° + 1).
O vetor gradiente no ponto A(1,1,—1) é:

V1,1, -1) = (3,-1,2).

O vetor gradiente unitario é dado por:

Vi (3.-12) _( 3 1 2)
IV VIFTHE VI VTV

U=

A taxa méxima de crescimento corresponde ao modulo do vetor gradiente:

1% F(2,y,2) = VO T T4 = Vid
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b) Calcula-se o vetor gradiente cujas componentes sao dadas pelas derivadas par-

ciais de f com relacao as variaveis independentes:
1 f = -3 f = 4
2\/r — 3y + 4z Yo or —3y+4z T2z —3y+4z

O vetor gradiente no ponto B(0,—3,0) é

Y £(0,-3,0) = (1 —1,2).

6" 2’3

fx:

O vetor gradiente unitéario @ com a mesma dire¢ao do vetor gradiente ? f(0,-3,0)

T G ii)_(l 12)(1 ey

AT E V26 V26 V26" /326
36 4

é:

A taxa méaxima de crescimento em B(0,—3,0) é dada pelo moédulo do vetor

gradiente:

foy 1 1 4 /26

36 iy 4 + 9 6
A Figura 34 mostra o campo de diregoes da fungao f : D(f) C R® — R, dada

por f(x,y,z) = \/x — 3y + 4z.

Figura 34. Campo de dire¢oes da fungao f(x,y,z) = \/x — 3y + 4z

Fonte: os autores
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Exemplo 4.35. Determine a derivada direcional de f : D(f) C R* — R, dada por
f(z,y,2) = 2%+ y* — 222 no ponto A(1,2,2) na direcao do vetor @ = i+ 2j + 2k.

Solugao:
A derivada direcional de f no ponto A na diregao de @ é expressa pelo produto

escalar entre o vetor gradiente e o vetor unitario:

Daf =V -

\@l

Calcula-se o vetor gradiente de f no ponto A:

gl

?f (2z,2y, —4z)
YV £(1,2,2) = (2,4, -8).

O vetor unitario @ com a mesma dire¢ao do vetor gradiente é dado por:

. a (1,2,2) <1 2 2)
u: = = —’_7_ .
ldl| V1I+4+4 333

Assim, a derivada direcional tem o valor:

1 2 2
Dfif: (2747_8> : (57575) = -2

Exemplo 4.36. Determine a derivada direcional de f : D(f) C R? — R, dada por
f(z,y) = e™ no ponto B(—2,0) na diregdo do vetor unitario que faz um angulo de
T como o eixo positivo.

Solugao:

O vetor gradiente de f no ponto B ¢é dado por:

ef = (ye™¥, xe™)
Y £(=2,0) = (0,-2).

o - « ™ .
O vetor u que corresponde ao vetor unitario que faz angulo de 3 com o eixo

positivo é descrito por 4 = (cos(f),sen(#)), assim:

= (o (5) o (5) - (35).

A derivada direcional de f no ponto B na direcao de u é:

Daf(—2,0) = (0,—2) - (; g) —V3.
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Exemplo 4.37. Determine o gradiente de f : D(f) C R? — R, dada por f(z,y) =

3z%y no ponto B(1,2) e use-o para calcular a derivada direcional de f nesse ponto
na direcao do vetor @ = 37 + 4j.
Solugao:
O gradiente de f no ponto B é dado por:
?f = (6zy, 3x?)
YV £(1,2) = (12,3).

Calcula-se a derivada direcional na direcao de a:

=97
Daf(1,2) = (12,3)- 54)
Daf(1,2) = (g%)

Exemplo 4.38. Considere a fungao f : D(f) C R® — R, dada por f(x,y,2) =

2%y — y23 + z, determine:
a) a derivada direcional no ponto R(1,—2,0) na dire¢ao do vetor @ = 2%+ j — 2k
b) a taxa maxima de crescimento em R.
Solugao:
a) Primeiramente calculam-se o vetor gradiente no ponto R e o vetor unitéario:

YV F(1,-2,0) = 22y, 2% — 25, 3y22 + 1) = (=4, 1,1).

L a (2,1,-2) (2 1 2)
u = —_= = —, T, = .
lall  V4+1+4 33 3

Assim, a derivada direcional é dada por:
21 2
Dﬂ' ]-7_27 = _47171 Sy T 5 )] T 79
P20 = (-410)- (5.5.-3) =3

b) A taxa de crescimento ¢ dada pelo comprimento do vetor gradiente:

IV = VI6+1+1 =32
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492 O Gradiente como um vetor normal

Considere uma funcao real de n variaveis e suponha que, para cada constante
k, em um determinado intervalo I, a equagdo F(z1,s,...,x,) = k representa uma
superficie no espago. Fazendo k assumir todos os valores reais, obtém-se uma familia

de superficies que sao as superficies de nivel da funcao F.

Proposigao 1. Seja F(z1,...,z,) uma fungao tal que, por um ponto P, passa uma
superficie de nivel S de F. Se ?F ¢ diferente do vetor nulo, entao ?F ¢ normal a
S em P.

Em outras palavras, em todo ponto P no dominio de uma funcao diferenciavel
F(xq1,29,...,2,), o gradiente de F' é normal & superficie de nivel em P. Assim, em
cada ponto de uma superficie de nivel da funcao F', existe uma relacao de ortogo-
nalidade entre o vetor gradiente de F' neste ponto e o vetor tangente a superficie no
mesmo ponto.

Para o caso em que z = f(z,y) é uma fungao de 2 variaveis pode-se verificar a

Proposigao 1. Seja v(t) = (x(t), y(t)) uma curva de nivel k da fungao f(x,y), isto é,

Seja P(xo,y0) € ¥(t).
Derivando em relacao a t, obtém-se pela Regra da Cadeia:

Ofdr  07dy _
Ox dt  Oydt

af of dr dy _0
(5 ) (@) -

VioA(t) = 0.

0

Portanto, em cada ponto P € ~(t) , tem-se que o gradiente de f é normal a curva
de nivel v em P. Veja a Figura 35.

Seja Q(x,y) um ponto pertencente a reta tangente a curva vy em P. Dai tem-se,

ef(l‘()a yo) : 1@ =0. (4-6)

Portanto, de 4.6 a equagao da reta tangente a curva v em P pode ser escrita

co1mo

0 0
a—i(xmyo)(x —x9) + 8—5(%, Yo)(y — %o) = 0.
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Figura 35. Gradiente como vetor normal

Fonte: os autores

2
x
Exemplo 4.39. Escreva uma equacao para a tangente a elipse T +y% = 2 no ponto

A(=2,1).
Solucgao:
2
A elipse pode ser considerada como uma curva de nivel 0 da fungao z = %—i—yz —2

2
(ou ainda uma curva de nivel 2 da fungao z = % + y%). Calcula-se o gradiente no

ponto A:

A equacao da reta tangente a z que passa pelo ponto A sera dada por:

?z-@:()
(_172)($—$0>y_yo):0
(_172)($+27y_1):()
r—2y+4=0.

Os graficos da curva e da reta tangente em (—2,1) sao apresentados na Figura
36.
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2
Figura 36. Grafico da elipse % + 9% = 2 e da reta tangente  — 2y +4 = 0 no

ponto A

<

Fonte: os autores

4.9.3 Exercicios

Exercicio 4.20. Seja f(x,y) = sen(zy?), determine:
a) a derivada direcional de f em P, (—, 7T> na direcao do vetor 7 =17 — 2J;
™

b) o valor méximo da taxa de variacao instantanea de f em Py e a diregao segundo

a qual o valor ocorre.

Exercicio 4.21. A temperatura 7' em um ponto P(z,y) sobre uma placa de metal

300

aquecida é dada por T'(z,y) = PERCE graus Celsius, onde z e y sao medidos

em centimetros.

a) Que diregdo tomar a partir do ponto A(—4,3) a fim de que 7" aumente mais

rapidamente?

b) Qual é a velocidade de aumento de T' quando alguém se move a partir do ponto

A = (—4, 3) na dire¢do encontrada no item anterior?

Fxercicio 4.22. Obtenha um vetor normal e a equagao da reta tangente a curva
222 — 4xy® +9° = 1 no ponto B(2,1).
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O potencial elétrico V' em volts no ponto P(z,y, z) no espago xyz
100

(25 2
a taxa de variacdo de V' no instante que se passa por FPy(2,1,—2) na diregdo de

Pi(4,3,0)?

é dado por V = onde z, y e z sao dados em centimetros. Qual é

Determine as dire¢oes nas quais o crescimento da temperatura é
. .. ™ T C el e~
méximo e minimo no ponto C'( =, —) para a distribuicao de temperatura em um

plano dada por f(x,y) = 10+ 6 cos(z) cos(y) + 3 cos(2x) + 4 cos(3y).

Respostas

4 — b) Vi+ate (—7% —2).

a) 4 =4i—3j b) 3,82°C/cm.

422 @ =4i—19] e 4z — 19y + 11 = 0.

423 —1,42 V/cm.

4.24

27 9 2 ' 2

() ()

4.9.4 Planos tangentes e retas normais

Suponha que S seja uma superficie com equagao F(z,y,z) = k, ou seja, uma
superficie de nivel da fungao de 3 variaveis F(z,y, z) e seja P(xq, Yo, 20) um ponto

sobre S. Seja C' uma curva qualquer que passe por P, contida em S.

Definigao 4.8. Se ?F(P) +£ 0, o plano tangente 7 a S em P é o plano que passa
por P e cujo vetor normal é ?F(P), isto é,

= {Q e R|(VF(P), PQ) = 0},
isto é, o plano 7 é formado pelos pontos Q(z, ¥, 2) € R? tais que

oF OF OF
( ) ’ (x_%,y—yo,Z—Zo) :07 (47)

dr’ dy’ Dz
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que é equivalente a

e (P = 20) + G (P — ) + (P = 20) =0

Portanto, o vetor gradiente ?F (P) é perpendicular ao plano tangente 7 e o
vetor tangente a qualquer curva C' em S que passe por P esta contido em 7.

A reta normal & S em P é a reta que passa por P e é perpendicular ao plano
tangente m. A direcao da reta normal é, portanto, dada pelo vetor gradiente. Con-
sidere um ponto N(z,y, z) pertencente a reta normal. Tem-se que PN = t?F(P),
onde t € R é o paramentro.

Assim, a equagao paramétrica da reta normal pode escrita como:

(o) = 20+ 24
T =% ox
OF
t) = —t t € R. 4,
y(t) =yo + oyt € (4.8)
(1) = 2+ 254
\ & = % (32

No caso especial em que a equacao de uma superficie S ¢é da forma
z = f(z,y), ou seja, a superficie é o grafico de uma fungao f de 2 variaveis, pode-se
reescrever a equagao como

flz,y) —2=0,

onde S é uma superficie de nivel zero para a fun¢ao F(z,y,z) = f(x,y) — z.

Entao, as derivadas parciais de F' sao:

Fo= 2 (fa,9)~2) = Ji

0
Fy = 5o (fag) = 2) = 1y
Fo=J(fey) —2)=0-1=-1

A equacdo F,(P)(x — xo) + F,(P)(y — o) + F:(P)(z — 2) = 0 para o plano

tangente a superficie de nivel em P(xg, yo, 20) reduz-se a

fo(P)(x — 20) + f,(P)(y — y0) — (2 — 20) = 0.
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Entao, a equagdo paramétrica da reta normal a F(z,y,2) = f(z,y) — z em P

sera:
(o) = 2o+ %t
y(t) = yo + Z_ﬁt , teR. (4.9)
z(t) = f(xo,90) — 1

0
Exemplo 4.40. Determine o plano tangente e a reta normal ao paraboloide circular
que é a superficie de nivel zero da funcao F(x,y,2) = 2? + y*> + 2 — 9 no ponto
A(1,2,4).

Solugao:

Em primeiro lugar é necessario calcular o vetor gradiente da fungao no ponto A,

para isso calculam-se as derivadas parciais:

F, =2
F, =2y
F, =1
?F =2+ 4f+ k.
(1,2,4)

Reescrevendo na Formula (4.7), tem-se:

oF oF oF\|
axa ay? 82 ) x Zo,Y Yo, =2 z20) =

(2 +4]+k)-(x—1,y—2,2—4) =0
2@ —-1)+4y—2)+(z—4) =0.

Portanto, a equacao do plano tangente ao paraboloide x? 4+ 3> + 2 — 9 = 0 no

ponto A(1,2,4) é descrita por:
20 +4y + z = 14.

A equagao da reta normal descrita pela Formula (4.8) é dada por:

x=1+2t
y=2+2t , t € R.
z=4+t

A Figura 37 apresenta o grafico da superficie, do plano tangente e da reta normal.
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Figura 37. Grafico do Exemplo 4.40

Fonte: os autores

Exemplo 4.41. Escreva a equagao do plano tangente a superficie
z = x cos(y) — ye* na origem e a equagao paramétrica da reta normal ao grafico de
Z na origem.

Solugao:

Primeiramente calcula-se o vetor gradiente da fungao F(z,y,z) = x cos(y) —

ye® — z no ponto O(0,0,0):

W(O, 0,0) = (cos(y) — ye®)i + (—zsen(y) — e*)j —k=1—j — k.

Reescrevendo na Formula (4.7), tem-se:
(1,-1,-1) - (z,9y,2) =0

Portanto, a equagao do plano tangente a superficie z = = cos(y) — ye* na origem
é descrita por:

r—y—z=0.

A equagao paramétrica da reta normal ao grafico de z na origem é dada por
z(t) =t, y(t) = —t e z(t) = —t.
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4.10 Extremos de funcdes de 2 variadveis

Nesta secao, serao estudados os pontos em que uma fungao assume seus valores

extremos, isto é, os pontos onde a fungao assume seus valores méximos ou minimos.

4.10.1 Extremos Absolutos

Defini¢ao 4.9. Uma funcao z = f(x,y) tem valor maximo absoluto no ponto

Po(zo,yo, f(xo,y0)) se f(x,y) < f(zo,v0), V(z,y) € D(f). Neste caso, diz-se que o
ponto Py é o ponto de méaximo absoluto (P, ).

Definigcao 4.10. Uma fungao z = f(x,y) tem valor minimo absoluto no ponto

Po(zo, Yo, f (w0, y0)) se f(x,y) = f(x0,90), V(x,y) € D(f). Neste caso, o ponto F é
dito ser o ponto de minimo absoluto (P, ).

4.10.2 Extremos Locais ou Relativos

Definigao 4.11. Uma fungdo z = f(x,y) tem valor maximo local no ponto
Po(zo, 9o, f(w0,90)) se f(z,y) < f(xo,%), quando (z,y,z) estd proximo de
Po(x0, Y0, 20), isto significa que f(z,y) < f(xo,%0), para todo ponto (z,y,z) em
alguma bola com centro em (zg, Yo, z0). Neste caso, diz-se que o ponto Py é o ponto

de méximo local (Pyy,).

Definicao 4.12. Uma fun¢do z = f(x,y) tem valor minimo local no ponto

Po(zo, yo, f(z0,%0)) se flz,y) > f(zo,y0), quando (z,y,z) estd proximo de
Po(zo, o, 20). Neste caso, o ponto P, ¢é dito ser o ponto de minimo local (P,,).

Teorema 4.5 (Teorema de Weierstrass). Seja f : A C R? — R uma fungao
continua no conjunto fechado e limitado A. Entao existem P; e P, pertencentes a
A tais que

f(P) < f(P) < f(P),

para todo P € A.

O Teorema de Weiertrass garante a existéncia de um ponto de maximo P, e um
ponto de minimo P; de uma fun¢ao continua em um dominio fechado e limitado A.

A demonstragao deste resultado é feita nos cursos de Anélise.

Teorema 4.6 (Teste da primeira derivada). Se a fungdo z = f(z,y) tem ex-
tremo local no ponto P(xq, 4o, 20), entdo cada derivada parcial de primeira ordem

da fungao f se anula ou nao existe neste ponto.
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Logo, se a func¢do z = f(z,y) tem extremo local em P(xg, o, 20) € as derivadas

e . 0z 0z
parciais existem, entao a—(:co, Yo) = — (0, v0) = 0.
x

dy

Definigao 4.13. Um ponto P(xg, %0, 20) ¢ dito ser critico ou estacionario da
funcao z = f(z,y) se fu(zo,%0) = 0 e f,(z0,y0) = 0, ou se uma das derivadas

parciais nao existirem.

Observacao 4.10. Se o ponto P(xg, 4o, 20) € um ponto critico, entdo tem-se uma

das trés possibilidades:
1. P(x0, Y0, 20) € ponto de méaximo local;
2. P(xo, %0, 20) € ponto de minimo local;
3. P(xo, %0, 20) € ponto de sela.

Exemplo 4.42. Determine, se existirem, os extremos locais da funcao z = 9 — 22 —
2

ye.

Solugao:

Calculam-se as derivadas parciais:
0z
=9
ox *
0z
— = —2y.
Ay Y

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim:
—2r=0—2=0
—2y=0—7>y=0.

Dessa forma, o extremo local acontece no ponto P(0,0,9), a Figura 38 apresenta

um esboc¢o do gréfico da fungao e do ponto P.
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Figura 38. Grafico do Exemplo 4.42
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Fonte: os autores

Exemplo 4.43. Considere a funcao definida por z = 1+22+1%2, determine se possui

algum extremo relativo.

Solugao:

Calculam-se as derivadas parciais:
0z
= _9
ox ¢
0z
— = 2.
Jy Y

Para um extremo relativo, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim:
20 =0—2=0
2u=0—1y =0.

Dessa forma, tem-se um extremo relativo no ponto P(0,0,1), conforme visuali-

zagao na Figura 39, onde esta o esbogo do grafico da fungao e o ponto P.
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Figura 39. Grafico do Exemplo 4.43

Fonte: os autores

Teorema 4.7 (Teste da segunda derivada). Seja z = f(z,y) uma fungao tal que
suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem sao fung¢oes continuas numa

bola aberta B((xo,y0),7) = {(z,y) € R? | d((z,y), (z0,¥0)) < r}. Suponha que

0 0
8_;(370,%) = a_;(l'o,yo) =0.

Considerando o determinante Hessiano da funcao z = f(z,y):

0%z 0%z
@(%JJO) dyox (1'0,?/0)
H(xo,y0) = :
(w0, %0) 0%z 0%z
m(%,yo) a—yz(l‘m%)
entao:
. 0%z _ )
i) Se H(zg,y0) >0e @(ﬂfoayo) > 0, entdo o ponto P(zo, Yo, f (2o, o)) € ponto

de minimo local;

2

0
ii) Se H(xo,y0) >0 e a—i(azo,yg) < 0, entao o ponto P(xo, Yo, f(x0,y0)) ¢ ponto
x

de maximo local;

iii) Se H(xzo,yo) < 0, entdo o ponto P(xq,yo, f(zo,yo)) é ponto de sela;
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iv) Se H(zo,y0) = 0, nada se pode afirmar.

Exemplo 4.44. Determine, usando o teste da segunda derivada, os extremos das

funcgoes:
a) fz,y) =4—2a" -y’

1 1
b) z:§x2~|—2xy—§y2+a:—8y

1
c) z= 5:1:4 — 2% + day + 2

Solugao:

a) f(z,y)=4—2> -y
Aplica-se o Teste da primeira derivada para localizar o ponto critico calculando

as derivadas parciais:

0z
a—x = —2.T
0z
— = —.
oy Y

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim:
—2r=0—72=0

—2y=0—7y=0.

Dessa forma, o ponto critico acontece no ponto (0,0,4).

Para o teste da segunda derivada, calcula-se o Hessiano da funcao f(x,y) =

4 — g% — 92
02z 02z
@(%ayo) ayax(l‘o:yo)
H(xo,y0) =
(0. 30 0%z 0%z
m(%’yo) a—yQ(l‘o,yo)
—2 0
H(0,0) =
0 —2
Analisando os resultados obtidos, tem-se H(0,0) = 4 > 0 e
0 f

Tk —2 < 0, portanto, o ponto (0,0,4) é um ponto de maximo local.
x
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b)

1 1
z:§x2+2xy—§y2+x—8y.

Aplica-se o Teste da primeira derivada para localizar o ponto critico calculando

as derivadas parciais:

0z

— = 2 1
7 T+ 2y +
0z

— =2x —y — 8.
oy Y

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim

tem-se o sistema:
r+2y+1 =0
20 —y—8 =0.

Resolvendo o sistema acima, tem-se x = 3 e y = —2, dessa forma, o ponto

critico ocorre no ponto (3, —2,0).
1
Para o teste da segunda derivada, calcula-se o Hessiano da funcao z = §ZE2 +

1
2xy — §y2 + x — 8y:

0%z 0%z
@('ran(]) ayax(l’o,yo)

H(zo,y0) =

(0, %0) 0?2 0z

M(%,yo) a_yg(x())yO)
1 2

H(3,-2) =
2 -1

Analisando os resultados obtidos, tem-se H(0,0) = —5 < 0 e, portanto, o

ponto (3,—2,0) é um ponto de sela.

1
z= §x4 —22% + day 4+ 2

Aplica-se o Teste da primeira derivada para localizar o ponto critico calculando

as derivadas parciais:

0z

= =22% — 62° 4+ 4
P €T x” + 4y
0z

— =4 2y.

3y T + 2y

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim

tem-se o sistema:
203 — 622 +4y =0
4o + 2y = 0.
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Resolvendo o sistema acima, tem-se os pontos criticos (0,0,0), (—1,2, —%) e

(4, -8, —64).

1
Para o teste da segunda derivada, calcula-se o Hessiano da funcao z = 5:(:4 —

22° + Ay + y*:

622( ) 0%z ( )
Zo,Yo) =

02z ( ) 822( )
—(x —(x
Dzdy 0, Yo By? 0, Yo
65 — 12z 4

H(xo,90) =
4 2
0 4

H(0,0) = =—-16
4 2
18 4

H(-1,2) = =20
4 2
48 4

H(4,-8) = = 80.
4 2

Analisando os resultados obtidos, tem-se H(0,0) = —16 < 0 e, portanto, o

ponto (0,0,0) é um ponto de sela. Os outros dois pontos criticos sdo pontos
2

. . . . , .. . z, ..
de minimo local, pois o determinante Hessiano é positivo e ainda 922 é positiva
x

para esses dois pontos.

Exemplo 4.45. Uma empresa de entregas aceita apenas caixas retangulares cujos
comprimentos mais perimetros da sec¢ao transversal sejam 108 polegadas. Calcule
as dimensoes de uma caixa aceitavel com maior volume possivel. (Dica: considere
x o comprimento da caixa e y e z as medidas da segao transversal.)

Solugao:

Este ¢ um problema de maximizacao, onde deseja-se o maior volume com a
restricao de que os comprimentos e o perimetro da se¢ao transversal sejam iguais a

108 polegadas. Pode ser descrito da forma:

Max V =uzyz
sujeito a:  x + 2z + 2y = 108.
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Reescrevendo o problema, tem-se:

V(z,y,2) = zyz
T+ 2y + 2z = 108.

Isolando a variavel x e substituindo na funcao do volume, obtém-se:

xr =108 — 2y — 2z
V(y,z) = (108 — 2y — 22)yz.

Dessa forma, o volume méximo sera dado por uma funcao de 2 variaveis:

V(y,z) = (108 =2y —2z)(y)(2)
V(y,z) = 108yz — 2y?z — 2y2>.

Aplica-se o teste da primeira derivada para encontrar os pontos criticos:

V, =108z — 4yz — 222
V, = 108y — 2y? — 4yz.

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim
tem-se o sistema:
2(108 =4y —2z) =0
{ y(108 — 2y —4z) =0.
Resolvendo o sistema acima, tem-se os pontos criticos (0,0), (54,0), (0,54) e
(18,18). Os trés primeiros pontos nao servem como solugao do problema, pois fazem
com que V(y, z) = 0, assim aplica-se o teste da segunda derivada para confirmar se

o ponto critico (18,18) atende as condigoes do problema.

OV @) 2 (o)
dy? 0, Yo 520y 0, Yo
H(xo0,0) =
EWE o, Yo 922 Lo, Yo
—72 —36
H(18,18) =
—36 —72

Analisando o resultado obtido, tem-se H(18,18) = 722 — 362 > 0 e, portanto, o
ponto (18,18) é um ponto de maximo.

Para calcular as dimensoes da caixa, deve-se substituir o ponto de maximo na
equagao de restricao x = 108 — 2y — 2z.

Dessa forma as dimensoes devem ser: 36pol x 18pol x 18pol= 11.664pol?.
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4.10.3 Exercicios

Determine os extremos das fungoes usando o teste da segunda
derivada:
a) z=1y? — z?

b) z =z +y* + 322 — 9y.

Seja a funcao definida por z = 22* + y? — 22 — 2y, determine os

extremos relativos de z, se existirem.

Determine os extremos relativos das fungoes:

a) z = a3+ 3zy? — 15z — 12y d) z=2%+ (y — 1)
b) z = 12xy — 42’y — 3z9? e) z = e%sen(y)
¢) z = ot 4y £) 2 = e—@H+20),

Uma caixa retangular tem um volume de 20 m®. O material usado
nos lados custa R$ 1,00 por m?, o material usado no fundo custa R$ 2,00 por m? e
o material usado na parte superior custa R$ 3,00 por m?. Quais sdao as dimensoes

da caixa malis barata?

O custo de inspecao de uma linha de operagao depende do niimero
de inspecoes = e y de cada lado da linha, e é calculado de acordo com a funcao
C(x,y) = 2% +y* = 2y — 20z — 25y + 1500. Quantas inspecoes devem ser feitas de

cada lado a fim de minimizar o custo?
Respostas
4.25

a) (0,0) ponto de sela

b) (=2,v/3) ponto de minimo e (—2, —/3) ponto de sela.
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a) P, =(2,1,-28), Py, = (—2,—1,28), Pio = (1,2, —26), Pseo = (—1,—2,26)

4 16
b) PMl: (175’?

¢) P, =(0,0,0)

)7 Psela = (ana 0)

d) P, =(0,1,0)
e) Nao existe maximo ou minimo relativo.
f) PMl = (—1,0, 6).

4.28 2mx 2mx 5m.

4.29 x =5, y = 10.

411 Teste da segunda derivada: generalizac3o

A generalizacao do teste da segunda derivada contempla contetidos de analise

matricial, no entanto, a titulo de curiosidade, tem-se o resultado:

Teorema 4.8 (Teste da segunda derivada). Seja z = f(xy,...,x,) uma funcéo
tal que suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem sao func¢oes continuas
numa bola aberta B(FPy,r) = {P € R" | d(P, ) < r}. Suponha que

(98; (P)=0Vi=1,..n.
Considerando o determinante Hessiano da fungao z:
0z 0z
8_x%(PO> 9T, (FRy)
H(PO) - : ’
0z 0z
0x,10x (Fo) - @(PO)
onde
02z
A= |— (P,
! &U%( b)
(922( ) 02z
922" dxo0zy  °
A2 = )
02z 02z
P, — (P,
8:618$2< 0) 8:63( 0)
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entao:
i) Se Ay, Ay, ... > 0 entdo o ponto Py é ponto de minimo local;
ii) Se Ay < 0,Ay > 0,... entdo o ponto Py é ponto de méximo local,

iii) Se Nao ocorrem i) e ii) entdo o ponto Fy ¢ um ponto de sela.

4.12 Divergente e Rotacional

Definicao 4.14. Uma funcio vetorial f : D( _)) C R? — R? definida em um dominio

—

D(f) é uma funcio que, a cada (z,y, z) € D(f) associa um vetor f(z,y, z) do espago:

f(x,y,z) = fl(I,y,Z);—F fZ('T7y7Z);+ f3($7y72)];7

onde f; com i = 1,2, 3 sao fungbes reais.

—

Exemplo 4.46. A fungao dada por f(z,y,z) = 221 + 2927 + 232k ¢ uma funcio

vetorial de 3 varidveis.

Definicao 4.15. O divergente de uma fungao vetorial f de 3 variaveis é denotado

por div f ouV - f, é definido por

divf=V-f= a—f %—J;Jr%. (4.10)

Definicao 4.16. O rotacional de uma fungao vetorial f de 3 variaveis, denotado

por rot f ouV X ﬁ ¢ definido pelo vetor

ik
. o g 9 0
rot f=Vxf = p 3_y 9
L 2 fs (4.11)
o r (OB OB+ (0f 0K\, (0% O\
rotf =Vt _((91/ 8z)l <3x 8z>‘7+<3x 8y)k'

—

Exemplo 4.47. Considere a funcio § : D(§) € R® — R3, dada por § = zy%i +
22%y2j — 3yz2k, determine:

a) div g;
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b) rotg.
Solugao:

a) Para calcular o divergente, basta aplicar a Formula (4.10):
0 0 0
o, of 0,
Jor OJy 0z
divg = y*+ 22z + 6yz.

divg =V - f=

b) Para o célculo do rotacional da fungao g, utiliza-se a Formula (4.11) tem-se:

i j k
rotg = oxr 0Oy 0z

vy 22%yz —3yz?

rot§ = (=322 — 22%y)i — (0 — 0)] + (dwyz — 22y)k

Portanto, o rotacional da funcao g é:

rot § = (—32% — 22%y)i + (4wyz — 2xy)k.

4.13 Aplicacdes

4.13.1 Interpretacdo Fisica da Divergéncia

Na  mecanica dos fluidos, tem-se a equacao da continuidade
divi + % = 0, onde @ = pt¢ sendo p = p(z,y,2,t) a densidade do fluido e
U =(x,y,2,t) o vetor velocidade.

Na equacao da continuidade, div « é uma medida da taxa de variacao da densi-
dade do fluido em um ponto.

Se div i > 0 em um ponto, sua densidade estéd diminuindo com o tempo, o fluido
esta se expandindo.

Se divi < 0 em um ponto, sua densidade estd aumentando com o tempo, o
fluido esté se comprimindo.

Se divu = 0 em todos os pontos da regiao, o fluxo de entrada é igual ao fluxo de
saida.

Se p = cte, o fluido é dito incompressivel. Nesse caso, divv = 0 e o campo

vetorial é chamado solenoidal.
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Exemplo 4.48. Um campo de escoamento compressivel é descrito por

—t

= pt = (2ze™", —zye™),

onde x e y sao coordenadas em metros, t é o tempo em segundos, p e U sao dados em
3 . . ~ . ~
Kg/m” e m/s respectivamente. Calcule a taxa de variacdo da densidade em relagao

ao tempo no ponto A(3,2,2) para t = 0.

Solugao:
A taxa de variacao da densidade é dada por:
0
o = —divi
0
8—[; = —(2e" —xe™)
0
a—': =xe ' —2e7".
Para t = 0, tem-se:
dp
Loy
ot~ "
0
No ponto A(3,2,2): 8_€ = 1kg/m”.

4.13.2 Interpretacdo Fisica do Rotacional

Em diversas situacoes da Fisica, o rotacional de um campo vetorial se faz pre-

sente, por exemplo:
a) para analisar campos de forgas eletromagnéticas;
b) em mecanica de fluidos com a anélise dos campos de velocidade.

Observacao 4.11. A mecéanica dos fluidos é o ramo da mecanica que estuda o
comportamento fisico dos fluidos e suas propriedades. Os aspectos tebricos e pra-
ticos da mecéanica dos fluidos sao de fundamental importancia para a solucao de
diversos problemas encontrados habitualmente na engenharia, sendo uma de suas
principais aplicacoes destinadas ao estudo de escoamentos de liquidos e gases. O
regime de escoamento diz respeito a como os fluidos se comportam em relagao a

diversas variaveis. Um fluxo de fluido pode se comportar quanto

- a direcao da trajetoria das particulas que o compoe em relagao a dependéncia

do estado de organizagao do escoamento (escoamento laminar ou turbulento);

- & sua variac¢@o no tempo (escoamento permanente ou ndo permanente);
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- & variacdo na trajetoria das particulas (escoamento uniforme ou variado);

- ao seus movimentos de rota¢do (escoamento rotacional ou irrotacional).
Observacgao 4.12. Se V x f: 0, o campo ¢ dito irrotacional.
Exemplo 4.49. Um escoamento é representado pelo campo de velocidade
7 = (10xi — 10y + 30k).
Verifique se o escoamento é:
a) incompressivel;
b) irrotacional.
Solugao:

a) Para que o escoamento seja incompressivel, deve-se verificar se divt’ = 0.

divy =10—10=0.

Dessa forma:

Logo, o escoamento é incompressivel.

b) Para que o escoamento seja irrotacional, deve-se verificar se V x f = 0.

- S 0 0 S
rot f =V x f= I 8_y 9 =0.
10z —10y 30

Portanto, o escoamento é irrotacional.

4.14 Lista de Exercicios

Calcule as derivadas parciais solicitadas.

3
2

a) f(z,y) = (&% +y7) foa(®,9), fia(,9)
b) g(:z:, Y, Z) = 1D(l‘2 -+ 8y — 3,22) goc:c(‘ra Y, Z)7 gzyx(x> Y, Z)
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43
T2 .2 (ZE,y) 7£ (0’0)
Seja f(z,y) =4 **+¥’
0, (z,y)=(0,0)
0*f O*f
M .
ostre que aJ;ay(O,O) # 8y8x(0’0)
Mostre que f(x,y) = In(z? + y?) satisfaz a equagao de Laplace
0*f  O*f
=5 +t+5=0.
ox?  0y?

Calcule as derivadas de 12 ordem das fungoes:
a) z =ye* + ze¥, onde x = cos(t) e y = sen(t)
b) z = 23y, ondengey:ve“.
u

Considere f(z,y) = 2— /2?2 + y? e 0o ponto A(3,4, —3), determine

a equagao:
a) do plano tangente ao grafico de f(z,y) no ponto A;
b) da reta normal ao grafico de f(x,y) no ponto A.

Determine o ponto onde o plano tangente ao grafico descrito pela

equacao z = 2x% 4 22y — y? — bx + 3y — 2 & horizontal.

Determine a equagao do plano tangente ao grafico de f(z,y) =

xy + 4x + 2 que é paralelo ao plano xy.

Considere o elipsoide de equacao z2 + 2y* + 322 = 21. Escreva as
equacoes dos planos tangentes a superficie que sao paralelos ao plano x + 4y + 6z —
30 =0.

Determine a derivada direcional no ponto A na dire¢ao do vetor v

para:
b) g(z,y,z) = In(2? + y* + 22), A(1,2,3), v = (1,—-1,—1).

Considere a funcao f(x,y) = 2*> + y*> — 2y e o ponto A(2,2).

Determine:
a) a taxa de variacao de f em A na dire¢do do vetor @ = (1,1)

b) a dire¢do na qual a taxa de variagao de f em A é maxima.
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Determine se as seguintes fungoes possuem pontos de maximo ou

minimo. Em caso afirmativo, classifique-os.
a) flz,y) = (x—y)'+ (2 +y+2)°
b) g(z,y) =2° + (x —y)

c) hz,y) =1-a"—y".

Determine o rotacional dos campos vetoriais. Verifique se o campo

dado é conservativo.
a)
b) gz, y) = (2zy, 2?)

c) h(z,y) = (2zy’, 3y°z?).

2

/'\l

>

Calcule a divergéncia do campo vetorial dado no ponto indicado.

2

r,y,2) = (23y?z, 2%z, 2%y) no ponto A(2,1,—1)

padl

a)

b) g((lf,y, Z) = (ZEyZ,y,Z) no ponto B(27 _173)

c)

=

(x,y,2) = (e*sen(y), e” cos(y), z) no ponto C(0,0, 3).

Respostas
4.30
3(22% 4 o2 3y
a) fa:ac — (—) fy;r = 2
/.TZ + y2 /x2 + y2
b) _2(—a* + 8y — 327) B 192zx
Juz (22 + 8y — 322)2 Jeve = (22 + 8y — 322)3
4.33
0z sen(t) 2 cos(t) 2
a) 5 = ¢ (cos?(t) —sen(t)) + e (cos(t) — sen’(t))
0z v\3 Oz vt (=3
b % e (U)ot ()
)(% “\u 8u6u3(u+)
4.34
3 4

a) z:—B—E(x—?))—g( —4)
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( 3
=3——t
! 5
Y 5
T =—-3—t
1 11 1
4.35 - —,—— .
(37 6’ 12)
4.36 z=2.
437 r4+4y+62—-—21=0ex+4y+62+21=0.
4.38
6 4v/3
a) V6 b) 43
6 21
4.39
SEY: e
5 V5
4.40
a) minimo b) nao ha ¢) méaximo.
4.41

a) (—2xy,2wz — 223y) campo nio conservativo
%

0

%

0

b)

c)

4.42

campo conservativo

campo conservativo.

a) —12 b) —1 c) 0.
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