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Prefácio

A primeira edição do texto Funções Reais de n Variáveis é o resultado de um
material produzido pelas autoras desde o ano 2009 a partir de pesquisas em livros
didáticos escritos pelos autores Flemming e Gonçalves (2007), Anton, Bivens e Davis
(2007), Thomas, Weir e Hass (2012), Ávila (2015), Stewart (2013) entre outros. Tal
pesquisa buscou reunir os principais conteúdos de cada uma das obras e resultou
em um material didático que é utilizado nas disciplinas de Cálculo Diferencial e
Integral I e Cálculo III, ambas ofertadas regularmente pelo Instituto de Matemática,
Estatística e Física (IMEF) da Universidade Federal do Rio Grande (FURG).

O principal objetivo é concentrar em um único texto a teoria sugerida na ementa
destas disciplinas, em uma linguagem atual, simples e de fácil entendimento por
parte do estudante. Não desejamos aprofundar os resultados com demonstrações
rigorosas nem explorar diferentes formas de abordagem de um mesmo tópico. A ideia
central é aproximar o estudante dos conceitos aqui abordados, em uma linguagem
que permita uma leitura clara e objetiva.

Ao finalizar a leitura, esperamos que o leitor esteja familiarizado com a lingua-
gem e notações matemáticas a fim de aplicar os conceitos de Cálculo em diversos
problemas das áreas de ciência exatas e engenharias.

Um agradecimento especial às professoras Denise Maria Varella Martinez e Ma-
rilia Nunes Dall’Asta pelo acolhimento e inspiração desde o momento em que as
autoras iniciaram sua trajetória docente na FURG. O compartilhamento de suas
experiências foi muito importante para a elaboração deste material.
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Capı́tulo 1
Funções Reais de n Variáveis

Nem sempre é possível modelar situações práticas por meio de uma função real
de uma variável apenas. Em economia, por exemplo, a função demanda de um
produto não depende somente de seu preço, mas também pode depender do preço
de bens substituíveis e complementares, da renda dos consumidores, do gasto em
propaganda, dentre outros. O poder aquisitivo de uma pessoa depende não só de seu
salário, mas também das taxas de juros bem como do número de seus dependentes.

A altura de uma montanha, a profundidade de um lago ou ainda a posição
geográfica de uma pessoa podem ser expressas como uma função de duas ou três
variáveis: x, y e z.

Em geometria, o volume V de um cilindro é dado por V = πr2h, onde r é o raio
e h é a altura. Ele pode ser representado por uma função de duas variáveis, dada
por V (r, h) = πr2h.

A frequência de um circuito sintonizador depende de sua capacitância, de sua
indutância e de sua resistência, ou seja, a frequência depende de três variáveis. Em
termos gerais, os sistemas físicos reais raramente dependem de uma só variável. Por
essa razão, é importante o estudo de funções de várias variáveis. Abordam-se, neste
capítulo, formas de representação de funções que usam duas ou mais variáveis.

1.1 O espaço Rn

Definição 1.1. Seja n um número natural. O espaço Rn é o produto cartesiano de
n fatores iguais a R:

Rn = R× R× R× . . .× R.
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Ou seja, o espaço Rn é o conjunto das n-uplas ordenadas (x1, . . . , xn) onde cada
xi ∈ R, i = 1, ..., n e n ∈ N.

Notação:

Rn = {(x1, . . . , xn)|x1, . . . , xn ∈ R}.

Cada n-upla é um ponto de Rn.

Exemplo 1.1. R1 = R é a reta real, ou seja, o conjunto dos números reais.

R1 = {x|x ∈ R}.

O ponto A(−2) na reta da Figura 1 é um ponto de R1.

Figura 1. Gráfico do Exemplo 1.1

Fonte: os autores

Exemplo 1.2. R2 é o plano, isto é, o conjunto de pares ordenados (x, y) de números
reais.

R2 = {(x, y)|x, y ∈ R}.

Os pontos A(1, 3) e B(−4, 3) na Figura 2 são pontos de R2.

Figura 2. Gráfico do Exemplo 1.2

Fonte: os autores

Exemplo 1.3. R3 é o espaço tridimensional cujos pontos são ternas ordenadas
(x, y, z).

R3 = {(x, y, z)|x, y, z ∈ R}.
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O ponto C(1, 1, 1) na Figura 3 é um ponto de R3.

Figura 3. O ponto C em R3

Fonte: os autores

1.2 Definição e exemplos

Definição 1.2. Uma função real de n variáveis f : Rn → R é uma correspondência
onde cada n-upla (x1, . . . , xn) ∈ Rn relaciona um único número z = f(x1, . . . , xn) ∈
R. Os números x1, . . . , xn são chamados de variáveis independentes e z é a variável
dependente.

O domínio de f é um subconjunto de Rn no qual f está bem definida, e é
denotado por D(f). Ao definir uma função de duas ou mais variáveis, segue-se a
prática de excluir entradas que levem a números complexos ou à divisão por zero.
Considera-se o domínio de uma função como sendo o maior conjunto para os quais
a regra de definição gera um número real.

A imagem de f é um subconjunto de R, denotado por Im(f), definido por
Im(f) = {f(x1, . . . , xn) ∈ R|(x1, . . . , xn) ∈ D(f)}. O contradomínio de f é o
conjunto R, onde estão contidas as imagens de f .

A Tabela 1 apresenta uma comparação entre os domínios e imagens de funções
reais de uma, duas e três variáveis.
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Tabela 1. Comparação de domínio e imagem de funções

Domínio Imagem Exemplo de função
D(f) = R R+ f(x) = x2

D(f) = R2 R+ f(x, y) = x2 + y2

D(f) = R3 R+ f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

Fonte: os autores

Exemplo 1.4. Considere a função f : D(f) ⊂ R3 → R dada por f(x1, x2, x3) =

x2
1 + x2

2 + x2
3. Determine:

a) o domínio de f ;

b) a imagem de f .

Solução:
Tem-se que f é uma função de 3 variáveis, pois associa a cada terna ordenada

(x1, x2, x3) ∈ R3 (sem restrições para os valores xi escolhidos) o valor x2
1+x2

2+x2
3 ∈ R.

a) D(f) = R3.

b) Im(f) = R+.

Em particular, a imagem do ponto A(1,−2, 4) ∈ D(f) é o valor 21, pois:

f(1,−2, 4) = (1)2 + (−2)2 + (4)2 = 21.

Exemplo 1.5. Considere a função f : D(f) ⊂ R2 → R dada por f(x1, x2) =
√
x1 − x2 e representada na Figura 4. Determine:

a) o domínio de f ;

b) a imagem de f .



Capítulo 1. Funções Reais de n Variáveis 12

Figura 4. Gráfico de f(x1, x2) =
√
x1 − x2

Fonte: os autores

Solução:
A função f é uma função de 2 variáveis, pois associa a cada par ordenado

(x1, x2) ∈ R2, o valor
√
x1 − x2 ∈ R.

a) D(f) = {(x1, x2) ∈ R2|x1 ≥ x2}, pois dentro de radicais de índice par não é
possível considerar números negativos. Veja o esboço na Figura 5.

Figura 5. Esboço do domínio de f(x1, x2) =
√
x1 − x2

Fonte: os autores

b) Im(f) = R+.

Em particular, a imagem do ponto B(7, 2) ∈ R2 é o valor
√

5, pois:

f(7, 2) =
√

7− 2 =
√

5.
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Atenção! Não é possível calcular f(2, 7), pois B(2, 7) /∈ D(f), ou seja, o ponto
B(2, 7) não pertence ao domínio da função f . É importante observar que os pares
ordenados (2, 7) e (7, 2) são distintos, ou seja, (2, 7) 6= (7, 2).

Exemplo 1.6. Considere a função f : D(f) ⊂ R2 → R dada por f(x, y) =
√
y − x+

√
1− y. Determine e represente geometricamente o domínio de f .
Solução:
O domínio D(f) é um subconjunto de R2 constituído pelos pares ordenados (x, y)

que satisfazem y − x ≥ 0 e 1− y ≥ 0, isto é, y ≥ x e 1 ≥ y. Portanto, a intersecção
desses conjuntos é o domínio de f , representado pelo gráfico na Figura 6.

Figura 6. Esboço do domínio do Exemplo 1.6

Fonte: os autores

Exemplo 1.7. Seja a função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) = x ln(y2 − x),
determine graficamente o domínio de f .

Solução:
O domínio D(f) é um subconjunto de R2 constituído pelos pares ordenados

(x, y), tais que y2 − x > 0, ou seja, x < y2, representado pelo gráfico na Figura 7.
Esse domínio decorre do fato de que só é possível calcular o logaritmo de valores
estritamente positivos.
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Figura 7. Esboço do domínio do Exemplo 1.7

Fonte: os autores

Exemplo 1.8. Determine o domínio de f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =

ln(x− y) + xysen(|x|). Calcule f
(π

2
, 0
)
. É possível calcular f

(
0,
π

2

)
?

Solução:
O domínio de f é o conjunto D(f) = {(x, y) ∈ R2|x > y}. Isso ocorre, pois

a função logaritmo natural só está definida para valores estritamente positivos. O
ponto

(π
2
, 0
)
∈ D(f), logo f

(π
2
, 0
)

= ln
(π

2

)
. O ponto

(
0,
π

2

)
/∈ D(f), portanto

não é possível calcular f
(

0,
π

2

)
.

1.2.1 Exercícios

Exercício 1.1. Determine o domínio e a imagem das funções de várias variáveis,
dadas por:

a) f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2

b) h(x, y) = cos(xy)

c) g(x, y) =
1

xy

d) n(x, y, z) =
1

x2 + y2 + z2

e) m(x, y) =
√
y − x2

f) w(x, y, z) = xy ln(z).

Exercício 1.2. Considere a função f : R2 → R, dada por f(x, y) =
2x+ y

y
, calcule:

a) f(1, 1)

b) f(8, 9)

c) f(0, 3) + f(5, 5)

d)
f(0, 2)

f(1, 6)

e) f(3+∆x, 4)−f(3, 4).
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Exercício 1.3. Considere a função f : R2 → R, dada por f(x, y) = x + y. Para
quais valores de x e y tem-se f(x, y) = 2 ?

Exercício 1.4. Uma loja vende apenas 2 produtos, o primeiro a R$ 500, 00 a uni-
dade, e o segundo, a R$ 600, 00 a unidade. Sejam x e y as quantidades vendidas dos
dois produtos.

a) Qual é a expressão da receita de vendas?

b) Qual é o valor da receita se forem vendidas 10 unidades do primeiro produto
e 15 do segundo?

Respostas

1.1

a) D(f) = R3, Im(f) = [0,∞)

b) D(h) = R2, Im(h) = [−1, 1]

c) D(g) = {(x, y) ∈ R2|xy 6= 0} , Im(g) = (−∞, 0) ∪ (0,∞)

d) D(n) = {(x, y, z) ∈ R3|(x, y, z) 6= (0, 0, 0)} , Im(n) = (0,∞)

e) D(m) = {(x, y) ∈ R2|y ≥ x2} , Im(m) = [0,∞)

f) D(w) = {(x, y, z) ∈ R3|z > 0} , Im(w) = (−∞,∞).

1.2

a) 3 b)
25

9
c) 4 d)

3

4
e)

∆x

2
.

1.3 y = 2− x.
1.4

a) R(x, y) = 500x+ 600y b) R(10, 15) = 14 000, 00 Reais.

1.3 Gráfico de uma função real de n variáveis

Definição 1.3. Seja f : D(f) ⊂ Rn → R uma função real de n variáveis. Conside-
rando:

X = (x1, . . . , xn) e Y = f(x1, . . . , xn),

o gráfico de f é dado pelo conjunto de pontos:

σ(f) = {(X, Y ) ∈ Rn+1 | Y = f(X), X ∈ D(f)}.
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Exemplo 1.9. Considere f : R2 → R dada por f(x1, x2) = 2x1 + x2. O gráfico de
f é dado por:

σ(f) = {(x1, x2, f(x1, x2)) ∈ R3 | f(x1, x2) = 2x1 + x2, (x1, x2) ∈ R2}

= {(x1, x2, z) ∈ R3 | z = f(x1, x2), (x1, x2) ∈ R2} .

O gráfico de f é um plano e pode ser visualizado na Figura 8.

Figura 8. Gráfico de f(x1, x2) = 2x1 + x2

Fonte: os autores

1.3.1 Gráficos de funções reais de 2 variáveis

Se f : D(f) ⊂ R2 → R, tem-se σ(f) ⊂ R3, ou seja, a totalidade dos pontos
da forma (x1, x2, f(x1, x2)) constitui uma superfície no espaço tridimensional. Sem
perda de generalidade, o gráfico de uma função de 2 variáveis pode ser representado
por uma superfície de equação z = f(x, y) no espaço R3. Neste caso, o domínio de
z = f(x, y) é um subconjunto de pontos (x, y) pertencentes a R2 que usualmente é
representado em z = 0.

Para esboçar o gráfico de uma função de 2 variáveis, é necessário estabelecer um
sistema de coordenadas tridimensional. Cada ponto em um espaço tridimensional é
representado por uma terna ordenada (x, y, z), como na Figura 9.



Capítulo 1. Funções Reais de n Variáveis 17

Figura 9. Pontos em R3

Fonte: os autores

As coordenadas desses pontos são:

A(2, 0, 0) B(2, 2, 0)

C(0, 2, 0) D(0, 0, 0)

E(2, 2, 2) F (2, 0, 2)

G(0, 0, 2) H(0, 2, 2)

Existem duas formas de visualizar os valores de uma função. Uma delas consiste
em desenhar e identificar as curvas (curvas de nível) nas quais f tem um valor
constante (veja seção 1.3.2). A outra forma consiste em esboçar z = f(x, y) no
espaço.

Alguns exemplos desses esboços no espaço podem ser vistos nas Figuras 10 e 11,
que representam os gráficos das funções dadas por f(x, y) = x2 − 3y2x e g(x, y) =

x2 + y2, respectivamente.

Figura 10. Esboço de f(x, y) = x3 − 3y2x

Fonte: os autores
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Figura 11. Esboço de g(x, y) = x2 + y2

Fonte: os autores

1.3.2 Curvas de Nível

Uma interessante aplicação de curvas de nível ou curvas de contorno pode ser
encontrada no estudo de superfícies físicas, por exemplo, na representação de um
relevo. Isso é possível, pois curvas de nível são curvas planas que unem pontos de
igual altura, ou seja, são resultantes da intersecção da superfície física considerada
com planos paralelos ao plano xy.

As curvas de nível são utilizadas por cartógrafos para mapear terrenos com vales,
montanhas e morros. O desenho dessas curvas, que unem pontos de uma mesma
elevação colocado num mapa, chamado mapa topográfico, permite ao observador
obter um panorama mental dos contornos do terreno no plano tridimensional.

Definição 1.4. Seja z = f(x, y) uma função de 2 variáveis. O conjunto de pontos
(x, y) ∈ D(f), tais que f(x, y) = k, onde k é uma constante, é chamado curva de
nível de f , correspondente ao nível k.

Observação 1.1.

- A função f é constante sobre cada curva de nível, pois f(x, y) = k;

- As curvas f(x, y) = k são subconjuntos do gráfico de f ;

- As curvas de nível são utilizadas para facilitar o esboço do gráfico de f . Se a
distância entre as curvas de nível é grande, tem-se que f varia (cresce ou decresce)
lentamente. Curvas de nível próximas indicam que f varia rapidamente.

Exemplo 1.10. Trace o gráfico das curvas de nível da função f : D(f) ⊂ R2 → R
dada por f(x, y) = x2 − y2.
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Solução:
O domínio de f é R2 e sua imagem é R. Para traçar as curvas de nível deve-se

considerar x2 − y2 = k, onde k ∈ R. Assim:

Para k = 0⇒ y2 = x2 ⇒ y = ±x (Bissetrizes);

Para k > 0⇒ x2 − y2 = k

x2

(
√
k)2
− y2

(
√
k)2

= 1 (Hipérbole com foco no eixo x);

Para k < 0⇒ y2 − x2 = −k

y2

(
√
−k)2

− x2

(
√
−k)2

= 1 (Hipérbole com foco no eixo y).

A Figura 12 representa o traço das curvas de nível de f e a Figura 13 representa
o gráfico de f .

Figura 12. Curvas de nível do
Exemplo 1.10

Fonte: os autores

Figura 13. Gráfico da função f
do Exemplo 1.10

Fonte: os autores

Exemplo 1.11. Considere a função f : D(f) ⊂ R2 → R dada por f(x, y) = x2 +y2.
Determine:

a) o domínio e a imagem de f ;

b) as curvas de nível de f correspondentes aos níveis k = 1, 2 e 3;

c) um esboço do gráfico.

Solução:

a) D(f) = R2, pois ∀(x, y) ∈ R2 pode-se calcular x2 + y2 e Im(f) = R+, pois
x2 + y2 ≥ 0.
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b) As curvas de nível são dadas por f(x, y) = k, onde k ∈ R+.

Para k = 1⇒ x2 + y2 = 1 (circunferência de raio 1);

Para k = 2⇒ x2 + y2 = 2 (circunferência de raio
√

2);

Para k = 3⇒ x2 + y2 = 3 (circunferência de raio
√

3).

Geometricamente, as curvas de nível correspondentes ao níveis
k = 1, 2 e 3 são as circunferências de raio 1,

√
2 e
√

3, respectivamente. Podem-
se escolher níveis k ≥ 0, pois, caso contrário, obtém-se x2 + y2 < 0, o que é
um absurdo.

c) O gráfico das curvas de nível pode ser observado na Figura 14 e o gráfico de
f na Figura 15.

Figura 14. Curvas de nível do
Exemplo 1.11

Fonte: os autores

Figura 15. Gráfico da função f
do Exemplo 1.11

Fonte: os autores

Exemplo 1.12. Considere a função f : D(f) ⊂ R2 → R dada por f(x, y) =

9− x2 − y2. Determine:

a) o domínio e a imagem de f ;

b) as curvas de nível de f correspondentes aos níveis k = 0, 1 e 2;

c) o gráfico de f .

Solução:

a) O domínio é dado por D(f) = R2, pois ∀(x, y) ∈ R2, pode-se calcular f(x, y) =

9− x2 − y2. Para a imagem tem-se Im(f) = {z ∈ R|z ≤ 9}, pois x2 + y2 ≥ 0,
então 9− x2 − y2 ≤ 9.
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b) As curvas de nível são dadas por f(x, y) = k, onde k ≤ 9.

Para k = 0⇒ 9− x2 − y2 = 0

x2 + y2 = 9 (Circunferência de raio 3);

Para k = 1⇒ 9− x2 − y2 = 1

x2 + y2 = 8 (Circunferência de raio 2
√

2);

Para k = 2⇒ 9− x2 − y2 = 2

x2 + y2 = 7 (Circunferência de raio
√

7).

Pode-se escolher níveis k ≤ 9, inclusive negativos, uma vez que, caso contrário,
obtém-se 9− x2 − y2 > 9, o que é um absurdo.

c) O gráfico das curvas de nível está na Figura 16 e o gráfico de f na Figura 17.

Figura 16. Curvas de nível do
Exemplo 1.12

Fonte: os autores

Figura 17. Gráfico da Função f
do Exemplo 1.12

Fonte: os autores

Exemplo 1.13. Considere f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =
√

9− x2 − y2.
Determine:

a) o domínio e a imagem de f ;

b) as curvas de nível de f correspondentes aos níveis k = 0, 1, 2 e 3;

c) o gráfico de f .

Solução:

a) O domínio da função f corresponde aos pares ordenados (x, y), tais que 9 −
x2 − y2 ≥ 0, portanto

D(f) =
{

(x, y) ∈ R2|9− x2 − y2 ≥ 0
}

=
{

(x, y) ∈ R2|9 ≥ x2 + y2
}
.
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Assim, imagem da função f é dada por:

Im(f) = {z ∈ R|0 ≤ z ≤ 3}.

b) As curvas de nível são dadas por f(x, y) = k, ou seja,

Para k = 0⇒
√

9− x2 − y2 = 0

x2 + y2 = 9 (Circunferência de raio 3);

Para k = 1⇒
√

9− x2 − y2 = 1

x2 + y2 = 8 (Circunferência de raio 2
√

2);

Para k = 2⇒
√

9− x2 − y2 = 2

x2 + y2 = 5 (Circunferência de raio
√

5);

Para k = 3⇒
√

9− x2 − y2 = 3

x2 + y2 = 0 (Ponto (x, y) = (0, 0)).

Note que para valores de k > 3, a intersecção do plano z = k com a superfície
é vazia. Além disso, os valores de k não precisam ser números inteiros.

c) O gráfico das curvas de nível e o gráfico de f estão, respectivamente, nas
Figuras 18 e 19.

Figura 18. Curvas de nível do
Exemplo 1.13

Fonte: os autores

Figura 19. Gráfico da função f
do Exemplo 1.13

Fonte: os autores

Para o caso de funções de 3 (ou n) variáveis, é possível obter as superfícies de
nível, que são as superfícies com equação f(x, y, z) = k, onde k é uma constante. Se
(x, y, z) se move ao longo de uma superfície de nível, o valor de f(x, y, z) permanece
fixo.
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Exemplo 1.14. Determine as superfícies de nível da função f : R3 → R, dada por
f(x, y, z) = 4(x2 + y2 + z2).

Solução:
A função f é sempre positiva, logo só faz sentido calcular as superfícies de nível

k ≥ 0. Se k = 0, temos 4(x2 + y2 + z2) = 0 ⇔ (x, y, z) = (0, 0, 0). Para obter as
superfícies de nível k > 0, calcula-se 4(x2 + y2 + z2) = k, de onde decorre a equação

x2 + y2 + z2 =
k

4
.

Portanto, para k > 0 tem-se uma família de esferas de centro (0, 0, 0) e raio
√
k

2
.

1.3.3 Exercícios

Exercício 1.5. Descreva e esboce as curvas de nível de cada função para os valores
dados de c.

a) f(x, y) =
√

25− x2 − y2, c = 0, 1, 2, 3, 4, 5

b) f(x, y) = x2 + y2, c = 2, 4, 6, 8

c) f(x, y) = xy, c = ±1, ±2, . . . , ±5.

Exercício 1.6. Seja f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) = ln(2x+ y − 2).

a) Estime f(1, 1).

b) Calcule f(1, e).

c) Determine D(f) e Im(f).

d) Esboce D(f) graficamente.

e) Obtenha as curvas de nível de f .

Exercício 1.7. Seja f : R2 → R, dada por f(x, y) = x4e2xy.

a) Calcule f(2, 0).

b) Determine D(f) e Im(f).

c) Esboce D(f) graficamente.

Exercício 1.8. Seja g : D(g) ⊂ R2 → R, dada por g(x, y, z) = ln(36−x2−y2−z2).

a) Calcule g(5, 3, 1).
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b) Determine D(f) e Im(f).

Exercício 1.9. Determine e esboce o domínio das funções dadas por:

a) f(x, y) =
√
x− y ln(x+ y)

b) g(x, y) =
√
x+
√
y

c) h(x, y) =

√
y − x2

1− x2

d) m(x, y) =
6x+ 2y

x2 + y2 − 9
.

Exercício 1.10. Determine e descreva o esboço do domínio das funções de 3 variá-
veis:

a) f(x, y, z) =
√

4− x2 − y2 − z2

b) g(x, y, z) = ln(36− 4x2 − y2 − 4z2).

Respostas

1.5.

a) c = 5: ponto, c = 1, 2, 3, 4: circunferência de raio
√

25− c2.

b) c = 2, 4, 6, 8 : circunferência de raio
√
c.

c) c = ±1,±2, . . . ,±5: curvas y = ± c
x
.

1.6.

a) 0.

b) 1.

c) D(f) = {(x, y) ∈ R2|y > 2− 2x}; Im(f) = R.

e) A curva de nível k é a reta y = −2x+ 2 + ek.

1.7.

a) 16.

b) D(f) = R2 ; Im(f) = R+.

1.8.
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a) 0.

b) D(g) = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 < 36}; Im(g) = {w ∈ R|w < ln(36)}.

1.9.

a) D(f) = {(x, y) ∈ R2| − x < y ≤ x}.

b) D(g) = {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0, y ≥ 0}.

c) D(h) = {(x, y) ∈ R2|y ≥ x2, x 6= ±1}.

d) D(m) = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 6= 9}.

1.10.

a) D(f) = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 4}.

b) D(g) =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣x2

9
+
y2

36
+
z2

9
< 1

}
.
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Capı́tulo 2
Limites de Funções Reais de n
Variáveis

Quando se calcula o limite de funções reais de 1 variável, isto é, lim
x→x0

f(x) =

L, toma-se uma vizinhança de L, de tamanho ε e obtém-se uma vizinhança de
x0, de tamanho δ. Ou seja, dado ε > 0, ∃ δ > 0, tal que se 0 < |x − x0| < δ

então |f(x) − L| < ε. Ambas as vizinhanças são unidimensionais: para garantir a
existência do limite, calculam-se os limites laterais à esquerda ( lim

x→x−0
f(x)) e à direita

( lim
x→x+0

f(x)) de x = x0.

Quando se calcula o limite de uma função real de 2 variáveis f(x, y), uma vizi-
nhança de um ponto (x0, y0) é uma bola bidimensional de centro (x0, y0) e raio δ,
como se observa na Figura 20.

Além de considerar os limites laterais (pela direita e pela esquerda), existem
outras possibilidades de direção que podem ser consideradas.

Se a função for de 3 variáveis, uma vizinhança de um ponto (x0, y0, z0) é uma
bola tridimensional (geometricamente uma bola de raio δ). Para quatro ou mais
dimensões não é possível visualizar geometricamente uma bola, embora de maneira
abstrata todos os cálculos podem ser feitos.

Portanto, serão formalizadas as noções de limite e continuidade de funções de 2

variáveis a fim de tornar as contas mais simples. Todas as definições e resultados
são análogos para funções de n variáveis.



Capítulo 2. Limites de Funções Reais de n Variáveis 27

Figura 20. Vizinhança de um ponto (x0, y0)

Fonte: os autores

Em matemática, dizemos que um ponto é ponto de acumulação de um conjunto
quando é possível obter uma aproximação dele por meio de infinitos outros pontos
do conjunto, de modo que ela seja tão boa quanto se queira.

Definição 2.1. Sejam f : A ⊂ R2 → R uma função de 2 variáveis, (x0, y0) um
ponto de acumulação de A e L um número real, então:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x) = L⇔ ∀ ε > 0,∃ δ > 0, tal que ∀ (x, y) ∈ D(f), se

0 < ‖(x, y)− (x0, y0)‖ < δ, então |f(x, y)− L| < ε.

Conforme indicado na Figura 20, a medida que os pontos (x, y) se aproximam
de (x0, y0), temos que os valores f(x, y) se aproximam do valor L.

Observação 2.1. Considerando d((x, y), (x0, y0)), a distância euclidiana entre os
pontos (x, y) e (x0, y0), temos

||(x, y)− (x0, y0)|| = d((x, y), (x0, y0)) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.

Exemplo 2.1. Mostre que lim
(x,y)→(2,1/2)

3x+ 2y = 7.

Solução:
Pela definição de limite, dado um valor ε > 0, deve-se exibir um δ > 0 (sendo o

valor δ dependente do valor ε dado), tal que se 0 <
√

(x− 2)2 +
(
y − 1

2

)2
< δ então

|3x+ 2y − 7| < ε.
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De fato, |3x+ 2y − 7| = |3x− 6 + 2y − 1| = |3(x− 2) + 2
(
y − 1

2

)
|.

Como |3(x − 2) + 2
(
y − 1

2

)
| ≤ |3(x − 2)| + 2|

(
y − 1

2

)
| e ainda 3|(x − 2)| =√

[3(x− 2)]2, 2|
(
y − 1

2

)
| =

√
[2
(
y − 1

2

)
]2 tem-se

|3x+ 2y − 7| ≤ 3
√

(x− 2)2 + 2
√(

y − 1
2

)2

≤ 3
√

(x− 2)2 +
(
y − 1

2

)2
+ 2
√

(x− 2)2 +
(
y − 1

2

)2

< 3δ + 2δ

= 5δ.

Portanto, para que |3x+ 2y − 7| < 5δ < ε, basta considerar δ < ε
5
.

Observação 2.2. Note que o valor L = 7 é justamente a imagem da função f(x, y) =

3x+ 2y no ponto
(

2,
1

2

)
.

A imagem da função no ponto, se existir, será o candidato L a limite da função
neste ponto. De maneira geral, se f(x, y) é um polinômio de duas variáveis então

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Se h(x) = f(x, y0) e g(y) = f(x0, y) e, além disso, se os limites lim
x→x0

h(x) e

lim
y→y0

g(y) existem então

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = lim
x→x0

h(x) e lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = lim
y→y0

g(y).

Exemplo 2.2. Considere a função f : R2 → R, dada por f(x, y) = ax + by, onde
a, b ∈ R e a 6= 0. Mostre que lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = ax0 +by0, para todo (x0, y0) ∈ R2.

Solução:
Pela definição de limite, dado um valor ε > 0, deve-se exibir um δ > 0, tal que

se 0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ então |ax+ by − ax0 − bx0| < ε.
De fato, |ax+ by − ax0 − bx0| = |a(x− x0) + b (y − y0) |.
Como |a(x− x0) + b (y − y0) | ≤ |a(x− x0)|+ |b (y − y0) | e ainda |a||(x− x0)| =

|a|
√

(x− x0)2, |b|| (y − y0) | = |b|
√

(y − y0)2 tem-se

|ax+ by − ax0 − bx0| ≤ |a|
√

(x− x0)2 + |b|
√

(y − y0)2

≤ |a|
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + |b|
√

(x− x0)2 + (y − y0)2

< |a|δ + |b|δ
= (|a|+ |b|)δ.

Portanto, para que |ax + by − ax0 − bx0| < (|a| + |b|)δ < ε, basta considerar
δ <

ε

|a|+ |b|
.
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Teorema 2.1. Seja f : A ⊂ R2 → R uma função. Se o limite de f quando (x, y) se
aproxima de (x0, y0) existe, então ele é único.

Escrever que lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L significa que não importa como ou em qual

direção os pontos (x, y) aproximam-se de (x0, y0), o valor do limite, quando existe,
é unico. O próximo Teorema será útil para o caso em que é necessário mostrar que
uma função não é limitada, isto é, que o limite não existe no ponto (x0, y0).

Teorema 2.2. Se a função f(x, y) tem limites diferentes quando (x, y) tende a
(x0, y0) através de pelo menos dois conjuntos distintos que têm (x0, y0) como ponto
de acumulação, então não existe lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y).

Exemplo 2.3. Seja f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =
xy

x2 + y2
, calcule os

limites:

a) lim
(x,y)→(1,2)

f(x, y) b) lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

Solução:

a) Como a função está definida em (1, 2), então calcula-se o limite lim
(x,y)→(1,2)

f(x, y)

substituindo x por 1 e y por 2, isto é,

lim
(x,y)→(1,2)

xy

x2 + y2
=

1 · 2
12 + 22

=
2

5
.

b) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
.

A função f não está definida em (0, 0), assim para calcular o limite é necessário
provar a sua existência. Primeiramente, procura-se um candidato a limite
utilizando diferentes caminhos que contenham o ponto (0, 0).

Os caminhos mais usuais são os próprios eixos x e y, mas também podem ser
utilizadas curvas distintas, tais como a bissetriz x = y, as parábolas x = y2 e
y = x2 ou ainda as coordenadas polares x = r cos(θ) e y = r sen(θ). Se todos
apontarem um mesmo valor L, deve-se usar a Definição 2 para demonstrar que
o limite é L.

Escolhendo um primeiro caminho como sendo o eixo x, isto é, a reta y = 0

tem-se:
lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

x · 0
x2 + 0

= lim
x→0

0 = 0.
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Escolhendo a bissetriz y = x, tem-se:

lim
x→0

f(x, x) = lim
x→0

x2

2x2
= lim

x→0

1

2
=

1

2
.

Assim, de acordo com o Teorema 2.2 não existe lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

A Figura 21 apresenta o gráfico da função f .

Figura 21. Gráfico de f(x, y) =
xy

x2 + y2

Fonte: os autores

Exemplo 2.4. Considere a função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =
3x2y

x2 + y2
.

Calcule lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

Solução:
Existem duas possibilidades: o limite da função existe ou não existe. Para

calcular o limite, primeiramente utilizam-se diferentes caminhos na tentativa de
obter um candidato a limite, pois a função não está definida em (0, 0). A seguir,
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utiliza-se a definição formal de limite para provar que o candidato é de fato o valor
do limite da função.

Caso seja possível exibir dois caminhos distintos que resultem em valores dife-
rentes para o limite, pode-se afirmar que o limite não existe.

Utilizando como primeiro caminho s1 = {(x, y) ∈ R2 | y = 0} (o eixo horizontal):

lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

0

x2
= lim

x→0
0 = 0.

Usando a bissetriz y = x, isto é, s2 = {(x, y) ∈ R2 | y = x} tem-se:

lim
x→0

f(x, x) = lim
x→0

3x3

2x2
= lim

x→0

3x

2
= 0.

Em coordenadas polares, utilizando circunferências centradas em (0, 0) tem-se
para s3 = {(x, y) ∈ R2 | y = r cos(θ), x = rsen(θ)}:

lim
(r,θ)→(0,0)

f(r cos(θ), rsen(θ)) = lim
(r,θ)→(0,0)

3(r cos(θ))2r sen(θ)

r2
= 0.

Esses resultados nos levam a supor que o limite existe e o candidato é L = 0.
Por definição, dado ε > 0, ∃B((0, 0), δ), tal que se 0 < ‖(x, y)− (0, 0)‖ < δ então∣∣∣∣ 3x2y

x2 + y2
− 0

∣∣∣∣ < ε.

De fato:∣∣∣∣ 3x2y

x2 + y2
− 0

∣∣∣∣ =
3x2|y|
x2 + y2

= 3|y| x2

x2 + y2
≤ 3|y| = 3

√
y2 ≤ 3

√
x2 + y2 < ε⇔ δ =

ε

3
.

Tomando δ =
ε

3
e como ‖(x, y)− (0, 0)‖ =

√
x2 + y2, tem-se:∣∣∣∣ 3x2y

x2 + y2
− 0

∣∣∣∣ ≤ 3
√
x2 + y2 < 3δ < 3

( ε
3

)
= ε.

Logo, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

Outra maneira de verificar que o limite lim
(x,y)→(0,0)

3x2y

x2 + y2
= 0 usa o Teorema do

Confronto. Basta verificar que

0 ≤
∣∣∣∣ 3x2y

x2 + y2
− 0

∣∣∣∣ ≤ 3
√
x2 + y2 e lim

(x,y)→(0,0)
3
√
x2 + y2 = 0.

O gráfico da função f pode ser visto na Figura 22.
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Figura 22. Gráfico de f(x, y) =
3x2y

x2 + y2

Fonte: os autores

Exemplo 2.5. Considere f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =
x2y

x4 + y2
.

a) Calcule lim
(x,y)→(−1,3)

f(x, y).

a) Mostre que não existe o limite lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

Solução:

a) lim
(x,y)→(−1,3)

x2y

x4 + y2
=

1 · 3
1 + 9

=
3

10
.

b) Considere o caminho s1 = {(x, y) ∈ R2 | y = 0 ex 6= 0}. Tem-se

lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

x20

x4 + 02
= lim

x→0
0 = 0.

Considere o caminho s2 = {(x, y) ∈ R2 | y = x}. Tem-se

lim
x→0

f(x, x) = lim
x→0

x2x

x4 + x2
= lim

x→0

x

x2 + 1
= 0.

Considere o caminho s3 = {(x, y) ∈ R2 | y = x2}. Tem-se

lim
x→0

f(x, x2) = lim
x→0

x2x2

x4 + (x2)2
= lim

x→0

1

2
=

1

2
.
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Portanto, @ lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y). Veja o gráfico de f na Figura 23.

Figura 23. Gráfico de f(x, y) =
x2y

x4 + y2

Fonte: os autores

Exemplo 2.6. Considere a função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por:

f(x, y) =


(
x+

1

x

)
y2, x 6= 0

0, x = 0
.

a) Calcule lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) ao longo de y = mx, m 6= 0.

b) Determine lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) ao longo de x = y2.

c) Existe lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)?

Solução:

a) lim
x→0

(
x+

1

x

)
(mx)2 = lim

x→0
m2x3 +m2x = 0.

b) lim
y→0

(
y2 +

1

y2

)
y2 = lim

y→0
y4 + 1 = 1.

c) lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) não existe, pois os dois limites dos itens anteriores são distin-

tos.
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Exemplo 2.7. Mostre que não existe lim
(x,y)→(0,0)

xy cos(y)

3x2 + y2
.

Solução:
Os limites considerando os caminhos s1 = {(x, y) ∈ R2|x = y2} e s2 = {(x, y) ∈

R2|x = y} têm valores distintos: 0 e 1, respectivamente. Logo não existe o limite

lim
(x,y)→(0,0)

xy cos(y)

3x2 + y2
.

2.1 Propriedades dos limites de funções reais de 2 variáveis

Sejam f e g funções reais de 2 variáveis, tais que

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L e lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = M.

Nessas condições, valem as propriedades:

1. lim
(x,y)→(x0,y0)

[f(x, y) + g(x, y)] = L+M ;

2. lim
(x,y)→(x0,y0)

cf(x, y) = cL, onde c ∈ R é uma constante qualquer;

3. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)g(x, y) = L ·M ;

4. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

g(x, y)
=

L

M
, desde que M 6= 0;

5. lim
(x,y)→(x0,y0)

[f(x, y)]n = [L]n;

6. lim
(x,y)→(x0,y0)

n
√
f(x, y) =

n
√
L, se L ≥ 0 e n ∈ N∗ ou L ≤ 0 e n ∈ N∗ ímpar;

7. lim
(x,y)→(x0,y0)

ln (f(x, y)) = ln(L), se L > 0.

Exemplo 2.8. Utilizando as propriedades dos limites de funções reais de 2 variáveis,
calcule:

a) lim
(x,y)→(3,−1)

[x4y + 3xy − 2];

b) lim
(x,y)→(2,2)

x3 − 2xy

x2 − 2y
;
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c) lim
(x,y)→(0+,1−)

x+ y − 1√
x−
√

1− y
.

Solução:

a) Pelas propriedades 1, 2, 3 e 5 tem-se:

lim
(x,y)→(3,−1)

[x4y + 3xy − 2] = (3)4(−1) + 3(3)(−1)− 2 = −102.

b) Ao tentar calcular o limite diretamente, percebe-se que ocorre uma indeter-
minação do tipo 0

0
. Para levantar a indeterminação, deve-se simplificar a

expressão:

lim
(x,y)→(2,2)

x3 − 2xy

x2 − 2y
= lim

(x,y)→(2,2)

x(x2 − 2y)

(x2 − 2y)
,

de onde tem-se

lim
(x,y)→(2,2)

(x3 − 2xy)

(x2 − 2y)
= lim

(x,y)→(2,2)
x = 2.

c) Trata-se de uma indeterminação do tipo 0
0
. Deve-se levantar a indeterminação

multiplicando e dividindo a função pelo conjugado do denominador:

lim
(x,y)→(0+,1−)

x+ y − 1√
x−
√

1− y
= lim

(x,y)→(0+,1−)

(x+ y − 1)

(
√
x−
√

1− y)

(
√
x+
√

1− y)

(
√
x+
√

1− y)

= lim
(x,y)→(0+,1−)

(x+ y − 1)(
√
x+
√

1− y)

(x+ y − 1)

= lim
(x,y)→(0+,1−)

√
x+

√
1− y

= 0.

É importante observar que, no caso do Exemplo 2.8, algumas indeterminações
podem ser levantadas sem utilizar os diferentes caminhos para encontrar um can-
didato a limite. Utilizando manipulações algébricas (simplificação da função e/ou
multiplicação pelo conjugado) e com as propriedades dos limites de funções de várias
variáveis foi possível calculá-los sem a necessidade da definição.

2.1.1 Exercícios

Exercício 2.1. Calcule os limites:

a) lim
(x,y)→(1,2)

exy − ey + 1

b) lim
(x,y)→(0,0)

exy − 1

xy
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c) lim
(x,y)→(1,1)

x2 − xy
x2 − y2

d) lim
(x,y)→(1,2)

ln

(
xy − 1

2xy + 4

)

e) lim
(x,y)→(0,1)

ysen(x)

xy + 2x
.

Exercício 2.2. Calcule os limites:

a) lim
(x,y)→(0,0)

sen(x+ y)

x+ y

b) lim
(x,y)→(2,4)

x2 + y2√
x2 + y2 + 4− 2

c) lim
(x,y)→(0,0)

x− y
x2 + y2

d) lim
(x,y)→(2,1)

(x+ 3y2)

e) lim
(x,y)→(0,0)

(5x+ 3xy + y + 1)

f) lim
(x,y)→(2,4)

x+ y

x− y
.

Respostas

2.1.

a) 1

b) 1

c)
1

2

d) ln

(
1

8

)
e)

1

3
.

2.2

a) 1

b) 2(
√

6 + 1)

c) não existe

d) 5

e) 1

f) −3
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Capı́tulo 3
Continuidade de Funções Reais de n
Variáveis

Neste capítulo, apresenta-se o conceito de continuidade para funções de 2 ou mais
variáveis. Assim como para funções de uma única variável, define-se a continuidade
em termos de limites. Desenvolvem-se conceitos básicos necessários para os conteú-
dos que serão abordados nos capítulos posteriores, estudos mais aprofundados são
geralmente realizados em livros de Análise.

3.1 Definição e Tipos de Descontinuidade

Definição 3.1. Seja f : D(f) ⊂ Rn → R uma função de n variáveis. Diz-se que f
é contínua em P ∈ D(f) se, e somente se:

1. existe lim
X→P

f(X);

2. f(P ) = lim
X→P

f(X).

Caso contrário, diz-se que f é descontínua em P . Se existe lim
X→P

f(X), mas este
limite é diferente de f(P ), diz-se que X = P é uma descontinuidade evitável ou
removível. Se não existe lim

X→P
f(X), então se diz que X = P é uma descontinuidade

essencial.

Exemplo 3.1. Mostre que f : R2 → R, dada por

f(x, y) =


xy√
x2 + y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
é contínua em (0, 0).

Solução:
Para mostrar que f é contínua em (0, 0), é necessário verificar as duas condições:
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1. existe lim
X→P

f(X);

Para verificar a existência do limite, é necessário primeiramente tomar dife-
rentes caminhos para encontrar um candidato a limite.

- Eixo x (s1 = {(x, y) ∈ R2 | y = 0}): lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

0√
x2

= 0.

- Bissetriz y = x (s2 = {(x, y) ∈ R2 | y = x}): lim
x→0

f(x, x) = lim
x→0

x2

√
2x2

= 0.

- Parábola x = y2 (s3 = {(x, y) ∈ R2 |x = y2}): lim
y→0

f(y2, y) = lim
y→0

y3√
y4 + y2

=

lim
y→0

y2√
y2 + 1

= 0.

Os resultados levam a supor que ∃ lim
X→P

f(X) e que lim
X→P

f(X) = 0. Por esse
motivo, deve-se provar que de fato o limite é 0.

Por definição, dado ε > 0, ∀(x, y) ∈ D(f), ∃δ > 0, tal que se

0 <
√
x2 + y2 < δ então

∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

− 0

∣∣∣∣∣ < ε.

Nota-se que:∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

− 0

∣∣∣∣∣ = |x||y|√
x2 + y2

=
|y|
√
x2√

x2 + y2
≤ |y| =

√
y2 ≤

√
x2 + y2 < ε⇔ δ = ε.

Seja δ = ε, tem-se que se 0 <
√
x2 + y2 < δ então

∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

− 0

∣∣∣∣∣ < ε.

Logo, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0. Lembre-se de que outra possibilidade para garantir a

existência do limite é usar o Teorema do Confronto.

2. f(P ) = lim
X→P

f(X);

O valor da função no ponto P (0, 0) é igual ao valor do limite quando X → P , ou
seja, f(0, 0) = 0. Logo a função f é contínua em (0, 0).

Exemplo 3.2. Verifique que f : R2 → R, dada por

f(x, y) =


4x2y

x3 + y3
, (x, y) 6= (0, 0)

2, (x, y) = (0, 0)
é descontínua em (0, 0). Classifique a descon-

tinuidade.

Solução:
Para mostrar que f é descontínua em (0, 0), deve-se verificar qual das duas

condições de continuidade não é satisfeita.
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1. existe lim
X→P

f(X);

Para verificar a existência do limite, é necessário primeiramente tomar diferen-
tes caminhos para encontrar um candidato a limite ou concluir que não existe
o limite. Tomando os caminhos y = 0, x = y2 e y = x tem-se:

- eixo x (s1 = {(x, y) ∈ R2 | y = 0}): lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

0

x3
= 0.

- parábola x = y2 (s2 = {(x, y) ∈ R2 |x = y2}): lim
y→0

f(y2, y) = lim
y→0

4y5

y3(y3 + 1)
=

0.
- bissetriz y = x (s3 = {(x, y) ∈ R2 | y = x}): lim

x→0
f(x, x) = lim

x→0

4x2x

x3 + x3
=

lim
x→0

4x3

2x3
= 2.

Logo, @ lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y). A descontinuidade é essencial.

Exemplo 3.3. Mostre que a função f : R2 → R, dada por

f(x, y) =


4x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

2, (x, y) = (0, 0)
é descontínua em (0, 0). Classifique a descon-

tinuidade.
Solução:
Para mostrar que f é descontínua em (0, 0), deve-se verificar qual das duas

condições de continuidade não é satisfeita:

1. existe lim
X→P

f(X);

Para verificar a existência do limite, é necessário primeiramente tomar diferen-
tes caminhos para encontrar um candidato a limite ou concluir que não existe
o limite caso se tenha valores diferentes, pois o limite é único.

- eixo x (s1 = {(x, y) ∈ R2 | y = 0}): lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

0

x2
= 0.

- parábola x = y2 (s2 = {(x, y) ∈ R2 |x = y2}): lim
y→0

f(y2, y) = lim
y→0

4y5

y2(y2 + 1)
=

0.
- bissetriz y = x (s3 = {(x, y) ∈ R2 | y = x}): lim

x→0
f(x, x) = lim

x→0

4x2x

x2 + x2
=

lim
x→0

4x3

2x2
= lim

x→0
2x = 0.

Os resultados levam a supor que o limite existe e é igual a 0. É necessário
provar que esta afirmação é verdadeira.

Por definição, dado ε > 0, ∃B((0, 0), δ), tal que se 0 < ‖(x, y) − (0, 0)‖ < δ

então
∣∣∣∣ 4x2y

x2 + y2
− 0

∣∣∣∣ < ε.
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De fato:∣∣∣∣ 4x2y

x2 + y2
− 0

∣∣∣∣ = 4x2|y|
x2 + y2

= 4|y| x2

x2 + y2
≤ 4|y| = 4

√
y2 ≤ 4

√
x2 + y2 < ε⇔ δ =

ε

4
.

Tomando δ =
ε

4
e como ‖(x, y)− (0, 0)‖ =

√
x2 + y2, tem-se:∣∣∣∣ 4x2y

x2 + y2
− 0

∣∣∣∣ ≤ 4
√
x2 + y2 < 4δ < 4

( ε
4

)
= ε.

Logo, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

2. f(P ) = lim
X→P

f(X);

O valor da função no ponto P (0, 0) é f(0, 0) = 2, diferente do valor do limite cal-
culado que é lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0. Logo, a função f possui uma descontinuidade

removível, pois pode-se redefinir f no ponto P (0, 0).

Exemplo 3.4. Mostre que a função f : R2 → R, dada por

f(x, y) =


4x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
é contínua em (0, 0).

Solução:
Pelo Exemplo 3.3, como lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0, tem-se que esta função é contínua

em (0, 0).

Teorema 3.1. Sejam f e g funções reais de n variáveis contínuas no ponto

P (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Rn. Se g(P ) 6= 0, então f + g,

f

g
e f · g são contínuas em

P .

Exemplo 3.5. Discuta a continuidade das funções:

a) f(x, y) = 4x3y + 5xy2 + x+ 7;

b) f(x, y) =
x+ y − 1

x2y + x2 − 3xy − 3x+ 2y + 2
;

c) f(x, y) = ln(x2y4 + 3).

Solução:
As funções de a) e b) são resultado de soma, produto e quociente de funções

contínuas. Portanto, as duas são funções contínuas em seus domínios. Precisamente
no caso do item c), o resultado que garante a continuidade da função em seu domínio
é o Teorema 3.2.
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Teorema 3.2. Se f : D(f) ⊂ R → R é uma função contínua em um ponto a e
g : D(g) ⊂ R2 → R uma função, tal que lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) = a então

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (g(x, y)) = f

(
lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y)

)
.

Exemplo 3.6. Calcule os limites:

a) lim
(x,y)→(1,2)

ln(x2 + xy − 1);

b) lim
(x,y)→(0,π

2
)
cos(x+ y).

Solução:

a) Pelo Teorema 3.2, fazendo f(z) = ln(z) e g(x, y) = x2 + xy − 1 tem-se:

lim
(x,y)→(1,2)

ln(x2 + xy − 1) = ln

(
lim

(x,y)→(1,2)
x2 + xy − 1

)
= ln(2).

b) Pelo Teorema 3.2, para f(z) = cos(z) e g(x, y) = x+ y tem-se:

lim
(x,y)→(0,π

2
)
cos(x+ y) = cos

(
lim

(x,y)→(0,π
2

)
x+ y

)
= cos

(π
2

)
= 0.

3.1.1 Exercícios

Exercício 3.1. Discuta a continuidade das funções:

a) f(x, y) =


x+ y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

b) h(x, y) = x ln(xy)

c) g(x, y) =


√
xy

x+ y
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

d) m(x, y) =
2

y − x2
.

Respostas

3.1

a) É descontínua apenas em (0, 0).

b) É contínua em seu domínio.

c) Não é contínua em (0, 0).

d) É contínua em seu domínio.
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3.2 Lista de Exercícios

Os exercícios a seguir revisam os principais conceitos estudados até o momento.

Exercício 3.2. Para cada função, determine o domínio e o conjunto imagem.

a) f(x, y) = cos(xy)

b) f(x, y) =
xy

y2 − x2

c) f(x, y, z) =
√
z

d) f(x, y, z) =
x2

x2 + y2 + z2
.

Exercício 3.3. Descreva as curvas de nível das funções.

a) f(x, y) =
1√
x+ y

b) f(x, y) = ln(x2 + y2)

c) f(x, y) =

√
y

x

d) f(x, y) = tg−1
(y
x

)
.

Exercício 3.4. Determine os limites, se existirem.

a) lim
(x,y)→(1,1)

x2 − y2

x− y

b) lim
(x,y)→(0,0)

ey sen(x)

x

c) lim
(x,y)→(0,ln(2))

ex−y

d) lim
(x,y)→(1,1)

cos( 3
√
|xy| − 1)

e) lim
(x,y)→(1,1)

x2 − 2xy + y2

x− y
.

Exercício 3.5. Considerando diferentes caminhos, demonstre que as funções não
possuem limite quando (x, y)→ (0, 0).

a) f(x, y) =

(
x2 − y2

x2 + y2

)2

b) g(x, y) =
x2 + y2

xy
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c) h(x, y) =
x√

x2 + y2
.

Exercício 3.6. Analise a continuidade da função f(x, y) =


sen(xy)

xy
, sexy 6= 0

1, sexy = 0
.

Respostas

3.2

a) D(f) = R2; Im(f) = [−1, 1]

b) D(f) = {(x, y) ∈ R2 | y 6= ±x}; Im(f) = (−∞,∞)

c) D(f) = {(x, y, z) ∈ R3 | z ≥ 0}; Im(f) = [0,∞)

d) D(f) = R− {(0, 0, 0)}; Im(f) = [0, 1].

3.3 As curvas de nível k são:

a) retas y =
1

k2
− x, k > 0

b) círculos x2 + y2 = ek

c) parábolas y = k2x2, k ≥ 0, x 6= 0

d) retas y = tg(k)x, x 6= 0 passando pela origem.

3.4

a) 2

b) 1

c)
1

2
d) 1

e) 0.

3.5

a) Considerar, por exemplo, y = x e x = 0.

b) Considerar, por exemplo, x = 0 e y = x2.

c) Considerar, por exemplo, x = 0 e y = 0.

3.6 f é contínua em R2.
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Capı́tulo 4
Derivadas de Funções Reais de n
variáveis

Seja T : D(T ) ⊂ R2 → R uma função definida numa região do plano. Pode-
se dizer que essa função represente, por exemplo, a temperatura do solo de uma
plantação e que seja escrita como T (x, y) = 2x2 + y, onde (x, y) é o vetor posição
de um indivíduo sobre a plantação.

Seja P0(x0, y0) um ponto dessa plantação. Com que taxa T varia quando se
caminha de P0 em uma direção específica? Em qual direção a temperatura aumenta
mais? Existe uma direção na qual ela se mantém constante?

Pode-se pensar que qualquer direção fica bem determinada se fixado um referen-
cial ortonormal para a região bidimensional no caso da função real de 2 variáveis
T .

Observa-se que, se o indivíduo se move somente na direção do eixo x, então a
temperatura passa a depender somente da variável x, isto é, y se mantém constante
em T (x, y0) = T (x) = 2x2 + y0. Analogamente para o eixo y, onde T será uma
função apenas da variável y e x considerada como constante.

Mas como calcular a taxa de variação de T partindo em uma direção que não é
paralela a de nenhum eixo coordenado? Quais são as direções em que se encontram
a máxima e a mínima taxa de variação de T?

Considere o paraboloide z = x2 + y2 e o plano x = 1 conforme Figura 24.
Seja P (1, 2, 5) um ponto sobre a curva C resultante da intersecção do plano com o
paraboloide, como calcular a inclinação da reta tangente à curva C em P?
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Figura 24. Intersecção das superfícies z = x2 + y2 e x = 1

Fonte: os autores

A procura das respostas para estas perguntas motiva o estudo de derivadas par-
ciais, derivada direcional e gradiente de uma função.

4.1 Derivadas Parciais

Definição 4.1. Se w = f(x1, x2, . . . , xn) é uma função real de n variáveis e (x1, x2, . . . , xn) ∈
D(f), então as derivadas parciais da função w em relação às variáveis x1, x2, . . . , xn

são dadas por:
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∂w

∂x1

= lim
∆x1→0

f(x1 + ∆x1, x2, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xn)

∆x1

;

∂w

∂x2

= lim
∆x2→0

f(x1, x2 + ∆x2, x3, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xn)

∆x2

;

...

∂w

∂xn
= lim

∆xn→0

f(x1, x2, . . . , xn + ∆xn)− f(x1, x2, . . . , xn)

∆xn
,

se os limites existirem.

Lê-se: derivada parcial de w = f(x1, x2, . . . , xn) em relação à variável xi.

Observação 4.1. Se z = f(x, y) é uma função real de 2 variáveis e (x, y) ∈ D(f),
então as derivadas parciais de z em relação às variáveis x e y são dadas, respectiva-
mente, por:

∂z

∂x
=
∂f

∂x
(x, y) = lim

∆x→0

f(x+ ∆x, y)− f(x, y)

∆x
,

∂z

∂y
=
∂f

∂y
(x, y) = lim

∆y→0

f(x, y + ∆y)− f(x, y)

∆y
,

se estes limites existirem.

Observação 4.2. As derivadas parciais de f no ponto P (x0, y0) são dadas por:

∂f

∂x
(x0, y0) = lim

∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
,

∂f

∂y
(x0, y0) = lim

∆y→0

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆y
,

se os limites existirem.

As regras de derivação para calcular as derivadas parciais de uma função de n
variáveis são as mesmas regras utilizadas no cálculo das derivadas de uma função de
1 variável.

Vale ressaltar que uma derivada parcial de uma função de 2 ou mais variáveis
é obtida pela derivação de uma curva que representa um caminho sobre a função
e que esse caminho é paralelo à variável escolhida. Por consequência, as demais
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variáveis não sofrem variação ao longo desse caminho, isto é, permanecem constan-
tes. Portanto, uma derivada parcial é obtida considerando-se apenas uma
variável de cada vez.

Exemplo 4.1. Para cada uma das funções, calcule as derivadas parciais indicadas:

a) z = ln

(√
x+ y

x− y

)
,

∂z

∂x
e

∂z

∂y
;

b) z = x2sen(y),
∂z

∂x
e

∂z

∂y
;

c) u = x2 + y2xtz3,
∂u

∂x
,

∂u

∂t
e

∂u

∂z
.

Solução:

a) z = ln

(√
x+ y

x− y

)
.

Considerando-se a variável y como constante, calcula-se a derivada parcial em
relação à x aplicando as regras de derivação conhecidas:

∂z

∂x
=

1√
x+ y

x− y

· d
dx

(
x+ y

x− y

) 1
2

(Derivada do logaritmo natural)

∂z

∂x
=

1√
x+ y

x− y

· 1

2

(
x+ y

x− y

)− 1
2

·
[

1 · (x− y)− (x+ y) · 1
(x− y)2

]

(Derivada da Potência e Regra da Cadeia)

∂z

∂x
=

1

2

(
x+ y

x− y

)−1

·
[
− 2y

(x− y)2

]
∂z

∂x
=

1

2
·
(
x− y
x+ y

)
·
[
− 2y

(x− y)2

]
∂z

∂x
= − y

x2 − y2
.

Para o cálculo da derivada parcial em relação à y, considera-se a variável x
como constante. Existem diferentes maneiras de efetuar este cálculo, embora

todas resultem no mesmo resultado. Calcula-se
∂z

∂y
de maneira diferente do

que foi feito para
∂z

∂x
, para ilustrar este fato. Aplicando as propriedades dos

logaritmos, reescreve-se a função z como:

z =
1

2
[ln(x+ y)− ln(x− y)].
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Derivando z em relação à y:
∂z

∂y
=

1

2(x+ y)
· d
dy

(x+ y)− 1

2(x− y)
· d
dy

(x− y)

(Regra da Cadeia)

∂z

∂y
=

1

2(x+ y)
· (1)− 1

2(x− y)
· (−1)

∂z

∂y
=

1

2(x+ y)
+

1

2(x− y)

∂z

∂y
=

(x− y) + (x− y)

2(x+ y)(x− y)

∂z

∂y
=

x

x2 − y2
.

Portanto,
∂z

∂x
= − y

x2 − y2
e
∂z

∂y
=

x

x2 − y2
.

b) z = x2sen(y).

Para calcular a derivada parcial em relação à x, considera-se y como constante:
∂z

∂x
= 2x sen(y).

Para a derivada parcial em relação à y, tem-se x como constante:
∂z

∂y
= x2 cos(y).

As Figuras 25, 26 e 27 apresentam, respectivamente, o gráfico da função z =

x2sen(y) e os gráficos de suas derivadas parciais
∂z

∂x
e
∂z

∂y
.

Figura 25. Gráfico da função z = x2sen(y)

Fonte: os autores
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Figura 26. Derivada
∂z

∂x

Fonte: os autores

Figura 27. Derivada
∂z

∂y

Fonte: os autores

c) u = x2 + y2xtz3.

Têm-se quatro variáveis independentes: x, y, t e z. Portanto, para calcular as
derivadas parciais em relação a cada uma das variáveis, consideram-se como
constantes as três variáveis restantes:

∂u

∂x
= 2x+ y2tz3,

∂u

∂t
= y2xz3,

∂u

∂z
= 3z2y2xt.

Exemplo 4.2. Considere a função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por

f(x, y) =


x3 − y2

x2 + y2
se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)
.

Calcule
∂f

∂x
e
∂f

∂y
.

Solução:
Para a primeira parte, isto é, se (x, y) 6= (0, 0), procede-se normalmente cal-

culando a derivada parcial com a regra do quociente. Para a segunda parte (em
(x, y) = (0, 0)), calcula-se a derivada parcial por definição (veja a observação 4.2).

Usando a definição obtém-se
∂f

∂x
(0, 0) = 1 e

∂f

∂y
(0, 0) @.

A Figura 28 ilustra o gráfico da função f .
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Figura 28. Gráfico da função f do Exemplo 4.2

Fonte: os autores

4.2 Derivadas parciais sucessivas

Seja z = f(x, y) uma função de 2 variáveis. Se existem as derivadas parciais
∂z

∂x
e
∂z

∂y
, estas derivadas são funções de 2 variáveis e são chamadas de derivadas

parciais de 1ª ordem de f . Se
∂z

∂x
e
∂z

∂y
são funções de x e y, então se podem ter as

derivadas parciais de 2ª ordem dadas por:

zxx =
∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
; zxy =

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
;

zyy =
∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
; zyx =

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
,

se estas existirem. As derivadas zxy e zyx são chamadas de derivadas mistas.
Do mesmo modo, podem-se obter as derivadas parciais de 3ª ordem de f :

zxxx =
∂3z

∂x3
=

∂

∂x

(
∂2z

∂x2

)
; zyxx =

∂3z

∂x2∂y
=

∂

∂x

(
∂2z

∂x∂y

)
;

zxyx =
∂3z

∂x∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂2z

∂y∂x

)
; zxyy =

∂3z

∂y2∂x
=

∂

∂y

(
∂2z

∂y∂x

)
;

zxxy =
∂3z

∂y∂x2
=

∂

∂y

(
∂2z

∂x2

)
; zyxy =

∂3z

∂y∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂2z

∂x∂y

)
.

Assim, pode-se derivar sucessivamente uma função de 2 variáveis.
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Observação 4.3. As derivadas sucessivas de funções de n variáveis têm notação
semelhante às derivadas parciais sucessivas de funções de 2 variáveis. Considerando
w = f(x1, . . . , xn), tem-se:

∂2f

∂xixj
=

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
; i, j = 1, . . . , n.

Definição 4.2. Uma Bola Aberta B((x0, y0), r), de raio r e centro (x0, y0) é um
conjunto de pontos (x, y) tais que a distância à (x0, y0) é menor do que r.

Teorema 4.1. (Permutabilidade da ordem de derivação): Se f é uma função de 2

variáveis definida numa bola aberta B((x0, y0), r) tal que
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂2f

∂y∂x
e
∂2f

∂x∂y
são

funções contínuas em B((x0, y0), r), então:

∂2f

∂y∂x
(x0, y0) =

∂2f

∂x∂y
(x0, y0).

Exemplo 4.3. Considere a função z = ey sen(2x) + x. Determine
∂2z

∂x2
,
∂2z

∂y2
,
∂2z

∂x∂y

e
∂3z

∂x∂y∂x
.

Solução:
Para determinar as derivadas sucessivas, primeiramente calculam-se as derivadas

parciais de primeira ordem em x e y:
∂z

∂x
= 2ey cos(2x) + 1,

∂z

∂y
= ey sen(2x).

Utilizando a notação de derivação sucessiva para facilitar os cálculos, obtém-se:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂x
[2ey cos(2x) + 1] = −4ey sen(2x),

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂y
[ey sen(2x)] = ey sen(2x),

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂x
[ey sen(2x)] = 2ey cos(2x),

∂3z

∂x∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂2z

∂y∂x

)
=

∂

∂x
[2ey cos(2x)] = −4ey sen(2x).

É importante observar que, para o cálculo de
∂3z

∂x∂y∂x
, foi utilizado o Teorema

4.1, pois
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.



Capítulo 4. Derivadas de Funções Reais de n variáveis 52

Exemplo 4.4. Seja z = ex cos(2y) + ln(xy), calcule
∂2z

∂y∂x
,
∂2z

∂x∂y
,
∂3z

∂x2∂y
,
∂3z

∂y2∂x
e

∂3z

∂x∂y∂x
.

Solução:
Para determinar as derivadas sucessivas, primeiramente calculam-se as derivadas

parciais em relação à x e y:

∂z

∂x
= ex cos(2y) +

1

x,

∂z

∂y
= −2ex sen(2y) +

1

y
.

Utilizando a notação de derivação sucessiva, para facilitar os cálculos e o Teorema
4.1, obtém-se:

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂y

(
ex cos(2y) +

1

x

)
= −2ex sen(2y),

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂x

(
−2ex sen(2y) +

1

y

)
= −2ex sen(2y),

∂3z

∂x2∂y
=

∂

∂x

(
∂2z

∂x∂y

)
=

∂

∂x
[−2ex sen(2y)] = −2ex sen(2y),

∂3z

∂y2∂x
=

∂

∂y

(
∂2z

∂y∂x

)
=

∂

∂y
[−2ex sen(2y)] = −4ex cos(2y),

∂3z

∂x∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂2z

∂y∂x

)
=

∂

∂x
[−2ex sen(2y)] = −2ex sen(2y).

Exemplo 4.5. Calcule
∂2z

∂x2
,
∂2z

∂x∂y
,
∂3z

∂x2∂y
, sendo:

a) z = 2x sen(x) + ln(x2 + y), b) z = ln

(
xy

x2 + y2

)
.

Solução:

a) z = 2x sen(x) + ln(x2 + y).

Primeiramente calculam-se as derivadas parciais em relação à x e à y:

∂z

∂x
= 2x ln(2)sen(x) + 2x cos(x) +

2x

x2 + y
,

∂z

∂y
=

1

x2 + y
.
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Utilizando a notação de derivação sucessiva escreve-se o resultado encontrado

para a derivada parcial em relação à x para obter a derivada parcial
∂2z

∂x2
:

∂2z

∂x2
= 2x[ln(2)]2sen(x) + 2x ln(2) cos(x) + 2x ln(2) cos(x)

−2xsen(x) +
2(y − x2)

(x2 + y)2

= 2x[ln(2)]2sen(x) + 2 · 2x ln(2) cos(x)− 2xsen(x) +
2(y − x2)

(x2 + y)2

= 2x ln(2)[ln(2)sen(x) + 2 cos(x)]− 2xsen(x) +
2(y − x2)

(x2 + y)2
.

Para calcular a derivada parcial
∂2z

∂x∂y
, basta reescrever os resultados obtidos

para as derivadas parciais em relação à x e y na notação de derivação sucessiva,
assim:

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

−2x

(x2 + y)2
.

Procede-se da mesma maneira para o cálculo da derivada parcial
∂3z

∂x2∂y
:

∂2z

∂x2∂y
=

∂

∂x

(
∂z

∂x∂y

)
= −2(x2 + y)2 − (−2x)4x(x2 + y)

(x2 + y)4
=

6x2 − 2y

(x2 + y)3
.

b) z = ln

(
xy

x2 + y2

)
.

Para facilitar os cálculos, aplica-se a propriedade dos logaritmos e reescreve-se
a função z como:

z = ln(xy)− ln(x2 + y2).

Calculam-se as derivadas parciais em relação à x e à y:

∂z

∂x
=

y

xy
− 2x

x2 + y2

∂z

∂y
=

x

xy
− 2y

x2 + y2
.
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As derivadas sucessivas de z são dadas por:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
= − y

(xy)2
− 2y2 − 2x2

(x2 + y2)2
,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
= − x

(xy)2
− 2x2 − 2y2

(x2 + y2)2
,

∂2z

∂x2∂y
=

∂

∂x

(
∂z

∂x∂y

)
=
−xy + 2x

(xy)3
− 12xy2 − 4x3

(x2 + y2)3
.

Exemplo 4.6. Se os resistores elétricos de R1, R2 e R3 Ω (ohms) são conectados
em paralelo para formar um resistor de R Ω, o valor de R pode ser encontrado a
partir da equação

1

R
=

1

R1

+
1

R2

+
1

R3

.

Determine o valor de
∂R

∂R2

quando R1 = 30 Ω, R2 = 45 Ω e R3 = 90 Ω.

Solução:

Para calcular
∂R

∂R2

deve-se reescrever a equação na forma:

1

R
=
R2R3 +R1R3 +R1R2

R1R2R3

⇔ R =
R1R2R3

R2R3 +R1R3 +R1R2

.

Assim, a derivada parcial de R em relação à R2 é dada por:

∂R

∂R2

=
R1R2(R2R3 +R1R3 +R1R2)−R1R2R3(R3 +R1)

(R2R3 +R1R3 +R1R2)2
.

Quando R1 = 30 Ω, R2 = 45 Ω e R3 = 90 Ω, tem-se a derivada parcial no ponto
A(30, 45, 90):

∂R

∂R2

(30, 45, 90) =
2.700(4.050 + 2.700 + 1.350)− 121.500(120)

(4.050 + 2.700 + 1.350)2

∂R

∂R2

(30, 45, 90) =
21.870.000− 14.580.000

65.610.000
.

Portanto,
∂R

∂R2

(30, 45, 90) ≈ 0, 1111.

Exemplo 4.7. Se w = ln(ex + ey + ez), mostre que
∂3w

∂x∂y∂z
= 2 ex+y+z−3w.

Solução:
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Utilizando a derivação sucessiva tem-se:

∂3w

∂x∂y∂z
=

∂

∂x

[
∂

∂y

(
∂w

∂z

)]
.

Assim, começando por wz até chegar em wzyx, obtém-se:

∂w

∂z
= wz =

ez

ex + ey + ez
= ez(ex + ey + ez)−1

∂

∂y
(wz) = wzy = −ez(ex + ey + ez)−2 · ey = −ey+z · (ex + ey + ez)−2

∂

∂x
(wzy) = wzyx = −ey+z(−2)(ex + ey + ez)−3 · ex = 2ex+y+z · (ex + ey + ez)−3.

Como w = ln(ex + ey + ez), então tem-se:

ew = eln(ex+ey+ez) = ex + ey + ez. (4.1)

Portanto,
(ex + ey + ez)−3 = (ew)−3 = e−3w.

Logo, de (4.1) tem-se:
∂3w

∂x∂y∂z
= 2 ex+y+z · e−3w.

Assim,
∂3w

∂x∂y∂z
= 2 ex+y+z−3w.

4.2.1 Exercícios

Exercício 4.1. Se z =
2x

x2 + y2
, verifique se

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0.

Exercício 4.2. Prove que a função z = ln(xy) +x+ y satisfaz a equação diferencial

parcial x
∂z

∂x
− y ∂z

∂y
= x− y.

Exercício 4.3. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das funções:

a) z = x2 sen(xy) + y − x

b) z = ln
(√

x2 − y2
)

c) z =
√

3x2 − y2

d) z = x cos

(
x

y

)
e) z = y ln(x2 + y4)

f) w = (x2 + y2 + z2)
5
2
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g) w = exy sen(2z)− exy cos(2z)

h) w = xyz exyz

i) z = x
√

4x2 − y6

j) w = e
x
y sen(4y2z3)

k) z =
x+ y√
y2 − x2

l) u = x3 cos(xyz)− y2 ln(xy).

Exercício 4.4. Para cada uma das funções, determine as derivadas parciais indica-
das:

a) z = x2 sen(y) + y2 sen(x),

b) w =
x2

y2 + z2
,

c) z = ex ln(y) + sen(y) ln(x),

d) w = y ln(x2 + z4),

e) w = exz + tg

(
x3

y2

)
,

f) w = (x2 + 4y2 − 5z2)3,

∂2z

∂y2
,
∂2z

∂x∂y
∂3w

∂z∂y2

∂2z

∂x2
,
∂2z

∂x∂y
,
∂2z

∂y2

∂3w

∂z2∂y
∂2w

∂z∂x
,
∂2w

∂y∂x
∂3w

∂x∂y2
,

∂3w

∂x∂z∂y
.

Respostas

4.3

a) zx = x2y cos(xy) + 2x sen(xy)− 1; zy = x3 cos(xy) + 1

b) zx =
x

x2 − y2
; zy =

−y
x2 − y2

c) zx =
3x√

3x2 − y2
; zy =

−y√
3x2 − y2

d) zx = −x
y

sen

(
x

y

)
+ cos

(
x

y

)
; zy =

x2

y2
sen

(
x

y

)

e) zx =
2xy

x2 + y4
; zy = ln(x2 + y4) +

4y4

x2 + y4

f) wx = 5x(x2 + y2 + z2)
3
2 ; wy = 5y(x2 + y2 + z2)

3
2 ; wz = 5z(x2 + y2 + z2)

3
2

g) wx = y exy[sen(2z)− cos(2z)]; wy = x exy[sen(2z)− cos(2z)];

wz = 2 exy[cos(2z) + sen(2z)]

h) wx = yzexyz(xyz + 1); wy = xz exyz(xyz + 1); wz = xy exyz(xyz + 1)
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i) zx =
√

4x2 − y6 + 4x2(4x2 − y6)−1/2;

zy = −3xy5(4x2 − y6)−1/2

j) wx =
e
x
y sen(4y2z3)

y
; wy =

8y3z3e
x
y cos(4y2z3)− e

x
yx sen(4y2z3)

y2
;

wz = 12e
x
y y2z2 cos(4y2z3)

k) zx =
y2 + xy√
(y2 − x2)3

; zy =
−x2 − xy√
(y2 − x2)3

l) ux = −y
2

x
+3x2 cos(xyz)−x3yz sen(xyz); uy = −y−2y ln(xy)−x4z sen(xyz);

uz = −x4y sen(xyz).

4.4

a) zyy = −x2 sen(y) + 2 sen(x); zyx = 2x cos(y) + 2y cos(x)

b) wyyz =
8x2z

(y2 + z2)4
(z2 − 5y2)

c) zxx = ex ln(y)− 1

x2
sen(y); zyx =

ex

y
+

1

x
cos(y); zyy = −e

x

y2
− sen(y) ln(x)

d) wyzz =
4z2(3x2 − z4)

(x2 + z4)2

e) wxz = exz(xz + 1); wxy = −6x2

y3
sec2

(
x3

y2

)
− 12x5

y5
sec2

(
x3

y2

)
tg

(
x3

y2

)
f) wyyx = 96x3 + 1152xy2 − 480xz2; wyzx = −960xyz.

4.3 Interpretação geométrica da derivada parcial

Seja z = f(x, y) uma função derivável. O gráfico de uma função f de 2 variáveis
é uma superfície tendo por equação z = f(x, y).

Supondo que esta superfície seja suave e que P0(x0, y0, f(x0, y0)) seja um ponto
desta superfície, se x é constante, ou seja, se x = x0, então a curva de intersec-
ção da superfície z = f(x, y) com o plano x = x0, é representada pelas equações{
z = f(x, y)

x = x0

.

Se s é a reta secante à curva

{
z = f(x, y)

x = x0

, que passa pelos pontos

P0(x0, y0, f(x0, y0)) e P (x0, y0 + ∆y, f(x0, y0 + ∆y)), então o coeficiente angular da
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reta s é dado por:

ms =
f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆y
.

Quando ∆y → 0, tem-se que P → P0, e a reta secante s tende a uma reta
tangente t no ponto P0, então:

lim
∆y→0

ms = fy(x0, y0).

Portanto, fy(x0, y0) representa o coeficiente angular da reta tangente t à curva{
z = f(x, y)

x = x0

no ponto P0(x0, y0, f(x0, y0)).

A equação dessa reta é dada por:

t :

{
x = x0

z − f(x0, y0) = fy(x0, y0)(y − y0)
.

Do mesmo modo, pode-se mostrar que fx(x0, y0) representa o coeficiente an-

gular da reta tangente t à curva

{
z = f(x, y)

y = y0

no ponto P0(x0, y0, f(x0, y0)), tendo

por equação:

t :

{
y = y0

z − f(x0, y0) = fx(x0, y0)(x− x0)
.

Considerando a superfície z = f(x, y) e o ponto P (x, y, z) na Figura 29, observa-
se que a intersecção da superfície com o plano paralelo a xz que contém o ponto P
é a curva APB. Analogamente, a curva CPD é a intersecção da superfície com o
plano paralelo a yz contendo o ponto P . Fazendo y fixo e x variando, P move-se
ao longo da curva APB, assim fx(x0, y0) é a inclinação da reta tangente à curva
APB em P . Do mesmo modo, quando y varia e x está fixo, o ponto P move-se ao
longo de CPD e fy(x0, y0) representa a inclinação da reta tangente à curva CPD
no ponto P .
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Figura 29. Intersecção das curvas APB e CPD

Fonte: os autores

Exemplo 4.8. Determine a declividade (coeficiente angular) da reta tangente à
curva resultante da intersecção da superfície z = x2 + y2 com o plano x = 1 no
ponto A(1, 2, 5).

Solução:
Para escrever a equação da reta tangente é necessário calcular o seu coeficiente

angular através do cálculo da derivada parcial fy no ponto A, assim:
fy(x, y) = 2y e fy(1, 2) = 4.

Portanto, a equação da reta tangente pode ser escrita como:

t :

{
x = 1

z − 5 = 4(y − 2)
.

Na Figura 30 podem ser visualizados o gráfico de z = x2 + y2, o plano x = 1, o
gráfico da intersecção e da reta tangente.
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Figura 30. Gráficos do Exemplo 4.8

Fonte: os autores

Exemplo 4.9. Seja z = 2x2 + 5y2x− 12x. Calcule a inclinação da reta tangente à
curva resultante da intersecção de z = f(x, y) com y = 1, no ponto B(2, 1,−6).

Solução:
A inclinação da reta tangente é dada pela derivada parcial fx no ponto B, assim:
fx(x, y) = 4x+ 5y2 − 12 e fx(2, 1) = 1.
Escreve-se então a equação da reta tangente:

t :

{
y = 1

z + 6 = 1(x− 2)
=

{
y = 1

z + 6 = x− 2
.

4.3.1 Exercícios

Exercício 4.5. Escreva a equação da reta tangente à curva de intersecção da su-
perfície z = e−x

2
sen(3y) com o plano x = 1 no ponto C(1, 0, 0).

Exercício 4.6. Obtenha a declividade da reta tangente à curva de intersecção da

superfície z =
1

2

√
24− x2 − 2y2 com o plano y = 2 no ponto D

(
1, 2,

√
15
2

)
.
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Exercício 4.7. Determine a declividade da reta tangente à curva resultante da
intersecção de:

a) z = x2 + y2 com o plano y = 2, no ponto A(2, 2, 8).

b) z =
√

34− 9x2 − 4y2 com o plano y = 2, no ponto B(1, 2, 3).

Exercício 4.8. Considere a função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =

y2 +
1√

x2 + y2
, determine:

a) o domínio de f ;

b) fx(3, 4);

c) fy(3, 4);

d) a declividade da reta tangente à curva intersecção do gráfico de f com o plano
x = 3 no ponto (3, 4).

Exercício 4.9. Mostre que a função w = cos(2x + 2ct) é uma solução da equação

da onda unidimensional
∂2w

∂t2
= c2

(
∂2w

∂x2

)
, onde w é a altura da onda, x é a variável

distância, t é a variável tempo é c é velocidade com a qual a onda se propaga.

Exercício 4.10. Mostre que a função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =

ln(
√
x2 + y2) satisfaz a equação de Laplace

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0.

Respostas

4.5 t :

 x = 1

z =
3

e
y

.

4.6 − 1

2
√

15
4.7

a) 4 b) −3.

4.8
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a) R2 − {(0, 0)} b) − 3

125
c)

996

125
d)

996

125
.

4.4 Derivada parcial e a regra da cadeia

Primeiramente, trata-se da regra da cadeia para funções segundo trajetórias

determinadas xi(t). Se f : D(f) ⊂ Rn → R tem derivadas parciais
∂f

∂xi
contínuas

para i = 1, . . . , n e xi(t) são funções diferenciáveis de t então a função composta

u = f(xi(t), . . . , xn(t))

é diferenciável e:

du

dt
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

dxi
dt
.

Exemplo 4.10. Se u =
√
x e x = ecos(t) + e−sen(t), calcule

du

dt
, utilizando a regra da

cadeia.
Solução:
Note que u é uma função de uma variável e x, por sua vez, uma função da variável

t. A função composta, portanto, depende de apenas 1 variável u = x(t). Observe o
esquema de possibilidades:

u
du

dx��
x
dx

dt��
t

A derivada de u em relação à t é dada por:
du

dt
=
du

dx
· dx
dt
.

Assim,
du

dt
=

1

2
√
x
·
{
ecos(t)[−sen(t)] + e−sen(t)[− cos(t)]

}
du

dt
=

1

2
√
x
·
[
−ecos(t)sen(t)− e−sen(t) cos(t)

]
.

Caso Geral da Regra da Cadeia
Se a função u = f(x1, . . . , xn) tem derivadas parciais contínuas tais que xi =

xi(t1, . . . , tm), onde i = 1, . . . , n, então as derivadas parciais de u em relação à variá-
vel tj,
j = 1, . . . ,m são:
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∂u

∂tj
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

∂xi
∂tj

.

Exemplo 4.11. Se w = sen(
√
t) e t =

x2 − y
z

, calcule
∂w

∂x
,
∂w

∂y
,
∂w

∂z
, utilizando a

regra da cadeia.
Solução:
Note que w = sen(

√
t) é função de uma variável e t é uma função de 3 variáveis.

Portanto, w(t) é uma função de 3 variáveis. Com o intuito de visualizar a depen-
dência de w em relação às variáveis independentes x, y e z, pode-se representar o
seguinte esquema de possibilidades:

w

��
t

�� �� ��
x y z

Seja w = f(t) e t = g(x, y, z), tem-se w = h(x, y, z), então pela regra da cadeia
tem-se as derivadas parciais:

∂w

∂x
=
dw

dt
· ∂t
∂x

=
cos(
√
t)

2
√
t
· 2x

z
=
x cos(

√
t)

z
√
t

,

∂w

∂y
=
dw

dt
· ∂t
∂y

=
cos(
√
t)

2
√
t
·
(
−1

z

)
= −cos(

√
t)

2z
√
t
,

∂w

∂z
=
dw

dt
· ∂t
∂z

=
cos(
√
t)

2
√
t
·
(
− 1

z2

)
= −cos(

√
t)

2z2
√
t
.

Exemplo 4.12. Considere a função:

u = f(x, y, z) = xy + xz onde


x = t v r

y = t

z = v r

.

Calcule
∂f

∂r
.

Solução:
Fazendo o esquema de possibilidades para visualizar a dependência de u em

relação às variáveis independentes t, v e r:



Capítulo 4. Derivadas de Funções Reais de n variáveis 64

u

ww �� ''x

�� �� ��

y

��

z

�� ��
t v r t v r

Aplicando a regra da cadeia, tem-se:

∂f

∂r
=
∂f

∂x
· ∂x
∂r

+
∂f

∂y
· ∂y
∂r

+
∂f

∂z
· ∂z
∂r

∂f

∂r
= (y + z)tv + x · 0 + xv.

Onde y + z = t+ vr e x = tvr, logo:

∂f

∂r
= (t+ vr)tv + (tvr)v = t2v + rtv2 + rtv2 = 2rtv2 + tv2.

Exemplo 4.13. Se w = 3xy − 4y2, x = 2s er e y = r e−s, calcule
∂w

∂s
,
∂w

∂r
.

Solução:
No esquema de possibilidades, tem-se a dependência de w em relação às variáveis

r e s:

w

~~ ��
x

�� ��

y

�� ��
r s r s

Aplicando a regra da cadeia, tem-se:

∂w

∂s
=
∂w

∂x
· ∂x
∂s

+
∂w

∂y
· ∂y
∂s

= 3y(2er) + (3x− 8y)(−r−s).

Como x = 2ser e y = re−s, tem-se:

∂w

∂s
= 3re−s(2er) + (6ser − 8re−s)(−re−s)

∂w

∂s
= 6rer−s − 6rser−s + 8r2e−2s

∂w

∂s
= 6rer−s(1− s) +

8r2

e2s
.
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A derivada parcial em relação à r é dada por:

∂w

∂r
=
∂w

∂x
· ∂x
∂r

+
∂w

∂y
· ∂y
∂r

= 3y(2ser) + (3x− 8y)(e−s).

Substituindo x e y, tem-se:

∂w

∂r
= 3re−s(2ser) + (6ser − 8re−s)(e−s)

∂w

∂r
= 6rser−s + 6ser−s − 8r2e−2s

∂w

∂r
= 6ser−s(1 + r) +

8r2

e2s
.

Exemplo 4.14. Seja z = x2 ln(y) onde x = ln(u) e y =
3u

ln(u)
, utilizando a regra

da cadeia, calcule
dz

du
.

Solução:
Uma outra maneira de ilustrar o esquema de possibilidades é:

z
∂z
∂x

��

∂z
∂y

��
x

dx
du ��

y

dy
du��

u

Aplicando a regra da cadeia:

dz

du
=
∂z

∂x
· dx
du

+
∂z

∂y
· dy
du

dz

du
= 2x ln(y)

(
1

u

)
+
x2

y

[
3 ln(u)− 3

[ln(u)]2

]
.

Substituindo x e y, obtém-se:

dz

du
=

2 ln(u)

u
ln

(
3u

ln(u)

)
+

[ln(u)]2

3u

ln(u)

[
3 ln(u)− u

[ln(u)]2

]

dz

du
=

2 ln(u)

u
ln

(
3u

ln(u)

)
+

ln(u)[ln(u)− 1]

u
.

Do esquema de possibilidades tem-se que z depende apenas de 1 variável, ou
seja, também pode-se reescrever z em função de u e calcular a derivada ordinária
dz

du
, assim:
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z = [ln(u)]2 ln

(
3u

ln(u)

)
dz

du
=

2 ln(u)

u
ln

(
3u

ln(u)

)
+ [ln(u)]2

1
3u

ln(u)

[
3 ln(u)− 1

[ln(u)]2

]

dz

du
=

2 ln(u)

u
ln

(
3u

ln(u)

)
+

ln(u)[ln(u)− 1]

u
.

Exemplo 4.15. Seja w = (x+ y)2, x = t cos(t) e y = t sen(t), calcule
dw

dt
.

Solução:
Fazendo o esquema de possibilidades, tem-se:

w
∂w
∂x

~~

∂w
∂y

��
x

dx
dt ��

y

dy
dt��

t

Pela regra da cadeia
dw

dt
=
∂w

∂x
· dx
dt

+
∂w

∂y
· dy
dt

, o que torna o cálculo extenso.

Como visto no item anterior pode-se reescrever w em função de t:

w = [t cos(t) + tsen(t)]2 = t2[1 + 2 cos(t)sen(t)] = t2[1 + sen(2t)].

Assim,
dw

dt
= 2t[1 + sen(2t)] + t2[2 cos(2t)].

4.4.1 Exercícios

Exercício 4.11. Calcule
∂f

∂t
e
∂f

∂v
, onde f, t, v são dados no Exemplo 4.12.

Exercício 4.12. Utilizando a regra da cadeia, calcule as derivadas parciais indicadas
para cada uma das funções dadas:

a) s =
t r2

tg(uv)
onde


t = x+ yz2

r = x2 + 3yz

u = xz2

v = xyz

,
∂s

∂x
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b) w = cos(xy) + eyz onde


x = 2t+ 1

y = t2

z =
1

t

,
dw

dt

c) u = x2 − y2 onde

{
x = 3r − s
y = r + 2s

,
∂u

∂r
e
∂u

∂s

d) w = ln(u+ v) onde

{
u = e−2t

v = t3 − t2
,
dw

dt

e) w = xyz exyz onde


x = 3t2 + 4

y = ln(t)

z = et
,

dw

dt

f) u = 9x2 + 4y2 onde

{
x = r cos(t)

y = r sen(t)
,

∂u

∂r

g) w = esen( yx) onde

{
x = sen(t)

y = cos(t)
,

dw

dt

h) w = u3 + u2v − 3v onde

{
u = sen(xy)

v = y ln(x)
,

∂w

∂x
e
∂w

∂y

i) w = e
u
v onde

{
u = x2 − y2

v = x3 + y3
,

∂w

∂y
.

Respostas

4.11
∂f

∂t
= 2tvr + v2r2;

∂f

∂v
= t2r + 2tvr2.

4.12

a)
∂s

∂x
=

r2

tg(uv)
+

4rtx

tg(uv)
− tr2vz2 cosec2(uv)− tr2uyz cosec2(uv)

b)
dw

dt
= −2y sen(xy) + 2t[−x sen(xy) + z eyz]− y eyz

t2

c)
∂u

∂r
= 6x− 2y;

∂u

∂s
= −2x− 4y

d)
dw

dt
=
−2 e−2t + 3t2 − 2t

u+ v
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e)
dw

dt
= exyz[6yzt(1 + xyz) +

xz

t
(1 + xyz) + xy et(1 + xyz)]

f)
∂u

∂r
= 2(9x cos(t) + 4y sen(t))

g)
dw

dt
= −1

x
cos
(y
x

)
esen( yx)

[y
x

cos(t) + sen(t)
]

h)
∂w

∂x
= (3u2 + 2uv)y cos(xy) + (u2 − 3)

(y
x

)
;

∂w

∂y
= (3u2 + 2uv)x cos(uv) + (u2 − 3) ln(x)

i)
∂w

∂y
= −y

v
e
u
v

[
2 +

3uy

v

]
.

4.5 Diferenciabilidade de funções reais de 2 variáveis

Definição 4.3. Diz-se que z = f(x, y) é diferenciável em P (x0, y0) se
∂f

∂x
(x0, y0) e

∂f

∂y
(x0, y0) existirem e se

lim
(h,k)→(0,0)

f(x0 + h, y0 + k)−
[
f(x0, y0) +

∂f

∂x
(x0, y0)h+

∂f

∂y
(x0, y0)k

]
√
h2 + k2

= 0. (4.2)

Portanto, para mostrar que a função f não é diferenciável, existem três pos-
sibilidades:

1. A função f não é diferenciável em (x0, y0) se uma das derivadas parciais de f
não existe em P (x0, y0).

Exemplo 4.16. Mostre que a função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =√
x2 + y2 não é diferenciável em P (0, 0).

Solução:

Calculando a derivada parcial em relação à x no ponto (0, 0), tem-se:

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

|h|
h
.

Como o limite anterior não existe, a derivada parcial fx não existe no ponto
P (0, 0). Logo, a função f não é diferenciável em P (0, 0).
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A não existência de derivada na origem pode ser verificada na Figura 31, que
apresenta o gráfico da função f .

Figura 31. Gráfico da função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =
√
x2 + y2

Fonte: os autores

2. Se o limite (4.2) não existir ou for diferente de zero, então f não é diferenciável,
mesmo que as derivadas parciais existam no ponto P (x0, y0).

Exemplo 4.17. Verifique se a função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por

f(x, y) =


3y3

x2 + y2
se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)

é diferenciável em (0, 0).

Solução:

Primeiramente, é preciso verificar se as derivadas parciais existem em (0, 0).

Pela definição, mostra-se que
∂f

∂x
(0, 0) = 0 e

∂f

∂y
(0, 0) = 3. Como as deriva-

das parciais existem em (0, 0), deve-se verificar que o limite 4.2 existe e é 0.
Tomando o caminho h = k, é possível verificar que o limite assume um valor
diferente de 0. Portanto, f(x, y) não é diferenciável em (0, 0).

3. Pela contrapositiva do Teorema:

Teorema 4.2. Se z = f(x, y) for diferenciável em P (x0, y0) então z = f(x, y)

é contínua em P (x0, y0).
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Ou seja, se z = f(x, y) não é contínua em P (x0, y0), então não será diferenciável
nesse ponto.

Exemplo 4.18. A função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por

f(x, y) =


2xy2

x2 + y4
se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)

é diferenciável em (0, 0)?

Solução:

Basta mostrar que a função não é contínua em (0, 0). Pelo Teorema 4.2,
conclui-se que a função considerada não é diferenciável.

Para verificar que a função é diferenciável, existem duas possibilidades:

1. Pode-se usar a definição 4.2:

Exemplo 4.19. Mostre que a função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =

3x2y é diferenciável.

Solução:

Para todo (x, y) ∈ R2, f admite derivadas parciais

∂f

∂x
= 6xy

∂f

∂y
= 3x2.

Resta verificar que

lim
(h,k)→(0,0)

3(x+ h)2(y + k)− 3x2y − 6xyh− 3x2k√
h2 + k2

= 0.

2. Utilizar o Teorema:

Teorema 4.3. Se
∂f

∂x
e
∂f

∂y
são contínuas em (x0, y0), então f(x, y) é diferen-

ciável em (x0, y0).

Exemplo 4.20. A função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) = ex cos(xy)

é diferenciável para todo (x, y) ∈ R2.
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Solução:

Para todo (x, y) ∈ R2 tem-se que as funções

∂f

∂x
= ex cos(xy)− yexsen(xy)

∂f

∂y
= −xexsen(xy)

são funções contínuas.

4.6 Diferencial total

Definição 4.4. Se f é uma função de 2 variáveis x e y, e f é diferenciável no ponto
(x, y), então a diferencial total de f é a função df dada por:

df(x, y,∆x,∆y) =
∂f

∂x
(x, y)∆x+

∂f

∂y
(x, y)∆y.

Se z = f(x, y), tem-se:

∆z =
∂z

∂x
∆x+

∂z

∂y
∆y, (4.3)

e se z = f(x, y) é diferenciável, então:

∆z ' dz, ∆x ' dx e ∆y ' dy.

Logo, reescrevendo (4.3):

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy.

Analogamente, se z = f(x1, x2, . . . , xn), então a diferencial total de z é dada por:

dz =
∂f

∂x1

dx1 +
∂f

∂x2

dx2 + . . .+
∂f

∂xn
dxn.

Exemplo 4.21. Calcule a diferencial total da função f : D(f) ⊂ R2 → R, definida
por z = x2exy +

1

y2
.

Solução:
A diferencial total é dada por:

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

dz = (2xexy + x2yexy)dx+

(
yx3exy − 2

y3

)
dy.
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Exemplo 4.22. Sendo x = sen(r) cos2(θ) e y = cos2(r) sen(θ), mostre que:

dx− dy = [cos2(θ) cos(r) + sen(2r)sen(θ)]dr − [sen(2θ)sen(r) + cos2(r) cos(θ)]dθ.

Solução:
Para mostrar a igualdade, devem-se calcular as diferenciais totais dx e dy dadas

por:

dx =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ dy =

∂y

∂r
dr +

∂y

∂θ
dθ.

Assim,

dx = [cos(r) cos2(θ)]dr + [sen(r)2 cos(θ)(−sen(θ))]dθ

dy = [2 cos(r)(−sen(r))sen(θ)]dr + [cos2(r) cos(θ)]dθ.

Utilizando as identidades trigonométricas, escreve-se:

dx− dy =

= [cos(r) cos2(θ)]dr + [−sen(2θ)sen(r)]dθ − {[−sen(2r)sen(θ)]dr + [cos2(r) cos(θ)]dθ}.

Portanto,

dx− dy = [cos2(θ) cos(r) + sen(2r)sen(θ)]dr − [sen(2θ)sen(r) + cos2(r) cos(θ)]dθ.

Observação 4.4. A diferencial total e a regra da cadeia
Se u = f(x1, . . . , xn) e cada coordenada xi é função de t, tem-se:

du

dt
=

n∑
i=1

∂f

∂xi
· dxi
dt

du =
n∑
i=1

∂f

∂xi
· dxi
dt
· dt.

Observação 4.5. A diferencial total para funções como no caso geral da regra da
cadeia não é estudada em cursos iniciais de cálculo.

4.6.1 Aplicações

As diferenciais podem ser aplicadas no cálculo de erros.
Seja w = f(x1, x2, . . . , xn) uma função diferenciável em P , define-se:
O erro máximo da função w = f(x1, x2, . . . , xn) é:

EMax = dw.
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Também pode ser chamado de erro aproximado ou valor aproximado.
O erro relativo da função w = f(x1, x2, . . . , xn) é:

ERel =
dw

w
=
EMax

w
.

O erro percentual da função w = f(x1, x2, . . . , xn) é:

EPc = 100 · ERel.

Exemplo 4.23. Utilize diferenciais para determinar aproximadamente o erro má-
ximo no cálculo da área de um triângulo retângulo, cujos catetos têm como medida
6 cm e 8 cm com um possível erro de 0, 1 cm para cada medida.

Solução:
A área de um triângulo é dada por A = x·y

2
, assim, para determinar o erro

máximo no cálculo da área, utiliza-se a diferencial dA = Ax dx+ Ay dy:

EMax = dA =
y

2
dx+

x

2
dy

EMax =
8 · (0, 1)

2
+

6 · (0, 1)

2
= 0, 7 cm2.

O erro relativo e o erro percentual são dados, respectivamente, por:

ERel =
dA

A
=

0, 7

24
= 0, 02916.

EPc = 100
dA

A
= 2, 916%.

Exemplo 4.24. As dimensões de uma piscina foram obtidas com erro possível de
0, 05 m e foram encontradas as dimensões 4, 6 e 8 m. Pergunta-se:

a) Qual é o erro máximo possível no volume desta piscina?

b) Qual é o erro percentual?

Solução:

a) O volume da piscina é dado por V (x, y, z) = x · y · z, assim:

EMax = dV = Vx dx+ Vy dy + Vz dz

EMax = dV = yz dx+ xz dz + xy dz

EMax = 48(0, 05) + 32(0, 05) + 24(0, 05) = 5, 2m3.

b) O erro percentual é dado por:

EPc = 100
dV

V
= 100 · 5, 2

192
= 2, 7%.
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4.6.2 Exercícios

Exercício 4.13. Determine a diferencial total das funções:

a) f(x, y) = 3x3y2 − 2xy3 + xy − 1

b) z =
x− y
x+ y

c) f(x, y, z) = xy2 − 2zx2 + 3xyz2.

Exercício 4.14. Um terreno tem forma retangular. Estima-se que seus lados medem
1.200 m e 1.900 m, com um erro máximo de 9 m e 14 m, respectivamente. Determine
o possível erro no cálculo da área do terreno. Qual o erro percentual?

Exercício 4.15. Obtenha o aumento aproximado no volume de um cilindro circular
reto, quando o raio da base varia de 8 cm para 8, 2 cm e a altura varia de 21 cm até
21, 7 cm.

Respostas

4.13

a) df = (9x2y2 − 2y3 + y)dx+ (6x3y − 6xy2 + x)dy

b) dz =
2y dx− 2x dy

(x+ y)2

c) df = (y2 − 4xz + 3yz2)dx+ (2xy + 3xz2)dy + (6xyz − 2x2)dz.

4.14 1, 48%.
4.15 112π.

4.7 Derivadas parciais de funções implícitas

Teorema 4.4. Seja F (x, y, z) = 0 a equação que define z implicitamente como uma
função diferenciável de x e y, então

∂z

∂x
= −Fx(x, y, z)

Fz(x, y, z)

e
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∂z

∂y
= −Fy(x, y, z)

Fz(x, y, z)

para Fz(x, y, z) 6= 0.

Demonstração:
Suponha que z = z(x, y). Então tem-se F (x, y, z(x, y)) = 0.

Derivando ambos os lados da equação em relação à x e pela regra da cadeia,
tem-se:

0 =
∂F

∂x
· dx
dx

+
∂F

∂y
· dy
dx

+
∂F

∂z
· ∂z
∂x
.

Como
dy

dx
= 0 e

dx

dx
= 1, então:

∂F

∂x
= −∂F

∂z
· ∂z
∂x
.

Portanto,

∂z

∂x
=
−∂F
∂x
∂F

∂z

= −Fx
Fz
. (4.4)

Derivando ambos os lados da equação em relação à y e pela regra da cadeia,
tem-se:

0 =
∂F

∂x
· dx
dy

+
∂F

∂y
· dy
dy

+
∂F

∂z
· ∂z
∂y
.

Como
dx

dy
= 0 e

dy

dy
= 1, então:

∂F

∂y
= −∂F

∂z
· ∂z
∂y
.

Portanto,

∂z

∂y
=

−∂F
∂y
∂F

∂z

= −Fy
Fz
. (4.5)

Exemplo 4.25. Seja x eyz − y exz = 0, a equação que define z implicitamente como

função diferenciável de x e y. Calcule
∂z

∂x
e
∂z

∂y
.

Solução:
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Considera-se z = f(x, y) uma função implícita de x e y. Derivando-se ambos os
lados da equação x eyz − y exz = 0 em relação à variável x, obtém-se:

x · ∂
∂x

(eyz) +
∂

∂x
(x) · eyz − y ∂

∂x
(exz) = 0

xeyz · ∂
∂x

(yz) + eyz − yexz
[
x
∂z

∂x
+ z

]
= 0

xeyz · ∂z
∂x

(y) + eyz − yexz · ∂z
∂x

(x)− yzexz = 0

∂z

∂x
[xy (eyz − exz)] = yzexz − exz

∂z

∂x
=

yzexz − eyz

xy(eyz − exz)
.

Para a derivada parcial em relação à y, tem-se:

x
∂

∂y
(eyz)− ∂

∂y
(yexz) = 0

xeyz · ∂
∂y

(yz)− y ∂
∂y

(exz)− exz = 0

x · eyz
[
z + y

∂

∂y

]
− y · ∂

∂y
exz − exz = 0

xzeyz +
∂z

∂x
(xyeyz)− ∂

∂y
(xyexz − exz) = 0

∂z

∂y
=

exz − xzeyz

xy(eyz − exz)
.

O mesmo exercício pode ser resolvido com aplicação direta das Fórmulas (4.4) e
(4.5), fazendo-se F (x, y, z) = xeyz − yexz.

Calculando a derivada parcial de z em relação à variável x:

∂z

∂x
= −Fx

Fz
.

Tem-se:
−Fx = −eyz + yzexz e Fz = xyeyz − xyexz.

Portanto,
∂z

∂x
=
−eyz + yzexz

xyeyz − xyexz
.

A derivada parcial de z em relação à y é:

∂z

∂y
= −Fy

Fz

Assim,
−Fy = −xzeyz + exz e Fz = xyeyz − xyexz.
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Logo,
∂z

∂y
=
−xzeyz + exz

xyeyz − xyexz
.

Exemplo 4.26. Seja z2 +
2

x
=
√
y2 − z2, mostre que x2zx +

1

y
zy =

1

z
.

Solução:
Reescrevendo a equação na forma F (x, y, z) = 0, para utilizar as Fórmulas (4.4)

e (4.5), tem-se:

z2 +
2

x
−
√
y2 − z2 = 0.

Para Fx, Fy e Fz tem-se:

Fx = − 2

x2
,

Fy =
−y√
y2 − z2

,

Fz = 2z +
z√

y2 + y2
.

Calcula-se a derivada parcial em relação à x:

zx = −Fx
Fz

= −

(
− 2

x2

)
2z +

z√
y2 + y2

zx =
2
√
y2 − z2

x2z(2
√
y2 − z2 + 1)

.

A derivada parcial em relação à variável y é dada por:

zy = −Fy
Fz

=

−

(
−y√
y2 − z2

)
2z +

z√
y2 + y2

zy =
y

z(2
√
y2 − z2 + 1)

.

Para mostrar que x2zx +
1

y
zy =

1

z
, devem-se substituir zx e zy obtidos anterior-

mente nessa equação e verificar se a igualdade é satisfeita:

x2

(
2
√
y2 − z2

x2z(2
√
y2 − z2 + 1)

)
+

1

y

(
y

z(2
√
y2 − z2 + 1)

)
=

2
√
y2 − z2 + 1

z(2
√
y2 − z2 + 1)

=
1

z
.
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Observação 4.6. As derivadas parciais das funções implícitas de n variáveis pos-
suem fórmulas semelhantes às derivadas parciais das funções implícitas de 3 variá-
veis.

Exemplo 4.27. Considere x2 + y2 + z2 + w2 = 49 a equação que define w implici-

tamente como função diferenciável de x, y e z. Calcule
∂w

∂x
.

Solução:
Fazendo F (x, y, z, w) = 0, tem-se x2 + y2 + z2 + w2 − 49 = 0 e assim:

Fx = 2x e Fw = 2w.

Utilizando a Fórmula (4.4), tem-se:

∂w

∂x
= −Fx

Fw
= − 2x

2w
.

Portanto,
∂w

∂x
= − x

w
.

4.7.1 Exercícios

Exercício 4.16. Considere x2 +y2 + z2 = 25 a equação que define z implicitamente

como função diferenciável de x e y. Calcule
∂z

∂y
.

Exercício 4.17. Se x2y2+z2 = 25 define z implicitamente como função diferenciável

de x e y, calcule
∂z

∂y
.

Exercício 4.18. Calcule zx e zy para
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Exercício 4.19. Calcule o valor de
∂z

∂x
e
∂z

∂y
nos pontos indicados.

a) z3 − xy + yz + y3 − 2 = 0, A(1, 1, 1)

b) sen(x+ y) + sen(y + z) + sen(x+ z) = 0, B(π, π, π).

Respostas

4.16
∂z

∂y
= −y

z
. 4.17

∂z

∂y
= −x

2y

z
. 4.18 zx = −c

2x

a2z
e zy = −c

2y

b2z
.

4.19
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a)
∂z

∂x
= −1

4
e
∂z

∂y
= −5

4
b)

∂z

∂x
= −1 e

∂z

∂y
= −1.

4.8 Derivadas direcionais de funções reais de várias variáveis

Esta seção tem como objetivo determinar a taxa de variação de uma função
em uma direção qualquer definida por um vetor unitário ~u. Até agora só foram
calculadas derivadas nas direções dos eixos coordenados. Observe o exemplo.

Exemplo 4.28. A temperatura em um ponto P (x, y) sobre uma placa de metal
no plano xy é T (x, y) = x3 + 2y2 + 1 graus. Suponha que a distância é medida
em centímetros e determine a taxa na qual a temperatura varia com a distância,
iniciando no ponto A(1, 2) e movendo-se:

a) para a direita e paralelamente ao eixo x;

b) para cima e paralelamente ao eixo y.

Solução:

As derivadas parciais de T em relação à x e à y são, respectivamente:

∂T (x, y)

∂x
= 3x2 e

∂T (x, y)

∂y
= 4y.

Aplicando no ponto A(1, 2), tem-se:

a)
∂T (x, y)

∂x

∣∣∣∣∣
(1,2)

= 3◦/cm e b)
∂T (x, y)

∂y

∣∣∣∣∣
(1,2)

= 8◦/cm.

A temperatura varia 3◦/cm quando o ponto é deslocado para a direita e para-
lelamente ao eixo x e 8◦/cm quando deslocado para cima e paralelamente ao eixo
y.

E como calcular essa variação em outra direção? Observe a situação descrita no
exemplo a seguir.

Exemplo 4.29. A temperatura em um ponto P (x, y) sobre uma placa de metal no
plano é T (x, y, z) =

xy

1 + x2 + y2
+ z graus Celsius. Determine a taxa de variação da

temperatura no ponto A(1, 1, 1) na direção e sentido do vetor ~a = 2~i−~j + ~k.

Para resolver o Exemplo 4.29, deve-se determinar a taxa de variação da tem-
peratura em uma direção qualquer. Para isto, define-se um novo tipo de derivada
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chamada derivada direcional. Este conceito generaliza o conceito de derivada par-
cial, isto é, as derivadas parciais de uma função podem ser obtidas como casos
particulares das derivadas direcionais.

Para investigar a variação de uma função escalar em outras direções usa-se um

vetor unitário, representado por ~u =
~a

‖~a‖
. O vetor deve ser unitário para não haver

a influência do seu módulo na taxa de variação.

Definição 4.5. (Derivada Direcional de uma função de 3 variáveis) Seja
f : D(f) ⊂ R3 → R uma função definida em A(x0, y0, z0) e ~u = u1

~i+ u2
~j + u3

~k um
vetor unitário, então a derivada direcional de f em A(x0, y0, z0) na direção de ~u é
definida por:

D~uf(x0, y0, z0) =
∂f

∂x
u1 +

∂f

∂y
u2 +

∂f

∂z
u3.

Observação 4.7. O vetor ~u = u1
~i + u2

~j + u3
~k pode ser escrito como

~u = (u1, u2, u3).

Utilizando a definição de derivada direcional, a solução do Exemplo 4.29 segue
os seguintes passos:

1. Cálculo das derivadas parciais da função T em relação à x, à y e à z:

∂T

∂x
=

(1 + x2 + y2)y − (xy · 2x)

(1 + x2 + y2)2
=
y + yx2 + y3 − 2x2y

(1 + x2 + y2)2

∂T

∂y
=

(1 + x2 + y2)x− (xy · 2y)

(1 + x2 + y2)2
=
x+ x3 + xy2 − 2xy2

(1 + x2 + y2)2

∂T

∂z
= 1.

2. Cálculo das derivadas parciais de T em relação à x, à y e à z no ponto A(1, 1, 1):

∂T (x, y)

∂x

∣∣∣∣∣
(1,1,1)

=
1

9

∂T (x, y)

∂y

∣∣∣∣∣
(1,1,1)

=
1

9

∂T

∂z

∣∣∣∣∣
(1,1,1)

= 1.
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3. Cálculo do vetor unitário ~u =
~a

‖~a‖
:

~u =
2~i−~j + ~k√

6
.

4. Cálculo da derivada direcional da temperatura em A na direção e sentido do
vetor ~a = 2~i−~j + ~k:

D~uT (x0, y0, z0) =

(
∂T

∂x
u1 +

∂T

∂y
u2 +

∂T

∂z
u3

) ∣∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

D~uT (1, 1, 1) =
1

9
· 2√

6
+

1

9
·
(
− 1√

6

)
+ 1 · 1√

6
=

1

9
√

5
=

10
√

6

54
.

Portanto, a taxa de variação da temperatura T (x, y, z) no ponto A na direção

do vetor ~a é
10
√

6

54
.

Observação 4.8. Se f(x1, . . . , xn) é uma função de n variáveis, tem-se:

D~uf(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
ui.

4.9 Gradiente de funções de várias variáveis

Definição 4.6. Sejam A ⊂ Rn, (x1, . . . , xn) ∈ A e f : A ⊂ Rn → R uma função tal
que as derivadas parciais existem no ponto (x1, . . . , xn). O gradiente da função f
no ponto (x1, . . . , xn) é o vetor denotado por ∇f (x1, . . . , xn) e definido como

−→
∇f (x1, . . . , xn) =

(
∂f

∂x1

(x1, . . . , xn), . . . ,
∂f

∂xn
(x1, . . . , xn)

)
.

Observação 4.9. O vetor gradiente de uma função f pode ser denotado por∇f (x1, . . . , xn),
−→
∇f(x1, . . . , xn) ou grad f .

Exemplo 4.30. Determine o gradiente das funções:

a) f(x, y, z) = x2 + y2 − 2z2

b) g(x, y, z) = ey + 2 cos(x) + zx2.

Solução:
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a) Utilizando a definição (4.6), tem-se:

−→
∇f =

(
∂f

∂x
(x, y, z),

∂f

∂y
(x, y, z),

∂f

∂z
(x, y, z)

)
−→
∇f = (2x, 2y,−4z).

b) Utilizando a definição (4.6), tem-se:

−→
∇f =

(
∂f

∂x
(x, y, z),

∂f

∂y
(x, y, z),

∂f

∂z
(x, y, z)

)
−→
∇f = (−2 sen(x) + 2zx, ey, x2).

Exemplo 4.31. Calcule o vetor gradiente da função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por
f(x, y) = x2 + 2y2 no ponto A(−1, 2).

Solução:
Da definição de vetor gradiente, tem-se:

−→
∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
−→
∇f = (2x, 4y).

O vetor gradiente no ponto A(−1, 2) será dado por:
−→
∇f (−1, 2) = (−2, 8).

Ao esboçar o vetor gradiente de f em diferentes pontos de seu domínio, obtemos
o campo de direções de f . As Figuras 32 e 33 apresentam, respectivamente, o gráfico
do campo de direções e o gráfico da função f .

Figura 32. Campo de Direções -
Exemplo 4.31

Fonte: os autores

Figura 33. Gráfico do Exemplo
4.31

Fonte: os autores
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Definição 4.7. A derivada direcional D~uf(x, y, z) =
∂f

∂x
u1 +

∂f

∂y
u2 +

∂f

∂z
u3 pode ser

expressa na forma de um produto escalar como:

D~uf(x, y, z) =

(
∂f

∂x
~i+

∂f

∂y
~j +

∂f

∂z
~k

)
︸ ︷︷ ︸

vetor gradiente

·
(
u1
~i+ u2

~j + u3
~k
)

︸ ︷︷ ︸
vetor unitário

=
−→
∇f(x, y, z) · ~u.

Exemplo 4.32. Calcule a derivada direcional da função f : D(f) ⊂ R2 → R, dada
por f(x, y) = 3x2 + y2 + z3 na direção do vetor unitário −→u = (a, b, c), no ponto
P (1, 1, 0).

Solução:
Da definição de vetor gradiente, tem-se:

−→
∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
−→
∇f = (6x, 2y, 3z).

O vetor gradiente no ponto P (1, 1, 0) será dado por:
−→
∇f (1, 1, 0) = (6, 2, 0).

A derivada direcional é D~uf(1, 1, 0) = (6, 2, 0)(a, b, c) = 6a+ 2b.

Exemplo 4.33. Mostre que se f : D(f) ⊂ R3 → R é uma função de 3 variáveis
x, y e z, então a derivada direcional de f na direção do vetor ~e1 = (1, 0, 0) no ponto

P (x0, y0, z0) é
∂f

∂x
(P ). Além disso, mostre que D ~e2f(P ) =

∂f

∂y
(P ) e D ~e3f(P ) =

∂f

∂z
(P ), onde ~e2 = (0, 1, 0) e ~e3 = (0, 0, 1).
Solução:
De fato, a derivada direcional da função f , na direção do vetor ~e1 = (1, 0, 0) no

ponto P (x0, y0, z0) é

D ~e1f(P ) =

(
∂f

∂x
(P ),

∂f

∂y
(P ),

∂f

∂z
(P )

)
(1, 0, 0) =

∂f

∂x
(P ).

Analogamente conclui-se que D ~e2f(P ) =
∂f

∂y
(P ) e D ~e3f(P ) =

∂f

∂z
(P ).

4.9.1 Propriedades do gradiente

Sejam f : A ⊂ R3 → R uma função diferenciável tal que ∇f 6= ~0, ~u um vetor
unitário e α o ângulo formado por ~u e ∇f . Então pela definição de produto escalar

D~uf = ∇f · ~u = ‖∇f‖ ‖~u‖ cos(α) = ‖∇f‖ cos(α).

Seja P (x0, y0, z0) ∈ D(f).
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i) Se
−→
∇f(x0, y0, z0) = ~0, então todas as derivadas direcionais de f em P são

nulas;

ii) Se
−→
∇f(x0, y0, z0) 6= ~0, então dentre todas as derivadas direcionais de f em P ,

a derivada na direção e sentido de
−→
∇f(x0, y0, z0) possui o maior valor. O valor

desta derivada direcional é ‖
−→
∇f(x0, y0, z0)‖;

iii) Se
−→
∇f(x0, y0, z0) 6= ~0, então a derivada direcional de f possui o menor valor

na direção e no sentido oposto ao de
−→
∇f(x0, y0, z0). O valor desta derivada

direcional é −‖
−→
∇f(x0, y0, z0)‖.

Exemplo 4.34. Para cada uma das funções, determine o vetor gradiente unitário
na direção da qual f cresce mais rapidamente em P e a taxa máxima de crescimento
de f .

a) f(x, y, z) = x3y2 + y3z + z − 1, A(1, 1,−1)

b) f(x, y, z) =
√
x− 3y + 4z, B(0,−3, 0).

Solução:

a) Primeiramente calcula-se o vetor gradiente cujas componentes são dadas pelas
derivadas parciais de f em relação à x, à y e à z, respectivamente:

fx = 3x2y2 fy = 2x3y + 3y2z fz = y3 + 1,

−→
∇f = (3x2y2, 2x3y + 3y2z, y3 + 1).

O vetor gradiente no ponto A(1, 1,−1) é:

−→
∇f(1, 1,−1) = (3,−1, 2).

O vetor gradiente unitário é dado por:

~u =

−→
∇f
‖
−→
∇f‖

=
(3,−1, 2)√
9 + 1 + 4

=

(
3√
14
,− 1√

14
,

2√
14

)
.

A taxa máxima de crescimento corresponde ao módulo do vetor gradiente:

‖
−→
∇f(x, y, z)‖ =

√
9 + 1 + 4 =

√
14.
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b) Calcula-se o vetor gradiente cujas componentes são dadas pelas derivadas par-
ciais de f com relação às variáveis independentes:

fx =
1

2
√
x− 3y + 4z

fy =
−3

2
√
x− 3y + 4z

fz =
4

2
√
x− 3y + 4z

.

O vetor gradiente no ponto B(0,−3, 0) é:

−→
∇f(0,−3, 0) =

(
1

6
,−1

2
,
2

3

)
.

O vetor gradiente unitário ~u com a mesma direção do vetor gradiente
−→
∇f(0,−3, 0)

é:

~u =

−→
∇f
‖
−→
∇f‖

=

(
1

6
,−1

2
,
2

3

)
√

1

36
+

1

4
+

4

9

=

(
1

6
,−1

2
,
2

3

)
√

26

6

=

(
1√
26
,− 3√

26
,

4√
26

)
.

A taxa máxima de crescimento em B(0,−3, 0) é dada pelo módulo do vetor
gradiente:

‖
−→
∇f(x, y, z)‖ =

√
1

36
+

1

4
+

4

9
=

√
26

6
.

A Figura 34 mostra o campo de direções da função f : D(f) ⊂ R3 → R, dada
por f(x, y, z) =

√
x− 3y + 4z.

Figura 34. Campo de direções da função f(x, y, z) =
√
x− 3y + 4z

Fonte: os autores
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Exemplo 4.35. Determine a derivada direcional de f : D(f) ⊂ R3 → R, dada por
f(x, y, z) = x2 + y2 − 2z2 no ponto A(1, 2, 2) na direção do vetor ~a =~i+ 2~j + 2~k.

Solução:
A derivada direcional de f no ponto A na direção de ~a é expressa pelo produto

escalar entre o vetor gradiente e o vetor unitário:

D~af =
−→
∇f · ~a

||~a||
.

Calcula-se o vetor gradiente de f no ponto A:

−→
∇f = (2x, 2y,−4z)
−→
∇f(1, 2, 2) = (2, 4,−8).

O vetor unitário ~a com a mesma direção do vetor gradiente é dado por:

~u =
~a

‖~a‖
=

(1, 2, 2)√
1 + 4 + 4

=

(
1

3
,
2

3
,
2

3

)
.

Assim, a derivada direcional tem o valor:

D~af = (2, 4,−8) ·
(

1

3
,
2

3
,
2

3

)
= −2.

Exemplo 4.36. Determine a derivada direcional de f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por
f(x, y) = exy no ponto B(−2, 0) na direção do vetor unitário que faz um ângulo de
π

3
como o eixo positivo.
Solução:
O vetor gradiente de f no ponto B é dado por:

−→
∇f = (yexy, xexy)
−→
∇f(−2, 0) = (0,−2).

O vetor ~u que corresponde ao vetor unitário que faz ângulo de
π

3
com o eixo

positivo é descrito por ~u = (cos(θ), sen(θ)), assim:

~u =
(

cos
(π

3

)
, sen

(π
3

))
=

(
1

2
,

√
3

2

)
.

A derivada direcional de f no ponto B na direção de ~u é:

D~uf(−2, 0) = (0,−2) ·

(
1

2
,

√
3

2

)
= −
√

3.
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Exemplo 4.37. Determine o gradiente de f : D(f) ⊂ R2 → R, dada por f(x, y) =

3x2y no ponto B(1, 2) e use-o para calcular a derivada direcional de f nesse ponto
na direção do vetor ~a = 3~i+ 4~j.

Solução:
O gradiente de f no ponto B é dado por:

−→
∇f = (6xy, 3x2)

−→
∇f(1, 2) = (12, 3).

Calcula-se a derivada direcional na direção de ~a:

D~af =
−→
∇f · ~a

‖~a‖

D~af(1, 2) = (12, 3) · (3, 4)√
9 + 16

D~af(1, 2) = (12, 3) ·
(

3

5
,
4

5

)
D~af(1, 2) =

48

5
.

Exemplo 4.38. Considere a função f : D(f) ⊂ R3 → R, dada por f(x, y, z) =

x2y − yz3 + z, determine:

a) a derivada direcional no ponto R(1,−2, 0) na direção do vetor ~a = 2~i+~j− 2~k;

b) a taxa máxima de crescimento em R.

Solução:

a) Primeiramente calculam-se o vetor gradiente no ponto R e o vetor unitário:

−→
∇f(1,−2, 0) = (2xy, x2 − z3, 3yz2 + 1) = (−4, 1, 1).

~u =
~a

‖~a‖
=

(2, 1,−2)√
4 + 1 + 4

=

(
2

3
,
1

3
,−2

3

)
.

Assim, a derivada direcional é dada por:

D~uf(1,−2, 0) = (−4, 1, 1) ·
(

2

3
,
1

3
,−2

3

)
= −3.

b) A taxa de crescimento é dada pelo comprimento do vetor gradiente:

‖
−→
∇f‖ =

√
16 + 1 + 1 = 3

√
2.
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4.9.2 O Gradiente como um vetor normal

Considere uma função real de n variáveis e suponha que, para cada constante
k, em um determinado intervalo I, a equação F (x1, x2, . . . , xn) = k representa uma
superfície no espaço. Fazendo k assumir todos os valores reais, obtém-se uma família
de superfícies que são as superfícies de nível da função F .

Proposição 1. Seja F (x1, . . . , xn) uma função tal que, por um ponto P , passa uma
superfície de nível S de F . Se

−→
∇F é diferente do vetor nulo, então

−→
∇F é normal a

S em P .

Em outras palavras, em todo ponto P no domínio de uma função diferenciável
F (x1, x2, . . . , xn), o gradiente de F é normal à superfície de nível em P . Assim, em
cada ponto de uma superfície de nível da função F , existe uma relação de ortogo-
nalidade entre o vetor gradiente de F neste ponto e o vetor tangente à superfície no
mesmo ponto.

Para o caso em que z = f(x, y) é uma função de 2 variáveis pode-se verificar a
Proposição 1. Seja γ(t) = (x(t), y(t)) uma curva de nível k da função f(x, y), isto é,

f(γ(t)) = f(x(t), y(t)) = k.

Seja P (x0, y0) ∈ γ(t).
Derivando em relação a t, obtém-se pela Regra da Cadeia:

∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
= 0(

∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
·
(
dx

dt
,
dy

dt

)
= 0

−→
∇f · γ′(t) = 0.

Portanto, em cada ponto P ∈ γ(t) , tem-se que o gradiente de f é normal a curva
de nível γ em P . Veja a Figura 35.

Seja Q(x, y) um ponto pertencente a reta tangente à curva γ em P . Daí tem-se,

−→
∇f(x0, y0) ·

−→
PQ = 0. (4.6)

Portanto, de 4.6 a equação da reta tangente à curva γ em P pode ser escrita
como

∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) = 0.
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Figura 35. Gradiente como vetor normal

Fonte: os autores

Exemplo 4.39. Escreva uma equação para a tangente à elipse
x2

4
+y2 = 2 no ponto

A(−2, 1).
Solução:

A elipse pode ser considerada como uma curva de nível 0 da função z =
x2

4
+y2−2

(ou ainda uma curva de nível 2 da função z =
x2

4
+ y2). Calcula-se o gradiente no

ponto A:
−→
∇z = (zx, zy) =

(x
2
, 2y
)

−→
∇z(−2, 1) = (−1, 2).

A equação da reta tangente à z que passa pelo ponto A será dada por:

−→
∇z ·

−→
AQ = 0

(−1, 2) · (x− x0, y − y0) = 0

(−1, 2) · (x+ 2, y − 1) = 0

x− 2y + 4 = 0.

Os gráficos da curva e da reta tangente em (−2, 1) são apresentados na Figura
36.
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Figura 36. Gráfico da elipse
x2

4
+ y2 = 2 e da reta tangente x − 2y + 4 = 0 no

ponto A

Fonte: os autores

4.9.3 Exercícios

Exercício 4.20. Seja f(x, y) = sen(xy2), determine:

a) a derivada direcional de f em P0

(
1

π
, π

)
na direção do vetor ~v =~i− 2~j;

b) o valor máximo da taxa de variação instantânea de f em P0 e a direção segundo
a qual o valor ocorre.

Exercício 4.21. A temperatura T em um ponto P (x, y) sobre uma placa de metal

aquecida é dada por T (x, y) =
300

3 + x2 + y2
graus Celsius, onde x e y são medidos

em centímetros.

a) Que direção tomar a partir do ponto A(−4, 3) a fim de que T aumente mais
rapidamente?

b) Qual é a velocidade de aumento de T quando alguém se move a partir do ponto
A = (−4, 3) na direção encontrada no item anterior?

Exercício 4.22. Obtenha um vetor normal e a equação da reta tangente à curva
2x2 − 4xy3 + y5 = 1 no ponto B(2, 1).
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Exercício 4.23. O potencial elétrico V em volts no ponto P (x, y, z) no espaço xyz

é dado por V =
100

(x2 + y2 + z2)
, onde x, y e z são dados em centímetros. Qual é

a taxa de variação de V no instante que se passa por P0(2, 1,−2) na direção de
P1(4, 3, 0)?

Exercício 4.24. Determine as direções nas quais o crescimento da temperatura é
máximo e mínimo no ponto C

(π
3
,
π

3

)
para a distribuição de temperatura em um

plano dada por f(x, y) = 10 + 6 cos(x) cos(y) + 3 cos(2x) + 4 cos(3y).

Respostas

4.20

a)
4− π2

√
5

b)
√

4 + π4 e (−π2,−2).

4.21

a) ~u = 4~i− 3~j b) 3, 82ºC/cm.

4.22 ~u = 4~i− 19~j e 4x− 19y + 11 = 0.

4.23 −1, 42 V/cm.

4.24

(
−9
√

3

2
,−3
√

3

2

)
e

(
9
√

3

2
,
3
√

3

2

)
.

4.9.4 Planos tangentes e retas normais

Suponha que S seja uma superfície com equação F (x, y, z) = k, ou seja, uma
superfície de nível da função de 3 variáveis F (x, y, z) e seja P (x0, y0, z0) um ponto
sobre S. Seja C uma curva qualquer que passe por P , contida em S.

Definição 4.8. Se
−→
∇F (P ) 6= ~0, o plano tangente π à S em P é o plano que passa

por P e cujo vetor normal é
−→
∇F (P ), isto é,

π = {Q ∈ R3|〈
−→
∇F (P ),

−→
PQ〉 = 0},

isto é, o plano π é formado pelos pontos Q(x, y, z) ∈ R3 tais que(
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

) ∣∣∣∣∣
P

· (x− x0, y − y0, z − z0) = 0, (4.7)
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que é equivalente a

∂F

∂x
(P )(x− x0) +

∂F

∂y
(P )(y − y0) +

∂F

∂z
(P )(z − z0) = 0.

Portanto, o vetor gradiente
−→
∇F (P ) é perpendicular ao plano tangente π e o

vetor tangente a qualquer curva C em S que passe por P está contido em π.
A reta normal à S em P é a reta que passa por P e é perpendicular ao plano

tangente π. A direção da reta normal é, portanto, dada pelo vetor gradiente. Con-
sidere um ponto N(x, y, z) pertencente a reta normal. Tem-se que

−−→
PN = t

−→
∇F (P ),

onde t ∈ R é o parâmentro.
Assim, a equação paramétrica da reta normal pode escrita como:

x(t) = x0 +
∂F

∂x
t

y(t) = y0 +
∂F

∂y
t

z(t) = z0 +
∂F

∂z
t

, t ∈ R. (4.8)

No caso especial em que a equação de uma superfície S é da forma
z = f(x, y), ou seja, a superfície é o gráfico de uma função f de 2 variáveis, pode-se
reescrever a equação como

f(x, y)− z = 0,

onde S é uma superfície de nível zero para a função F (x, y, z) = f(x, y)− z.
Então, as derivadas parciais de F são:

Fx =
∂

∂x
(f(x, y)− z) = fx;

Fy =
∂

∂y
(f(x, y)− z) = fy;

Fz =
∂

∂z
(f(x, y)− z) = 0− 1 = −1.

A equação Fx(P )(x − x0) + Fy(P )(y − y0) + Fz(P )(z − z0) = 0 para o plano
tangente à superfície de nível em P (x0, y0, z0) reduz-se à

fx(P )(x− x0) + fy(P )(y − y0)− (z − z0) = 0.
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Então, a equação paramétrica da reta normal à F (x, y, z) = f(x, y) − z em P

será: 

x(t) = x0 +
∂f

∂x
t

y(t) = y0 +
∂f

∂y
t

z(t) = f(x0, y0)− t

, t ∈ R. (4.9)

Exemplo 4.40. Determine o plano tangente e a reta normal ao paraboloide circular
que é a superfície de nível zero da função F (x, y, z) = x2 + y2 + z − 9 no ponto
A(1, 2, 4).

Solução:
Em primeiro lugar é necessário calcular o vetor gradiente da função no ponto A,

para isso calculam-se as derivadas parciais:

Fx = 2x

Fy = 2y

Fz = 1

−→
∇F

∣∣∣
(1,2,4)

= 2~i+ 4~j + ~k.

Reescrevendo na Fórmula (4.7), tem-se:(
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

) ∣∣∣∣∣
A

· (x− x0, y − y0, z − z0) = 0

(2~i+ 4~j + ~k) · (x− 1, y − 2, z − 4) = 0

2(x− 1) + 4(y − 2) + (z − 4) = 0.

Portanto, a equação do plano tangente ao paraboloide x2 + y2 + z − 9 = 0 no
ponto A(1, 2, 4) é descrita por:

2x+ 4y + z = 14.

A equação da reta normal descrita pela Fórmula (4.8) é dada por:
x = 1 + 2t

y = 2 + 2t

z = 4 + t

, t ∈ R.

A Figura 37 apresenta o gráfico da superfície, do plano tangente e da reta normal.
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Figura 37. Gráfico do Exemplo 4.40

Fonte: os autores

Exemplo 4.41. Escreva a equação do plano tangente à superfície
z = x cos(y)− yex na origem e a equação paramétrica da reta normal ao gráfico de
z na origem.

Solução:
Primeiramente calcula-se o vetor gradiente da função F (x, y, z) = x cos(y) −

yex − z no ponto O(0, 0, 0):

−−→
∇F (0, 0, 0) = (cos(y)− yex)~i+ (−x sen(y)− ex)~j − ~k =~i−~j − ~k.

Reescrevendo na Fórmula (4.7), tem-se:

(1,−1,−1) · (x, y, z) = 0

Portanto, a equação do plano tangente à superfície z = x cos(y)− yex na origem
é descrita por:

x− y − z = 0.

A equação paramétrica da reta normal ao gráfico de z na origem é dada por
x(t) = t, y(t) = −t e z(t) = −t.
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4.10 Extremos de funções de 2 variáveis

Nesta seção, serão estudados os pontos em que uma função assume seus valores
extremos, isto é, os pontos onde a função assume seus valores máximos ou mínimos.

4.10.1 Extremos Absolutos

Definição 4.9. Uma função z = f(x, y) tem valor máximo absoluto no ponto
P0(x0, y0, f(x0, y0)) se f(x, y) ≤ f(x0, y0), ∀(x, y) ∈ D(f). Neste caso, diz-se que o
ponto P0 é o ponto de máximo absoluto (PMa).

Definição 4.10. Uma função z = f(x, y) tem valor mínimo absoluto no ponto
P0(x0, y0, f(x0, y0)) se f(x, y) ≥ f(x0, y0), ∀(x, y) ∈ D(f). Neste caso, o ponto P0 é
dito ser o ponto de mínimo absoluto (Pma).

4.10.2 Extremos Locais ou Relativos

Definição 4.11. Uma função z = f(x, y) tem valor máximo local no ponto
P0(x0, y0, f(x0, y0)) se f(x, y) ≤ f(x0, y0), quando (x, y, z) está próximo de
P0(x0, y0, z0), isto significa que f(x, y) ≤ f(x0, y0), para todo ponto (x, y, z) em
alguma bola com centro em (x0, y0, z0). Neste caso, diz-se que o ponto P0 é o ponto
de máximo local (PMl

).

Definição 4.12. Uma função z = f(x, y) tem valor mínimo local no ponto
P0(x0, y0, f(x0, y0)) se f(x, y) ≥ f(x0, y0), quando (x, y, z) está próximo de
P0(x0, y0, z0). Neste caso, o ponto P0 é dito ser o ponto de mínimo local (Pml).

Teorema 4.5 (Teorema de Weierstrass). Seja f : A ⊂ R2 → R uma função
contínua no conjunto fechado e limitado A. Então existem P1 e P2 pertencentes a
A tais que

f(P1) ≤ f(P ) ≤ f(P2),

para todo P ∈ A.

O Teorema de Weiertrass garante a existência de um ponto de máximo P2 e um
ponto de mínimo P1 de uma função contínua em um domínio fechado e limitado A.
A demonstração deste resultado é feita nos cursos de Análise.

Teorema 4.6 (Teste da primeira derivada). Se a função z = f(x, y) tem ex-
tremo local no ponto P (x0, y0, z0), então cada derivada parcial de primeira ordem
da função f se anula ou não existe neste ponto.
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Logo, se a função z = f(x, y) tem extremo local em P (x0, y0, z0) e as derivadas

parciais existem, então
∂z

∂x
(x0, y0) =

∂z

∂y
(x0, y0) = 0.

Definição 4.13. Um ponto P (x0, y0, z0) é dito ser crítico ou estacionário da
função z = f(x, y) se fx(x0, y0) = 0 e fy(x0, y0) = 0, ou se uma das derivadas
parciais não existirem.

Observação 4.10. Se o ponto P (x0, y0, z0) é um ponto crítico, então tem-se uma
das três possibilidades:

1. P (x0, y0, z0) é ponto de máximo local;

2. P (x0, y0, z0) é ponto de mínimo local;

3. P (x0, y0, z0) é ponto de sela.

Exemplo 4.42. Determine, se existirem, os extremos locais da função z = 9−x2−
y2.

Solução:
Calculam-se as derivadas parciais:

∂z

∂x
= −2x

∂z

∂y
= −2y.

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim:

−2x = 0 −→ x = 0

−2y = 0 −→ y = 0.

Dessa forma, o extremo local acontece no ponto P (0, 0, 9), a Figura 38 apresenta
um esboço do gráfico da função e do ponto P .
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Figura 38. Gráfico do Exemplo 4.42

Fonte: os autores

Exemplo 4.43. Considere a função definida por z = 1+x2+y2, determine se possui
algum extremo relativo.

Solução:
Calculam-se as derivadas parciais:

∂z

∂x
= 2x

∂z

∂y
= 2y.

Para um extremo relativo, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim:

2x = 0 −→ x = 0

2y = 0 −→ y = 0.

Dessa forma, tem-se um extremo relativo no ponto P (0, 0, 1), conforme visuali-
zação na Figura 39, onde está o esboço do gráfico da função e o ponto P .
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Figura 39. Gráfico do Exemplo 4.43

Fonte: os autores

Teorema 4.7 (Teste da segunda derivada). Seja z = f(x, y) uma função tal que
suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem são funções contínuas numa
bola aberta B((x0, y0), r) = {(x, y) ∈ R2 | d((x, y), (x0, y0)) < r}. Suponha que

∂z

∂x
(x0, y0) =

∂z

∂y
(x0, y0) = 0.

Considerando o determinante Hessiano da função z = f(x, y):

H(x0, y0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2z

∂x2
(x0, y0)

∂2z

∂y∂x
(x0, y0)

∂2z

∂x∂y
(x0, y0)

∂2z

∂y2
(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
então:

i) Se H(x0, y0) > 0 e
∂2z

∂x2
(x0, y0) > 0, então o ponto P (x0, y0, f(x0, y0)) é ponto

de mínimo local;

ii) Se H(x0, y0) > 0 e
∂2z

∂x2
(x0, y0) < 0, então o ponto P (x0, y0, f(x0, y0)) é ponto

de máximo local;

iii) Se H(x0, y0) < 0, então o ponto P (x0, y0, f(x0, y0)) é ponto de sela;
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iv) Se H(x0, y0) = 0, nada se pode afirmar.

Exemplo 4.44. Determine, usando o teste da segunda derivada, os extremos das
funções:

a) f(x, y) = 4− x2 − y2

b) z =
1

2
x2 + 2xy − 1

2
y2 + x− 8y

c) z =
1

2
x4 − 2x3 + 4xy + y2.

Solução:

a) f(x, y) = 4− x2 − y2.

Aplica-se o Teste da primeira derivada para localizar o ponto crítico calculando
as derivadas parciais:

∂z

∂x
= −2x

∂z

∂y
= −2y.

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim:

−2x = 0 −→ x = 0

−2y = 0 −→ y = 0.

Dessa forma, o ponto crítico acontece no ponto (0, 0, 4).

Para o teste da segunda derivada, calcula-se o Hessiano da função f(x, y) =

4− x2 − y2:

H(x0, y0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2z

∂x2
(x0, y0)

∂2z

∂y∂x
(x0, y0)

∂2z

∂x∂y
(x0, y0)

∂2z

∂y2
(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H(0, 0) =

∣∣∣∣∣∣
−2 0

0 −2

∣∣∣∣∣∣ .
Analisando os resultados obtidos, tem-se H(0, 0) = 4 > 0 e
∂2f

∂x2
= −2 < 0, portanto, o ponto (0, 0, 4) é um ponto de máximo local.
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b) z =
1

2
x2 + 2xy − 1

2
y2 + x− 8y.

Aplica-se o Teste da primeira derivada para localizar o ponto crítico calculando
as derivadas parciais:

∂z

∂x
= x+ 2y + 1

∂z

∂y
= 2x− y − 8.

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim
tem-se o sistema: {

x+ 2y + 1 = 0

2x− y − 8 = 0.

Resolvendo o sistema acima, tem-se x = 3 e y = −2, dessa forma, o ponto
crítico ocorre no ponto (3,−2, 0).

Para o teste da segunda derivada, calcula-se o Hessiano da função z =
1

2
x2 +

2xy − 1

2
y2 + x− 8y:

H(x0, y0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2z

∂x2
(x0, y0)

∂2z

∂y∂x
(x0, y0)

∂2z

∂x∂y
(x0, y0)

∂2z

∂y2
(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H(3,−2) =

∣∣∣∣∣∣
1 2

2 −1

∣∣∣∣∣∣ .
Analisando os resultados obtidos, tem-se H(0, 0) = −5 < 0 e, portanto, o
ponto (3,−2, 0) é um ponto de sela.

c) z =
1

2
x4 − 2x3 + 4xy + y2.

Aplica-se o Teste da primeira derivada para localizar o ponto crítico calculando
as derivadas parciais:

∂z

∂x
= 2x3 − 6x2 + 4y

∂z

∂y
= 4x+ 2y.

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim
tem-se o sistema: {

2x3 − 6x2 + 4y = 0

4x+ 2y = 0.
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Resolvendo o sistema acima, tem-se os pontos críticos (0, 0, 0), (−1, 2,−3
2
) e

(4,−8,−64).

Para o teste da segunda derivada, calcula-se o Hessiano da função z =
1

2
x4 −

2x3 + 4xy + y2:

H(x0, y0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2z

∂x2
(x0, y0)

∂2z

∂y∂x
(x0, y0)

∂2z

∂x∂y
(x0, y0)

∂2z

∂y2
(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H(x0, y0) =

∣∣∣∣∣∣
6x2

0 − 12x0 4

4 2

∣∣∣∣∣∣ .
H(0, 0) =

∣∣∣∣∣∣
0 4

4 2

∣∣∣∣∣∣ = −16

H(−1, 2) =

∣∣∣∣∣∣
18 4

4 2

∣∣∣∣∣∣ = 20

H(4,−8) =

∣∣∣∣∣∣
48 4

4 2

∣∣∣∣∣∣ = 80.

Analisando os resultados obtidos, tem-se H(0, 0) = −16 < 0 e, portanto, o
ponto (0, 0, 0) é um ponto de sela. Os outros dois pontos críticos são pontos

de mínimo local, pois o determinante Hessiano é positivo e ainda
∂2z

∂x2
é positiva

para esses dois pontos.

Exemplo 4.45. Uma empresa de entregas aceita apenas caixas retangulares cujos
comprimentos mais perímetros da seção transversal sejam 108 polegadas. Calcule
as dimensões de uma caixa aceitável com maior volume possível. (Dica: considere
x o comprimento da caixa e y e z as medidas da seção transversal.)

Solução:
Este é um problema de maximização, onde deseja-se o maior volume com a

restrição de que os comprimentos e o perímetro da seção transversal sejam iguais a
108 polegadas. Pode ser descrito da forma:

Max V = xyz

sujeito à: x+ 2z + 2y = 108.
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Reescrevendo o problema, tem-se:

V (x, y, z) = xyz

x+ 2y + 2z = 108.

Isolando a variável x e substituindo na função do volume, obtém-se:

x = 108− 2y − 2z

V (y, z) = (108− 2y − 2z)yz.

Dessa forma, o volume máximo será dado por uma função de 2 variáveis:

V (y, z) = (108− 2y − 2z)(y)(z)

V (y, z) = 108yz − 2y2z − 2yz2.

Aplica-se o teste da primeira derivada para encontrar os pontos críticos:

Vy = 108z − 4yz − 2z2

Vz = 108y − 2y2 − 4yz.

Para um extremo local, as derivadas parciais devem ser iguais a zero, assim
tem-se o sistema: {

z(108− 4y − 2z) = 0

y(108− 2y − 4z) = 0.

Resolvendo o sistema acima, tem-se os pontos críticos (0, 0), (54, 0), (0, 54) e
(18, 18). Os três primeiros pontos não servem como solução do problema, pois fazem
com que V (y, z) = 0, assim aplica-se o teste da segunda derivada para confirmar se
o ponto crítico (18, 18) atende às condições do problema.

H(x0, y0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2V

∂y2
(x0, y0)

∂2V

∂z∂y
(x0, y0)

∂2V

∂y∂z
(x0, y0)

∂2V

∂z2
(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H(18, 18) =

∣∣∣∣∣∣
−72 −36

−36 −72

∣∣∣∣∣∣ .
Analisando o resultado obtido, tem-se H(18, 18) = 722 − 362 > 0 e, portanto, o

ponto (18, 18) é um ponto de máximo.
Para calcular as dimensões da caixa, deve-se substituir o ponto de máximo na

equação de restrição x = 108− 2y − 2z.
Dessa forma as dimensões devem ser: 36pol × 18pol × 18pol= 11.664pol3.
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4.10.3 Exercícios

Exercício 4.25. Determine os extremos das funções usando o teste da segunda
derivada:

a) z = y2 − x2

b) z = x4 + y3 + 32x− 9y.

Exercício 4.26. Seja a função definida por z = 2x4 + y2 − x2 − 2y, determine os
extremos relativos de z, se existirem.

Exercício 4.27. Determine os extremos relativos das funções:

a) z = x3 + 3xy2 − 15x− 12y

b) z = 12xy − 4x2y − 3xy2

c) z = x4 + y4

d) z = x2 + (y − 1)2

e) z = ex sen(y)

f) z = e−(x2+y2+2x).

Exercício 4.28. Uma caixa retangular tem um volume de 20 m3. O material usado
nos lados custa R$ 1, 00 por m2, o material usado no fundo custa R$ 2, 00 por m2 e
o material usado na parte superior custa R$ 3, 00 por m2. Quais são as dimensões
da caixa mais barata?

Exercício 4.29. O custo de inspeção de uma linha de operação depende do número
de inspeções x e y de cada lado da linha, e é calculado de acordo com a função
C(x, y) = x2 + y2 = xy − 20x− 25y + 1500. Quantas inspeções devem ser feitas de
cada lado a fim de minimizar o custo?

Respostas

4.25

a) (0, 0) ponto de sela

b) (−2,
√

3) ponto de mínimo e (−2,−
√

3) ponto de sela.

4.26
Pml =

(
−1

2
, 1,−9

8

)
Pml =

(
1

2
, 1,−9

8

)
Ps = (0, 1,−1).
4.27
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a) Pml = (2, 1,−28), PMl
= (−2,−1, 28), Psela = (1, 2,−26), Psela = (−1,−2, 26)

b) PMl
=

(
1,

4

3
,
16

3

)
, Psela = (0, 0, 0)

c) Pml = (0, 0, 0)

d) Pml = (0, 1, 0)

e) Não existe máximo ou mínimo relativo.

f) PMl
= (−1, 0, e).

4.28 2m× 2m× 5m.

4.29 x = 5, y = 10.

4.11 Teste da segunda derivada: generalização

A generalização do teste da segunda derivada contempla conteúdos de análise
matricial, no entanto, a título de curiosidade, tem-se o resultado:

Teorema 4.8 (Teste da segunda derivada). Seja z = f(x1, ..., xn) uma função
tal que suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem são funções contínuas
numa bola aberta B(P0, r) = {P ∈ Rn | d(P, P0) < r}. Suponha que

∂z

∂xi
(P0) = 0 ∀ i = 1, ...n.

Considerando o determinante Hessiano da função z:

H(P0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2z

∂x2
1

(P0) ...
∂2z

∂xn∂x1

(P0)

... ...
...

∂2z

∂x1∂xn
(P0) ...

∂2z

∂x2
n

(P0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

onde

∆1 =

∣∣∣∣∂2z

∂x2
1

(P0)

∣∣∣∣
∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2z

∂x2
1

(P0)
∂2z

∂x2∂x1

(P0)

∂2z

∂x1∂x2

(P0)
∂2z

∂x2
2

(P0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,



Capítulo 4. Derivadas de Funções Reais de n variáveis 105

...

então:

i) Se ∆1,∆2, ... > 0 então o ponto P0 é ponto de mínimo local;

ii) Se ∆1 < 0,∆2 > 0, ... então o ponto P0 é ponto de máximo local;

iii) Se Não ocorrem i) e ii) então o ponto P0 é um ponto de sela.

4.12 Divergente e Rotacional

Definição 4.14. Uma função vetorial ~f : D(~f) ⊂ R3 → R3 definida em um domínio
D(~f) é uma função que, a cada (x, y, z) ∈ D(~f) associa um vetor ~f(x, y, z) do espaço:

~f(x, y, z) = f1(x, y, z)~i+ f2(x, y, z)~j + f3(x, y, z)~k,

onde fi com i = 1, 2, 3 são funções reais.

Exemplo 4.46. A função dada por ~f(x, y, z) = x2~i + zy2~j + x3z~k é uma função
vetorial de 3 variáveis.

Definição 4.15. O divergente de uma função vetorial ~f de 3 variáveis é denotado
por div ~f ou ∇ · ~f , é definido por

div ~f = ∇ · ~f =
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y
+
∂f3

∂z
. (4.10)

Definição 4.16. O rotacional de uma função vetorial ~f de 3 variáveis, denotado
por rot ~f ou ∇× ~f , é definido pelo vetor

rot ~f = ∇× ~f =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

f1 f2 f3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rot ~f = ∇× ~f =

(
∂f3

∂y
− ∂f2

∂z

)
~i−

(
∂f3

∂x
− ∂f1

∂z

)
~j +

(
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

)
~k.

(4.11)

Exemplo 4.47. Considere a função ~g : D(~g) ⊂ R3 → R3, dada por ~g = xy2~i +

2x2yz~j − 3yz2~k, determine:

a) div ~g;
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b) rot~g.

Solução:

a) Para calcular o divergente, basta aplicar a Fórmula (4.10):

div ~g = ∇ · ~f =
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y
+
∂f3

∂z
div ~g = y2 + 2x2z + 6yz.

b) Para o cálculo do rotacional da função ~g, utiliza-se a Fórmula (4.11) tem-se:

rot~g =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

xy2 2x2yz −3yz2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rot~g = (−3z2 − 2x2y)~i− (0− 0)~j + (4xyz − 2xy)~k

Portanto, o rotacional da função ~g é:

rot~g = (−3z2 − 2x2y)~i+ (4xyz − 2xy)~k.

4.13 Aplicações

4.13.1 Interpretação Física da Divergência

Na mecânica dos fluidos, tem-se a equação da continuidade

div ~u +
∂ρ

∂t
= 0, onde ~u = ρ~v sendo ρ = ρ(x, y, z, t) a densidade do fluido e

~v = ~v(x, y, z, t) o vetor velocidade.
Na equação da continuidade, div ~u é uma medida da taxa de variação da densi-

dade do fluido em um ponto.
Se div ~u > 0 em um ponto, sua densidade está diminuindo com o tempo, o fluido

está se expandindo.
Se div ~u < 0 em um ponto, sua densidade está aumentando com o tempo, o

fluido está se comprimindo.
Se div ~u = 0 em todos os pontos da região, o fluxo de entrada é igual ao fluxo de

saída.
Se ρ = cte, o fluido é dito incompressível. Nesse caso, div ~v = 0 e o campo

vetorial é chamado solenoidal.
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Exemplo 4.48. Um campo de escoamento compressível é descrito por

~u = ρ~v = (2xe−t,−xye−t),

onde x e y são coordenadas em metros, t é o tempo em segundos, ρ e ~v são dados em
Kg/m3 e m/s respectivamente. Calcule a taxa de variação da densidade em relação
ao tempo no ponto A(3, 2, 2) para t = 0.

Solução:
A taxa de variação da densidade é dada por:

∂ρ

∂t
= −div ~u

∂ρ

∂t
= −(2e−t − xe−t)

∂ρ

∂t
= xe−t − 2e−t.

Para t = 0, tem-se:
∂ρ

∂t
= x− 2.

No ponto A(3, 2, 2):
∂ρ

∂t
= 1 kg/m3.

4.13.2 Interpretação Física do Rotacional

Em diversas situações da Física, o rotacional de um campo vetorial se faz pre-
sente, por exemplo:

a) para analisar campos de forças eletromagnéticas;

b) em mecânica de fluidos com a análise dos campos de velocidade.

Observação 4.11. A mecânica dos fluidos é o ramo da mecânica que estuda o
comportamento físico dos fluidos e suas propriedades. Os aspectos teóricos e prá-
ticos da mecânica dos fluidos são de fundamental importância para a solução de
diversos problemas encontrados habitualmente na engenharia, sendo uma de suas
principais aplicações destinadas ao estudo de escoamentos de líquidos e gases. O
regime de escoamento diz respeito a como os fluidos se comportam em relação a
diversas variáveis. Um fluxo de fluido pode se comportar quanto

- à direção da trajetória das partículas que o compõe em relação à dependência
do estado de organização do escoamento (escoamento laminar ou turbulento);

- à sua variação no tempo (escoamento permanente ou não permanente);
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- à variação na trajetória das partículas (escoamento uniforme ou variado);

- ao seus movimentos de rotação (escoamento rotacional ou irrotacional).

Observação 4.12. Se ∇× ~f = ~0, o campo é dito irrotacional.

Exemplo 4.49. Um escoamento é representado pelo campo de velocidade

~v = (10x~i− 10y~j + 30~k).

Verifique se o escoamento é:

a) incompressível;

b) irrotacional.

Solução:

a) Para que o escoamento seja incompressível, deve-se verificar se div ~v = 0.
Dessa forma:

div ~v = ∇ · ~f =
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y
+
∂f3

∂z
div ~v = 10− 10 = 0.

Logo, o escoamento é incompressível.

b) Para que o escoamento seja irrotacional, deve-se verificar se ∇× ~f = ~0.

rot ~f = ∇× ~f =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

10x −10y 30

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ~0.

Portanto, o escoamento é irrotacional.

4.14 Lista de Exercícios

Exercício 4.30. Calcule as derivadas parciais solicitadas.

a) f(x, y) = (x2 + y2)
3
2

b) g(x, y, z) = ln(x2 + 8y − 3z2)

fxx(x, y), fyx(x, y)

gxx(x, y, z), gzyx(x, y, z).
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Exercício 4.31. Seja f(x, y) =


4xy3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
.

Mostre que
∂2f

∂x∂y
(0, 0) 6= ∂2f

∂y∂x
(0, 0).

Exercício 4.32. Mostre que f(x, y) = ln(x2 + y2) satisfaz a equação de Laplace
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0.

Exercício 4.33. Calcule as derivadas de 1ª ordem das funções:

a) z = yex + xey, onde x = cos(t) e y = sen(t)

b) z = x3y, onde x =
v

u
e y = veu.

Exercício 4.34. Considere f(x, y) = 2−
√
x2 + y2 e o ponto A(3, 4,−3), determine

a equação:

a) do plano tangente ao gráfico de f(x, y) no ponto A;

b) da reta normal ao gráfico de f(x, y) no ponto A.

Exercício 4.35. Determine o ponto onde o plano tangente ao gráfico descrito pela
equação z = 2x2 + 2xy − y2 − 5x+ 3y − 2 é horizontal.

Exercício 4.36. Determine a equação do plano tangente ao gráfico de f(x, y) =

xy + 4x+ 2 que é paralelo ao plano xy.

Exercício 4.37. Considere o elipsoide de equação x2 + 2y2 + 3z2 = 21. Escreva as
equações dos planos tangentes à superfície que são paralelos ao plano x+ 4y+ 6z−
30 = 0.

Exercício 4.38. Determine a derivada direcional no ponto A na direção do vetor ~v
para:

a) f(x, y) =
√

4− x2 − y2, A(0, 1), ~v = (2, 2)

b) g(x, y, z) = ln(x2 + y2 + z2), A(1, 2, 3), ~v = (1,−1,−1).

Exercício 4.39. Considere a função f(x, y) = x2 + y2 − 2y e o ponto A(2, 2).
Determine:

a) a taxa de variação de f em A na direção do vetor ~a = (1, 1)

b) a direção na qual a taxa de variação de f em A é máxima.
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Exercício 4.40. Determine se as seguintes funções possuem pontos de máximo ou
mínimo. Em caso afirmativo, classifique-os.

a) f(x, y) = (x− y)4 + (x+ y + 2)2

b) g(x, y) = x3 + (x− y)2

c) h(x, y) = 1− x4 − y4.

Exercício 4.41. Determine o rotacional dos campos vetoriais. Verifique se o campo
dado é conservativo.

a) ~f(x, y, z) = (x3y2, x2z, x2y)

b) ~g(x, y) = (2xy, x2)

c) ~h(x, y) = (2xy3, 3y2x2).

Exercício 4.42. Calcule a divergência do campo vetorial dado no ponto indicado.

a) ~f(x, y, z) = (x3y2z, x2z, x2y) no ponto A(2, 1,−1)

b) ~g(x, y, z) = (xyz, y, z) no ponto B(2,−1, 3)

c) ~h(x, y, z) = (ex sen(y), ex cos(y), z) no ponto C(0, 0, 3).

Respostas

4.30

a) fxx =
3(2x2 + y2)√

x2 + y2
fyx =

3xy√
x2 + y2

b) gxx =
2(−x2 + 8y − 3z2)

(x2 + 8y − 3z2)2
gzyx = − 192zx

(x2 + 8y − 3z2)3
.

4.33

a)
∂z

∂t
= esen(t)

(
cos2(t)− sen(t)

)
+ ecos(t)

(
cos(t)− sen2(t)

)
b)

∂z

∂v
= 4eu

(v
u

)3

,
∂z

∂u
= eu

v4

u3

(
−3

u
+ 1

)
.

4.34

a) z = −3− 3

5
(x− 3)− 4

5
(y − 4)
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b)


x = 3− 3

5
t

y = 4− 4

5
t

x = −3− t

.

4.35
(

1

3
,
11

6
,− 1

12

)
.

4.36 z = 2.
4.37 x+ 4y + 6z − 21 = 0 e x+ 4y + 6z + 21 = 0.
4.38

a) −
√

6

6
b) −4

√
3

21
.

4.39

a) 3
√

2 b)
(

2√
5
,

1√
5

)
.

4.40

a) mínimo b) não há c) máximo.

4.41

a) (−2xy, 2xz − 2x3y) campo não conservativo

b)
−→
0 campo conservativo

c)
−→
0 campo conservativo.

4.42

a) −12 b) −1 c) 0.
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