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RESUMO: O objetivo deste trabalho é apresentar duas formulas praticas para o célculo de flechas de
vigas de concreto armado. Essas formulas foram desenvolvidas a partir do modelo bilinear do CEB. A
primeira formula permite calcular a flecha de vigas para diversos estagios do carregamento. Nessa formula
utilizam-se as areas de aco realmente existentes nas se¢fes da viga. Uma segunda férmula, independente
das armaduras, permite calcular a flecha de vigas para as cargas de servigo, antes mesmo do detalhamento
das armaduras. A precisdo das duas férmulas é demonstrada por compara¢do com o método bilinear.

ABSTRACT: The subject of this work is to present two practical formulas for calculation of deflections of
reinforced concrete beams. Those formulas were developed with base in the bilinear model of CEB. The
first formula allows to calculate beam deflections in several stages of the loading. This formula uses the
existent reinforcement in the cross sections of the beam. A second formula allows to calculate deflections
under service loads, before of the detailing of the reinforcement. The precision of the two formulas is
demonstrated by comparison with the bilinear method.

1- INTRODUCAO

Em trabalhos anteriores [1,2,3], o Autor
analisou diversos métodos disponiveis para
calculo de flechas de vigas de concreto armado.
Nesses artigos foram analisados um modelo nao
linear, o método bilinear do CEB, o método do
ACI, o qual é adotado na NBR-6118, e uma
férmula prética apresentada no CEB/90. Em outro
artigo, o Autor propée uma melhoria no modelo
do ACI para calculo de flechas de vigas [4].

Nesses estudos ficou constatado que ambos o0s
métodos simplificados apresentam uma boa
concordancia entre si e com 0 modelo néo linear,
no que se refere ao calculo das flechas iniciais das
vigas de concreto armado. A op¢do por um ou por
outro método, como, por exemplo, 0 método
bilinear do CEB [5,6] ou a formula de Branson,
adotada na NBR-6118 [7], pode ser uma questdo
de preferéncia ou de costume do projetista.

Porém, quando se consideram as deformagdes
diferidas do concreto, verifica-se uma boa
concordancia entre o método bilinear e 0 modelo
ndo linear. Entretanto, o método da NBR-6118

ndo reproduz satisfatoriamente os efeitos das
deformacdes diferidas do concreto na resposta das
vigas de concreto armado. Esse método subestima
as flechas das vigas pouco solicitadas, quando elas
ainda se encontram no estadio I, ou no inicio do
estadio Il (na regido de formacdo das fissuras).
Por outro lado, o método da NBR-6118
superestima as flechas das vigas mais solicitadas,
em um estado de fissuracdo mais adiantado.

Em vista desses estudos, o Autor tem
recomendado o emprego do método bilinear do
CEB, como sendo o metodo simplificado mais
preciso, desaconselhando o uso do método da
NBR-6118 para o célculo de flechas de vigas sob
cargas de longa duracao.

Entretanto, o emprego do método bilinear pode
ndo ser muito simples, especialmente em célculos
manuais de verificacdo de flechas das vigas sob as
cargas de servico.

Nesse sentido, o CEB apresenta uma formula
pratica, derivada do método bilinear, a qual
permite um calculo rapido. Essa férmula possui
boa precisdo para o nivel de carregamento a que
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as vigas dos edificios estdo submetidas
usualmente.

Porém, a formula pratica do CEB ndo permite
alterar o nivel de carga, o coeficiente de fluéncia
ou a resisténcia do concreto. A férmula apresenta
valores razoaveis da flecha para concretos com

resisténcia caracteristica a compressdo f. da

ordem de 20 a 25 MPa, coeficiente de fluéncia
@ =2 e um nivel de carga tipico das vigas dos
edificios residenciais e de escritorios.

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma
férmula préatica, nos moldes da formula do CEB,
porém, que permita variar 0S principais
parametros envolvidos no problema: nivel de
carregamento, coeficiente de fluéncia e resisténcia
a compressdo do concreto. Para isto, foram
desenvolvidos dois conjuntos de formulas: uma
para verificacdo, a qual depende das taxas de
armaduras existentes na viga, e outra para projeto,
a qual pressupGe que as armaduras existentes séo
exatamente  iguais  aquelas  obtidas no
dimensionamento.

2 -0 METODO BILINEAR DO CEB

De acordo com o método bilinear do CEB,
descrito em detalhes na referéncia[8], a flecha W
de uma viga é obtida por interpolacdo da flecha
Wy, calculada no estadio I, e da flecha W,
calculada no estadio Il puro.

Assim, a flecha W, levando em conta a
colaboracédo do concreto tracionado entre fissuras,
é interpolada na forma

W = (1—7 )Wy +7W, (1)
n=0,se M <M, (2)
n=1-05M /M se M>M;  (3)

Nas equacdes (2 e (3), M é o momento fletor
solicitante na segdo critica da viga e M, é o
momento de fissuracao.

As parcelas W; e W, séo calculadas levando-
se em conta a fluéncia e a retragdo do concreto.

Deve-se observar que o coeficiente » varia ao
longo do eixo da viga pois, tanto M , quanto M,

variam de secdo para secdo transversal. Na
préatica, € necessario adotar um valor constante

para 77, calculado para uma secdo critica. Do
mesmo modo, as flechas W; e W, devem ser
calculadas considerando a rigidez da sec¢éo critica.
Assim, a rigidez no estadio I, K, e a rigidez no
estadio Il puro, K, sdo obtidas com as

armaduras existentes na sec¢ao critica.

No caso de uma viga biapoiada ou de uma viga
continua, a se¢do critica é considerada no meio do
vao. Para os balancos, a se¢do critica corresponde
ao extremo engastado.

Observa-se que a flecha é calculada em uma
secdo de referéncia, que pode ndo coincidir com a
secao critica.

O momento de fissuracdo é dado por

o @
Ecs(h—x)

onde E, =0,85E. é o modulo de deformagdo
longitudinal secante do concreto, h é a altura da
secédo transversal da viga e x, é a profundidade
da linha neutra no estadio |.

As expressdes de x;, K, e K, podem ser
obtidas na referéncia [8].

Se as armaduras forem desprezadas, x; =0,5h

e K= ECSbh3 /12, resultando a expressdo
aproximada para o momento de fissuracéo

My =bh? fct/6 ()
3- AFORMULA PRATICA DO CEB

Uma vez que as flechas W; e W, sdo

calculadas através de uma andlise linear, pode-se
escrever

Wp=—"—; Wy =—"— (6)

onde C € uma constante que depende da carga, do
vao e das condigOes de contorno da viga.

Por exemplo, para uma viga biapoiada de véo
I, submetida a uma carga uniformemente

distribuida p, tem-se C = (5 pl4) 384.
Ao empregar a equacdo (6), os efeitos da

fluéncia devem ser incluidos diretamente nas
rigidezes K, e Ky, . Para isto, deve-se trabalhar
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com o modulo secante efetivo do concreto
Ecse = Ecs/(L+ ). Os efeitos da retragdo podem

ser incluidos separadamente, como uma flecha
adicional (ver referéncia [8].)
A flecha de referéncia W, considerando a

rigidez E.¢l. da segdo de concreto simples, tem a
expressao

We = (7)

Para uma secdo retangular com largura b,
altura total h e altura atil d , pode-se escrever

_ bh3

= ©

lc

Ki :kldeEcse ;Ko :kzbdgEcse 9)

onde os adimensionais k; e ko dependem das
taxas de armadura p e p’, da relagcdo entre o
maodulo de elasticidade do ago e 0 mddulo efetivo
do concreto, n=Eg/Ece, € do pardmetro
o =d'/d (ver referéncia [8]).

Observa-se que, para incluir a fluéncia do
concreto, trabalha-se com o médulo efetivo E e .

Considerando as equagdes (6) a (9), pode-se
mostrar que a equacdo (1) pode ser escrita na
forma

h\3 1-n n
W=|2| @erp) =2y T 10
(d] (+¢)(12k1+12k2)W° 10

O termo 1_—77+L depende das taxas de
12k, 12k,

armadura p e p', do coeficiente de fluéncia ¢
(que esté inserido no pardmetro n=Eg/Ecg ), da

resisténcia a tracdo do concreto e do nivel de
carga, representado pelo parametro 7.

Considerando os valores de referéncia ja
mencionados, pode-se escrever a relagdo
aproximada

l—T] n ,
1+¢ —+— =K 1—200 11

onde K,, dado em uma tabela em fungéo da taxa
de armadura tracionada p, foi ajustado pelo
Autor [8] & expressao

K¢ =0,09547 p~0:71186 (12)

A partir dessas consideracdes, chegou-se a
expressao

3
W =(§J K- 200 W, (13)

conforme consta no CEB/90[6].

4 - PRIMEIRA FORMULA PRATICA
PROPOSTA

Seguindo o procedimento anterior, propGe-se
uma férmula pratica melhorada, a qual permite
levar em conta diferentes valores para ¢, f, e

n. Esse ultimo parametro leva em conta a

influéncia dos niveis de carregamento da viga.
Essa primeira formula préatica proposta também
é dependente das taxas de armadura p e p’, 0

que permite que ela seja utilizada para calcular a
flecha de uma viga em qualquer estagio do
carregamento (evidentemente, dentro da validade
do método bilinear).

Como os diversos parametros sdo incluidos, as
expressdes sdo mais complexas do que a férmula
do CEB. Porém, a precisdo é melhorada,
mantendo-se a facilidade de uso que se espera de
um célculo pratico.

O momento de fissuragdo M, é obtido através
da equacdo (5), considerando a resisténcia a tracdo
do concreto

e 2/3
fo =140 —|  MPa 14
ct [ 10 j (14)

com f, em MPa.
O mddulo secante do concreto é dado por

fo +8)°
Eqs = 085x21500 ~% 2| MPa  (15)

O parametro 7, é obtido das equagdes (2) e (3),
conforme a intensidade do momento fletor M na
secdo critica.
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A flecha da viga é calculada com a expresséo

w-(2) el e

As funcbes f, e f,, obtidas por regressao, sdo
dadas por

f, =0,75-0,85(np) (17)

fo =ci(np)° (18)

¢y = 0,247 -0,0782- (19)
P

C, = —[0,786 + o,ossﬂj (20)
P

= Es _ (1+9)Es (21)

ECSE‘ ECS

Observa-se que a relagdo modular, dada na
equacdo (21), considera o coeficiente de fluéncia
do concreto. Nessas expressdes deve-se considerar
a relacdo p'/p<1. Se p'>p, deve-se adotar

plp=1.

5 - VERIFICACAO DA PRIMEIRA
FORMULA PRATICA

Para testar a precisdo da primeira formula
proposta, analisa-se a viga da fig. 1.

v
LG —;4
Pk A
) A X h=40 d=36
= A
=400 cm ./\s' |

b=20

Fig. 1 — Viga biapoiada

Na tabela 1, indicam-se os valores da carga de
servigo py, do momento maximo de servico My

e das areas de aco obtidas no dimensionamento,
considerando um concreto com fy, =30MPae o

aco CA-50. Em todos os casos, resultou armadura
simples, tendo sido adotada uma armadura de

compressio com érea A, =039cm’ o0 que
corresponde a duas barras de 5 mm.

Tabela 1 — Cargas e armaduras das vigas

Pk My As A
(kN/m) | (kNm) | (cm®) | (cm?)
5 10 1,39 0,39
10 20 1,85 0,39
15 30 2,81 0,39
20 40 3,82 0,39
25 50 4,86 0,39
30 60 5,95 0,39
35 70 7,10 0,39
40 80 8,30 0,39

Na tabela 2, apresentam-se as flechas maximas
obtidas com o método bilinear e com a férmula
proposta, para o caso de carga de curta duracéo,
ou seja, =0.

Tabela 2 — Flechas para curta duracdo

Pk Wa Wy Wh.

(kN/m) | (mm) (mm) W,
5 0,53 0,56 1,06
10 571 5,80 1,02
15 7,16 7,40 1,03
20 7,98 8,35 1,05
25 8,56 9,00 1,05
30 8,99 9,46 1,05
35 9,32 9,79 1,05
40 9,59 10,04 1,05

Método bilinear: W,

Primeira formula proposta: W,

Na tabela 3, apresentam-se 0s resultados para
coeficiente de fluéncia ¢@=2. Neste caso,

também se comparam os resultados obtidos com a
formula pratica do CEB (equacéo (13)).

Conforme se observa nas tabelas 2 e 3, a
férmula proposta apresenta excelente ajuste em
relacdo ao metodo bilinear. Em geral, o erro é
inferior a 10%.

A formula pratica do CEB apresenta um erro
maior, particularmente para vigas com baixo valor
da carga de servico.

Na fig. 2, apresentam-se as respostas carga-
flecha para a viga cuja carga de servico é
P =20kN/m. Essa viga possui é&reas de
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armadura iguais a Ag =3,82cm?e A} = 0,39 cm?,
Nesta figura, considera-se ¢ =0.

Tabela 3 — Flechas para ¢ =2

Pk Wa Wh Wy We We
(kN/m) | (mm) | (mm) | W, (mm) | W,

5 152 | 161 | 106 | 6,07 | 3,99

10 748 | 788 | 1,06 | 991 | 1,32

15 9,47 | 990 | 1,05 | 1104 | 1,17

20 10,76 | 11,08 | 1,03 | 11,83 | 1,10

25 11,77 | 1188 | 1,01 | 1245 | 1,06

30 12,61 | 12,44 | 0,99 | 1294 | 1,03

35 13,32 | 12,82 | 0,96 | 13,31 | 1,00

40 13,96 | 13,09 | 0,94 | 13,61 | 0,97

Meétodo bilinear: Wy
Primeira formula proposta: W,
Formula pratica do CEB: W,

30 =

= Bilinear
= Formula proposta

Carga p (kN/m)
8
I |

i
o
|

0 2 4 6 8 10 12 14
Flecha (mm)

Fig. 2 — Relagdes carga-flecha (¢ =0)

Na fig. 3, apresentam-se as respostas para a
mesma viga, considerando ¢ =2. Neste caso,

também é incluida a relacdo carga-flecha de
acordo com a férmula préatica do CEB.

Conforme se observa pelas figuras 2 e 3, a
formula proposta se aproxima bastante do método
bilinear. Além disso, seus resultados s&o
significativamente melhores do que aqueles
obtidos com a férmula préatica do CEB.

Esse mesmo estudo foi feito para os tramos de
extremidade das vigas continuas, chegando-se ao

mesmo nivel de precisdo. O comportamento das
formulas aproximadas e as conclusdes sdo as
mesmas da viga biapoiada.

30 —

= Bilinear
== Férmula proposta
Férmula pratica do CEB

Carga p (kN/m)
S
| \

N
[S)
\

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Flecha (mm)

Fig. 3 — Relagdes carga-flecha (¢ = 2)

A férmula prética foi desenvolvida para se¢des
retangulares. Ela pode ser empregada para outras
formas de secdo, mas os resultados serdo menos
precisos. Para isto, a secdo deve ser transformada
em um retdngulo de mesma altura e com a largura
calculada de forma a preservar 0 momento de
inércia |, da secdo real. As taxas de armadura p
e p' deve ser referidas a secdo retangular
equivalente.

A equacdo (16) ndo inclui os efeitos da
retracdo do concreto. Conforme é apresentado na
ref. [8], o acréscimo de flecha AWy, devido a

retracdo, pode ser obtido por

|2
AWes = Tesoécs ad fr (22)

onde | é o vdo daviga, d € a altura Gtil, ¢ é a
deformacéo especifica de retragdo e f, € um
coeficiente que vale 1,0 para as vigas biapoiadas e
para os balancos, 0,7 para os vaos extremos das
vigas continuas e 0,5 para os vaos intermediarios
das vigas continuas.

No caso dos balangos, o denominador 8 deve
ser substituido por 2.
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O coeficiente r.go encontra-se tabelado em

funcéo das taxas de armadura na ref. [8]. Como
uma aproximacdo, esse coeficiente pode ser
calculado como

fesp =10 - O,5(£J (23)
P

5—- SEGUNDA FORMULA PRATICA
PROPOSTA

A férmula préatica proposta anteriormente sé
pode ser usada ap6s o dimensionamento da viga,
ja que ela depende das taxas de armadura p e p'.

Neste caso, utilizam-se as taxas que realmente
serdo empregadas na viga, as quais sao obtidas em
funcdo das armaduras existentes nas secOes
criticas.

Entretanto, pode ser conveniente avaliar as
flechas das vigas antes mesmo do
dimensionamento e detalhamento das armaduras.
Neste caso, as flechas poderiam ser determinadas
juntamente com o célculo dos esforgos
solicitantes, utilizando-se 0 mesmo programa de
calculo de esforcos.

Para isto, admite-se que as armaduras
existentes na viga sejam exatamente iguais as
armaduras efetivamente obtidas no
dimensionamento. Assim, dado o momento fletor
M , realiza-se o dimensionamento e calcula-se a
flecha com as armaduras obtidas.

Empregando-se essa solucdo e a equacgéo (10),
chegou-se a uma segunda formula préatica atraves
de regresséo.

Nessa segunda formula, a flecha da viga é
obtida através da expressao

h3
(BT o 2
onde £ depende da relagédo
12
|\/lr
=| — 25
a4 ] @)

Se a >1, o coeficiente S é dado por

B =0,75+0,65¢ (26)

Se a <1, tem-se

(1+0,2¢)5,50c - 0,75)

= 0,01y —30)

>0 27)

Na equacdo (27), f, deve estar em MPa.

Deve-se observar que a equacédo (24) ndo serve
para determinar uma resposta completa da viga.
Essa formula pressupbe que as areas de aco sdo
aquelas requeridas pelo dimensionamento para o
momento fletor de célculo My =1,4M . Logo, o0s

resultados somente sdo corretos para 0 momento
fletor M =M, ou seja, para o carregamento de

servigo da viga.

Para determinar uma resposta carga-flecha,
deve-se empregar a primeira férmula prética,
como mostrado anteriormente.

Havendo necessidade, a retracdo pode ser
incluida como na primeira formula, podendo-se
adotar r.g» =10 a favor da seguranca.

Observa-se que o coeficiente £ diminui com a
reducdo de «, ou seja, com 0 aumento do
momento fletor M . Isto ocorre porque, quanto
maior for o momento M , maior sera a area de ago
da viga.

5-VERIFICACAO DA SEGUNDA
FORMULA PRATICA

A viga da fig. 1 é empregada para a verificacao
da segunda formula pratica.

Na tabela 4, apresentam-se 0s resultados para
carga de curta duragdo (@ =0). Na tabela 5,

apresentam-se os resultados para ¢ = 2.

Tabela 4 — Flechas para curta duracdo

Pk Wa Wi Wq
(KN/m) | (mm) (mm) W,
5 0,53 0,56 1,06
10 5,71 6,16 1,08
15 7,16 7,23 1,01
20 7,98 8,05 1,01

25 8,56 8,70 1,02

30 8,99 9,24 1,03

35 9,32 9,68 1,04

40 9,59 10,06 1,05
Meétodo bilinear: W,

Segunda formula proposta: Wy
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Tabela 5 — Flechas para ¢ =2

Pk Wa Wi Wq
(KN/m) | (mm) (mm) W,
5 1,52 1,54 1,01
10 7,48 8,62 1,15
15 9,47 10,12 1,07

20 10,76 | 11,27 1,05

25 11,77 | 12,18 1,03

30 12,61 | 12,93 1,03

35 13,32 | 13,56 1,02

40 13,96 | 14,09 1,01
Meétodo bilinear: W

Segunda formula proposta: Wy

Conforme se observa pelas tabelas 4 e 5, 0s
resultados obtidos com a segunda formula pratica
sd0 muito proximos do método bilinear. O nivel
de precisdo é o mesmo obtido com a primeira
férmula, cujos resultados encontram-se nas
tabelas 2 e 3.

Deve-se observar que os resultados das tabelas
2 e 3 também correspondem ao caso em que a
armadura existente € igual a armadura calculada.
Porém, uma vez que a primeira formula depende
de p e p' de maneira explicita, ela pode ser

empregada mesmo que a armadura existente seja
bem diferente da armadura calculada. Com isso,
pode-se obter a flecha de uma viga nos diversos
estagios do carregamento.

Por outro lado, na segunda fdérmula
subentende-se que a armadura existente é igual a
armadura calculada. Logo, essa segunda férmula
sO pode ser usada para avaliar a flecha das vigas
sob as cargas de servico.

6 - ARIGIDEZ EQUIVALENTE

Ao se fazer a analise estrutural de uma
estrutura mais complexa, como, por exemplo, o
pavimento completo de um edificio, composto por
varias vigas e lajes, pode ser conveniente
introduzir a ndo linearidade fisica de maneira
aproximada, sem a necessidade da realizacdo de
uma andlise iterativa e incremental. Isto pode ser
feito adotando-se rigidezes equivalentes para 0s
elementos estruturais.

Quando se emprega 0 Método dos Elementos
Finitos, as vigas sdo discretizadas em Varios
pequenos elementos, devendo-se atribuir uma

rigidez equivalente
elementos.

Um procedimento bastante utilizado consiste
em fazer uma primeira analise elastica linear,
considerando as rigidezes das secOes de concreto
simples das vigas e das lajes no estado néo
fissurado. Dessa andlise, obtém-se os esforcos
solicitantes de calculo, com o0s quais sao
dimensionadas as armaduras. Em seguida, a
estrutura é analisada novamente, considerando as
combinacgbes de servico das acbes e atribuindo-se
rigidezes equivalentes para os elementos finitos.
Com isso, avaliam-se as deformacGes da estrutura
com a consideracdo dos efeitos da fissuracéo e da
fluéncia do concreto e incluindo as armaduras
obtidas no dimensionamento.

Uma vez que a primeira formula pratica
proposta permite obter a flecha das vigas nos
diversos estagios do carregamento, ou seja, para
diversos valores do momento fletor M, ela
também pode ser empregada para a determinacao
da rigidez equivalente dos elementos finitos de
vigas.

De modo analogo a equacdo (7), a equagédo
(16) também pode ser escrita na forma

para cada um desses

C
El

W = (28)

€q

onde Elgq € arigidez equivalente.

Substituindo a equagdo (7) em (16) e
considerando a equacéo (28), obtém-se

d)° Ecele
Sleq {F) L+ @—7)fy + 1]

O coeficiente 7 ¢é dado nas equagdes (2) e (3),
considerando o momento fletor maximo M que
atua no elemento finito de viga. As funcbes f; e

fo sdo determinadas a partir das taxas de
armadura p e p' do elemento.

Observa-se que, para o emprego da equagéo
(29), M é o momento méximo em cada elemento
e ndo mais 0 momento na secdo critica da viga.
Desse modo, cada elemento finito terd uma
rigidez equivalente diferente, mesmo que a
armadura seja constante em todo o véo da viga. A
analise estrutural é feita para uma viga de rigidez
variavel.

(29)
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7 - CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada a origem da
férmula pratica do CEB para o célculo de flechas
das vigas de concreto armado. Essa formula
possui boa precisdo para o nivel de carregamento
de servico a que as vigas dos edificios estdo
submetidas usualmente. A formula apresenta
valores razoaveis da flecha para concretos com
resisténcia caracteristica a compressdo f. da

ordem de 20 a 25 MPa e coeficiente de fluéncia
p=2.

Com base no mesmo procedimento, foram
desenvolvidas duas férmulas praticas para o
calculo de flechas de vigas. A primeira formula
depende das taxas de armadura efetivamente
usadas na viga e serve para o calculo das flechas
em varios estagios do carregamento. Essa formula
é ideal para verificacbes, ap6s a escolha das
armaduras das vigas. Ela também permite o
calculo da rigidez equivalente, como foi mostrado.

A segunda formula foi  determinada,
considerando que as armaduras existentes na viga
sdo aquelas obtidas no dimensionamento. Desse
modo, a formula ndo depende explicitamente das
armaduras. Essa formula permite calcular a flecha
da viga para a carga de servi¢o, antes do
dimensionamento,  podendo  ser  inserida
diretamente no programa de célculo dos esforcos.

A precisdo das duas formulas foi demonstrada
através de comparagdes com os resultados do
método bilinear.
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