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Resumo

Neste trabalho, generalizamos o Principio da Minima Ac¢8o proposto por Riewe
para sistemas nao conservativos, contendo forcas dissipativas lineares dependentes de
derivadas temporais de qualquer ordem. A Agado generalizada é construida a par-
tir de fungoes Lagrangianas dependentes de derivadas de ordem inteira e fraciondria.
Diferente de outras formulagoes, o uso de derivadas fracionarias permite a construgao
de Lagrangianas fisicas para sistemas nao conservativos. Uma Lagrangiana é dita fisica
se fornece relacGes fisicamente consistentes para 0 momentum e o Hamiltoniano do sis-
tema. Neste Principio da Minima Ag¢ao generalizado, as equag¢des de movimento sdo
obtidas a partir da equacao de Euler-Lagrange e, tomando-se o limite indo & zero para
o intervalo de tempo definindo a Acao. Finalmente, como exemplo de aplicacgao, for-

mulamos pela primeira vez uma Lagrangiana fisica para o problema da carga pontual

acelerada.

Palavras-chave: Principio da Minima Acdo, Lagrangiana para sistemas ndo conser-

vativos, Calculo Fracionario.






Abstract

In this work we generalize the Action Principle formulated by Riewe for non-
conservative systems containing linear dissipative forces depending on time deriva-
tives of arbitrary order. The generalized Action is contructed by Lagrangian func-
tions depending on integer and fractional derivatives. Different from other approaches,
the use of fractional derivatives enable us to formulate physical Lagrangians for non-
conservative gsystems. A Lagrangian is said to be physical if it provides physically
consistent relations for the system’s momentum and Hamiltonian. In this generalized
Action Principle, the equations of motion are obtained from the Euler-Lagrange equa-
tion, and by taking the limit to zero for the time interval defining the Action. Finally,
as an example of application, we formulate for the first time a physical Lagrangian for

the acelerated point charge.

Keywords: Action Principle, Lagrangian for non conservative systems, Fractional

Calculus.
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Capitulo 1

Introducao

Na Fisica um principio decorre, na maioria dos casos, da observacao da natureza.
Desde a antiguidade, os filésofos ja se valiam de principios na elaboragdo de suas teorias
sobre o mundo. Em termos praticos, os principios na Fisica sao as leis que descrevem o
modo como a natureza funciona. Como exemplo, podemos citar os principios de conser-
vacao da energia e da carga, a causalidade, o principio da incerteza, etc. Os principios
desempenham na Fisica, papel analogo ao dos axiomas na Matematica. Os axiomas sao
proposicoes que nao podem ser provados ou demonstrados, como os axiomas da geome-
tria euclidiana. Portanto, a origem de um principio ndo é parte de nenhuma dedugao
légica, o que implica que ele nao pode ser explicado nem interpretado em termos de
outras regras ou leis. No entanto, é possivel descrever os principios que fundamentam
a Fisica matematicamente [1].

O foco principal deste trabalho é o Principio da Minima Acao. Sua origem se deve
a Maupertuis em 1744, e foi proposto com o objetivo de unificar a descri¢ao fisica da
natureza [2]. A formulagdo atual deste principio para a mecanica newtoniana se deve,
principalmente, a Euler e Hamilton [2]. Do ponto de vista pratico, o uso do Principio
da Minima Ac¢do para sistemas newtonianos permite uma grande simplificacdo para a

descri¢ao dos problemas, devido ao fato desse formalismo trabalhar sé com grandezas



escalares |3, 4|, facilitando assim a inclusao de forcas de vinculo. Além disso, como a
Acao é um escalar, para obter as equacoes de movimento do sistema trabalha-se com
equacoes escalares e ndo vetoriais, o que facilita enormemente as mudancas de varidveis
matematicas. Ja do ponto de vista conceitual, o Principio da Minima Acao permite uma,
descri¢ao unificada abrangente de todas as leis Fisicas. Para Planck (traducao extraida
de [2]), a Fisica “tem como seu objetivo mais elevado e mais almejado... condensar todos
os fendmenos naturais que foram e que ainda serdo observados em um tdnico principio.
(...) |O Principio de Minima Acao| é a mais abrangente de todas as leis fisicas que
governam igualmente a mecénica e a eletrodindmica.”. A importancia conceitual deste
principio comecou a ficar mais evidente com o advento da teoria eletromagnética de
Maxwell [3, 4], quando a realidade fisica dos campos eletromagnéticos foi verificada.
Isto porque toda a descricao da dinamica, segundo a mecénica newtoniana, ¢ baseada
no conceito de forcas, e esse conceito nao faz sentido para a descricdo das interacoes
entre campos. Desde a descoberta do mundo quéntico e do mundo relativistico, onde o
conceito de forca também nao faz sentido, o Principio da Minima Acao é visto como o

ponto béasico de partida para a construcao de todas as teorias fisicas.

Apesar de toda a sua importancia, o Principio da Minima Ac¢&o s6 pode ser aplicado
para sistemas conservativos. Embora microscopicamente a energia é sempre conservada,
do ponto de vista macroscopico todos os processos fisicos observados na natureza sao
ndo conservativos, e portanto, nao podem ser rigorosamente descritos pelo Principio da
Minima A¢ao. A falha do Principio da Minima Acao em descrever macroscopicamente
sistemas nao conservativos é conhecida desde sua origem, e sua prova formal é devida
a Bauer [5]. Na tentativa de contornar esta limitacdo, durante o ultimo século foram
propostos diversos métodos para formular Lagrangianas para sistemas nao conserva-
tivos. No entanto, todas essas lagrangianas sdo nao fisicas no sentido de fornecerem
relagoes incorretas para o momentum e o Hamiltoniano do sistema [6]. Recentemente,

Riewe [5] generalizou o Principio da Minima Acao incluindo lagrangianas dependentes



de derivadas fracionarias, assim conseguiu mostrar que usando derivadas de ordem
um meio é possivel utilizar esse principio generalizado para construir lagrangianas fisi-
cas para sistemas sob a acdo de forcas dissipativas, como o atrito. No entanto, na
formulacao de Riewe é utilizado um limite matematicamente inconsistente, além das
lagrangianas serem limitada para forgas dissipativas proporcionais & velocidade. Neste
trabalho propomos uma modificagao para o Principio da Minima Agao de Riewe, cor-
rigindo a inconsisténcia matematica, e agora também apliciavel para forcas dissipativas
proporcionais as derivadas de ordem qualquer da fungado posicdo. Como exemplo, for-
mulamos pela primeira vez uma Lagrangiana quadrética para o problema da carga

acelerada [7].

Para formular este Principio da Minima Ac¢ao generalizado, precisaremos utilizar
derivadas de ordem um meio. O célculo com derivadas e integrais de ordem nao inteira,
conhecido como Célculo Fracionario, teve inicio a mais de trés séculos com I’Hopital e
Leibniz, quando uma derivada de ordem um meio foi proposta [8]. Este calculo também
foi objeto de estudo de varios grandes matematicos da histéria, como Euler, Fourier,
Liouville, Grunwald, Letnikov, Riemann e outros. Apesar do Calculo Fracionario ser
quase tao antigo como o cédlculo usual, somente nas ultimas trés décadas ele ganhou
mais atencao devido ao surgimento de aplicagoes em vérias areas das ciéncias |9, 10, 11,
12, 13, 14]. Derivadas fracionérias sdo em geral operadores nao locais e historicamente
aplicadas no estudo de processos nao locais ou com efeitos de memoria, e também para

modelar fen6menos envolvendo espagos granulares e fractais.

Uma breve revisao historica do Principio da Minima Acao serd apresentada no capi-
tulo 2. No capitulo 3 sdo analisadas algumas formulagOes Lagrangianas para sistemas
nao conservativos e discutidas as ideias béasicas da formulacao de Riewe para a forca de
atrito. No capftulo 4, devido a necessidade de trabalhar com derivadas de ordem nao
inteira, seré feita uma revisao do calculo fracionario de Riemann-Liouville e de Caputo.

A nossa generalizagdo do Principio da Minima Agao é feita no capitulo 5, aplicando-a



para o caso do atrito linear e o da radiacdo de freamento da carga acelerada. O capitulo

6 é dedicado as consideragoes finais.



Capitulo 2
Principio da Minima Acao

O Principio da Minima Acao [3, 4], parte do pressuposto de que a trajetoria de
uma particula é determinada pela sequéncia natural de mudancas na configuracao do
sistema. Essa sequéncia natural é definida pela trajetoria que minimiza a Acdo
S = [mwvdx em cada parte do movimento, onde dx é um elemento infinitesimal da
trajetoria da particula. Reescrevendo dx = vdt, o Principio da Minima Acao estabelece

que a trajetoria do movimento é a que minimiza o funcional da Acao

5:/}w%u=2/Tm, (2.1)

C ~ : 2 S .
sujeita & lei de conservagao da energia, onde T' = "3~ & a energia cinética do sistema.

Em termos praticos, a trajetoria é obtida encontrando-se o extremo do funcional Acao,

ou seja, igualando a zero a variagdo de S

6/Tﬁ:0, (2.2)

e impondo a conservacao da energia £ =T + V', onde V representa a energia potencial
e E a energia total do sitema. Veremos na sequéncia como reescrever o Principio da

Minima Acao na forma utilizada atualmente, sem a necessidade de impor em separado



a conservacao da energia. Além disso, veremos também nesse capitulo que existe um

funcional Acdo, com variacdo nula que satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange.

2.1 Abordagem Histérica

Maupertuis |2, 16, 17] é creditado pela formulagao inicial do Principio da Minima
Ac¢ao. Com esse principio ele pretendia obter uma descricao fisica unificada para a
natureza, um principio que seria universal e que nao se restringia s6 & descricdo das
leis do movimento de Newton. Primeiramente, em seu trabalho ele descreve o Principio
da Minima Acao voltado para o comportamento da luz. Apés ele tenta, sem sucesso,
estendé-lo para mecanica. Uma descricdo correta para mecénica s6 é proposta poste-
riormente por Euler.

Para termos um melhor entendimento do que levou Maupertuis a propor o Principio
da Minima A¢do é importante citarmos discussdes que permeavam a idéia de propagagao
e refracdo da luz. Podemos destacar as discussoes de Fermat e Descartes. Fermat havia
relatado que era possivel deduzir a lei de Suell - Descartes, ou segunda lei de refragao,
para meios mais densos no qual a luz se propagasse mais lentamente, abandonando assim
a idéia vigente de que a luz tinha mais facilidade de se mover em meios mais densos.
Apenas no século XIX, com o cientista francés L. Foucault provou experimentalmente
que as idéias de Fermat em relacdo a velocidade da luz estavam corretas.

Fermat formula um principio de minimo tempo para a propagacao da luz, ou seja,
o percurso da luz era aquele em que se gastava o minimo de tempo possivel. Através
desse principio era possivel explicar as leis de reflexdo e da refracdo. Por outro lado,
Maupertuis em vez de usar a idéia de propagacdo da luz em um caminho onde o tempo
era minimo, propds que a luz percorresse um trajeto onde a Ac¢do era minima.

Maupertuis, em seus trabalhos publicados em 1744, tenta harmonizar principios

variacionais como o de Fermat, com descricoes cartesianas e newtonianas. Nesses tra-



balhos, a Acao era descrita como sendo a soma dos deslocamentos multiplicados pelas

velocidades de cada corpo para uma tunica particula, podemos escrever a Ag¢ao como:

S = ZVA:U, (2.3)

onde v é a velocidade da particula e Ax um elemento da trajetéria. Além disso,
ele considerou que a idéia proposta por Fermat, de que a luz se propaga com uma
velocidade maior em meio menos denso, ndo estava certa. Para elaborar a deducéo do
menor caminho a ser percorrido pela luz, Maupertuis modificou o principio de Fermat,
utilizando a idéia de que o trajeto em que a luz percorre é o que minimiza a Ac¢do, e

também, tentou estender sem muito sucesso suas idéias para a mecanica Newtoniana.

Apesar da grande contribuicdo de Maupertuis, o Principio da Minima Acdo, que
serviu de base para a formula¢do moderna da mecénica analitica, foi proposto por
Euler. Partindo das idéias de Maupertuis, ele prop6s um principio da agao estacionéria,
estendido para a mecénica, onde a Agao é definida como a integral da velocidade sobre

a trajetéria da particula, devido ela ser estacionaria sua variagdo deveria ser nula

@b
5/ mudz = 0, (2.4)

onde x, e xp s20 0s pontos iniciais e finais do movimento e sujeita a lei de conservagao
da energia. Euler também relatou que sua formulagao se restringia apenas a sistemas
conservativos, ou seja, se houvesse dissipacao a descricdo seria diferente. A forma atual,
e mais utilizada, do Principio de Minima Acao nao é a de Euler e sim a de Hamilton.

Essa forma pode ser descrita pela seguinte equagao

5/“ (T = V)dt =0, (2.5)

0

onde T ¢é a energia cinética e V é a energia potencial. Veremos na sequéncia do capitulo



como obter a (2.5).

2.2 Principio de d’Alembert e a Equagao de Euler-Lagrange

A dedugao da (2.5) esta ligada ao problema do trabalho virtual. Nesta se¢ao vamos
revisar o Principio de d‘Alembert que parte do conceito do trabalho virtual, e esté
diretamente relacionado a equacao de Euler-Lagrange.

O Principio de d’Alembert é obtido & partir da formulagao Newtoniana [18, 19, 20]

que é caracterizada por um conjunto de equacoes diferenciais dadas por:
mp¥, =1, ,n=1,..,N, (2.6)

onde m, e X, s80 a massa da n-ésima particula e a posicao, sujeita a forca f,,. Essa
forca sobre a n-ésima particula, pode ser decomposta em termos da forca aplicada F,,

e a forga de vinculo F/,, ou seja, f,, = F,, + F, . Assim podemos escrever
Minen, = Fp + F'. (2.7)

O trabalho virtual das forcas de vinculo é nulo (caso em que nao ha forgas de atrito

envolvidas). Podemos expressar essa condi¢ao da seguinte forma

> Fx, =0, (2.8)

onde 6x1,0X2,...,0X, sao deslocamentos virtuais arbitrérios. Usando a equacao de movi-
mento (2.7) podemos escrever a equacao (2.8) de forma a eliminar as forgas de vinculo,
ou seja,

> (mnkn — F)ox, = 0. (2.9)

n

Esta equacao é conhecida como sendo o Principio de d’Alembert.



Para verificar que o Principio de d’Alermbert equivale a equacio de Fuler-Lagrange,
precisamos fazer algumas manipulagoes algébricas. Primeiro vamos reescrever o Princi-
pio de d’Alembert usando coordenadas generalizadas, onde escrevemos x como func¢éo

das novas variaveis qi, q2,...,gm, t. Temos, entao
Xn = Xn (1,925, @m,t), n =1,..., N. (2.10)

Derivando a relacdo (2.10) em relacdo ao tempo, obtemos o seguinte resultado:

- dﬂ - Z 6"” G + aX"dt (2.11)

e o deslocamento virtual pode ser escrito como
0
Z 1 5ai (2.12)
8(1@

Substituindo (2.12) no Principio de d’Alembert (2.9), obtemos:

m N ox
Z [Z(mnxn - Fy) 8;] 0g; = 0. (2.13)
n=1 ?

Manipulando o primeiro termo entre colchetes da

Xn <aqi ) = % (Xn3%> n% <a%> ) (2-14)

e substituindo (2.14) em (2.13), somos conduzidos a

m N
d Oxy, . d (0%, oxy,
I, n‘ni - nan 5, a_ _Fni 7 — U. 21
[Z<dt <mX 8%’) i dt(%’) 3611‘)]6(] ! (2.15)

=1

Definimos agora a seguinte quantidade Q; = 25:1 Fn%, e além disso, de (2.11)



podemos facilmente deduzir a relacao a’;j = %ql Assim de (2.15) ficamos com

m N . .
d . 0x, ) B
E [E . <dt <mnxn(9%> - manTqi - Qz)] dq; = 0. (2-16)

i=1 Ln=

Ainda necessitamos fazer a seguinte observacéo:

0 ox,
= 2%,
a(h( ) 8%’ ’

e substituindo em (2.16), obtemos
% o (1
)
n — 5| sMn i || dq =0. 2.1
3215 (6 i ) - (most) @) swmo o
Sendo T' = %Zﬁ;l mp,x2 a energia cinética total do sistema , temos
- oT\ oT
i| 0gi = 0. 2.18
;[ (an> dq; Q} " (218)

Como d¢q; é uma variacio arbitraria, a expressdao dentro dos colchetes deve ser identi-

camente nula, ou seja,

d (0T oT
— = —-=—=Q;, i=1,...m. 2.19
dt (8%) dq; @i, i m ( )
Se as forcas derivam de um potencial F,, = —V,,V, onde V(r1,...,rn,t), podemos re-
escrever (J; como:
N
ox,, oV
— V,V—" = ——. 2.20
2 9q; dq; (2:20)

Substituindo (2.20) em (2.19) resulta

d (0T 0

10



Como o potencial ndao depende das velocidades, temos g—; = 0. Portanto, podemos

escrever a (2.21) como:

% <aaqi(T _ v)) _ ;%(T ~v)=o. (2.22)

Definimos a fungdo L = T'— V', como sendo a Lagrangiana do sistema, com isso podemos

entdo escrever a equagao (2.22) em termos dessa Lagrangiana

d (0L oL
i (57) o0 =" 229

que é conhecida como equacao de Euler-Lagrange.

2.3 Principio de Hamilton e a Equacgao de Euler-Lagrange

A partir do principio de d’Alembert podemos encontrar o chamado Principio de
Hamilton [18, 19, 20]. Para chegar a esse Principio de Hamilton, vamos calcular a
variagdo da Energia Cinética, em funcio de uma variagdo na velocidade éx. Para N

particulas a cada instante de tempo temos:

N
1 . . \2 .9
60T = 2;mn((xn+5xn) - X3,)
al 1
. . . .9
or = Z:lmxnéxn—i—QZmnéxn. (2.24)

Supondo que §x << 1 e desprezando o termo de ordem 6%% na (2.24), obtemos

N
0T = mp¥ndkn. (2.25)
n=1

11



Integrando a equagao (2.25) em ambos os lados em relagao ao tempo

t1 t1 N
STdt = / > % 6% dt. (2.26)

to to n=1

Podemos simplificar a (2.26) identificando a varia¢ao na velocidade com a variagdo na

posicao 0x = %5){ e integrando por partes

N

t1 t1 ) d
\ oTdt = /to Zmnxn£5xndt
n=1
N t 4y N
= Zmni(néxn —/ Zmni'(néxndt

n=1 to 0 p=1

t1 t1 N
oTdt = — / > mpkndxpdt, (2.27)

to 0 p=1

t1
= 0 para um deslocamento virtual éx. Somando em ambos
to

os lados da equagao (2.27) o trabalho virtual das forgas externas ft’;l Zgzl F,0x,dt,

onde 25:1 MpXn0Xp,

temos
t1 N t1 N
/ (OT + ) Fnox,)dt = — / O (mnkn — F)pdxy)dt. (2.28)
to n=1 o p=1

Agora comparando a equacao (2.28) com a equacao (2.9), chegamos a conclusao de que

N

t1
/ (0T + ) Fnox,)dt =0, (2.29)
to

n=1

onde (2.29) é conhecido como Principio de Hamilton. Se as forcas sdo conservativas

podemos escrever:
t1
(T —V)dt =0, (2.30)

to

se tivermos um sistema holonémico resulta

s [ vyae o (2.31)

to

12



Como descrita anteriormente na se¢éo 2.1, a equacao (2.31) é a forma atual de se escrever
o Principio da Minima Ac¢ao. Veremos que (2.31) nos fornece a equagao de movimento
correta, integrando do lado direito da (2.28), sem a necessidade de impor em separado a
conservacgao da energia. No entanto, é importante reforcar que o Principio de Hamilton,
escrito como na (2.31), s6 € valido para sistemas conservativos. Denotamos como fungao
Lagrangiana a seguinte quantidade: L =T — V. Portanto, de (2.31) podemos escrever

que

t1
5/ Ldt = 0. (2.32)
t

0

Por fim, a quantidade a ser extremizada é a Acdo do sistema, dada pela integral da

Lagrangiana, ou seja,

t1
S= [ Lat. (2.33)

to

Para a grande maioria dos sistemas fisicos conservativos, a funcdo Lagrangiana

depende apenas da posicao e da velocidade das particulas (devido & energia potencial

ser fungdo apenas da posi¢ao nestes casos). Portanto, a Ac¢ao

t1
S= [ L(x1,.. Nk ay)dt (2.34)
to

¢ um funcional que depende das fungoes incognitas x;(i = 1,..., N) e suas derivadas. A
trajetéria de movimento do sistema fisico, dada pelas funcoes x; é a que extremiza o
funcional S, ou seja, 65 = 0. Fixando as posi¢oes iniciais e finais do movimento, z} (o)

x}(t1), qualquer funcao z; candidata a trajetoria da i-ésima particula deve satisfazer

13



zi(to) = zi(to) e xi(t1) = ) (t1). Sem perda de generalidade podemos escrever:

xi(t) = z;(t) + dz(t)

= () + epmi(h), (2.35)
onde € € R, e dx;(t) = eux;(t) € uma funcao diferenciavel qualquer, que satisfaz
dzi(to) = 0x;(t) = 0, ou seja,

p(to) = p(t1) = 0. (2.36)
Temos ainda
Blt) = @) + ). (2.3

Substituindo (2.35) e (2.36) na (2.34) a Agao passa a depender do parametro e. Como

x; extremiza a Acao, temos:

d
ss= 951, (2.38)
de e=0
portanto
ds <M i)t
5 = = 19+ TN T15---s TN
de e=0 de to e=0
t1 a
= fL(.’El,...,HJN,.fl,...,j}N)dt
lo e e=0
B /tl i\f: OL i | OL 0ir
N to & a:m Oe a.%l Oe
=1 e=0
ngL /oL . oL
/to ; <M oz; " &Ez’) (239
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Integrando por partes o segundo termo em (2.39), temos

h oL  d oL
1 LI%) gt =
/ Z“ <8:U1 dté?:tz-> 0

ﬁ
de | .

Zm

e usando a condigao (2.36), obtemos:

Nt /9L d oL
Z/to 14 (%_citaﬂbi)dtzo' (2.40)

=1

A integral (2.40), deve ser nula para qualquer funcdo p;(t), satisfazendo a condicdo

(2.36). Do lema fundamental do célculo das variacoes [19], temos

OL d 0L

=0, (2.41)

que é conhecida como equagdo de Euler-Lagrange. Finalmente, as solugoes da (2.41),
satisfazem as condices xf(tp) e xf(t1) (ou, de forma equivalente &} (to) e ©}(¢1)) sao
as trajetorias das particulas do sistema. No préximo capftulo veremos alguns tipos
de formulagbes Lagrangianas que foram utilizadas para trabalhar com sistemas nao
conservativos e apontar suas falhas. Também apresentaremos uma nova proposta para

esse tipo de sistema.
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Capitulo 3

Formulacao Lagrangiana Para

Sistemas Nao Conservativos

Atualmente a maioria dos métodos utilizados na mecénica classica lidam com sis-
temas conservativos, embora grande parte dos problemas fisicos reais sejam nio con-
serativos. Vérias técnicas foram utilizadas para se obter um método macroscopico para
lidar com forcas de atrito e outras formas de dissipagdo, ou seja, com sistemas nao con-
servativos. Uma das maneiras adotadas é usando a funcio de dissipacdo de Rayleigh
[19], que é utilizada quando temos forgas proporcionais a velocidade. Outra maneira
seria utilizando Lagrangianas nao fisicas |21, 22| na tentativa de obter a equacgao de
movimento desejada. Mas o principal objetivo do capitulo serd apresentar a formulagao
proposta por Riewe [6], que é utilizada no trabalho para descrever alguns sistemas

fisicos nao conservativos. Revisamos abaixo as idéias bésicas por tras destes métodos.

3.1 Funcgao de Dissipacao de Rayleigh

Nesta secdo vamos fazer uma breve descricao da funcao de dissipagdo de Rayleigh

[19], um dos métodos mais comuns para tratar de forcas nao conservativas. Seja x, o



vetor posi¢ao da n-ésima particula de um sistema (n = 1,2,...,N). Entao a forca total

f,, agindo sobre esta particula é dada por:
f,=F, +F, — k,x,, (3.1)

~ - / ~ , . ~
onde F,, sdo as forcas externas conservativas, F',, sao as forcas de vinculo e k,X, sao

forcas dissipativas (atrito). Com isso a equacdo (2.6), pode ser escrita como:
Mpin = Fp + F. — kykn, n=1,..N . (3.2)
Usando a condi¢do de que o trabalho virtual das forgas de vinculo é nulo

> Fluox, =0, (3.3)

chegamos a conclusdo de que
> (M — Fn)6%n + Y knkn6x, = 0. (3.4)
n n

Escrevendo x como sendo funcao explicita de ¢, g2, ...,qn, temos para o primeiro termo

da (3.4) o resultado

> (i~ E o0 =3 [ 4 (50) — ] o (35

n =1

N m x
ondeT =) ", === & aenergia cinética do sistema. Agora vamos reescrever o segundo

0%, _ Oxp
9¢; — 0g;

termo da (3.4) usando a equacao (2.12) e a relacao ficamos com:

> knkndxy = Z (Z knxn 7. ) 5q;. (3.6)

n=1
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Introduzimondo a funcao de dissipacao de Rayleigh
|
3= > ik + bong%l + bnpXoy) = Z kenX2, (3.7)

n=1

e usando

axn Z kenXn (3.8)
n=1

na equagao (3.6), obtemos:

> knknlxy = i (gf %’?) dg; = i aﬁ (3.9)
n i=1 o =1

Com isso a equagao (3.4) pode ser escrita de forma mais conveniente como

m

d (9T 03
— (=) -F+ 5q; = 1
Z;[dt (aqi) 3(]] 4 =0, (3.10)

1=

onde dg; é uma variagao arbitraria e, consequentemente, a equacao (3.10) s6 sera satis-

feita se o termo dentro da soma for identicamente nulo:

d (0T 03
- <aqi) —Fit 5o =0. (3.11)

Se as forgas nao dissipativas, expressas por F;, derivam de uma energia potencial escalar,

podemos reescrever a equagao (3.11) da seguinte maneira:

d (0L oL O
)= 22 g =12, 12
<8q'i> 94 + 94 0, 7 2,..,m (3.12)

onde L =T — V. Finalmente, nesta formulacao a Lagrangiana é a mesma de sistemas
conservativos. A informacado sobre as forcas nao conservativas estd toda contida na

funcao de Rayleigh. Embora a equagao (3.12) generalize a equacao de Euler-Lagrange,
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ela ndo é obtida & partir do Principio da Minima Acao, e sim através do trabalho virtual

das forcas agindo sobre o sistema.

3.2 Lagrangianas Nao Fisicas

Outros métodos foram desenvolvidos para se trabalhar com sistemas ndo conser-
vativos. Nestes métodos sdo formuladas Lagrangianas, cuja equacdo de movimento é
obtida & partir do Principio da Minima Acdo. Embora estas equagoes descrevam corre-
tamente os movimentos das particulas em sistemas nao conservativos, as Lagrangianas
utilizadas s80 nao fisicas, no sentido de que 0 momentum e o Hamiltoniano obtidos nao
tem significado fisico. Para ilustrar alguns exemplos, vamos considerar o caso do movi-
mento unidimencional de uma particula sob a acdo de uma forga resistiva proporcional
a velocidade. Como primeiro exemplo temos a Lagrangiana [21]

1
L= imx%%t, (3.13)

que substituida na equacao de Euler-Lagrange nos da a seguinte equagdo de movimento

emt(mx 4+ %) = 0, (3.14)

com momentum conjugado igual a

p = mxem' (3.15)
e Hamiltoniano
p2 Y ¢
H = ¢ mt, 3.16
57 € (3.16)
7y

A equagao de movimento correta é obtida de (3.14) se o fator em® é ignorado. No
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entanto, o momentum (3.15) e o Hamiltoniano (3.16) nao tem significado fisico, porque

-~ . - L ey .
nas suas defini¢oes usuais ndo temos nenhum fator, que no caso é a em", as multi-
plicando. Um segundo tipo de Lagrangiana para este mesmo problema é formulagao
proposta em [6], onde uma coordenada auxiliar y, que descreve um sistema com tempo

reverso (t — —t), é introduzida. A Lagrangiana para este caso é:
N S
L =mxy + §v(xy - Xy), (3.17)

que nos formesse duas equagbes de movimento

mX +yx =0, my —~y =0, (3.18)
dois momenta
.1 o1

Pz =My — 5’7}’7 Dy = mX + §7X (3.19)

e Hamiltoniano

PPy | 7 gl

H=—""4 > —(Ypy — TP2)- 3.20
T XYt o (ypy — Tp2) (3.20)

Novamente, encontramos um impasse em relacao ao significado fisico do momentum e
do Hamiltoniano do sistema, pois os resultados nao nos dao as definicoes usuais, o que
nos leva a concluir que este outro tipo de descricao nao é adequada para sistemas nao
conservativos. Além disso, em todos estes métodos apresentados, nenhum deles nos da
uma descri¢do Lagrangiana geral para sistema nao conservativo, e ainda, esses métodos

apresentam falhas na interpretacao fisica.
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3.3 Proposta de Riewe para uma Formulagao Lagrangiana

Riewe [6], na busca de uma formulagao fisica para sistemas dissipativos, propos
um novo Principio da Minima Acao através do uso de derivadas de ordem nao inteira.
Para entender a idéia de Riewe vamos fazer a seguinte observagao: se tivermos um

d"x

termo na Lagrangiana proporcional a (z")?%, onde z" = S, temos como resultado

2n

na equacao de movimento um termo proporcional a x Tomamos como exemplo a

seguinte Lagrangiana quadratica:
L(t,x,x™) = az® + b(z™)%, (3.21)
A equagdo de movimento fica
2az + 2bx*™" = 0. (3.22)

Como exemplo, para o Oscilador Harmonico Simples, temos:

1 1
L(t,x,%) = —mx* — —kx?, (3.23)
2 2
e a equacao de movimento encontrada é
mx + kx = 0. (3.24)

Com isso concluimos que se tivermos uma derivade de ordem n em uma Lagrangiana
quadratica (exemplo Oscilador Harmonico Simples), vamos ter como resultado na equagao

de movimento um termo com derivada de ordem 2n. Se tivermos uma forca proporcional

a velocidade, ou seja, F = Ccll—’t‘ na Lagrangiana quadrética, com base na observacao dos
2
1
. , . . b . ~
exemplos anteriores, deveriamos ter um termo proporcional a <d1x> , Pois na equacao
dtz

de movimento, vamos ter o dobro da ordem da derivada. E importante ressaltar que
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nesta secao s6 estd apresentada a idéia utilizada por Riewe para propor uma formu-
lacao Lagrangiana geral; sua construcao serd vista a rigor no capitulo 5. Em virtude da
necessidade de usar derivadas de ordem nao inteira, dedicaremos o préximo capitulo a

uma revisdo do calculo fracionario.
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Capitulo 4

Calculo Fracionario

O célculo fraciondrio é uma generalizacao do cdlculo usual onde sao estudadas
derivadas e integrais de ordem arbitraria. Ele teve sua origem a mais de trés sécu-
los a partir de especulacGes feitas por ’'Hopital e Leibniz, quando foi sugerido que o
valor de uma variagdo de ordem meia, d%a:, deveria ser zvdz : x [8]. Além de 'Hopital
e Leibniz outros matematicos contribuiram de forma expressiva para o desenvolvimento
do célculo fracionério, dentre eles podemos citar, Euler, Laplace, Grunwald, Letnikov,
Riemann, etc. Embora o calculo fracionario seja tdo antigo quanto o cdlculo usual, ele
s6 comecou a ser utilizado de forma mais expressiva nas ultimas tres décadas, quando

surgiram um grande nimero de aplicagoes em fisica e engenharia.

Temos varias defini¢oes para o cilculo fracionario, uma das mais antigas foi proposta
por Lacroix [8] e baseia-se na substituigao das fungoes fatoriais (8 —«)! e a! por fungdes
Gama de Euler. Da definicao usual para derivada de uma fungdo poténcia de ordem
B € N, temos

4oz A1
dee (B —a)! ’

B> a. (4.1)



Reescrevendo os fatoriais em termos da fungdo Gamma, chegamos ao seguinte resultado:

d®axP B+ fa
dze  T(B—-a+1l)’ (42)

Na proposta de Lacrox, as derivadas de ordem nao inteira sdo obtidas pela continuagao
analitica da (4.2), onde « e 8 s@o agora numeros reais positivos e ndo mais apenas

inteiros. Para um caso particular, onde a = % e f =1, temos

QU
N
8

L@ a2/
TRV

(4.3)

ISH

8

N
I][SY]

Este resultado é o mesmo encontrado na definicdo mais recente de Riemann-Liouville
para derivadas fracionarias. J4 a definicao de derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov
[8, 10, 11, 14, 23], considerada como a mais geral, deriva da continuacao analitica da

definicdo usual de derivada. Para um a € R ela é definida pelo limite

D% f(x) = lim = Z(—D’”( “ )f(x + (o — m)h). (4.4)

A formulagdo de Grunwald-Letnikov ndo é muito utilizado para célculos analiticos de-
vido a dificuldade de trabalhar com a definicdo (4.4). Por outro lado, na defini¢do
de Riemann-Liouville [8, 10, 11, 14, 15, 23|, a mais popular entre os matematicos, a
derivada fracionaria de ordem « é dada por:

1 dar

oDg f(x) = Tn—a) de”

/ "o — e (1. (4.5)

Embora a definicao de Riemann-Liouville seja a mais usada entre os matematicos, ela
apresenta limitacoes para o uso em aplicagoes, como por exemplo, a derivada de uma
constante nao é nula e as condig¢oes de contorno das equagdes diferenciais envolvendo

essas derivadas nao tem interpretacao fisica direta. Na busca de formular uma derivada
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mais adequada a aplicagoes, Caputo muda a ordem em que sio feitas a derivada e a
integragao em (4.5), ou seja, agora temos a integral fracionaria da derivada de ordem

inteira da funcdo. Assim ficamos com:

D3 f(x) = F(nl_a) / . t)"—a—ld;iff)dt. (4.6)

Existem outros tipos de definicao para o calculo fracionario que podem ser encontradas
em [10, 11, 14, 23], mas na sequéncia deste capitulo vamos nos deter somente na for-

mulacao de Riemamm-Liouville e Caputo.

4.1 CAlculo Fracionario de Riemann-Liouville

Nesta secao serdo apresentadas as integrais e derivadas de Riemann-Liouville e al-

gumas de suas propriedades.

4.1.1 Integrais Fracionarias de Riemann-Liouville

Na formulagao de Riemann-Liouville a defini¢ao de integral fracionaria vem da con-
tinuacao analitica da formula de Cauchy. Seja f uma funcao integravel em [a,x] e n € N,

temos para a n-ésima integral de f(x)

I f () :/:dtl /:1 dtg.../atnlf(tn)dtn. @7

A formula, ou teorema de Cauchy nos diz que a integral repetida (4.7) pode ser reescrita

como uma integral simples

1

i@ = [ @) = g

/I(x — )" f(t)dt. (4.8)

Para verificar a validade da féormula de Cauchy, vamos antes mostrar que podemos
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reescrever a integral de qualquer fungao f(x) como:

n—1 T
/ f@)dz = nil)'din 1/ (x — )" f(t)dt. (4.9)

E facil verificar (4.9) tomando derivadas do seu lado direito

[ s = o 'dw[ gl =@+ (o= 2 (o)

- w‘fﬂl/ 02 ()t
- s [ et - )

1 dn 3 .
- (n— ldajnd/ (x — )" f(t)dt,

entdo continuando sucessivamente, a j-ésima derivada fica

/ f@ L dan /x(:c—t)”_jf(t)dt. (4.10)

n—j)'dx” Y

Fazendo j = n o lado direito reduz-se a integral da funcao f(z). Para provar a férmula
de Cauchy (4.8), integramos sucessivas vezes a equacgao (4.9). Para primeira integral

temos

x to x n—1 to
/ dty | f(t1)(dt1) = / (n—ll)'in—l / (ta — t1)" " f(t1)dt1dts
a a a s Aty a

x 1 d dn 2 to )
= —_— to — )" t1)dt1dt
/a (n—1)!dt2dt32/a (t2 = 0)"™ f(tr)dtadlt

dn—2 T
- (n_ll);dxn_g/ (& —t1)" " f(tr)dtr

1 dn72 a
_(n—l)!da”‘Q/ (@ —t)" ' f(t1)dt, (4.11)
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como o segundo termo é nulo, ficamos com

to n—2 x
/dtQ ftl dtl ( 1 )'dci“” 2/ (w—tl)nflf(tl)dtl. (4.12)

T t3 t2
dt dt ty)dt; = dt
/a 3/(1 2 . f( 1) 1 3 n 1 'dtn -

[
— /dtg/td L d a7 /tQ(tQ—tl L E(ty)dtydty
/ 1

Integrando novamente:
t3 1 dn 1 to
dtQ / (ty — t1)" "L f(t1)dt
)

n—1 'dthtn 1

dn 2 t3
(n—1 'dt” dtn—2 / (t3 — t1)" " f(t1)dt1dts

1 dd? (" !
= t3 —t1)" " f(t1)dt  dt:
/a (n—1)!dt3dtg—3/a (fs =)™ f () dhdts

1 dn—3 T )
= — x—t1)" " f(t1)dty.
(n_ 1)'d$n‘5/a ( 1) f( 1) 1
Finalmente, se integrarmos n vezes chegamos a formula de Cauchy (4.8). Agora defin-
imos um numero real positivo «, onde a € R, a continuacao analitica da formula de

Cauchy, chamada de integrais de Riemann-Liouvile & esquerda e a direita, respectiva-

mente, ¢ dada por [10, 11, 14, 23]:

2 @) = o [ @0 o (4.13)
b
I = g [ =2 (4.14)

Note que a continuacdo analitica do teorema de Cauchy s6 foi feita de = até a, a
mesma pode ser estendida de x até b. De fato essa estensao é importante, pois a Acao
descrita no capitulo 5 os limites de integracdo vao de a até b. Além disso, as integrais

fracionarias (4.13) e (4.14) sdo a base dos célculos fracionarios de Riemann-Liouvile e de
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Caputo. Antes de definir as derivadas fracionarias veremos algumas propriedades das
integrais (4.13) e (4.14). Sejam «, 8 > 0, vamos mostrar que as integrais fracionarias

de Riemann- Liouville satisfazem a propriedade de semi-grupo

oIS adE = g IOt (4.15)

S S A (4.16)

Provaremos apenas (4.15), para a integral de Riemann-Liouville & direita (4.16) a prova

segue-se de forma similar. Temos

aﬁxzixa:—aflt—uuu. .
2T @) = e [ @0 [ = duar (417

Usando o teorema de Fubini’s, podemos trocar a ordem de integragdo, ou seja,

a.J? xzé ' u zxf o=t — ) dtdu
T @) = e [0 [ e, (4as)

Agora vamos fazer a seguinte mudanga de variavel ¢t = s(x — u) + u, temos que dt =

(x — u)ds, assim ficamos com:

1 T 1
WIS JE f(x) = / f(u)(x — u)aH“/ (1—s)* L Ydsdu,  (4.19)
F(a)r(ﬁ) a 0
onde identificamos a segunda integral como sendo a funcao Beta de Euler:

T(a)L(B)

Tt i) (4.20)

/ L1 s = Blag) =
0
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Portanto, chegamos a equacao (4.15)

o _ 1 ‘ — W)t = « T
aJanff(x)W/a fu)(@ =) du = o I3 f (). (4.21)

Como consequéncia desta propriedade os operadores integrais (4.13) e (4.14) comutam,

ou seja,

anan?f(w) = ajfajgf(x) (4-22)

b ISl f(x) = 4 I IS f () (4.23)

Como exemplo, calculamos agora a integral de Riemann-Liouville para a fungio

poténcia f(z) = (x — a)?, onde v > —1. Temos:

x—a :i mx— it —q
ady(x —a)” F(oz)/a( 1) (t — a)dt, (4.24)

fazendo a seguinte mudanga de variavel ¢t = s(x — a) + a, temos que dt = (x — a)ds, o

que nos da

r —a - 1x—sac sa—a)* Ys(x—a)+a—a)(z—a)ds
2= = s [ st se— 0 ale — @) o) —a)ds. (@29

Rearanjando os termos, obtemos:

1
ado(z—a)’ = F—(x - a)w’a/o s7(1 — s)* Lds. (4.26)
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Identificamos a integral em (4.26) como sendo a funcao Beta de Euler:

! T(a)l(y+1)
71— s5)*lds = )= ————. 4.27
| o= s = sa +1) = R (4.27)
Substituindo a equacdo (4.27) em (4.26), ficamos com:
I'(y+1)
Mz —a) = —————=(z—a)*" 4.2
aJ:E (:’U CL) F(Oé + v + 1) (I‘ CL) ( 8)

Finalmente, seguindo os passos andlogos para a integral fracionéaria de Riemann-Liouville
a direita, chegamos ao seguinte resultado

I(y+1)

IR b=y = )

(b—x)7t, (4.29)

onde a > 0, v > —1 e x > 0. Note que impomos v > —1. De fato, para v < —1 a
funcao f(z) = (x — a)” deixa de ser integravel em [a,x]. Além disso, podemos ver que
para v = —1 o lado direito da (4.28) diverge devido aos polos da fun¢io Gamma. E
importante notar que para « inteiro, a (4.28) reproduz o resultado usual para integrais

de ordem inteira. Por exemplo, escolhendo a =y =1 e a = 0, temos

(2 2 x
P ) S / tdt. (4.30)
2 0
(3 3 T
oJiz? = L6 s % - / £2dt. (4.31)
0

(2 3 T to
()ng = Lx?’ = 2 = /0 /0 tldtldtg. (4.32)

32



4.1.2 Derivadas Fracionarias de Riemann-Liouville

As integrais fracionarias (4.13) e (4.14) sdo de grande importancia para a definigao
das derivadas fracionarias de Riemann-Liouville. Para definir essas derivadas, vamos

utilizar a seguinte propriedade do calculo usual:

D' f(z) = Diady™ " f(2), (4.33)

onde m < n sao inteiros positivos e D} ¢ uma derivada usual de ordem inteira n.
Seja « > 0 um numero real, e n um inteiro positivo satisfazendo n — 1 < a < n.
Definimos as derivadas & esquerda e & direita de Riemann-Liouville, respectivamente,

como [10, 11, 14, 23]:

oD f(2) = Dyald; " f(2) (4.34)

Dy f(2) = (=1)" Doy f (). (4.35)

Usando as integrais (4.13) e (4.14) em (4.34) e (4.35), respectivamente, obtemos:

D2 f(z) = F(;_a)di [ tar (4.36)
_1\n n b
DRF@) = s [ e (4.57)

n . . . = . .
onde Z—n = D! é uma deirvada de ordem inteira. IX importante observar que, diferente

das derivadas usuais, as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville (4.36) e (4.37) sao
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operadores nao locais. Enquanto a derivada (4.36) depende de valores & esquerda de x,
a (4.37) depende de valores a direita. No entanto, ¢ importante salientar que para «
inteiro, as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville se reduzem a derivadas usuais,
WD =L e D = (-=1)2L.. Apesar dos termos (z — )" L e (t — 2)" ! nos
integrandos de (4.36) e (4.37), divergirem para t — x, as integrais definindo as derivadas
fracionarias convergem para qualquer funcgio integravel segundo Riemann. De fato,
(4.36) e (4.37) convergem mesmo para fungoes Li[a,b]. Como exemplo, vamos calcular
a derivada de Riemann-Liouville para a fun¢do poténcia, escolhendo f(z) = (z — a)”
com v > —1, temos:

1 d"

Dl r—a)) = —— %
2 —a) I'(n — «) dz™

x
/ (x — £)"1(t — a)dt. (4.38)
a
Fazendo a mudanca de varidvel ¢t = s(z — a) + a, como no caso da integral fracionaria,

obtemos:

1" !
aDoz _ 4\ — i o \Yy—a+n (1 — n—a—1 4.
o) = gy gee 0 [ tas (43)

onde novamente identificamos a integral em (4.39) como sendo a funcao Beta de Euler:

IF'n—a)l'(y+1)

— 1) = . 4.40
Bn—ay+1) T —atr+D) (4.40)
Substituindo (4.40) na (4.39), ficamos com:
r 1 "
Dz —a)) = O+l 4" gy-atn (4.41)

T(n—a+7y+1)dan

Temos dois casos distintos para a (4.41). Quando (o — ) € N a derivada (4.41) anula-

se, pois temos que n é maior que o inteiro 7 — « + n. No caso (o — ) ¢ N obtemos,
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calculando as n derivadas em (4.41),

L'(v+1)
F'n—a+~vy+1)

Do (x —a)? = (vy—a+n)(y—a+n-1)

(4.42)
y—a+n—=-2)..(y—a+1)(z—a)’

Finalmente, usando a propriedade I'(z + 1) = 2I'(2) da funcdo Gamma podemos es-

crever:

L(v+1)

WDz —a)) =—"""
(@=a) Py —a+1)

(z — a)’ ™ (4.43)

Calculando a derivada fracionaria & direita, de forma aniloga, obtemos:

L(y+1)

Db —g)) = T
A CETES)

(b— )7 (4.44)

Note que, no caso de o € N, a derivada fracionaria (4.43) reduz-se ao caso usual e a
(4.44) difere da derivada inteira por um fator (—1)®*. Nos gréficos abaixo ilustramos

alguns casos particulares.

X

Figura 4.1: Derivada fracionaria (4.43) paraa=0,v7 =0
e a = 3(Azul),1(Vermelho),3(Verde).

Um resultado importante ilustrado na figura 4.1, é que a derivada fracionéria de
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X

Figura 4.2: Derivada fracionaria (4.43) paraa =0, v =1
e a = 3(Azul),1(Vermelho),3(Verde).

Riemann-Liouville de uma constante nao ¢ nula. Da equacdo (4.43) com v = 0 para

a > 0, sendo que o ¢ N, chegamos ao seguinte resultado:

(x—a)™
Para derivada fracionaria & direita, obtemos de forma andaloga,
(b—a)°

E importante observar qua as derivadas de uma constante se anulam se tivermos o € N
devido aos polos da fun¢io gamma nos pontos 0, — 1, — 2,..., reproduzindo os resultados

do céalculo usual.
Como ultimo exemplo, vamos calcular a derivada de Riemann-Liouville da fungao
exponencial. Expandindo em Taylor a fungao exponencial

2 3

X _n

e _N"T ror

e _Zo”! =ltet+ gt t (4.47)
n=
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Usando (4.43) em (4.47) para a = 0 resulta

R R o R e T
Doe” = (P(l—a)Hj "Te—a TarG—a) T3rUd—a

De (4.48) podemos escrever

[ee]

I'(n+ 1)z @
Dge® = . 4.49
we T;)(n)!f‘(n+1—a) (4.49)
Como temos que I'(n 4 1) = n!, ficamos com:
0 e
Dt =3 — T 4.
Ge ;F(HH_Q), (4.50)

onde o lado direito da equagao (4.50), pode ser comparado com a funcao de Mittag-

Leffer 27*E1 1_q(x) [8].

Figura 4.3: Derivada fracionaria da funcdo exponencial (4.50) para a =
$(Azul),1(Vermelho),3(Verde).

Finalmente, para desenvolver o Principio da Minima Acao com Lagrangianas en-
volvendo derivadas de ordem fraciondria, precisamos de mais algumas propriedades

ilustradas abaixo.
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4.1.3 Lei dos Expoentes para o Calculo Fracionario de Riemann-

Liouville

Vimos que as integrais fracionédrias de Riemann-Liouville satisfazem as leis de ex-
poente (4.15) e (4.16). Como veremos, essa lei nao é satisfeita pelas derivadas fra-

cionarias. Sabemos que para as derivadas usuais (m e n inteiros), temos:

D™D"f(x) = D"D" f(x) = D™ f(x). (4.51)

O mesmo nao é vilido para derivadas fracionarias de Riemann-Liouville, onde podemos

ter, por exemplo:

oDS DS f(x) = o DS, DS f(x) =4 Dy f(2), (4.52)

D3 D f(x) # oD DS f(x) =0 DY f(2) (4.53)
€

oD3 DS f(x) = DS DS f(x) #a DI f (). (4.54)

Vamos ilustrar a falha da Lei dos Expoentes para as derivadas de Riemann-Liouville nos
exemplos a seguir, utilizando a equagao (4.43). Para um primeiro exemplo, escolhemos

f(z) = (z —a) e a = B = 3. Ficamos com:

DS Dy f(x) = (r—a)=1,

I
S O

Buow Vo=

S

S}
o U

Bul= 8ol

zzDgaDgf<$) a (x_a):17

1,1
WDoVBf(2) =, DT (x — a) =4 D\(z — a) = 1.
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Agora com f(x) = (z — a)

11
D&, DEf(x) = D2 ,DE(x —a) % =0,
1
oD} D2 f(x) = oD, D

DEf() =0 DI = a) = Dl —a) b=~

1
Como tltimo exemplo usamos f(z) = (z —a)2, a = 3 e B = 3. Com estes dados

chegamos a

13
oD DI f (@) = oD3 D3 (z — a)? =0,

3
3 1 1 r—a) 2
JD2,D2f(x) = oD} Dz — )} = 4) :
3
1,3 B -2
aDg+ﬁf($) ~a Dx2+2($ — (I)% =4 Dg(g; _ a)% — _($ 40’)

Embora nossos exemplos envolvam apenas derivadas a esquerda, o mesmo continua

valido para derivadas a direita.

4.1.4 Teorema Fundamental do Cilculo e as Relagoes entre Integrais

e Derivadas de Riemann-Liouville

Vamos estudar relacoes importantes entre as derivadas e integrais de Riemann-
Liouville. No calculo usual, sabemos que a derivada é a operacao inversa a esquerda &

integracgdo, ou seja, para qualquer inteiro m > 0, temos:

oDy () = f(2). (4.55)

Podemos verificar facilmente que no calculo fracionario a derivada de Riemann-Liouville
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também é o operador inverso & esquerda da integral fracionaria, ou seja,

d’rl
DEdSf(@) = SaliCwlif (@)
a _
= i) = f(@), (4.56)

onde usamos (4.66). Portanto:

oDty f(2) = f(2).

De forma anéloga

Dy 2 f () = f().

Enquanto a derivada de Riemann-Liouville é a operagao inversa a esquerda da integral,
pode-se provar que a integral nao é o inverso & dierita da derivada. Isso também ocorre

no céalculo usual, onde do teorema fundamental do célculo, temos:

D@ = [y — j) - sa), (457

portanto ,J1,DLf(x) = f(x), somente se f(a) = 0. O anélogo do teorema fundamental

do céculo para derivadas e integrais de Riemann-Liouville é dado por

n—1 _ 4,\—a—k-1
o™ Drk=L e () (4.58)

oz oDz (@) = f(2) - DNa—k) toat

k=0

n-1 —a—k—1
k—1 (b — ‘T) . n—k—1 n—a
— —————— lim D t). (4.
T(a—k) b ° oy S (0. (4:59)
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A prova pode ser vista em [10, 11].

4.1.5 Integracao por Partes

A integracao por partes desempenha um papel importante na obtencao da equacao
de Euler-Lagrange. No caso das derivadas fracionarias, a integracao por partes relaciona
a derivada a direita com a derivada a esquerda de Riemann-Liouville. Seja f(z) e g(z)

fungdes continuas, com f(a) = f(b) =0 ou g(a) = ¢g(b) = 0, temos:

b b
/ 9(2), D¢ (2)d = / f(2)aDg(x)de, (4.60)

onde 0 < o < 1.
Para provarmos a integra¢ao por partes (4.60), primeiramente vamos provar a re-

lacao abaixo:
b b
| v@urzswin = [ o)y, (461)
De (4.14), temos:

/a ST = /b¢<x) [1) /b(x_t) Lot da

— // )L p(x)ep(t)dtd. (4.62)

Fazendo a mudanca de varidvel x <+ ¢ do lado direito, e trocando a ordem de integragao

de (4.62)(ver Figura 4.4), obtemos:

/abgb(x)szo‘w(:):)dx = / / (t —z)* o (t)(z)dadt
_ /aw(:v) [F(a)/ (t = 2)° "\ g(t)dt | da

b
- / B(2)a 0 ) dz
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x=

B F----
» - -
L

-

Figura 4.4: Regiao de integracao da (4.62).

que é o resultado que queriamos provar em (4.61).

Agora vamos provar a integracao por partes (4.60). Usamos D} = —d%IJbl*O‘, para

0 < a< 1. Temos:
/abg(x)a:Dt?f(x)d:c _ /abg@c) [—;ixjé_o‘f(x)] i 163)
— —g($)a:c]blaf(l')‘z+/ab [;;g(x)] LI f (@) da,

onde fizemos integragao por partes. Se g(a) = g(b) = 0, ficamos com

[ s.vpiee = [ [ L o] st s, (161

e usando (4.61), obtemos:

/ab 9(z): Dy f(z)dx = /ab [aJé_ade:g(x)} f(x)dz. (4.65)

Finalmente, do célculo usual sabemos que = [¥ ¢(¢)dt = L, J1¢(x) = ¢(z). Portanto,
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podemos escrever (4.65) como

b
/ 9(2). DE f(2)da

S AT T T

(=

(=l

que é o resultado (4.60) que queriamos mostrar.

4.2 Calculo Fracionario de Caputo

Vimos na segdo anterior que a derivada fracionédria de Riemann-Liouville de uma

constante é diferente de zero quando a nao é inteiro. Uma consequéncia deste resul-

tado é que, na resolucdo das equacgoes diferenciais contendo derivadas de Riemann-

Liouville, condi¢des iniciais usuais nao podem ser aplicadas. Devido a este fato, o uso

das derivadas de Riemann-Liouville em aplicacoes nao é direto. Para contornar esta

dificuldade, Caputo [10, 11, 14, 23| propos uma nova derivada fracionaria invertendo a

ordem entre a derivada e a integral fracionaria de Riemann-Liouville. A derivada fra-

cionaria de Caputo a esquerda e a direita de ordem « > 0 é definida, respectivamente

da seguinte maneira:

Dy f(x) = oy Dy f(x)

Dy f(z) = (—1)"J) D2 f(x),
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onde n — 1 < a < n. Pode-se escrever ainda:

Do f(x) / Fr) —t)"dt, n—1<a<n (4.68)
e
1 b
onde f(® = T;{,Et), sendo n inteiro. Podemos ver diretamente das defini¢oes (4.68)

e (4.69), que a derivada de Caputo de uma constante é zero. Do ponto de vista
matematico a derivada de Caputo é mais restritiva no sentido que a fungao f(z) deve ad-
mitir derivada de ordem n para podermos aplicid-la. No caso das derivadas de Riemann-
Liouville, a funcao nao precisa ser diferenciavel, de fato, podemos calcular a derivada
de Riemann-Liouville mesmo de fungoes ndo diferencidveis como a funcao Weierstrass
[24]. Apesar das diferencas, podemos relacionar a derivada de Caputo de uma fungao

com sua derivada de Riemamm-Liouville. De (4.66), temos que:

« D f(@) = ody oD f(2) = o Diatialy “Dy f(2) = oDgaJy Dy f(2).  (4.70)

De (4.8), através de integracao por partes podemos observar que

ok
WJID f (2 ZD’f (= “> . (4.71)
Substituindo (4.71) em (4.70), ficamos com:
k
o e a x —a
CD2 f() = D2 f ZDk sl (4.72)
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Usando o resultado da derivada da fungao poténcia (4.43), resulta em:

(x — a)k_c"

T (4.73)

n—1
CDS f(z) = uDS f(x) =Y DFf(a)
k=0

Note que para o = m inteiro a derivada de Riemann-Liouville se reduz a uma derivada

d" f(x)

dx™

usual, ou seja, (DI f(z) = . Portanto, a derivada de Caputo difere da derivada

usual por uma fun¢do polinomial. Se tivermos a > 0 e assumindo uma funcao f(z),
tal que D% f(z) e DS f(x) existam, e impondo a condigao de que D* f(a) = 0, para

k=0,1...,n-1, ficamos com:

DS f(x) = oD f(). (4.74)
De forma anéloga, para a derivada & direita ficamos com:

< Dj f(z) =+ D§ f (), (4.75)

ou seja, se o valor da funcdo e suas derivadas DX f(z), (para k = 0,1,...,n — 1) forem

nulas, as derivadas de Caputo e Riemann-Liouville coincidem.

4.2.1 Integracao por Partes

Para o desenvolvimento do Principio da Minima Ac¢&o precisamos utilizar a inte-
gragao por partes para derivadas de Caputo. Seja 0 < a < 1 e g(z) uma fungao com

g(a) = g(b) = 0, entao:

b b
/ f(2)CD2g(x)dz = / 9(2)e D f(2)da (4.76)
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b b
/ F(@)C Dgg(x)da = / 9(2)aD2 f (x)d. (4.77)

A prova das (4.76) e (4.77), seguem diretamente da integracdo por partes de Riemann-
Liouville (4.60), como g(a) = g(b) = 0, temos que ¢ D%g(x) =, D2g(z) e ¢ D¢g(x) =,
D¢g(z). E importante notar que a integragio por partes (4.76) e (4.77), relaciona as

derivadas de Caputo com as de Riemann-Liouville.
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Capitulo 5

Formulacao Lagrangiana para
Sistemas Dissipativos com

Derivadas de Ordem Superior

Neste capitulo generalizamos e modificamos a formulacao de Riewe para Lagrangianas
de sistemas nao conservativos, envolvendo derivadas de ordem superior (n = 3,4, 5,...,).
Lagrangianas com derivadas de ordem superior sdo encontradas em vérias areas da fisica
como: corregoes para renormalizacao de teorias de campos e de gauge [25], gravidade
[26], fisica da energia escura [27], eletrodinamica 28], e outros problemas [29]. Devido
a gama de aplicacoes e a necessidade de um formalismo que trabalhe com sistema dissi-
pativos, este capitulo tem como objetivo, levando em conta a formulacao proposta por
Riewe, obter a equacao de Euler-Lagrange generalizada para sistemas com derivadas de
ordem superior. Como exemplo de aplicacdo, vamos formular pela primeira vez uma
Lagrangiana quadratica para o problema da carga pontual acelerada [30], onde a forca

de recuo devido a radiacdo eletromagnética é proporcional a .

Riewe propos em [6] que o Principio da Minima A¢ao poderia ser generalizado para



sistemas nao conservativos, envolvendo forcas dissipativas proporcionais & velocidade,
pelo uso de Lagrangianas envolvendo derivadas fracionarias de ordem o = % (como
discutimos no capitulo 3). Na proposta de Riewe, a equagido de movimento é obtida

minimizando o funcional Ac¢fo, ou seja,
b 1
S = / L(z,&,,D3)dt, (5.1)
a

e tomando o limite a — b. A necessidade de tormarmos o limite ficara clara quando
fizermos o exemplo da forca de atrito. Note que no limite de a — b nao leva & re-
stricdes sobre a fisica de problemas conservativos, ja que sobre trajetorias de sistemas
conservativos a Ac¢do é estacionaria, e a equacao de Euler-Lagrange correspondente néao
dependendo dos valores de a e b. No entanto, o limite a — b proposto por Riewe nao é

bem definido, levando a inconsisténcias.
Generalizaremos na proxima segao a Agao de Riewe (5.1) para sistemas dissipativos

de ordem superior. Na secao 5.2 resolvemos a inconsisténcia do a — b e formulamos

nosso Principio da Minima Acao.

5.1 Equacao de Euler-Lagrange Generalizada para Derivadas

de Ordem Superior

Nesta se¢do generalizaremos a formulacao de Riewe (5.1), para Lagrangianas de-
pendentes de derivadas fraciondrias de ordem superior. Seja oj € R, com 0 < o5 < 1,
onde (j=0,1,....n). A A¢do S que iremos tratar é dada por:

b de d'z dx d"z
S::/1L<tx,mCD?xcﬁfl.ncD?‘fDm@,
“ Y ’dt 7dtn ‘a ’a dt? ‘a dtn’ b

i (5.2)
fDmdr.CD%dx>ﬁ

boge Tt T g
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onde as fungdes x € C"*2[a,b], satisfazem as condigoes de limite fixo z(a) = $20)7

x(b) = xl()o), e dj;ga) =z, di;g-b) = :cl(f), com z(a) e z(b)’ € R, e L € C?[a,b] XR3"+3,
Para obtermos a equagao de Euler-Lagrange para a Acao (5.2), definimos uma familia

de fungoes (variagoes fracas)
x=z"+ epu, (5.3)

onde z* é a solugdo que extremiza a A¢ao (5.2), € € R, e p é uma fungdo definida em

[a,b] que satisfaz as condicbes

@ pla) _ dp(b)
= u(b) = = = 4
() = p(e) =0, 15— TR o, 64
onde (j=1,...,n). A n-ésima derivada de (5.3) é

dr  dz* N
— = . —_—. 9.5
v~ i Cdw (5:5)
Pelo fato de z* ser a funcio que extremiza a Ac¢ao, o funcional S[x] = S[z* + ey &

méximo e minimo para € = 0. Temos portanto, % —o = 0. Diferenciando (5.2) em

relagdo a €, ficamos com:

n dz
PR AT o (%)
Cde|_g  Jo \ O Oe 8(dﬂx) Oe
Jj=1 dti
n CnHYdx CnNn% dx
oL a(DJdtJ) oL 6( Dbjdtf)
+ Z oy 3 + p—— B dt =0.
J=0 (CD ’ dt?> ¢ 9 ( Dbj dt7x> ¢ e=0
(5.6)
e (5.5) podemos escrever
dx Az d',u Az & x* N
C N _Cn%j Qi CnHa %> _ Cn%y C n&j
PP g =Py ““D; dti’ oDy = a D gy tea D g (57)
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entao

CnNn% dx . CnNnY dx .
WD) _oppan OEDNE) ot 59
De P gt De et gt '

) (e
E facil observar de (5.3) e (5.5) que &L =pe (d“> = Cfltf. Substituindo esses valores

e os da equacgao (5.8) em (5.6), vamos ter o seguinte resultado para a variagao da Agao:

n

ds b oL oL dip
IRy (”aﬁza o2 a7
. "~ (dﬁ) (5.9)
- Ay oL O o g .
+Z< UDi = —————ID ) )dt = 0.
a T ] g T ]
s (CD ]Cciljti) dt 8(?DbJ%) dt

Por integragao por partes, o segundo termo da equagdo (5.9) pode ser escrito como

b j b 1 b 1
L diu d L & d oL di-
/ oL _dp .. _ / 0 H dt+/( ppd_OL &,

8(%) dti dt a(‘fzjf) dti—1 dta(fzjﬁ) dti—1

b
oL i1 b d|d oL &2
H +/ (_1)1

dt dta(ccilﬂt;s) dtjg dt

= 1

a

b 2 2
? 0L i
+/ (~1)2 Sy St
. e (w) dti=2

datJ
b b
i—1 j—2
—(C1) oL d' p 4l d OL d]' I
) <d17x) dti—1 dta (dix) dti—2
dtJ a dtd a

b 2 j—3
d |d 0oL &~
+/(—1)2 . =1\ at
. dt | dt 8<d1x> dti=
dtl
. b
J -1 -1 b j
d OL &1y i OL
= . —1)i-t : 1) —— ——pdt
2 dt=1 (Cﬂ) dti—1 +/a ST 9 (m)“
=1 dti

dti

a

20



Usando as condicoes de contormo (5.4), obtemos:

—_— g J— ]77
/a o (@) dti di /a (=1) dti (M) pudt. (5.10)
dt7 o

Ja o terceiro e o quarto termo da equagao (5.9), usando a propriedade (4.76) e (4.77)

da integracdo por partes, se reduzem a

b j b gj
oL o; & d’ a; oL
[ e B [ @ ey 510
4 a(t Dbjﬁ) “ a(t Dzﬂﬁ)
e
b j b 75
a 0 (aC.Dt Jw) a 0 <aCDt 7@)

substituindo (5.11) e (5.12) em (5.9) resulta

oL & . dip OL
_[L <M&C+;(_1)]MW6(djx)

=0 i

(D . L Fp o L
#3 (Hl S ey a0 P gy ) )=
= 0§05 %) o (¢ %)

ﬁ
de

(5.13)

Novamente somos conduzidos a integracao por partes no terceiro e quarto termo da

equacao (5.13). Procedendo de forma analoga a (5.10), obtemos:

b 75 o L b . d7 s L
| Gert s = [ g (o e G
a 8<tDb7w> a 5(tDbJﬁ)

b 17 b j
E.D ]a:/ (—1)7 oo ) a (5.a5)

Wi’ s i b -
J Qaj (. J a5 d
a dt 9 (aCDt ’ th;jt) dt 9 (aCDt ! djt?)
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Substituindo (5.14) e (5.15) em (5.13), obtemos finalmente:
b n j
oL cd) OL
g E (—1)
/a [833 * ° ( ) dti a(dﬂx)
J=1

- a oL a; oL
+ Z(_l)]@ (tDbj 0 (CDO‘J dfx) + aDt ] o (CDQJ d7x> pt = 0.

ds
de e=0

(5.16)

dtJ b dti

A integral (5.16) deve ser nula para qualquer fungao u(t) satisfazendo as condicoes de

contorno (5.4). Portanto, o integrando deve ser identicamente nulo, ou seja,

n

OL 47 0L
— 4 | [ —
ox ;( ) dti 9 (dﬂz>

dtJ

oL oL (5.17)
g (e ) =
P\ o) T o For )

onde (5.17) é a equagdo de Euler-Lagrange para a Ac¢do (5.2) que generaliza a formulacdo

de Riewe para sistemas dissipativos de ordem superior.

5.2 O Principio da Minima Acao para Sistemas Lineares

Autonomos de Ordem Qualquer

Nesta secdo propomos uma modificacdo da Principio da Minima Acdo para sis-
temas dissipativos formulado por Riewe. Como discutimos no inicio do capitulo, na
proposta de Riewe as equagoes de movimento sdo obtidas extremizando o funcional
(5.1) e tomando o limite a — b. No entanto, este limite ndo é bem definido nos tra-
balhos de Riewe, o que leva a imprecisées. Veremos como corrigir esta falha, propondo
um Principio da Minima Acfo consistente para esses sistemas. Além disso, vamos

generalizar a A¢do para sistemas lineares autonomos de ordem qualquer.
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5.2.1 O Limite a — b e o Principio da Minima Acao

Em sua formulacdo original Riewe prop6s que no limite a — b as derivadas de
Riemann-Liouville a direita podem ser substituidas, ou aproximadas por derivada a

esquerda, ou seja,
1 !
D () ~ iaD} f(1). (5.18)

No entanto, esta aproximacdo (5.18) ndo ¢ bem definida. De fato ambas as derivadas
1 1
tD¢ f(t) e o D7 f(t) sdo fungdes reais, o que inviabiliza a aproxima(;éo (5.18) usada por

t 7
Riewe. Embora ambas as derivadas vao ao infinito, a razdo blf U ), é em geral, uma

oDf f(t)
quantidade nao definida.

Ao invés de trabalhar com a defini¢do de Riemann-Liouville, vamos usar as derivadas
de Caputo. Primeiro vamos mostrar que no limite a — b as derivadas, tendem a zero

ou, de forma equivalente (como a < t < b para a — b, temos t — b):

1 t
. C Nna T 1 o — —
}ng}taDt ft) = }ng% Ti—a) ) frw)(t—u)%du=0 (5.19)
e
. O ma —a
Pg},t Dyf(t) = hrrg Ti—a) / fHu du =0, (5.20)

onde0 < a<lefl(u)= dfd%). Vamos provar (5.19) e (5.20) para funcdes f € Cl[a,b].

Neste caso f!(u) é continua nos intervalos [a,t] e [t,b]. Portanto, devem existir nimeros
reais K, L, M, N tais que K < fl(u) < L para todo u € [a,t] e M < f'(u) < N para

todo u € [t,b], respectivamente. Entao

K/f )(t —u) adu</f Yt —u)” adugL/atfl(u)(t—u)adu (5.21)
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M/tbfl( (u—t) adu</f )(u—t) O‘du<N/f J(u—t)"%du. (5.22)

Usando as relagoes (4.28) e (4.29) com v = 0, obtemos:

I'(a)(1) —a [(a)I'(1) a
KT(a—I— (t —a)” / fu du<Lm(t—a) (5.23)
ME((Z) / Fu ) "du < Nllm(b — 1)~ (5.24)

Como no limite a — ¢ temos (t — a)® — 0 e para t — b temos (b —t)* — 0. Tomando
os limites em (5.23) e (5.24), obtemos as equagdes (5.19) e (5.20). E facil observar que
as derivadas de Riemann-Liouville divergem, quando derivamos em relacdo ao tempo
os resultados encontrados em (5.23) e (5.24) e tomamos o limite de a — b.

. . Doy .
Vamos analisar o que ocorre com a razao th‘;;Etg no limite a — b. Neste caso temos:
a t

M [/ (w—t)""du __{Dpf(t) - N fP(u—t)“du
Lf(f(t —u)~odu —  §DPf(t) f —ady’

(5.25)

onde usamos K < fl(u) < L para u € [a,t] e M < f'(u) < N para u € [t,b]. Usando

novamente as relagoes (4.28) e (4.29), obtemos:

M [(b—t\* ODeft) N (b «
z(i=2) = oo < (i=a) (520

Vemos da equacao (5.26) que a razao % ndo pode ser determinada no caso

geral, quando tomamos o limite a — b. Isso porque, quando ¢ ¢ um namero qualquer

o4



do conjunto [a,b], o limite

lim (b — t)a (5.27)

a—b \t —a

é indefinido. Por exemplo, escolhendo t como o ponto médio ¢t = “7“’, temos:
b—t\“ 26 —b—a\“ b—a\“
lim —lim (2" %) =lim ) =1 (5.28)
a=b \t —a a—b \b+a—2a a—b \b—a
Por outro lado, escolhendo t = I’Jr%, obtemos:
b—t\* 3b—b—2a\” b—a\”
li — ] =1 ———— ] =lim?2 = (2)°. 5.29
alfz(t_J a;f%(b+2a_a) a (b_a) @ (5:29)

Portanto, para que o limite (5.27) faga sentido, e a razdo entre as derivadas (5.26)
seja bem definida, devemos especificar como o limite a — b deve ser tomado no nosso
Principio da Minima Acao. Note que se escolhermos t como o ponto médio, ou seja,
t = 2t tomando o limite a — b em (5.26), obtemos:

o CDRI®)

lim ey = L (5.30)

onde usamos (5.28) e o fato de que podemos escolher as constantes K, L, M, N tais
que lim, ,p K = limy 53 L = limy sy M = lim,_, N = f1(b), pois f1(¢) é continua.

Portanto, para b —a << 1 temos da (5.30)
£ Dy f(t) ~ =S DR f(t), (5.31)

para t sendo o ponto médio do intervalo [a,b].

Agora podemos formular o nosso Principio da Minima Acdo de forma consistente.

Pelo nosso principio, as trajetorias dos sistemas autonomos lineares de ordem qualquer

a+b
5 na

sdo obtidas extremizando a Acgdo (5.2) e tomando o limite a — b, com ¢ =
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equagao de Euler-Lagrange.

5.3 Lagrangiana Para Sistemas Dissipativos

Nesta secfo vamos utilizar nosso Principio da Minima Acao para obter a equacio
de movimento de dois sistemas dissipativos. O primeiro é o problema do atrito linear

discutido no capitulo 3, e o segundo é o problema da carga elétrica acelerada.

5.3.1 Atrito Linear

Riewe propos em [6] pela primeira vez uma Lagrangiana fisica para o problema
do atrito linear, usando a Acao (5.1). Como nosso Principio da Minima Acao (5.2)
generalizada a proposta de Riewe, vamos aplicid-lo para o problema do atrito linear
antes de propor uma Lagrangiana para a carga acelerada. A Lagrangiana para uma
particula de massa m sob a acao de forgas de atrito proporcionais a velocidade [6] é:

1 1 1 1
Lt D w) = 5m (£)* = V(@) + 57(7 Dy @), (5.32)

onde V(x) é a energia potencial das forgas conservativas atuando sobre o sistema, e

o ultimo termo, contendo uma derivada fracionéria, desempenha o papel de “

energia
potencial” das forcas conservativas. Sem perda de generalidade nessa Lagrangiana sé
consideremos derivadas & direita |[6]. Analisando as depemdéncias da Lagrangiana da
equacdo (5.32), concluimos que na equagdo (5.16) no primeiro somaério 7 = 1 e no

segundo somatoério j = 0. Além disso, ag = %, e como temos derivadas s6 a direita, a

equagao de Euler-Lagrange fica

oL d oL
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Substituindo (5.32) em (5.33), obtemos:

1,1
mx + g‘; — ’yanthanf =0. (5.34)

E importante observar que (5.34) depende de derivadas fracionarias de Caputo e Riemann-
Liouville. Como discutimos no inicio do capitulo, pelo Principio da Minima Acao pro-

posto no trabalho, as equacdes de movimento sdo obtidas pelo extremo da Acao, e

tomando o limite de ¢ — b com t = C‘TH’, podemos aproximar as derivadas fracionarias
(5.31)
1 1
“Dix~-IDpua. (5.35)
Entao de (5.34), ficamos com
oV 1, 1
mi + o+ YaD2E D2z = 0. (5.36)

Ainda necessitamos manipular o terceiro termo da equagao (5.36), para isso utilizamos

a propriedade (4.15). Com isso obtemos a seguinte relagao:
1 14
J2od? %x(t) = —oJ; —x(t) = —x(t). (5.37)

Por fim, substituindo (5.37) em (5.34), obtemos a equagdo caracteristica do movimento.

oV
ma T+ — =0, 5.38
i+ (5.38)
onde F = —‘?)—‘; sao as forcas conservativas atuando no sistema.

Finalmente, antes de formular uma Lagrangiana para a carga acelerada, vamos
mostrar que a Lagrangiana é fisica no sentido de fornecer relagoes fisicamente consis-

tentes para o momentum e para o Hamiltoniano do sitema. Definindo as seguintes
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varidveis canoénicas

q1 =¢ Db%:v q =T,
temos 0s seguintes momenta
py = (qu —(Dfa (5.30)
e
p1 = qu1 =mz (5.40)
e o Hamiltoniano
H(pq) = @pi+aqips— L(p.a)
= mi? +1(CDi)? - mf + V() - 2(E Dy
= m;Q +V(z) + %(thb%x)z. (5.41)

De (5.40) e (5.41) vemos que a Lagrangiana fracionaria é fisica, pois o momentum

p1 = ma é fisico, assim como Hamiltoniano H(p,q) (soma da energia cinética com as

energias potenciais das forcas conservativas e dissipativas). O momentum pi, embora
2

nao tenha interpretacdo fisica direta, se anula no limite a — b, que deve ser tomado

para obtermos as equacoes de movimento.

Além disso, no limite a — b, 0 Hamiltoniano

(5.41) se reduz a energia total do sistema H(p,q) = mT’“J + V(x), que é a energia

armazenada no sistema no instante a <t < b.

5.3.2 Radiacao de Freamento

Finalmente, a Acao (5.2) permite formular, pela primeira vez, uma Lagrangiana

o8



quadratica para o problema da carga acelerada (Veja apéndice A). Vamos considerar a

seguinte Lagrangiana quadratica |7]:

1 1 2e? o 1
Litai.{ D} i) = 5m(@)* - V(2) + = (7 Dj )" (5.42)

onde o dltimo termo é a “energia potencial” das for¢as de freamento. Analisando as or-
dens das derivadas da Lagrangiana (5.42) e considerando somente derivadas fracionérias
de caputo a direita, observamos que em (5.15) no primeiro e no segundo somatério j = 1

eq) = % Assim a equacao de Fuler-Lagrange fica:
=0. (5.43)

Substituindo a Lagrangiana (5.42) na equagao (5.43), obtemos:

mx +

2
oV 2e*d <aD

1 1
3+ s (-DHDE) =0 o4

Utilizando a relagao (5.31) com f(t) substituido por &. A equacdo (5.44) fica:

oV 2e*d 1o 1
mi + 5~ 3—;£ (aDgaCDf x) ~0. (5.45)

Usando (4.15), observamos que:

1,1 d 1 14 d d d
DEED} i = —radf ol () = — J—i(t) = —i(t) (5.46)

Substituindo a equacdo (5.46) em (5.45), obtemos a equagdo de movimento da carga

acelerada

mi + — — i =0, (5.47)
A
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onde o terceiro termo de (5.47) é a forga de radiagao de freamento e F' = —%—‘; é uma

forca externa conservativa.

Para finalizar, podemos verificar facilmente que a Lagrangiana (5.42) é fisica.

Definindo as seguintes variaveis canoénicas

aL 2620 % .
ps = 9qs _ 3c3¢ Dpx (5.48)
2
e
OL
= — =mad. 5.49
"= B (5.49)

Portanto, usando a transformagao de Legendre o Hamiltoniano fica

H(pq) = qpr+aqsps — L(p.g)
= mi? 25 Db - M s v(@) - 2Dy
= mf +V(x) + 222(?17555)2. (5.50)
Novamente, o momentum p; = ma é fisicamente consistente, assim como o Hamil-

toniano (energia cinética mais potenciais das forcas conservativas e dissipativas). O
momentum nao fisico ps desaparece no limite a — b. Neste limite o Hamiltoniano
2

o . . ;2
coincide com a energia total amarzenada no sistema H = "5~ + V().
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, generalizamos o Principio da Minima Ac¢do, proposto inicialmente
por Riewe para forgas de atrito proporcionais & velocidade, para sistemas nio conser-
vativos, contendo forcas dissipativas lineares com derivadas de qualquer ordem. Nessa
generalizagdo, corrigimos a inconsisténcia matematica da formulagao de Riewe associada
ao limite indo & zero, do intervalo de tempo definindo a Acdo. Além disso, obtivemos
a equacao de Euler-Lagrange para sistemas lineares auténomos de ordem qualquer, in-
cluindo derivadas fracionérias. Como um primeiro exemplo, aplicamos nosso Principio
da Minima Ac8o para o caso da forca de atrito proporcional & velocidade, onde cons-
truimos uma Lagrangiana puramente real em contraste & Lagrangiana de Riewe com
termos imaginario. Apo6s, formulamos pela primeira vez uma Lagrangiana fisica para
o problema da carga pontual acelerada, analisando ambos momentum e Hamiltoniano
canonicos associados. Uma Lagrangiana é dita fisica se fornece relagtes fisicamente

consistentes para o momentum e o Hamiltoniano do sistema.






Apéndice A

A Equacao de Movimento para a

Carga Acelerada

Neste apéndice obteremos a equacdo de movimento para a carga acelerada nao

relativistica. Partindo dos potencias retardados escalar e vetor [30], respectivamente

qb—/)l(gtﬁdv, A= /X ,xdV. (A.1)

Se as velocidades das cargas sdo pequenas em relagao a velocidade da luz, a distribuicao
de cargas nao varia com o tempo, assim podemos desenvolver §{, x e J,_x em série de
c c

poténcia de % Expandindo o potencial escalar e vetor em %, obtemos

—/de— /gd 4 / Xedv — ! a3/}(2gdv+ + (A.2)
/X 212 o912 313 013 '

1 1 o 5
/ 28t/JdV+ 513 B2 /XJdV 3!64(%3/)( JdV + ... +(A.3)

1

Como queremos termos de terceira ordem em  na equagao de movimento. Pegamos o



termo de terceira ordem no potencial escalar em % e o de segunda ordem no potencial

vetor em % Temos, respectivamente

3) 1 0 5
o = —og | XV (A.4)
€
A = —é% Jdv. (A.5)

Faremos a seguinte transformacao de Gauge nos pontenciais

& = ¢_1%: A=A+Vf (A.6)

e escolhemos uma funcao, afim de que o potencial escalar se anule. Esta funcdo seria

1 82

assim o potencial vetor fica

‘o 10 1 92 5
AU:—;Q& JAV =V =555 [ X7V ). (A.8)

Usando V%—)t( = %VX , ficamos com

/ 10 1 02
2 - _- < - 7 2
A 27 /JdV 6 D2 /EVX av (A.9)
10 1 0%
- - . — XdV. A1l

Como e = [&dV e X sendo o raio vetor que liga o elemento de carga a um ponto
de observacao. Ele é dado por X = Xy — x, onde Xy é o raio vetor que liga um

ponto qualquer até um ponto de observacdo e x o raio vetor do elemento de carga.
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Consequentemente, X = —x e

A = _?))%‘ (A.11)
Usando E = —%% — V¢ resulta
= 236% (A.12)
Sendo que a carga e estd submetida a uma forca f = eE, temos

onde f é a forca de freamento de uma carga em movimento no campo externo [30] .
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