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RESUMO

A dispersao de poluentes no meio aquatico decorre dos processos de adveccao e difusao,
cuja propagacao se produz no sentido longitudinal e transversal ao escoamento do corpo
hidrico. A contribuicao associada ao processo difusivo, regido pela lei de Fick, é
proporcional ao coeficiente de difusdo, cujo valor deve ser estimado. Neste trabalho é
obtida uma solucao analitica para a equacao de Korteweg-de-Vries (KdV) a fim de avaliar o
coeficiente de difusdao baseado na acdo de ondas de gravidade em corpos hidricos. O
método proposto consiste na transformacao da equacao KdV em sua forma original em uma
equacao diferencial ordinaria cuja solucao é obtida através de integracao. Quando uma
onda solitaria ou um trem de ondas é produzido na superficie de um rio, uma determinada
quantidade de agua é transferida a partir das vizinhancas, transportando poluentes por
adveccao. Contudo, uma vez que as oscilagcoes sao alternantes ao longo do corpo hidrico, e
o comprimento de onda tipico das vagas é muito inferior a distancia entre margens, esse
processo de advecc¢ao pode ser considerado um mecanismo de difusao isotrépica, quando
observado em escala geografica. Desse modo, a difusividade massica pode ser estimada a
partir de valores locais para o laplaciano e a derivada temporal da concentracao, obtidos
através de um balanco de massa efetuado em torno da onda solitaria. Ao final, sao
apresentados resultados numéricos para a situagao do Lago Guaiba, em Porto Alegre.

PALAVRAS-CHAVE: modelo de dispersdo de poluentes, equacdao KdV, equacées
diferenciais

ABSTRACT

MASS DIFFUSIVITY ESTIMATION FOR SHALLOW WATERS USING EXACT SOLUTIONS FOR
THE KORTEWEG-DE-VRIES EQUATION
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Pollutant dispersion in rivers occurs as a consequence of diffusion and advection both
transversal and longitudinal dretions of the flow. The contribution related to the diffusion
process, ruled by Fick’s law, is proportional to diffusion coefficient, which must be
estimated. In this work a new analytical solution to the Korteweg-de-Vries equation is
obtained, in order to evaluate the increase in the mass diffusivity due to the action of gravity
waves along water bodies. The proposed method consists in mapping the original KdV
equation into an ordinary differential one whose solution is obtained by integration. When a
soliton or a wave packet is produced on the surface, a certain amount of water is transferred
from the neighborhoods, carrying the pollutants by means of advection transport. However,
since the oscillations are alternant along the water body, and the typical wavelength of the
packets is much smaller than the distance between margins, this advection process can be
regarded as an isotropic diffusion mechanism, when observed at a geographic scale. Hence,
the mass diffusivity due to the gravity waves can be estimated from the local values for the
laplacian and the time derivative of the concentration distribution, obtained through a mass
balance in a region around the soliton. Numerical solutions are presented.

KEYWORDS: pollutant dispersion model, KdV Equation, differential equations.

1 - INTRODUCAO

A propagacgao de poluentes em corpos hidricos tem sido efetuada utilizando
modelos uni e bidimensionais advectivos-difusivos (McCUTCHEON, 1990), mesmo
para os casos nos quais a profundidade dos corpos hidricos € relativamente
elevada. Isso ocorre porque, em geral, o campo de velocidades € medido a
pequenas distancias da lamina d’agua. Além disso, mesmo considerando a
estratificacdo desse campo em relagcdo a coordenada de cota, € sabido que a
difusdo isotrépica por ondulacéo de superficie constitui o efeito preponderante dessa
estratificacdo e o motivo da inclusdo da componente de velocidade na coordenada z
no modelo advectivo-difusivo. Na pratica, isso significa que, langando mao de um
modelo bidimensional no qual o coeficiente de difusdo seja corrigido levando em
consideracgao o efeito das ondas de gravidade, torna-se possivel obter resultados tao
representativos do cenario fisico em estudo quanto aqueles resultantes de modelos
tridimensionais. Esse resultado é de fundamental importancia para a reducdo do
tempo de processamento, necessario para efetuar a simulacdo da propagacao de
poluentes em problemas originalmente tridimensionais via métodos numéricos.
Ocorre que o tempo de processamento requerido pelas formulagdes numéricas &
consideravelmente elevado (CARNAHAM, 1990; GREENSPAN & CASULLI, 1988;
ORTEGA & POOLE, 1981), e mesmo a aplicacdo de formulagdes analiticas
eventualmente tornam o processo de simulagao ainda computacionalmente oneroso
(McCUTCHEON, 1990; BLUMAN & KUMEI, 1989; IBRAGIMOV, 1995; OLVER,
2000; STRANG, 1986; WHITHAM, 1999; ZABADAL, 2005; ZABADAL, 2006;
ZWILLINGER, 1998). Para exemplificar o argumento, utilizando o método explicito

Vetor, Rio Grande, v.19, n.1, p. 15-27, 2009. 16



em diferengas finitas para simular a propagacao de poluentes no Lago Guaiba,
discretizando o corpo hidrico em cerca de 10.000 elementos, o tempo médio de
processamento requerido resulta aproximadamente 48 horas (simulagdes realizadas
empregando Intel Pentium T4200 Dual Core e 2 GB de memdria RAM, 2 GB de
memoria e 80 GB de disco rigido).

O Lago Guaiba, situado na foz do rio Jacui, junto a regido metropolitana de
Porto Alegre, € um corpo hidrico tipicamente bidimensional, uma vez que sua
extensao longitudinal e a distancia entre suas margens sao varias ordens de
grandeza superiores a sua profundidade em qualquer ponto considerado. Nesse
manancial, a dispersdo de fosfato ndo pode ser adequadamente representada
quando o valor do coeficiente de difusdo € estimado a partir de modelos de
turbuléncia ou outros métodos usualmente empregados para tal fim. Isso ocorre
porque a difusdao é intensa mesmo em regides relativamente estagnadas, onde
esses modelos prescrevem baixos valores para o coeficiente de difusdo. A utilizacao
de um modelo tridimensional para avaliar o efeito da difusdo isotrépica por
ondulacdo de superficie nao € interessante, pois resultaria num tempo de
processamento demasiado, tendo em vista a necessidade de estratificacdo de um
dominio extenso e de geometria complexa. Assim, a melhor alternativa é a
simulacao bidimensional do processo advectivo-difusivo e o emprego de um modelo
de ondas de gravidade para estimar o coeficiente de difusao.

O modelo proposto permite estimar a contribuicdo da transferéncia de massa
por difusdo isotrépica devido a formacgcdo de protuberancias e depressdes na
superficie de corpos hidricos. Ao longo do desenvolvimento do trabalho, sera
mostrado que o coeficiente de difusdo resultante é cerca de 400 vezes superior ao
valor do coeficiente classico da lei de Fick, cujo principal mecanismo subjacente a
ser considerado corresponde ao movimento browniano. Também sera calculado um
coeficiente de difusdo para o Lago Guaiba, baseado no modelo apresentado, a partir
das caracteristicas das suas ondulagdes superficiais.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: na secao 2, sdo obtidas
solugdes analiticas para a equagao de Korteweg-de Vries (KdV) em sua forma
unidimensional; na segao 3, essas solu¢gdes sdo empregadas para estimar a
difusividade massica correspondente a agcdo das ondas de gravidade e a secéo 4
apresenta resultados numéricos para o coeficiente de difusdo no Lago Guaiba, bem

como mapas ilustrativos da dispersdao de fosforo associados a coeficientes de
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difusdo estimados pelo modelo de turbuléncia e pelo modelo proposto; a secédo 5

apresenta conclusdes sobre os resultados obtidos.

2 — MATERIAIS E METODOS: solucdes exatas para a equacao KdV

A equagao KdV foi deduzida em 1895, por Diederik Johannes Korteweg e
Gustav de Vries em 1895 (WHITHAM, 1972),a partir das equagdes de Navier-
Stokes, com o intuito de estimar a amplitude, a freqliéncia e o numero de onda das
vagas produzidas pela agao do vento e da gravidade na superficie de corpo hibridos
de baixa profundidade em relagao a distancia entre margens.

Embora ja existam na literatura solucbes exatas para a equacadao KdV
(POLYANIN & ZAITZEV, 2003), essas solugdes ndo sao adequadas para efetuar o
calculo do respectivo coeficiente de difusdo, pelo fato de exigirem a avaliagdo de
integrais numéricas.

A equacéao KdV unidimensional dada por

f+f +6.1.f=0
(1)

pode ser facilmente convertida em uma equacdo diferencial ordinaria através da

seguinte mudancga de variaveis:

U=4 +a.x+a.r=0

(2)
Reescrevendo a equagao (1) em termos da nova variavel u, vem

az.ﬂ+a,*.d3—f+6.q.f.ﬂ=0 (3).
au av au

Nessa equacao, as derivadas presentes em (1) foram redefinidas por meio da
regra da cadeia.. Essa equagao pode sofrer uma redugdo de ordem através de

integracao direta. Integrando a equacgao (2) em u, resulta
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& f o
a.f+a -W+3-éﬂ-f +a,=0 (4).

Reagrupando as constantes, a equacgao (4) pode ser escrita como

dz—f‘+c,.f2+cz.f+c(,:0 (5).
ar

Multiplicando todas as parcelas por 2*df/du, e integrando novamente em

relacédo a u, essa equacao sofre nova redug¢ao de ordem
(ﬂ] +E.q.f’+cz.f2+2.co.f+c4 =0 (6).
au 3
A equacao (6) admite solugcbes exatas expressas em termos de funcdes

racionais:
k
foh+ 808 7).
+ u + (7)

Utilizando (2) para reescrever (7) em termos das variaveis originais, obtém-se

k (8).

f=k+ + 2 -
a+ax+at gag+ax+at

0

De fato, substituindo a funcdo dada por (8) na equacédo (1), sdo obtidas

relagbes entre os parametros presentes nessa expresséo

/(0:6731 (9)
Kk =-2a’ (10)

Assim, a solucido exata para a equacido KdV expressa em termos de funcdes

racionais assume a forma

foat=-t, 28 (11).
6a a+ax+at
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Essa solugdo sera utilizada para estimar a quantidade de agua deslocada
pela formagéao das vagas entre um elemento de volume e suas vizinhangas. Desse
modo, podem-se obter valores médios ou locais para o respectivo coeficiente de

difusdo.
3 - RESULTADOS OBTIDOS: calculo da difusividade massica

A fim de estimar o coeficiente de difusdo, torna-se necessario avaliar a
quantidade de agua. O volume de agua deslocado pela formagdo de uma vaga é
obtido através da integragdo da amplitude correspondente, sendo utilizada no
calculo do volume do respectivo solido de revolugéo. Para tanto, a funcao f definida

por (11) deve ser expressa em fungao da variavel radial, em substituicdo a variavel x

b= [2zrf(r,hdr (12).

Substituindo f(r,t) pela expresséo correspondente na equagao (11), a integral

resulta imediata:

vodn(-LE__ 24 24l 5 a+ar+at (13).
124 a+ar+at a+ar+at

Esse volume é deslocado em uma regido correspondente ao raio da vaga em
um intervalo de tempo igual a metade do seu periodo de oscilagédo. Desse modo, a
vazao transferida de um elemento de volume situado abaixo da vaga

correspondente para suas vizinhangas imediatas € dada por

P L - —21n[ao+—a2’j (14)
321' 321' 2
2 2
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, onde r representa o periodo de oscilagio da vaga e rp seu raio.
Consequentemente, a vazao massica de poluente transferida pelo deslocamento

desse volume de agua vale

m=| 4z ra 24 pa 287 e —21n(a0+a1r+£j
124 a+ar+2t gy +ar+2t 2
2 2
2 2a,1t
S T S _zm[ao+£] ¢, (15)
321' 321' 2
a+ 2 g+
2 2

onde C é a concentragao de poluente.
Para o Lago Guaiba, considerando-se condi¢des tipicas de vento, os
parametros que definem o formato das ondulagdes superficiais, presentes na

equacao (11), correspondem aos seguintes valores:

ap = 3.1821
a =1
ar =-1.185.

Esses valores foram obtidos a partir da amplitude maxima da oscilagao que
vale aproximadamente 0.05 m, periodo de oscilagdo r de aproximadamente 0,5

segundos, e raio de 0.5 m.

Supondo unitaria a concentragao de poluente no interior do elemento de volume
que se encontra abaixo da vaga, a concentragcdo nas vizinhangas, depois de

transcorrido o periodo de uma oscilagdo, é igual a 0.2729 kg/cm?.

Desse modo, torna-se possivel estimar os valores locais para o laplaciano da
concentracado e para a derivada primeira da concentragcdo em relagdo ao tempo. O
laplaciano é definido como a diferenca entre o valor central da concentragao e o seu

valor médio, nas vizinhangas:

V20 =1-0.2729 =0.7271. (16)
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A derivada temporal, por sua vez, pode ser estimada através de uma

diferenga ascendente de primeira ordem:

oC 1-0.7271
T (17)

Finalmente, o coeficiente de difusdo médio é definido como o quociente entre

a derivada temporal e o laplaciano:

oc

D= 22:0.19”% (18)

\%

O balango de massa correspondente fornece valores aproximados de 0.72 e
0.13 respectivamente para o laplaciano e a derivada temporal. Assim, o coeficiente
de difusdo resulta 0.19 m?/s. Essa definicdo foi obtida diretamente da equacéo de
difusdo, assumindo a priori que a contribuigdo para o coeficiente de difusdo devido

ao movimento browniano é desprezivel.

A partir do modelo formulado, o coeficiente de difusdo para um corpo hidrico
arbitrario pode ser correlacionado com a amplitude, o raio e a frequéncia de
oscilagado das vagas. Assim, campanhas de coleta de dados, realizadas ao longo do
corpo hidrico em estudo, permitem determinar as caracteristicas das vagas para
cada condicao tipica de vento e, consequentemente, os parametros ap, a; e az
associados a cada uma delas. A partir desses parametros podem ser obtidos os
valores correspondentes para o coeficiente de difusdo em qualquer corpo hidrico
cuja profundidade é desprezivel em relagdo a distancia entre margens e o

comprimento caracteristico.
4 - RESULTADOS OBTIDOS E DISCUSSAO

O coeficiente de difusdo calculado com base no método proposto resultou em

0,19 m?s, para o Lago Guaiba. A contribuigdo relativa ao movimento browniano é
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desprezivel, pois, utilizando a definicdo do coeficiente de difusdo em Mecéanica
Estatistica [14]:

p-L (19).

Assim, para o movimento browniano, | vale aproximadamente 10" me r ~10°
'7s, resultando em D ~ 5 .10 m?%s. O valor obtido é cerca de trés ordens de
grandeza inferior ao coeficiente de difusdo estimado pelo modelo proposto e pelos
métodos usualmente empregados para tal fim, indicando que a estimativa do
coeficiente de difusdo deva ser baseada nas caracteristicas hidrodindmicas do Lago
Guaiba.

Contudo, a idéia de interacao baseada nas colisdes elasticas entre particulas
pode ser transporta para a escala macroscopica. Nessa perspectiva, as vagas
produzidas pela oscilagdo do corpo hidrico podem ser consideradas, em escala
geografica, como particulas sujeitas ao movimento browniano e a equacéo (19) pode
ser aplicada, bastando, para tanto, considerar o percurso livre médio (l) igual a re o
periodo entre duas colisbes sucessivas (1) igual ao préprio periodo de oscilagbes
das vagas (GARCIA, 2009). Desta forma, pode ser obtida outra estimativa para o
coeficiente de difusdo quando se considera um mecanismo similar ao movimento

browniano em escala geografica. Aplicando a equacéo (19) para o Lago Guaiba,

obtem-se:
2
p=L o 05m oS s (20)
27 2.0,5s

A fim de obter uma melhor visualizagdo da influéncia do valor de D na
dispersao de poluentes no Lago Guaiba, sdo apresentados abaixo mapas relativos a

concentracéo de fosfato na regido do Lami, na zona sul de Porto Alegre.
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|gura 1.a Concentragao de fosfato para D = 0,19 Figura 1.b Concentragao de fosfato para D = 0,08

Legenda: Fosfato (mg/L)

- Até 0,08 - Entre 0,08 e 1

Entre 1 e 2 - Entre 2e 5
- Entre 5e 10 - Acima de 10

As figuras correspondem a simulagao bidimensional do processo advectivo-
difusivo, sendo que o ilustrado na FIGURA 1.b corresponde a um coeficiente de
difusdo igual a 0,08m?%s, estimado via modelo de turbuléncia (FERNANDEZ, 2007);
e, o da FIGURA 1.a, ao valor de 0,19 m?/s, conforme calculo descrito na secdo 3.
Isto porque, os mapas produzidos a partir dos valores de D calculados neste

trabalho (0,19 m?/s e 0,25 m?/s) sdo praticamente idénticos.

O tempo médio de processamento requerido para a obtencdo das solucdes
apresentadas nas FIGURAS 1.a e 1.b é de, aproximadamente, 5 minutos
(novamente, realizadas simulagdes empregando Intel Pentium T4200 Dual Core e 2
GB de memodria RAM, 2 GB de memdria e 80 GB de disco rigido).

Vetor, Rio Grande, v.19, n.1, p. 15-27, 2009. 24



O desvio quadratico médio entre os valores de concentracdo de fosfato
calculados e os dados experimentais obtidos em campanhas de coleta realizadas
junto ao Departamento Municipal de Aguas e Esgotos de Porto Alegre durante o
periodo entre os anos de1991 e 2003 é da ordem de 23%, na FIGURA 1.b. Por sua
vez, o desvio quadratico médio correspondente € da ordem de 10%, na FIGURA 1.a.
Além disso, os resultados obtidos com a utilizacdo do coeficiente de difusdo
baseado no modelo de turbuléncia, considerando toda a extensao do Lago Guaiba,
apresentam menor desvio frente aos dados experimentais apenas em locais onde o
escoamento é relativamente rapido; sendo que, adotando o coeficiente de difuséo
baseado no método proposto neste artigo, o desvio é relativamente uniforme ao
longo de toda a extensao do corpo hidrico. Uma vez que a oscilagdo superficial
produz difusdo isotrépica consideravelmente mais intensa do que a turbuléncia local,

eventuais variacdes espaciais do coeficiente de difusdo podem ser desprezadas.

5 - CONCLUSOES

Inicialmente, cabe ressaltar que a proximidade dos valores obtidos pelo modelo
proposto e pelo modelo de difusdo baseado num mecanismo similar ao movimento
browniano em escala geografica, 019 m%s e 0,25 m?/s, respectivamente, sugere que
as vagas podem ser consideradas, de maneira aproximada, particulas
independentes que obedecem a um modelo de interacdo baseado em colisbes

elasticas.

Assim, uma vez que os valores obtidos para o coeficiente de difusdo via modelo
proposto e via modelo browniano, em escala geografica, sdo uma ordem de
grandeza superior ao valor estimado através de modelos de turbuléncia, e, tendo em
vista que os resultados obtidos neste trabalho apresentam menor discrepancia frente
aos valores experimentais do que aqueles correspondentes ao emprego de um
modelo de turbuléncia; é possivel afirmar que o principal mecanismo responsavel
pela difusdo do poluente ndo € a turbuléncia, mas a transferéncia de massa através
da oscilacido superficial. Tal afirmagao € corroborada pelo fato de que o coeficiente
de difusdo calculado a partir de modelos de turbuléncia resulta relativamente

elevado apenas em regides onde o escoamento é rapido, que, no caso do Lago
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Guaiba, corresponde as imedia¢gdes do canal de navegagédo e ao brago oeste do

delta do rio Jacui.

Quando se utiliza um coeficiente de difusao calculado via modelo de ondas de
gravidade é possivel visualizar uma maior homogeneizagao das concentragdes de
fosfato na regido do Guaiba analisada. Por sua vez, o mapa correspondente a um
coeficiente difusdo estimado via modelo de turbuléncia apresenta-se pontilhado de
regides de concentragdes elevadas, indicando, aparentemente, uma acentuada
estagnacao das aguas nessa regido. Isto ndo € compativel com a situagao real do
Guaiba, que, mesmo em regides onde o campo de velocidades apresenta valores

baixos, a ondulacao superficial propicia a difusao isotropica de poluentes.

AGRADECIMENTOS

Os autores agradecem o apoio fornecido pelo Centro Universitario Ritter dos

Reis.

REFERENCIAS

BLUMAN, G.W.; KUMEI, S. Symmetries and Differential Equations. New York:
Springer-Verlag, 1989.

CARNAHAM, J. Applied Numerical Methods. New York: McGraw-Hill, 1990.

FERNANDEZ, L. C. “Simulacdo da propagacdo de poluentes utilizando
transformagcdo de Backlund - modelo bidimensional”, M.Eng. thesis,
PROMEC/UFRGS, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre,
2007.

GARCIA, R.L. “Solugbes exatas para problemas de dispersdao de poluentes —
modelo tridimensional’, PhD Eng. thesis, PROMEC/UFRGS, Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, 2009.

GREENSPAN, D.; CASULLI, V. Numerical Methods for Applied Mathematics.
Redwood: Addison-Wesley, 1988.

IBRAGIMOV, N.H. CRC Handbook of Lie Group Analysis of Differential Equations:
Applications in Engineering and Physical Sciences. Boca Raton, FL: CRC Press,
1995.

Vetor, Rio Grande, v.19, n.1, p. 15-27, 2009. 26



McCUTCHEON, S. Water Quality Modeling: Transport and surface exchange in
rivers. Boca Raton, FL: CRC, 1990.

OLVER, P. J. Applications of Lie Groups to Differential Equations. New York:

Springer-Verlag, 2000.
ORTEGA, J.; POOLE, W. Numerical methods for differential equations. Marshfield:
Pitman Publishing: 1981.

POLYANIN, A. D.; ZAITSEV, V. F. Handbook of Nonlinear Partial Differential
Equations. Boca Raton, FL: CRC Press, 2003.

REICHL, J. A modern course in statistical physics. Hoboken, NJ: Wiley-Interscience,
1998.

STRANG, G. Introduction to applied mathematics. Wellesley: Wellesley Cambridge

Press, 1986.

WHITHAM, G. B. Linear and Nonlinear Waves. New York: Wiley-Interscience, 1999.

ZABADAL, J. R.; POFFAL, C.; LEITE, S. Q. B., “Closed form solutions for water
pollution problems,” Latin American Journal of Solids and Structures, v. 3, p. 377-
392, 2006.

ZABADAL, J. R.; VILHENA, M. T.; LEITE, S. Q. B.; POFFAL, C. “Solving unsteady
problems in water pollution using Lie symmetries”, Ecological Modeling, v. 186, p.
271-279, 2005.

ZWILLINGER, D. Handbook of Differential Equations. Boston: Academic Press,
1998.

Vetor, Rio Grande, v.19, n.1, p. 15-27, 2009. 27





