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RESUMO

SCHIAVO, Paula Fernanda. Utilizando funcoes de (pré)-agregacao derivadas da
Integral de Choquet em Sistemas de Classificacio Baseados em Regras Fuzzy.
2019. 55 f. Dissertagdo (Mestrado) — Programa de Pds-Graduagdo em Computagao.
Universidade Federal do Rio Grande - FURG, Rio Grande.

O objetivo deste trabalho é propor o uso de fungdes de (pré)-agregacdo derivados
da integral de Choquet, para utilizacdo em conjuntos de Sistemas de Classificagdo
baseados em Regras Fuzzy, cuja tomada de decisdo final pode ou ndo ser dada por
funcdes de penalidade. Primeiramente, foi introduzido um método para criar medidas
de confianga e suporte baseado em indices de overlap, que geralmente sdao usados para
avaliar o grau de certeza ou interesse de uma determinada regra de associacdo. Estes
indices de overlap sao construidos a partir de fungdes de overlap, que sdao um tipo
especial de funcdes de agregacdo, ndo necessariamente associativas, que servem para
aplicacdes relacionadas aos problemas de sobreposi¢do de conjuntos. Esta dissertacdo
apresenta um novo Mecanismo de Raciocinio Fuzzy para ser usado em sistemas de
classificacdo baseados em regras fuzzy considerando diferentes indices de overlap, que
generaliza os métodos cldssicos. Ao considerar varios indices de overlap e as fung¢des
de pré-agregacdo baseada na integral de Choquet para a tomada de decisdo obtem-se a
selecdo da melhor classe, sem utilizar funcdes de penalidade. Por fim, é apresentado um
exemplo detalhado de uma geragcdo de conjuntos baseados em regras fuzzy e a selecdo da
melhor classe com base na abordagem proposta.

Palavras-chave: Sistemas Baseados em Regras Fuzzy, Raciocinio Aproximado, Integral
Choquet, Fung¢des de Overlap, Indices de Overlap, FuncOes de Pré-Agregacao.



ABSTRACT

SCHIAVO, Paula Fernanda. Using (pre)-aggregation functions derived from the
Integral of Choquet in Classification Systems Based on Fuzzy Rules. 2019. 55 f.
Dissertagao (Mestrado) — Programa de Pds-Graduagao em Computacdo. Universidade
Federal do Rio Grande - FURG, Rio Grande.

The purpose of this work is to offer the use of (pre) -aggregation functions derived
from the Choquet integral, for use in Classification Systems based on Fuzzy Rules, whose
final decision may or may not be given by penalty functions. Firstly, a method was intro-
duced to create trust and support measures based on overlap indexes, which are generally
used to evaluate the degree of certainty or interest of a given association rule. These
overlap indices are built from overlap functions, which are a special type of aggregation
functions, not necessarily associative, that serve for applications related to set overlap-
ping problems. This dissertation presents a new Fuzzy Reasoning Mechanism to be used
in classification systems based on fuzzy rules considering different indexes of overlap,
which generalizes the classical methods. Considering several indexes of overlap and the
pre-aggregation functions based on the Choquet integral for decision making, one obtains
the best class selection without using penalty functions. Finally, a detailed example of a
generation of sets based on fuzzy rules and the selection of the best class based on the
proposed approach is presented.

Keywords: Systems Based on Fuzzy Rules, Choquet Integral, Overlap Functions, Over-
lap Indexes, Pre-Agregation Functions.
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1 INTRODUCAO

Problemas relacionados a classificacdao estdo presentes de diversas formas nas
situacdes do cotidiano moderno. Os Sistemas de Classificacdo Baseados em Regras Fuzzy
(SCBREF) sdo capazes de lidar com diversos problemas reais, conciliando modelos de
descricao e tratamento de situacdes do mundo real e reais necessidades de representacao.
A esséncia dessa teoria estd na aceitagdo da incerteza como um fato. Os conjuntos fuzzy
permitem modelar a imprecisdo e a incerteza que estdo muitas vezes presentes em lingua-
gens naturais. Por exemplo, o conjunto “pessoas altas” € fuzzy, pois, obviamente, existem
diferentes graus de percepg¢ao de altura. Da mesma forma, os conjuntos de “nimeros pe-
quenos”, “pessoas acima do peso” e “dia frio” ndo possuem limites definidos, isto €, nao
existe um corte claro que discrimina objetos entre aqueles que estdo no conjunto e aque-
les que nado estdo. Um objeto pode pertencer simultaneamente a um conjunto fuzzy e seu
complemento. Um conjunto fuzzy A definido em um conjunto de objetos X é represen-
tado por uma fung¢@o de associag@o 4 : X — [0, 1], de tal forma que para qualquer objeto
x € X o valor j4(x) mede o grau de associagdo de x no conjunto fuzzy A (BUSTINCE,;
RADKO 2001).

A teoria dos conjuntos fuzzy € os SCBRF t€ém sido extremamente uteis para resolver
muitos problemas do mundo real, nos quais os dados sdo imprecisos como por exemplo:
no processamento de imagens, segundo PAGOLA et al. (2012); em predi¢des, como
demonstrado por RODRIGUES et al. (2016) em seu trabalho sobre predicdes de pestes
na agricultura; em problemas de classificagdao como desenvolvido por SANZ et al. (2015);
e também dos controladores fuzzy, com ampla adog¢do, utilizados em sistemas industriais
e eletronicos de consumo, demonstrando que € notavel o uso das aplicagdes préticas da
l6gica fuzzy.

Os sistemas baseados em regras, especialmente os SCBRFs, envolvem agregacao de
vdrios escores numéricos, que correspondem a graus de satisfacdo de antecedentes de

regras (ZADEH, 1985). Uma regra pode ser uma declaracdo como
SEzé AE yé BE zéC ENTAO alguma informacio

Os antecedentes sdo geralmente valores de associacdo de x em A, y em B e z em
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C. A forga de “ativar” a regra € determinada por uma funcao de agregacdo que combina
valores de associagdo f(ua(x), us(y), uc(z)).

A agregacdo € o processo de combinar varios valores de um mesmo tipo em um dnico
valor do mesmo tipo. As fun¢des matemadticas que fornecem um mecanismo para fazé-lo
sdo chamadas de funcdes de agregacdo (BELIAKOV et al, 2016), que sao fungdes mo-
notOnicas satisfazendo condi¢des de fronteira. A teoria das fungdes de agregacao tornou-
se uma drea de pesquisa em expansdo nos ultimos 30 anos. Os avangos tedricos sdao
complementados por inimeras aplicacdoes em ci€ncias da decisdo, inteligéncia artificial,
sistemas fuzzy e processamento de imagens. Uma das fun¢des de agregacao mais sim-
ples é a média aritmética, ou média, que produz um valor de saida em algum sentido
representativo de suas entradas.

Uma funcao de agregacdo que estd sendo muito utilizada em classificacdo (BARRE-
NECHEA et al, 2013) e tomada de decisdao (LOURENZUTTI et al, 2017) € a Integral de
Choquet (CHOQUET, 1953). Esta fungdo € definida em termos de uma medida fuzzy.
Uma medida fuzzy permite atribuir importancias a todos os subconjuntos possiveis e, por-
tanto, oferece uma flexibilidade muito maior para modelar a incerteza (DENNEBERG,
1994; DUBOIS; PRADE, 2000; GRABISH, 2000; WANG; KLIR, 1992). Um subcon-
junto A C N, onde N = {1,2,...,n} pode ser considerado como um grupo, de modo
que uma medida fuzzy aplicada em A representa a importancia ou o peso desse grupo. A
condi¢do de monotonicidade implica que adicionar novos elementos a um conjunto nao
diminui seu peso. (BELIAKOV et al, 2016)

A integral de Choquet generaliza a integral de Lebesgue e, o objetivo principal da
agregacdo baseada na integral de Choquet (CHOQUET, 1953) é combinar as entradas
de tal forma que ndo s6 a importancia das entradas individuais (como nos significados
ponderados), ou de sua magnitude (como nas fungdes médias ponderadas ordenadas), sao
levados em conta, mas também a importancia de seus grupos (ou coligacdes) (BELIA-
KOV et al, 2016). Por exemplo, uma entrada especifica pode ndo ser importante por si sO,
mas se torna muito importante na presenca de algumas outras entradas. No diagndstico
médico, por exemplo, alguns sintomas por si s6 podem ndo ser realmente importantes,
mas podem se tornar fatores-chave na presenga de outros sinais.

Por outro lado, nos dltimos tempos, hd um crescente interesse em relaxar a condi¢cdo
de monotonicidade de modo que a classe de funcdes de agregacdo seja ampliada para
abranger outras fungdes que sdo uteis do ponto de vista aplicado. Nesse sentido, surgem
as funcdes de pré-agregacao que sao aquelas funcdes que satisfazem as mesmas condicoes
de fronteira que as funcdes de agregacdo, mas que sdo mondtonas somente ao longo de
alguma direc¢do fixa (LUCCA et al, 2016). A fun¢do moda € um exemplo de fun¢do de
pré-agregacao, mas nao é considerado uma fungdo de agregacdo justamente por nao ser

crescente em todo seu dominio.

Em (ELKANO et al, 2017), fase inicial desta dissertacdo, foi introduzido um novo
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mecanismo de raciocinio fuzzy que leva em consideracdo as informagdes fornecidas por
varias ou mesmo todas as regras fuzzy no sistema, através da aplicacdo de indices de
overlap, que sao usados para medir o grau de sobreposi¢cdo entre dois conjuntos fuzzy, os
resultados sdo produzidos por conjuntos de classificadores cldssicos, com a combinacao
de diversas funcdes de overlap e indices de overlap, sendo que para obter um consenso
desta classificagdo foi utilizado uma funcao de penalidade.

As funcdes de penalidade ndo produzem um novo valor de consenso, mas seleci-
onam um dos resultados ja obtidos, ou seja, aquele que apresenta o menor desvio em
relacdo as demais alternativas. Como esta funcao torna a classificagdo custosa em pro-
cessamento, propde-se o uso das generalizacdes da Integral de Choquet como o opera-
dor de pré-agregacdo no mecanismo de raciocinio fuzzy e espera-se que as funcdes de

pré-agregacado classifiquem o exemplo proposto sem a necessidade de utilizar a funcao

penalty.

1.1 Objetivo Geral e Especificos

O objetivo desta dissertacao € criar um mecanismo de raciocinio fuzzy (MRF) que uti-
lize fun¢des de pré-agregacao derivadas da Integral de Choquet em conjuntos de sistemas
de classificagdo baseados em regras fuzzy atraves de indices de overlap, para selecdo da

melhor classe, sem a utilizagao de fun¢des penalty, tendo como objetivo especificos:

1. Introduzir um método para construir medidas de confianga e suporte, com base em

indices de overlap (Algoritmo 1);

2. Introduzir um novo MRF para o SCBREF, considerando diferentes indices de over-

lap, que generaliza os métodos cldssicos (Algoritmo 2);

3. Gerar conjuntos baseados em regras fuzzy, considerando varios indices de overlap

e funcdes de agregacao, fornecendo resultados diferentes;

4. Desenvolver um método de consenso para a classificacdo, baseado em funcdes de

penalidade (Algortimo 3);
5. Apresentar resultados tedricos relacionados aos métodos desenvolvidos;
6. Desenvolver um exemplo envolvendo as etapas 1 a 4;

7. Alterar o Algoritmo 2 para que o MRF considere as fungdes de pré-agregagdo ba-

seadas na integral de Choquet (Algoritmo 4);

8. Utilizar o mesmo exemplo para mostrar a ndo necessidade da funcao de penalidade

na classificacdo ao executar as etapas 1 e 7.
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A questdo de pesquisa € baseada na ideia de que as fungdes de pré-agregacdo de-
rivadas da integral de Choquet consideram uma melhor relacdo entre os elementos que
estdo sendo agregados, fornecendo a relevancia de um conjunto, essa melhoria pode
ser aplicada sobre a saida do grau de consisténcia (indice de overlap) do sistema para
a classificagc@o dos padrdes para todas as classes.

Como contribui¢do cientifica demonstra-se a utilizagdo de fungdes de pré-agregacao
derivadas da integral de Choquet (LUCCA et al, 2016) com indices de overlap em con-
juntos de sistemas de classificacdo baseado em regras fuzzy para tomada de decisdao em

um experimento.

1.2 Organizacao do Texto

Esta dissertacdo esta organizada conforme mencionado a seguir.

O capitulo 2 apresenta a fundamentagao tedrica onde sdo mostrados os conceitos fun-
damentais utilizados no desenvolvimento desta proposta de dissertacdo. A sec¢do 2.1,
apresenta definicdes matematicas relativas as fungdes e propriedades que serdo citadas
na continuidade da dissertacdo. Na Secdo 2.2 sdo definidos os operadores de agregacao,
fungdes de agregacgdo, t-normas e as funcdes de overlap. Na Secdo 2.3 e 2.4, constam
as defini¢cdes e propriedades dos indices de overlap e funcdes de penalidade, respectiva-
mente. A sec¢do 2.5 apresenta algumas medidas fuzzy e a integral de Choquet. E na se¢ao
2.6 constam as fungdes de pré-agregacao baseada na integral de Choquet juntamente com
uma visao do estado da arte dos artigos publicados até entdo.

Em seguida, o capitulo 3 apresenta o sistema de classificacdo baseado em regras fuzzy
usando vérios indices de overlap e funcdes de agregacao utilizando funcdes de penalidade
para consenso na tomada de decisdo. A Secao 3.1 que retoma os sistemas de classificacdao
baseados em regras fuzzy. A Secdo 3.2 apresenta a constru¢do de graus de confianga de
indices de overlap. Na se¢do 3.3 € descrito o mecanismo de raciocinio de um sistema
de classificacdo baseado em regras fuzzy. A secdo 3.4 demonstra o uso de fungdes de
penalidade para escolher a melhor classe em conjunto de regras fuzzy. Na secdo 3.5
tem-se a aplicacdo de um experimento realizado através da teoria apresentada nas secoes
anteriores. E na secdo 3.6 estd descrita a andlise dos resultados do experimento.

Na sequéncia, o capitulo 4 apresenta a aplicacdo das fungdes de (pré)-agregacao ba-
seadas na integral de Choquet no mecanismo de raciocionio fuzzy. A secdo 4.1 descreve
a metodologia utilizado na aplicacdo do mesmo experimento. A se¢do 4.2 apresenta a
alteracdo do algoritmo desenvolvido para considerar as fungdes de (pré)-agregacao. Nas
secoes 4.3 e 4.4, estdo descritos a aplicagdo do experimento com o método proposto e a
andlise dos resultados, respectivamente. Por fim, o capitulo 5 sintetiza as consideracoes

finais e os trabalhos futuros.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo sdo apresentadas os conceitos basicos que serdao abordados no decorrer

desta dissertagao.

2.1 Conceitos Preliminares

Dado um conjunto de universo ndo-vazio U, denote por CF'(U) o espago de todos os
conjuntos fuzzy definidos sobre U.

Um conjunto fuzzy A é dito normal se existir u € U tal que X (u) = 1. Dois conjuntos
fuzzy A, B € CF(U) sao ditos completamente disjuntos se A(u)B(u) = 0, para todo
uwel.

Definicdo 1 Uma funcdo F : [0,1]" — R é idempotente se, n > 1 e para cada x € |0, 1]

tem-se que

2.2 Operadores de Agregacao: T-Normas e Funcoes de Overlap

O conceito-chave no SCBREF sdo as fungdes de agregacgao:

Definicao 2 (BELIAKOV et al, 2007; MAYOR; TRILLAS, 1986) Uma funcdo de
agregagdo n-dria é um mapeamento M : [0,1]" — [0, 1] satisfazendo as propriedades

que seguem:
(A1) M é crescente' em cada argumento: para cadai € {1,...,n}, se x; <y, entdo

M(zy,. .. xn) < M(x1, .00 T 1, Yy Tig1y e - )

(A2) As condigdes limites: M(0,...,0)=0e M(1,...,1) =1

IFoi considerado que uma funcio crescente pode nio ser estritamente crescente (e, analogamente, para
as funcdes decrescentes).
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Definicio 3 Uma funcdo de agregacdo n-dria M : [0,1]" — [0, 1] é dita 0-postiva se

também satisfizer a propriedade que segue:

(A3) As condicébes limites para 0: M (x4, ... ,x,) = 0 se e somente se x; = 0, para todo
ie{l,...,n}

Uma fungdo de agregagdo n-dria M : [0, 1]" — [0, 1] € dita 1-positiva se também satisfi-

zer a propriedade que segue:

(A4) A condigdo limite 1: M(xq,...,x,) = 1 se e somente se x; = 1, para todo i €

{1,...,n}.

Definicdo 4 Uma fungdo de agregacdo f : [0,1]" — [0,1] é dito que é do tipo
média se for limitado pelo minimo e mdximo de seus argumentos, isto é, se para todos

(1,...,2,) € [0,1]", tem-se que:
min{zy,...,x,} < f(z1,...,2,) < max{zy,...,x,}.

Devido a monotonicidade das fungdes de agregagcao, o comportamento de médias é
equivalente a propriedade de idempoténcia. (BELIAKOV et al, 2016)

Definicao S (LOWEN, 1996) Uma t-norma é uma funcdo de agregacdo bivariada T :
[0,1]% — [0, 1] satisfazendo as propriedades que seguem, para todo x,y, z € [0, 1]:

(T1) Comutatividade: T (z,y) = T(y, z);
(T2) Associatividade: T (x,T(y,z)) =T(T(x,y), 2);

(T3) Condigcées Limites: T'(x,1) = x.

Uma fungdo de agregagdo 7" que satisfaz apenas (7'3) e T'(1, x) = x é chamada semi-
copula.

Um elemento x € ]0, 1] é um divisor zero ndo-trivial de 7" se existe y € |0, 1] tal que
T'(z,y) = 0. Uma t-norma € positiva se e somente se nao tem divisores zero nao triviais,
isto €, se T'(x,y) = O entdo z = 0 ou y = 0. Alguns exemplos de t-normas positivas e

continuas sao

TM('r?y) = min{x,y},
Tp(z,y) = zy.

que sdo as t-normas do minimo e do produto, respectivamente. Devido a propriedade

associativa, trivialmente, pode-se definir t-normas n-aria.
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Definicao 6 BUSTINCE et al (2010) Para um determinado vetor de pesos w =
(w1, ..oy wy), w; >0, Z?Zl w; = 1, a funcdo OWA é dada por

OWA,(Z) = Zwix(i) = (w, a,)
i=1

As fungdes de média ponderada ordenada (do inglés, OWA) sdo fungdes de agregacao
simétrica que alocam pesos de acordo com o valor de entrada. Eles foram introduzidos por
(YAGER, 1988). A notagao x+, denota o vetor obtido de = que organiza seus elementos

em ordem decrescente x(1) > T2) = ... = T(p).

Definicao 7 BUSTINCE et al (2010) Uma fungcdo overlap é uma funcdo bivariada
O: [0,1]* — [0, 1] satisfazendo as propriedades que seguem, para todo x,y € [0, 1]:

(01) O é comutativa: O(z,y) = O(y, z);

(02) O(z,y) = 0 se e somente se v = 0 ouy = 0;
(03) O(x,y) = 1 se e somente sex =y = 1;
(04) O é crescente;

(05) O é continuo.

Uma funcdo overlap O € associativa se e somente se O for uma t-norma continua e
positiva (veja BUSTINCE et al (2010)).

Exemplos de funcdes overlap estdo presentes na Tabela 1 (conforme BUSTINCE et
al (2010, 2012); JURIO et al (2013); BEDREGAL et al (2013); DIMURO; BEDREGAL
(2014); DIMURO et al (2016); DIMURO; BEDREGAL (2015); DIMURO et al (2014,?);
DIMURO; BEDREGAL (2015)). Observe que T, € T’ também sao t-normas.

Proposicao 1 (GARCIA-JIMENEZ et al, 2015, Proposicdo 5) Seja O: [0,1]* — [0,1]

uma fungdo overlap e T : [0,1]" — [0, 1] uma t-norma n-dria. Entdo, tem-se que

O(x, T(y1, - -- 7yn)) = T(O(xa yl)v ce ’O(xa yn))

se e somente se I’ = min.

2.3 Indices de Overlap

Os indices de overlap sao usados para medir o grau de sobreposi¢ao entre dois con-
juntos fuzzy e consiste na generalizagdo do indice de consisténcia de Zadeh entre dois

conjuntos fuzzy sobre 0 mesmo universo referencial.
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Tabela 1: Exemplos de fun¢des overlap
Funcdes Overlap

Ty (z,y) = min{z,y}

Tp(z,y) = xy
O,(z,y) = 2PyP, p > 0 (em particular, O\/(x, Y) = \/TY)

22 ge g+ 0
ODB(:E;y) — { Tty Yy 7&

0 sex+y=0
0¥<x,y>—{

LH2e-1)?(2y=1) y €]0.5,1];

2
min{z,y} caso contrario.
O (2, y) = min{z, y} max{z? y*}

Ok(z,y) = min{zFy, zy"}

Orat(ma y) = %

Virias definicdes de indices de overlap podem ser encontradas na literatura (ver,
por exemplo: GARCIA-JIMENEZ et al (2015); BUSTINCE et al (2009); DUBOIS et
al (2000); ZADEH (1978)). Neste artigo, adotamos a abordagem proposta por BUS-
TINCE et al (2009), que também foi formalizada por GARCIA-JIMENEZ et al (2015),
juntamente com um método para construir indices de overlap por meio de funcdes de
sobreposicdo. Nosso objetivo é definir a confianca e apoiar as medidas das regras de

associacdo usando indices de overlap.

Definicao 8 (GARCIA-JIMENEZ et al, 2015) Um indice de overlap é uma fungcdo O :
CF(U) x CF(U) — [0,1] de modo que, para todo A, B,C € CF(U), as seguintes

condicoes:

(O1) O(A, B) = 0se e somente se A e B tem suporte disjuntivo, isto é, para todo u € U,
tem-se que A(u)B(u) = 0;

(02) O(A,B) =0O(B, A);
(03) Se B < C, entdo O(A,B) < O(A,C).
Um indice de overlap O é dito normal sempre que a seguinte condicdo seja satisfeita:

(O4) Se existe u € U tal que A(u) = B(u) =1, entdo O(A, B) = 1.

Alguns exemplos de indices de overlap estio presentes na Tabela 2. Observe que O
¢ o indice de consisténcia de ZADEH (1978). O e O, sao normais ¢ O, nao € normal
para z # 1. (GARCIA-JIMENEZ et al, 2015)
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Tabela 2: Exemplos de indices de overlap
Indices de Overlap
Oz(A, B) = maxyey min{A(u), B(u)}

(’)m(A,B):{ 0 se‘v’uEU/:'A(u)B(u):O
X caso contrario,
O:(A,B) =23 .y A(u) - B(u), onde n = card(U)

para todo x €]0, 1]

Tabela 3: Exemplos de indices de overlap construidos usando o Teorema 1

Funcio de Overlap O  Fungio de Agregacdo M Indice de Overlap O

oy média aritmética 0 /(AU) = LN wer VA(u) -1
Onm maximo 0z(A,U) = maxyec, min{A(u), 1} (ZADEH, 1978)
Orat média aritmética Orat(A,U) = % > VAL

uel \fAu)1+1-Au)

Teorema 1 Seja M : [0,1]" — [0, 1] uma funcdo de agregacéo O-positiva e O : [0,1]* —

[0, 1] uma fungdo de overlap. Entdo, o mapeamento O : CF(U) x CF(U) — [0,1]
definido, para todo X, Y € CF(U) eu; € U, comi = 1,...,n, como

OX,Y) = M(O(X(u1),Y (1)), ..., O(X(un), Y (un))) (1)

€ um indice de overlap (GARCIA-JIMENEZ et al, 2015). Em contra partida, se O é uma
fungdo de overlap e M : [0,1]" — [0, 1] € uma fungdo de agregacao tal que O, definida

pela Equacgdo (1), é um indice de overlap, entdo M é 0-positiva.

A Tabela 3 mostra alguns exemplos de indices de overlap construidos usando o Teo-

rema 1, usando algumas fun¢des de sobreposi¢cao mostradas na Tabela 1.

2.4 Funcoes de Penalidade

Pode-se encontrar diferentes defini¢des de funcdes de penalidade na literatura (ver,
por exemplo YAGER (1993); YAGER; RYBALOV (1997); CALVO et al (2004); CALVO;
BELIAKOV (2010); BELIAKOV (2014); WILKIN; BELIAKOV (2015)). Neste traba-
lho, considerando a discussdo de Bustince et al. (BUSTINCE et al, 2016), decidimos
adotar a seguinte defini¢do, uma vez que supera muitas desvantagens das defini¢cdes ante-

riores:

Definicao 9 (BUSTINCE et al, 2016) Uma funcdo [ : [0,1] — R ¢é convexa se para
todo x,y € [0,1] e para todo A € [0,1], tem-se a desigualdade f(Ax + (1 — \)y) <
Af(@) + (1= A f(y).

Definicao 10 (BUSTINCE et al, 2016) Uma fungdo f : [0,1] — R é quasi-convexa se
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para todo x,y € [0, 1] e para todo X € [0, 1] tem-se a desigualdade f(Ax + (1 — N)y) <
maz{f(z), f(y)}.

Definicao 11 (KURDILA; ZABARANKIN, 2005) Uma funcdo [ : [0,1] — R é semi-
continua inferior em x € [0, 1] se

lim inf f(x) > f(xo).

T—TQ

Corolario 1 (KURDILA; ZABARANKIN, 2005, Coroldrio 2.1) Seja f : [0,1] — R uma
fungdo semi-convexa e pouco semicontinua. Entdo, o conjunto de minimizadores de f é

um conjunto ndo vazio conexo.

2

Defini¢do 12 Para qualquer intervalo fechado T C R, a funcdo P : [0,1]"™ — RT ¢
uma fungdo de penalidade se e somente se existir ¢ € R tal que: (BUSTINCE et al,
2016, Definicdo 4.1)

(P1) P(Z,y) > ¢, paratodo T € [0,1]",y € [0,1];
(P2) P(¥,y) = c se e somente se x; =y, paratodoi =1...n, e
(P3) P ¢ quasi-convexo e pouco semicontinuo em y para cada & € [0, 1]".

Definicao 13 (BUSTINCE et al, 2016, Definicdo 4.2) Seja P uma funcdo de penalidade
no sentido da Definicdo 12. A funcdo fp : [0,1]" — [0, 1] € dita uma P-fungdo, se, para

cada ¥ € [0, 1]", um tem que
. a+b
fp(Z) = 5 2)

onde [a,b] = cl(Minz(P(Z,-))), e Minz(P(Z,-)) é o conjunto minimizador de P(Z,-),

ISs0 €,

Minz(P(Z,-)) ={y € [0,1] | P(Z,y) < P(¥,2), para cada z € [0,1]},

e cl(S) é ofechode S C |0, 1].

Teorema 2 (BUSTINCE et al, 2016, Teorema 4.1) Uma funcdo f : [0,1]" — [0, 1] é uma

P-funcdo se e somente se f é idempotente.

Entdo, qualquer funcio de agregacdo do tipo média pode ser representada por uma

P-funcao.

Exemplo 1 Considerando uma fungdo idempotente f : [0,1]" — [0,1], e >0ec >0, a
fungdo Py : [0,1]"t — RY, definida, para todo T € [0,1]" e y € [0, 1] entdo:

. c se x; =y para cada i
Py(.y) —{ G)

| f(f) -y ] +c+ € caso contrdrio
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€ uma funcdo de penalidade ndo continua (BUSTINCE et al, 2016, Prova do Teorema
4.1). Agora, definindo a fungdo P; : [0,1]"*" — R*, para todo ¥ € [0,1]" e y € [0, 1],
entdo:

Pi(Z,y) =| f(&) —y | +V () + ¢, (4)

onde V é uma medida rigida de propagacdo continua (GAGOLEWSKI, 2015). Segue que
Py é uma fungdo de penalidade continua (BUSTINCE et al, 2016, Exemplo 4.1).

A funcdo de penalidade P descreve a dissimilaridade ou desacordo entre uma entrada
arbitraria 7 e um valor y. Entdo, a P -funcdo f € uma fung@o que minimiza a dissimilari-

dade escolhida.

2.5 Integral de Choquet

Definicao 14 (CHOQUET, 1953; SUGENO, 1974) Seja N = {1,...,n}. Uma medida
fuzzy é uma fungdo m : 2V — [0,1] que é monoténica (ou seja, m(A) < m(B) sempre
que A C B) e satifaz m(0) = 0em(N) = 1.

No contexto das fun¢des de agregacao, medidas fuzzy sao usadas para modelar a im-
portancia de um conjunto, ou seja, a relacao entre os elementos a serem agregados.

Exemplos de medidas fuzzy:

(1) Medida Uniform my (A) = 1A

n

1 seic A

(2) Medida Dirac: Sejai € N fixo, m%,(A) = '
0 sei¢ A

(3) Medida Aditiva (Wmean): Seja W = (wy,...,w,) € [0,1]" tal que >, w; = L.
Define
mw ({i}) = wi
Entdo, para |A| > 1:

mw(A) = Z w;

i€A

(4) Medida Simétrica (OWA): Seja W = (w1, ...,w,) € [0,1]" tal que Y ., w; = 1.
Entdo, para cada subconjunto nio vazio de A, definimos:

14|

msw(A) = Z w;

(5) Medida de Poder
|AN\?
mpy(A) = | —

n
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comq >0

Definicao 15 (CHOQUET, 1953) Seja m uma medida fuzzy em N. Dizemos que m é:

e Aditivo se para qualquer subconjunto disjunto A, B C N,m(AU B) = m(A) +
m(B),

e Simétrico se para qualquer subconjunto A, B C N,|A| = |B| implica m(A) =
m(B);

Definicdo 16 (CHOQUET, 1953) Seja m uma medida fuzzy em N e x € [0,00|". A

integral discreta de Choquet de x em relagdo a m é definida por:

n

Q:m(j) = Z(ZE@ — x(i,l)).m(A(i)) (5)

i=1

onde (.) é uma permutacdo de {1,...,n} tal que 0 < xy < x2) < ... < T(y) com a

convengdo xo) = 0e Ay = {i,...,n}

Observe que a Equagao 5 também pode ser escrita como:

n

Q:m(?) = Z(I(i)'m(A(i)) - x(i_l).m(A(Z-))) (6)

=1
2.6 Funcoes de Pré-Agregacao

Em (LUCCA et al, 2016) é definida as func¢des de pré-agregacdo como aquelas
fungdes que satisfazem as mesmas condi¢des de fronteira que as fungdes de agregacio,
mas que sdo monoétonas ao longo de alguma direcdo fixa. Ou seja, as fungdes de pré-
agregacao sao apenas fungdes direcionalmente monétonas que satisfazem condi¢oes de
contorno apropriadas. A relevancia dessa no¢ao surge, por um lado, do fato de que ela
permite generalizar nocao de funcdo de agregacao e, por outro lado, de sua aplicabilidade.

Virios trabalhos foram propostos para aplicar fungdes de agregacdo e de pré-
agregacao (com caracteristicas de média e idempoténcia) para agregar as informacoes
locais associadas a cada regra. A ideia inicial foi proposta por (BARRENECHEA et al,
2013), onde a integral Choquet foi utilizada para realizar essa agregacdo de uma forma
que também levou em conta a correlacdo entre as regras. Depois disso, esse método foi
aprimorado por (LUCCA et al, 2016), introduzindo uma generaliza¢do da integral de Cho-
quet onde o operador de produto desta fungdo € substituido por uma t-norma, resultando
em uma pré-agregacao que nao é uma funcao de agregacdo. Em (LUCCA et at, 2016), a
integral de Choquet em sua forma expandida foi generalizada usando funcdes de copula
(ALSINA; SCHWEIZER, 2006), ao invés do operador de produto, obtendo fungdes de

agregacao chamadas CC-integrais.
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Tabela 4: Exemplos de fun¢des de pré-agregacao

Pré-agregacao Defini¢ao Familia
Minimo Ty (x,y) = min{zy} t-norma, cépula
Fukasiewicz Ty (z,y) = maz{0,x +y — 1} t-norma, cépula
Produto Hamacher T _10 sex=y=0 t 5pul

roduto Hamacher - Typ(z,y) = w7y, caso contrdrio -horma, copuia
Média geométrica GM (z,y) = /Ty funcdo overlap
Fgpc Fppe(x,y) = xy? fungdo agregagio

)z sex <y ~ . ~
Fna Fya(z,y) = { min{Z,y} caso contrdrio funcao de pré-agregacao
0 ser =10

Fxao Fnas(z,y) = x—;”’ sel<zx <y fungao de pré-agregacgio

min{%,y} caso contrrio

Definicao 17 (LUCCA et al, 2016) Uma fungdo de pré-agregacdo é uma funcdo F' :
[0,1]" — [0, 1] tal que:

-,
>

(P1) F ¢ r-crescente para algum vetor real 7 € [0, 1]™ (7 # 0)

(P2) F(0,...,0)=0eF(1,...,1)=1;

Observe que se F' : [0,1]" — [0, 1] é uma fun¢do de agregacgdo, entdo F' é também
uma fun¢@o de pré-agregacio, desde que, por exemplo, (1,0, ..., 0)-crescente.

A Tabela 4 mostra alguns exemplos de funcdes de pré agregacao conforme (LUCCA et
al, 2016). Nesta tabela as fungdes T}, T} e Tzp sdo fungdes de agregacdo, denominadas

t-normas.

2.6.1 Funcoes de Pré-Agregacao Baseada na Integral de Choquet
Definicdo 18 (LUCCA et al, 2016) Seja m : 2N — [0,1] uma medida fuzzy e M :

[0,1]2 — [0, 1] wma fungéo tal que M(0,z) = 0 para x € [0,1]. Tomando como base a
integral Choquet, definimos a fungdo €M : [0,1]" — [0, n], segue

() =D M(wi) — 26-1), m(Ag)) ()

i=1
onde N = {1,...,n}, (xq), -+, %)) € uma permutagdo crescente de x, isso é 0 <
x1y < -+ < Xy, coma convengdo que x) = 0, e Ay = {(i), -+, (n)} € o subconjunto

de indices de n — 1 + 1 maiores componentes de .

E imediato que toda t-norma T satisfaz as condi¢des da Defini¢do 18. Em (LUCCA et

al, 2016) foi provado que para toda t-norma 7" tem-se que ¢ € (1,...,1)-pré-agregacio.
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Defini¢do 19 Uma fungdo bivariada C : [0,1)> — [0,1] € dito ser uma copula, se para

todo x,x',y,y € [0,1] comx < 2’ ey < v/, nas seguintes condicdes:
(C1) C(z,y) + C(@,y) =2 Clz,y) + C(2',y);
(C2) C(x,0) = C(0,z) = 0;
(C3)C(x,1) =C(1,2) =1;

As copulas sao fungdes que ligam as funcdes de distribuicdo de probabilidade (bidi-
mensional) as suas margens unidimensionais, desempenhando um papel importante na
teoria dos espagcos métricos probabilisticos e na estatistica. (ALSINA; SCHWEIZER,
20006)

Defini¢ao 20 (LUCCA et at, 2016) Seja m : 2N — [0,1] uma medida fuzzy e C :
[0,1]> — [0, 1] uma cdpula bivariada. A integral de Choquet baseado em cépula (CC-
integral) em relagdo a m é definido como uma fungdo €€ : [0,1] — [0, 1]% para todo

x € [0,1]", segue

n

€)= Claw, m(Ay)) — Cla-1), m(Aw)) (8)

i=1
onde ([E(l), e ,x(n)) é uma permutacdo crescente de ? isso €0 < x() < -+ < Ty,
com a convengdo que gy = 0, e Ay = {(i), -+, (n)} € o subconjunto de indices de

n — 1 + 1 maiores componentes de z

Teorema 3 (LUCCA et at, 2016, Teorema 4) Para qualquer copula bivariada C
[0,1]2 — [0, 1] e uma medida fuzzy m : 2N — [0,1], € é uma funcdo de agregacdo

média.

Defini¢iio 21 (LUCCA et al, 2018) Seja F : [0,1]*> — [0,1] uma funcdo bivariada e
m : 2NV — [0, 1] uma medida fuzzy . A integral de Choquet baseada em F (Cr-integral)

em relacdo a m é a funcdo € : [0,1]" — [0, 1], para todo x € [0, 1]", segue

() = mm{ L2 Fea = -1, m(Am)) } ©)
onde (x(l), e ,x(n)) é uma permutacdo crescente de 7 isso €0 < x() < -+ < Iy,
com a convengdo que gy = 0, e Ay = {(i), -+, (n)} € o subconjunto de indices de

n — i + 1 maiores componentes de z

Defini¢iio 22 (LUCCA et al, 2018) Uma fungdo bivariada F : [0,1]> — [0,1] com 0

como elemento aniquilador a esquerda, isto é, satisfazendo:

(LAE) Vy € [0,1] : F(0,y) =0,
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é dito ser 0-absorvente a esquerda.

Além disso, as duas propriedades bésicas a seguir também sao importantes:
(RNE) Elemento Neutro a Direita: Vx € [0,1] : F(x,1) = x;
(LC) Propriedade Conjunta a Esquerda: Vo, y € [0,1] : F(z,y) < z;

Qualquer fungdo bivariada F : [0,1]? — [0, 1] satisfazendo ambos (LAE) e (RNE) é

chamada funcao (RNE) O-absorvente a esquerda

Teorema 4 (LUCCA et al, 2018, Teorema 1) Para qualquer medida fuzzy m : 2¥ — [0, 1]
e (RNE) fungao 0-absorvente & esquerda F : [0,1]> — [0, 1], €& ¢ uma funcdo de T

pré-agregacdo.

Teorema 5 (LUCCA et al, 2018, Teorema 2) Para qualquer medida fuzzy m : 2N — [0, 1]
e 0-absorvente a esquerda funcdo (1,0)-pré-agregacdo F : [0,1]> — [0,1], €& ¢ uma

fungdo de 1-pré-agregacado.

(LUCCA et al, 2018) Um conceito importante usado nas C', g, -integral € a proprie-

dade de dominancia (ou, inversamente, subordinagao):

(DM) Fi-Dominancia (ou, equivalente, F5-Subordinagdo): Fy; > Fb, isso é: Vx,y €
[07 1] : Fl(flf,y) > FQ(IMU)

Defini¢ao 23 (LUCCA et al, 2018) Seja m : 2 — [0, 1] uma medida fuzzy simétrica e
Fi, F5 1 [0,1]* — [0, 1] duas fungées de fusdo cumprindo:

(il) F\ - domindncia;
(i2) F € crescente.

Uma Cf, ,-integral é definida como uma fungdo €X' . [0,1]" — [0,1], para todo

x € [0,1]", segue
(@) = min { 1,20) + T, Fiwe, m(Aw) - Pz, m(Ag)) | (10)

onde (.I'(l), ‘e ,x(n)) é uma permutacdo crescente de ? isso €0 < x() < -0 <y,
com a convengdo que vy = 0, e Ay = {(i),---,(n)} € o subconjunto de indices de

n — ¢ + 1 maiores componentes de E
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2.6.2 Estado da Arte

Em (LUCCA et al, 2016) sdo apresentados as defini¢des, propriedades e constru¢cdo
das funcdes de pré-agregacao em raciocinio fuzzy.

No trabalho (LUCCA et at, 2016) é apresentado o conceito de funcdo de agregacdo
baseada na integral de Choquet usando diferentes Copulas, incluindo t-normas, fungdes
de overlap e copulas que ndo sdo t-normas e também nao sdao overlaps. Foram aplica-
dos em 30 base de dados e apresentado um teste estatistico da andlise da aplicacdo da
CC-integrais em problemas de classificagdo. Mostrando que a CC-integral baseado na
t-norma do minimo apresentou os melhores resultados entre as CC-integrais consideradas
no trabalho.

Em (DIMURO et al, 2017) foi estudado o comportamento da CC-integral em SC-
BRF, quando se considera a t-norma do minimo como copula, a ¢ denominada de CMin-
integral. Apresentado que a CMin-integral obtém um desempenho que €, com um alto
nivel de confianca, melhor que a abordagem que adota a regra vencedora (miximo) no
MRF.

No artigo (LUCCA et al, 2018) é apresentado uma familia de C'r Integral, generali-
zando a integral de Choquet e substituindo o operador do produto por uma funcdo F' com
algumas propriedades fracas. E apresentado um teste estatistico em 33 base de dados
publicas, que comprovam que a proposta de C'p-integrais ndo-média obtém resultados
mais precisos que as Cp-integrais médias, oferecendo assim novas possibilidades para
agregar com precisao as informacdes no MRF.

O artigo (LUCCA et al, 2018) aprenta a familia de fun¢des C'ry po-integral, que é uma
generalizacdo da integral de Choquet baseada na CC-integral, com base nos pseudo-pares
de fungdes de pré-agregacdo (F'1, F2). As fungdes candidatas a serem F'1, possuem
caracteristicas de dominancia, e as fun¢des candidatas ao F'2, possuem caracteristica de
subordinagdo. Foi comparado o desempenho da Cr;rg)-integral que atingiu a maior
precisdo com os pares estudados no artigo, contra a melhor fun¢@o nao-média do trabalho
anterior C'p-integral, obtendo resultados estatisticamente melhores do que MRF cldssicas

da combinagdo aditiva e soma probabilistica



3 SCBRF USANDO VARIOS iNDICES DE OVERLAP E
FUNCOES DE AGREGACAO UTILIZANDO FUNCOES DE
PENALIDADE PARA CONSENSO

Este capitulo apresenta o sistema de classificacdo baseado em regras fuzzy usando
varios indices de overlap e func¢des de agregacao, juntamente com a construgao de graus
de confianca de indices de overlap. Descrevemos o mecanismo de raciocinio de um sis-
tema de classificacdo baseado em regras fuzzy e também a escolha da melhor classe em
conjuntos de regras fuzzy usando fungdes de penalidade. Ao final consta a aplicagdo da

teoria estudada em um experimento juntamente com a avaliagdo dos resultados.

3.1 Sistemas de Classificacao Baseados em Regras Fuzzy

Um problema de classificacdo, do ponto de vista da aprendizagem supervisionada,
consiste em encontrar uma regra de decisdo que permita determinar a classe de um novo

objeto (também chamado de exemplo x € E) entre as classes ja existentes e conhecidas,

C € {C1,...,Cy}. Um exemplo é descrito através de um conjunto de observacdes
X = (x1, -+ ,Xxn). Cada uma dessas observagdes é chamada de varidvel, atributo ou
caracteristica.

Dentre todas as técnicas utilizadas para enfrentar problemas de classificacdo, um dos
mais utilizados sdo os SCBREF, pois permitem a inclusdo de todas as informagdes dis-
poniveis na modelagem do sistema, gerando um modelo interpretdvel e fornecendo resul-

tados precisos. Os dois componentes principais de SCBRFs sao:

e A Base de Conhecimento contendo a Base de Regras e a Base de Dados. No pri-
meiro, as regras de inferéncia fuzzy sdo armazenadas. O segundo inclui as funcdes

de associacao.

e O Mecanismo de Raciocinio Fuzzy, que faz uso das informacdes na Base de Co-

nhecimento para classificar os exemplos

O design de um classificador ou um sistema de classificagdo pode ser visto como a
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busca de um mapeamento:
DIE—>{01,...,OM}

otimizado no sentido de algum critério que determina a qualidade do classificador.

Um classificador fuzzy é um sistema baseado em regras fuzzy que utiliza a incerteza
apenas no mecanismo de raciocinio (RIID; RUSTERN, 2014) e que consiste em regras

no seguinte formato:
Regra R;: Se x1 € Aj1e--- e x, € Ay, entdo Classe C; € {C1,...,Cy} com Cnf,

onde R, é o rétulo da regra, x = (X1, - , X») € um vetor n-dimensional de exemplo, A,
denota o rétulo linguistico do i-ésimo recurso associado a regra g, C;; ¢ um consequente

daclasse e Cnf, € [0, 1] é o grau de confianca da regra R, (ou seja, o peso da regra).

3.2 Construcio de Graus de Confianca de Indices de Overlap

Para calcular o grau de confianca da regra R,, ou seja, para calcular Cn f,, pode-se
usar o grau de confianca e o suporte. A confian¢a de uma associacdo € classicamente

medida pela co-ocorréncia de atributos em tuplas no banco de dados.
Considere um conjunto de p regras { Ry, - - - , R, } conforme segue:

Regra Ry: Se x1 € Aj1e--- e x, é€ Ay, entdo Classe C; com Cn f; =7

Regra R,: Se x1 é A,1e--- e x, € Ay, entdo Classe C, com Cnf, =7
e pegue um conjunto de m exemplos y; com [ =1,---  m.

A seguir, apresentamos o Algoritmo 1, que foi desenvolvido para criar medidas de
confianca e suporte, usando indices de overlap, no treinamento dos elementos que ja
estdo classificados. Este algoritmo é uma generalizagdo do comumente usado em (RIID;
RUSTERN, 2014).
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Algoritmo 1
Entrada: Um conjunto de regras R;, com j € {1,---,p}, e um conjunto de exemplos

xi-com/ € {1,--- m}.
Saida: As medidas de Confian¢a (Cnf(R;)) e Suporte (Supp(R;)), para cada regra R;,
comj € {1,---,p}.

1: Selecionar uma fungdo de overlap O e um indice de overlap O;

2: Ordenar os exemplos x; = (X1, » Xm), com | = {1,--- 'm}, tendo em conta a
classe que classificam;

3: forqg=1topdo

4:  Selecionar os s < m exemplos que nos dizem que o objeto considerado pertence a

classe C, associada a regra R;
5. forj=1tosdo
6: Calcular (Grau de pertinéncia)

Cj(Xj> = O(Aq1<Xj1)a T 7Aqn(Xjn)); (11)

7.  end for

8:  Construir o conjunto fuzzy em U

(Cqs - {(uh Cl()ﬁ))? Tty (usv CS(XS))7 (us—i-la O)a Ty (um7 0)}7 (12)

9: for!l=1tomdo
10: Calcular

alxi) = O0(Aa(xn), -, Agn(Xm)); (13)

11:  end for

12:  Construir o conjunto fuzzy em U

Cqm = {<u1’ cl(Xl))v T (um7 Cm(Xm»};

13:  Calcular

O(Cu, U)
Cnf(R)) = ——=; 14
nf(fo) O(Cym, U) (14)
14:  Calcular
Supp(R,) = O(Cys, U); (15)

15: end for

Observacao 1 Observe que:

1. Se, na Equagdo (14) e (15), nés tomamos a expressdo para o indice de overlap O,
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definido na Tabela 2, recuperamos o grau de confianga e o suporte apresentado por
Ishibuchi et al. (ISHIBUCHI et al, 2005), que sdo dadas, respectivamente, por:

0.(C,, U
Cnf (Rq) = Oﬂ- (<(qu U))
_ %Zf:l ci(xi)
L3 alxa)
_ Zle ci(Xi) 16
> i ci(xa) (10)
e
1 S
Supp(R,;) = Or(Cys, U) = - ci(x (17)

=1

2. Na construcdo do grau de confianca Cnf da regra, usando a Equagdo (14), so
levamos em consideragdo os conjuntos Cys e C,p,,. Existem situagdes em que é ne-
cessdrio considerar o indice de overlap do conjunto composto pelas regras que ndo
classificam a classe considerada nesse momento (SANZ et al, 2010). No Algoritmo

1, isso significa que devemos construir o conjunto

(CQ(m—S) = {(u1> 0)7 T (u87 0)? (u8+1> 0)7 (u8+17 Cs+1(Xs+1))7 B (um7 Cm(Xm))}

e construir o grau de confianca da seguinte forma:

0, O(Cys, U) = O(Cypms), U
Cnf(Rq):maX{ L q@(c)qm U)( atm=, U} (18)

Teorema 6 Seja M : [0,1]> — [0, 1] uma fungdo de agregagdo que, para todo x,y €
[0, 1], tal que
M(a,y) = fH(wf(z) + (1 —w)f(y)),

onde w €]0,1[ e f : [0,1] — [a, b] € uma fun¢do continua e estritamente crescente. Entdo,

tem-se:

(i) M(x,min{yl, s 7yn}> = min{M(xvyl)’ CII) M(l‘7yn)}’

(ii) M é uma fungdo de agregacdo O-positiva.

Demonstracdo. Segue que:
(i) Considere L = min{yi,...,y,}. Entdo tem-se que M (x, L) < M(x,y;), para todo

1=1,...,n,¢e

min{ M (z,vy1),..., M(x,y,)} = M(z,L) = M(x,min{yy,...,yn})-
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(i) Existe um M(z,y) = 0 se e somente se ' (wf(z) + (1 —w)f(y)) = 0 se e so-
mente se wf(z) + (1 —w)f(y) = f(0). Se x ou y sdo estritamente positivos, entdo, da
monotonicidade de f, temos que f(z) ou f(y) é estritamente maior que f(0), e entdo
wf(z)+ (1 —w)f(y) > 0. Sendo que z =y = 0.

Corolario 2 No Teorema 6, tem-se a seguinte desigualdade:

M(min{xla e ,l’n}, min{yh e 7yn}) < min{M(xla y1)7 e aM(x’myn)} (19)

PROVA. Isso decorre da monotonicidade de M.

Usando a notagdo do Passo 6 do Algoritmo 1, criamos os seguintes conjuntos sobre o

referencial U':

(A) — {(u, Agsxin) g € U, 20)

=1
ondey=1,---,n,q€{1,...,p} éordtulodaregra R,, s < m é o niimero de exemplos
que informa que o objeto considerado pertence a classe C,, associada a regra 17, m € o
nimero total de exemplos e x; = (X1, ", Xwm), com I = {1,--- m}, é o conjunto

ordenado de exemplos, levando em consideragdo a classe que classificam.

Entdo, apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 7 Seja O : [0,1)> — [0,1] uma funcdo overlap e M : [0,1]" — [0,1]
uma funcdo de agregacdo O-positiva satisfazendo as condicoes do Teorema 6. Seja
O : CFU) x CF(U) — [0,1] um indice de overlap construido, para O e M, de
acordo com o Teorema 1. Entdo na configuracdo do Algoritmo 1, sempre que se con-

sidere T' = min, tem-se que:

o mnfo((5) )3 ))

onde C s é o conjunto fuzzy em U definido pela Equacdo (12), ¢ € {1,....p} é o rétulo
da regra R, s < m é o numero de exemplos que informa que o objeto considerado

pertence a classe C, associado para a regra R,, e m € o total do niimero de exemplos.
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PROVA. Isso segue que:
O(C, 1)
= Q(O(min{Aql (Xi1)s -+ 5 Agn(Xin)}, 1)) pelas Equagdes (1) e (11)
= M(O(min{Aql(XH), o A () 1 1)y
Olmin{Ag(xa):- Ap ()l D)
= M(min{O(Aql(Xn), 1),...,0(Ag(x1n), 1)}, e

min{O(Aql(Xsl), 1), ..., O0(Au(Xsn), 1))) pela Proposicdo 1

IN

min{]\/[ (O(Aql(x(ll)), 1),...,0(Au(x(s1)), 1)) ey

M (O(Aqn(x(ln)), 1),...,0(Az(x(sn)), 1)) } pelo Corolario 2

= min{(’)((jlqi> , U) e ,(’)((jlqz) , U> } pelas Equagdes (1) e (20)
=1/1 =1/ n

3.3 Mecanismo de Raciocinio de um Sistema de Classificacao Base-

ado em Regras Fuzzy

Nos SCBRFs, a escolha apropriada da func¢do de agregacdo a ser usada desempenha
um papel crucial. Esta fun¢do de agregacdo determina o comportamento do MRF, uma
vez que a informacdo local dada por cada regra fuzzy é agregada para fornecer informacao
global, que esta associada a cada classe do problema. Finalmente, o exemplo € atribuido
a classe que possui a informagdo global maxima, ou seja, a abordagem vencedora que
seleciona o rétulo da classe associado a regra que fornece o maior grau de ativacio da
regra.

Considere um conjunto de M classes {C},...,Cy} e um conjunto de p regras
{Ry,...,R,},com M < p, dado como:

Regra R,: Se x1 é Aj1e--- e x, € Ay, entdo Classe C, com Cnf,,

ondeq € {1,...,p},C, € {C1,...,Cy} representa a classe daregra R, e Cnf, é o grau
de confianca da regra IR, que € calculado pela aplica¢ao do Algoritmo 1.

Entdo, dado o esquema:

Regra Ry: Se xy1 € Aj1e...e x, é Ay, entdo Classe C; com Cn fi

Regra R,: Se x1 é A1 e...e x, é Ay, entdo Classe C, com Cnf,
Fato: y; ¢ Ale...ex,¢é A,
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apresentamos o Algoritmo 2 para calcular a classe C' € {C},...,Cy} para o qual o fato
pertence, levando em consideracdo diferentes sobreposi¢des entre os fatos e os anteceden-
tes das regras. Representamos essas sobreposicdes por meio de diferentes indices de over-
lap. Esse método de raciocinio (usando diferentes indices de overlap) € o que distingue
o Algoritmo 2 proposto dos classicos (veja ISHIBUCHI et al (2005)), que demonstramos

ser exemplos particulares do Algoritmo 2.

Algoritmo 2
Entrada: Um conjunto de regras Rj,com j € {1,-- -, p}, um conjunto de classes {C', - - - , Ci},

com M < p e um Fato {(A], 4j1), -, (4}, Ajn)}.
Saida: Uma classe C' € {C,--- ,Cy}.

1: Selecionar uma t-norma 7' e uma funcio de agregacio M;

2: Selecionar um conjunto de S indices de overlap {O1,...,Og};

b

Executar r vezes o Algoritmo 1. Cada regra R; atribuiu um r-tupla de graus de confianca (e
suporte): (C’nff, e C’nfﬂ);

4: for C' = C7 to Cy; do

5:  Selecionar o conjunto de regras ?; que atribuiu a classe C;
6: « = ndmero de regras que atribuiram a classe C;

7. fort=1tordo

8: for L=1to Sdo

9: forj =1toado
10: Caleular kS, = T(OL(Af, Aj1), -, OL(A, Ajn)) - cnfis
11: end for

12: Calcular K gn fo, = I?EX ijCn fOL;

13: end for S

14: Calcular K¢ = Ll\zéllKgnfoL;

15:  end for

16: end for

17: Seja C = arg max K¢,

E imediato que:

Proposicao 2 Se o Algoritmo 2 considera os valores de Cn f, dados pela Equagdo (16)
ou Equagdo (17) e o indice de overlap O : CF(U) x CF(U) — |0, 1] definido, para todo
A, B e CF(U), tem-se

O(A,B) = 3~ Alu) Bluw),

entdo recuperamos o algoritmo de Ishibuchi (ISHIBUCHI et al, 2005).
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3.4 Usando Funcoes de Penalidade para Escolher a Melhor Classe
em Conjuntos de Regras Fuzzy

Um fator chave no Algoritmo 2 € a funcdo de agregacido M selecionada para o Passo
1. Se, para um determinado sistema de classificacdo, executamos esse algoritmo varias
vezes, cada um deles com uma funcdo de agregacao diferente, podemos ter resultados
diferentes, gerando conjuntos de regras fuzzy.

Esse fato nos obriga a fornecer um sistema de consenso para selecionar a classe final
resultante. Para esse sistema, adaptamos o método de tomada de decisao apresentado em
(BUSTINCE et al, 2014), que usa para as funcdes de penalidade na fase de exploracdo
Py definidas sobre um produto cartesiano de lattices.

Denotamos por C* uma cadeia de elementos que pertencem [0, 1] e consideramos um

produto Cartesiano £, = C* x ... x C". Denotamos por B, o conjunto fuzzy em U de
N—————

modo que todos os valores de associagdo sejam iguais para y, € [0,1], que é, B, (u) =

y, € [0,1], para todo u € U. Considere Y = (yl,...,ym),gy = (By,,...,By,) €
CF(U)™.

Teorema 8 Seja K; : R™ — R™, comi = 1,...,n, funcdes semi-continuas pouca quasi-
convexa com um minimo exclusivo em K;(0) =0,e D : CF(U) x CF(U) — R" sejaa

distdncia entre conjuntos fuzzy, definidos, para todos X,Y € CF(U), por
D(A,B) =) | A(w) — B(u) |, 1)
i=1

onde n = card(U). Entdo o mapeamento Py : CF(U)™ x L}, — R*, dado, para todo
Ae CFU)™Y € L, por:

m

PV(/i V) = ZKQ<D(Aqa By,)) = ZZKq (Z | Aq(up) — v |) (22)

q=1 q=1 ¢=1

€ uma fungdo de penalidade definida sobre o produto cartesiano de lattices ﬁ;i&”“).

Observe que (P1) e (P2) da Defini¢do 12 segue da BUSTINCE et al (2014, Teorema
6). A prova de (P3) Defini¢do 12 € devido a soma das fungdes semi-convexas e semi-
continuas inferiores ;.

No Algoritmo 2, nés deixamos o usudrio escolher .S graus de confianca e r indices de
overlap. Entdo, para cada classe C; € C = {C,--- ,Cy} temos um conjunto de S x r
valores numéricos. Consideramos um produto cartesiano de varios lattices como classes
em nosso problema. Além disso, cada lattice possui .S x r elementos:

c c 9 M
Cl X oe0 X CM = (KC;Lflolwu’KC?l"bfros) X ... X (Ko;hfflola-..’KCnfTos)-
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Considere um conjunto de M classes e outro conjunto de M funcdes de agregacdo. Em
(BUSTINCE et al, 2014) € proposto um método de otimizagdo, de modo que, a partir de
todas as regras de agregacao de M, obtidas ao calcular as permuta¢des com repeti¢cdes das
funcgdes de agregacao M, podemos selecionar a tupla de tal forma que, quando aplicamos
os componentes da tupla (na sua ordem) aos componentes .S X r da classe correspondente,
obtemos a tupla M - que minimiza a dissimilaridade entre as classes de entrada M e a tupla
de nimeros considerada.

Modificamos (BUSTINCE et al, 2014, Algoritmo 1) para o nosso problema (Algo-
ritmo 3), aplicando a funcdo de penalidade adotada Py Equacgdo (22) para calcular o
desvio entre as saidas fornecidas pelas diferentes tuplas de fungdes de agregacdo e, em

seguida, selecionar aquela que minimiza essa dissimilaridade.

Algoritmo 3
Entrada:Usando o Algoritmo 2, calculamos:
c C
(Kc}’Lflol [ ’KC:Lf’I'OS)
s} M
(Kc;hfflol yr ’KCnfroS)

Saida: Uma classe C' € {C1,---,Cy}.

1: Selecionar uma func¢do penalty Py definido sobre o produto cartesiano de M lattices (Teorema
8);
2: Selecionar uma M-tupla (My, - - - , M) de fungdes de agregagdo idempotentes;
3: Calcular todas as permutagdes com repeti¢do (My (1), - - -, Myary) da tupla (My, ..., My).
4: for cada permutacdo de passo 3 do
mg(ll) = M, ) (KS, floyr JKSH . )

Cnfros
5: ..
C _ G M
ma?f\/[[) = Mo (KC%flol 7 ’KCnfroS)
6:  Calcular a funcdo de penalidade por
PV(Cla"'70Ma(m§(11)7"'am§?§/ﬂ)>); (23)
7: end for
8: Pegue a tupla de agregacgdes (Mg%a(l)), ey MWC;IE“J(M)), que, com os valores obtidos no passo
5, minimiza a Eq. (23);
9: Calcular
C1 _ C C C
K7 = Mmza(l)) (Kczflol rene ’KC’?llfros)
Cy G C M
K9 = Mmlzlﬂa(M) (chflol LA 7KCnf7“oS)
10: Seja C' = arg max K¢
{Cl,...,CM}

E imediato que:
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Proposicao 3 Seja M = (M, -- , My) uma tupla de func¢bes de agregagdo idempo-
tente. Se rodarmos o Algoritmo 2 vdrias vezes com diferentes funcées de agregacdo

idempotentes M € M, quando rodarmos o algoritmo de consenso (Algoritmo 3), tem-se

que:
(i) Seo My = ... = My, entdo o resultado é dado pelo Algoritmo 2.
(ii) Se, para todo i = 1,... M, M; é a média aritmética, entdo o Algoritmo 3 é o algo-

ritmo de votacdo ponderada na tomada de decisdo ((BUSTINCE et al, 2012)).

Observacao 2 Note-se que um raciocinio andlogo sobre o funcionamento do Algoritmo
2 com diferentes funcoes de agregacdo M e a execugcdo do Algoritmo 3 também podem
ser feitas usando diferentes t-normas na Etapa 1 do Algoritmo 2. Ndo desenvolvemos este

caso, pois é semelhante ao de diferentes fungéoes de agregacdo M.

3.5 Experimento
O exemplo consiste em:
1. Trés classes, denominadas, C;, Cy e Cs.

2. Duas varidveis linguisticas (atributos), denominadas, ; (indice de massa corporal
- IMC) e x5 (idade). Os valores x; € Y2 sao qualificados pelos termos lingiiisticos
baixo, médio e alto, como representado na Figura 1. Considerando o grafico no
topo da figura, para a varidvel linguistica x, os valores reais dos indices de massa
corporal sdo marcados no eixo X, variando de 14 a 42. Analogamente, no grafico na
parte inferior da figura, para a varidvel linguistica x5, os valores reais das marcacoes
estdo no eixo X e variam de 30 a 70. Os graus de associa¢do sdo marcados no
eixo Y, variando de O a 1, o que refletird os valores dos termos lingiiisticos de tais
variaveis nas fungdes de associa¢do. Por exemplo, um indice de massa corporal de
35 ¢ fuzzificado como: “y; baixo com pertinéncia 0, médio com pertinéncia 0.5 e

alto com pertinéncia 0.5”.

3. Vinte e cinco exemplos ou padrdes (isto €, m = 25), mostrados na Tabela 5. A
figura 2 mostra os exemplos usados para aprender as regras fuzzy € o novo exemplo
a ser classificado assim que as regras forem aprendidas. Para o processo de aprendi-
zagem pode-se observar que temos quatro exemplos de classes C; (sinal de adig@o),

10 exemplos da classe C (circulos) e 11 exemplos da classe Cj3 (tridngulos).

4. Cinco regras aprendidas (R1-R5), como mostra a figura 2), pelos dados da Tabela
5 e usado alguns dos métodos em (CHI et al, 1996; SANZ et al, 2011, 2012):

Regra R;: Se x1 € Médio e x2 € Baixo entdo Classe C; com Cn f; =7
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Baixo Médio Alto Baixo Médio Alto

14 28 42 50 70

Indice de Massa Corporal Idade

Figura 1: Termos Linguisticos para IMC e Idade

Tabela 5: Exemplos usados para treinamento
Id Exemplo y; =IMC yx, =Idade Classe

1 28 32 1
2 34 32 1
3 33 35 1
4 29 37 1
5 34 38 2
6 30 47 2
7 33 48 2
8 31 52 2
9 29 55 3
10 34 55 3
11 30 63 2
12 33 62 3
13 29 64 2
14 32 62 3
15 30 68 2
16 36 48 2
17 39 49 3
18 36 50 2
19 37 55 3
20 41 57 3
21 38 63 2
22 37 65 3
23 41 64 3
24 39 68 3
25 36 69 3

Regra Ry: Se x1 € Médio e o é Médio entdo Classe Cy com Cn fo =7
Regra R3: Se x1 é Médio e x3 € Alto entdo Classe Co com Cn f3 =7
Regra Ry: Se x1 é Alto e xo é Médio entdo Classe Cs com Cn fq =7

Regra Rs5: Se x1 € Alto e 2 é Alto entdo Classe C'3 com Cn fs = 7

Da anélise da Tabela 5, foram deduzidos 25 exemplos que estdo na forma:

Xl = (th Xl2)7

com!/ = 1,---,25, onde x;; representa o valor da varidvel x; (IMC) e x;2 (Idade) é o

valor da varidvel x5, no exemplo /.



38

1
Baixo Médio Alto
[]
18 zh r+
Inedice de Massa Conporal
] T
: . a N x
M (=3
: =]
H &
H i
: =]
: Ah
M - M
[} :
= :
m . .
he] : o : =
T : o LA o
= : H £ " =
: a 0 2
: + B
: +
H m
: =N
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: =}
30 1 1 [!
14 4l 35 a2 . =

#1: indice de Massa Corporal

Figura 2: Regras

3.5.1 Avaliando os Graus de Confianca para Cada Regra
Construindo os graus de confianga C'n f, para cada regra (¢ = 1,--- ,5). Os graus de
pertinéncia dos valores da Tabela 5 para os conjuntos representados na Figura 1 sdo dados

na Tabela 6.
Tendo em conta a Tabela 5, a distribuicao das regras entre as trés classes e Tabela 6,

calculamos os graus de confiancga das regras pelo Algoritmo 1 como segue:

Passo 1: Primeiro considere a t-norma do produto 7" = Tp e o indice de overlap O,
(dado na Tabela 2). Temos m = 25 exemplos, entdo A € C'F(U), temos que:

O.(AU) = %ZA(U) 1

uelU

Passo 2: Classifique os exemplos nas trés classes. Por exemplo, os quatro primeiros

exemplo sdo (' (veja Tabela 5).

Passo 3: Para ¢ = 1 até p = 5 (isto é, para todas as regras), € comeg¢ando com ¢ = 1:

Passo 4: Levando s = 4, relacionado com os primeiros quatro exemplos pertencentes a

classe ' (veja Tabela 5);

Passo 5: Paraj =1 até s = 4:
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Tabela 6: Graus de pertinéncia fuzzy

Id Exemplo x1 =IMC x2 = Idade Classe
Baixo Meédio Alto | Baixo Médio Alto
1 0.000  1.000 0.000 | 0.900 0.100 0.000 | 1.000
2 0.000 0.571 0429 | 0.900 0.100 0.000 | 1.000
3 0.000 0.643 0.357 | 0.750 0.250 0.000 | 1.000
4 0.000 0.929 0.071 | 0.650 0.350 0.000 | 1.000
5 0.000 0.571 0.429 | 0.600 0.400 0.000 | 2.000
6 0.000 0.857 0.143 | 0.150 0.850 0.000 | 2.000
7 0.000 0.643 0.357 | 0.100 0.900 0.000 | 2.000
8 0.000 0.786 0.214 | 0.000 0.900 0.100 | 2.000
9 0.000 0.929 0.071 | 0.000 0.750 0.250 | 3.000
10 0.000 0.571 0.429 | 0.000 0.750 0.250 | 3.000
11 0.000 0.857 0.143 | 0.000 0.350 0.650 | 2.000
12 0.000 0.643 0.357 | 0.000 0.400 0.600 | 3.000
13 0.000 0929 0.071 | 0.000 0.300 0.700 | 2.000
14 0.000 0.741 0.286 | 0.000 0.400 0.600 | 3.000
15 0.000 0.857 0.143 | 0.000 0.100 0.900 | 2.000
16 0.000 0.429 0.571 | 0.100 0.900 0.000 | 2.000
17 0.000 0.241 0.786 | 0.050 0.950 0.000 | 3.000
18 0.000 0.429 0.571 | 0.000 1.000 0.000 | 2.000
19 0.000 0.357 0.643 | 0.000 0.750 0.250 | 3.000
20 0.000 0.071 0.929 | 0.000 0.650 0.350 | 3.000
21 0.000 0.286 0.714 | 0.000 0.350 0.650 | 2.000
22 0.000 0.357 0.643 | 0.000 0.250 0.750 | 3.000
23 0.000 0.071 0.929 | 0.000 0.300 0.700 | 3.000
24 0.000 0.214 0.786 | 0.000 0.100 0.900 | 3.000
25 0.000 0.429 0.571 | 0.000 0.050 0.950 | 3.000

Passo 6: Calcular o grau de associacdo, levando em conta os valores da Tabela 6,

comecando por j = 1:

c1(x1) = Tr(Ani(x11), Ai2(x12)) = A11(28) - A12(32) = 1-0.900 = 0.900

c2(x2) = Tr(A11(X21), A12(X22)) = A11(34) - A12(32) = 0.571 - 0.900 = 0.5143
c3(x3) = Tp(A11(x31), A12(x32)) = A11(33) - A12(35) = 0.643 - 0.750 = 0.4821
ca(xa) = Tp(A11(xa1); A12(xa2)) = A11(29) - A15(37) = 0.929 - 0.650 = 0.6036

onde A;; e Ajs correspondem aos conjuntos fuzzy que definem os termos

lingiiisticos Médio e Baixo, respectivamente, na regra R;.

Passo 7: Construimos o conjunto fuzzy em U':

Cuu = {(ur,c1(x1)), (u2, c2(x2)); (us, ca(xz)), (ua; ca(xa))}
= {(u,0.9000), (ug,0.5143), (us3, 0.4821), (u4, 0.6036), (us,0), ..., (us,0)}

Passo 8: Paral = 1 até m = 25, comecando com [ = 1:
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Passo 9: Calculamos:

0.571 - 0.600 = 0.3429
0.857 - 0.150

0.1286

0.643 - 0.100 = 0.0643
0.786 - 0.000

0.0000

0.929 - 0.000 = 0.0000
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Passo 10: Construimos o conjunto fuzzy U:

) (u257 Cm(X25))}

{(uhcl(xl))? e

= {(u1,0.9000), (us,0.5143), (us, 0.4821), (us, 0.6036), (us, 0.3429),

Ci 25

(ug, 0.1286), (u7,0.0643), (us, 0.0000), (ug, 0.0000), (10, 0.0000),

(u11,0.0000), (u12,0.0000), (113, 0.0000), (114, 0.0000), (u15,0.0000),
(u16,0.0429), (u17,0.0107), (urs, 0.0000), (119, 0.0000), (uz0,0.0000)
(U/Ql, 00000), (Ugg, 00000), (Uzg, 00000), <U24, 00000), (UQ5, 00000)}

Passo 11: Usando a Eq. (14), calculamos:
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Tabela 7: C'nf construido a partir de diferentes indices de overlap
Regra O, O, Oz O

1 0.8092 0.6753 1 0.6867
2 0.5617 0.4964 1 0.4993
3 0.5024 0.4160 1 0.4290
4 0.5579 05164 1 0.5188
5 0.8169 0.7586 1 0.7598

Cnf(Ry)
O(C14,0)
O((C1257 U)

4
_ % i=1 ci(xi)

25
% Zi:l ci(Xi)

B L (0.90000 + 0.5143 + 0.4821 + 0.6036)
~ 10,9000 + 0.5143 + 0.4821 + 0.6036 + 0.3429 + 0.1286 -+ 0.0643 + 0.0429 + 0.0107)
2.5

~ 3.0803
—0.8092

Passos seguintes: Repetindo as etapas anteriores para ¢ = 2, 3,4, 5, temos os seguin-
tes resultados para outras regras: Cnf(R2) = 0.5671, Cnf(R3) = 0.5024,
Cnf(R4) = 0.5579, Cnf(R5) = 0.8169 (veja a segunda coluna da Tabela 7).

Se no passo 1 do Algoritmo 1, tomamos os indices de overlap da Tabela 3, entdo
obtemos os graus de confianca C'nf presentes nas colunas 3, 4 e 5 respectivamente na
Tabela 7.

3.5.2 Inferéncia

Dado o conjunto de regras, com seus respectivos graus de confianca:
Regra R;: Se x1 € Médio e 2 é Baixo entdo Classe C'; com Cn fi
Regra Ry: Se x1 € Médio e x2 é Médio entdo Classe C5 com Cn fo
Regra R3: Se x1 € Médio e x2 € Alto entdo Classe C'y com Cn f3
Regra R4: Se x1 € Alto e 2 € Médio entdo Classe C'3 com Cn fy
Regra Rs5: Se x1 é Alto e x2 € Alto entdo Classe C's com Cn f5
e o seguinte fato:
Indice de massa corporal = 33 e Idade = 61
Pretendemos determinar a qual classe este fato pertence, usando Algoritmo 2. Na
Figura 2 o novo exemplo a ser classificado (IMC=33 e Idade=61) é representado com o
asterisco e de acordo com sua posi¢do pode-se inferir que pertence a classe trés, ja que

estd rodeado de exemplos dessa classe.
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Agora, da Figura 1:

1. Construimos os conjuntos A} e Af, como segue:

Al ={(14,0),(15,0),---,(32,0),(33,1),(34,0),--- , (42,0)}
A, ={(30,0),(31,0),---,(60,0), (61,1), (62,0),---,(70,0)}

Por uma questao de simplicidade, apresentamos esta constru¢do. Na verdade, po-
demos escolher diferentes construgdes, dependendo da aplicacdo em que estamos
trabalhando.

2. Calcular os graus de pertinéncia da varidvel linguistica IMC (33) para o conjunto
fuzzy Baixo, Médio e Alto, que representa os termos linguisticos que qualificam
a variavel lingiiistica IMC. Os resultados sdao: Baixo(33)= 0.000, Médio(33)=
0.6429 e Alto(33)= 0.3571.

3. Analogamente, calculamos os graus de pertinéncia da varidvel linguistica Idade
(61), para os conjuntos fuzzy Baixo, Médio e Alto, obtemos os resultados:
Baixo(61)= 0.000; Médio(61)= 0.450 e Alto(61)= 0.550.

Executando o Algoritmo 2 para aprendizagem, temos:

Passo 1: Consideramos a t-norma 7" = Tp e a fun¢do de agregacdo M = max

Passo 2:  Consideramos o conjunto de S = 3 indices de overlap, asaber, {Ox, O, Oyat}
(Tabela 3)

Passo 3: Os graus de confianca Cnf; (j = 1,--- ,5) s@o calculados com o Algoritmo 1

e representados nas colunas 2, 3 e 5 da Tabela 7

Passo 4: Aplicado a t-norma nos indice de overlap de cada regra e apds multiplicado

pelo grau de confianga da regra, obtendo o resultado da Tabela 8

Passo 5: Aplicar a agregacdo do maximo.

Uma vez que o Algoritmo 2 foi executado com a fun¢do de agregacdo M; = max =
my, executamos este algoritmo duas vezes mais: uma com a agregacdo M, dado pelo
operador OWA correspondente ao quantificador pelo menos metade, isto €, considerando
o vetor de pesos w = (0.33,0.33,0.33,0,0,0), e outro com M3 dado pelo operador OWA
correspondente ao quantificador o maior niimero possivel, ou seja, considerando o vetor
de peso w = (0,0,0,0.33,0, 33,0, 33).

Em seguida, executamos o algoritmo de consenso, Algoritmo 3, com a funcdo de

penalidade Py do Teorema 8, definida, nesse contexto, por

M 2
FeCr Gty i) =33 WG, il) 09

=1 “j=1...,r;L=1,...8
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e as tuplas construidas calculando as permuta¢des com a repeticao de (M, My, Mj).
Entdo temos 27 combinacdes possiveis das 3 fun¢des de agregacao.

Na Tabela 8 apresentamos os valores numéricos obtidos com a funcdo penalidade
utilizada para cada uma das 3-tuplas consideradas. Observe que o valor minimo € de
0, 3366, correspondendo a combinagdo de agregacdes: (M, M3, M3). Observe que o
mesmo valor também é obtido com as combinagdes (M, M3, M3) e (Ms, M3, Ms), ja
que a regra da classe C'; ndo foi ativada.

Portanto, temos que K¢ = 0, K® = 0.1028, K> = 0.2318. Pelo Passo 10 do

Algoritmo 3 a classe resultante é Cs.

3.6 Analise do Experimento

A Tabela 8 mostra o resultado obtido com o Algoritmo 2 para o experimento, anali-
zando por colunas, vemos que cada coluna central corresponde aos dados obtidos com o
algoritmo cléssico de classificacdo, fixando um grau de confiancga para as regras e esco-
lhendo o conjunto de indices de overlap em Passo 2 como o conjunto que consiste em um
tnico overlap. Se analizarmos a Tabela 8 por linhas, o resultado é aquele obtido por meio
do Algoritmo 2 com dois graus de confianca e tr€s indices de overlap.

Entdo a Tabela 8 e o Algoritmo 2 nos permite estudar os resultados da classificacao de
um dado fato de duas maneiras diferentes: por meio do algoritmo cldssico (por colunas)
ou por meio de uma familia de diferentes medidas para representar a sobreposi¢ao entre
os antecedentes das regras e o fato considerado (por linhas).

Do nosso ponto de vista, devemos usar Algoritmo 2 e entender Tabela 8 por linhas,
pois na classificacdo sempre existem diferentes tipos de interagdes entre fatos e antece-
dentes, e devemos levar em conta todos deles. Isso ndo acontece nos algoritmos cldssicos,
que medem apenas a sobreposi¢do de uma maneira.

Da analise da primeira coluna na Tabela 8 deduzimos que o fato que estamos consi-
derando neste exemplo pertence a C5. No entanto, a partir da andlise das outras colunas
(exceto a quarta), deduzimos que o fato pertence a classe Cs.

Como ndo houve um consenso na classificacdo, recorremos ao uso da funcdo pe-
nalty sobre o produto cartesiano de lattices. Como foram escolhidas 3 trés funcdes de
agregacao, houve uma permutacao de 27 itens para 3 classes, que gera uma ganho consi-
derdvel no processamento, tendo em vista que o experimento foi realizado com uma base

de dados pequena.
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Tabela 8: Resultados do Algoritmo 2

Classe Cnf = Cnf Construido pelo Algoritmo 1 usando O, Cnf = Cnf Construido pelo Algoritmo 1 usando O, M =max |C = argmaxKC®
Gﬂ G GE; G# 6 G:&
-C — -C -C — -C — ~C — =e — O] _
Cl K¢y =0 Kihy, =0 Koo, =0 Ky =0 Kghy, =0 Kengo. =0 KO =
o= = Ty — 2()° b e _ y A7 ~C5 AN A = Ty — IAKRE [ )=4=¢ ; _ < =6 s
@ = v(0.1625,0.1776) K¢py, = V(0.3021,0.2087) KG: fo,,, = V(0-2420,0.2407) K& Jo, = V(0.1444,0.1517)  Kpy, = V(0-2685,0.2551) Nw;f = V(0.2151, 0.2056) | K = 0.3021
C3 = v(0.0897, 0.1605) wmw@ = (0.2237,0.3621) Nﬁ\g; = V(0.1803,0.2004) | K& o = V(0.0834,0.1492) >,m,§ = V(0.2080, 0.3367) w%\ = Vv(0.1677,0.2701) | K% = 0.3621 C =0y
Classe C2 C3 C3 C2 C3 C3
Tabela 9: Resultados obtidos através do Algoritmo 3. Consenso
1 2 3 4 5 6 [ 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
0.5717]0.3461 | 0.4242]0.5290 | 0.4394 | 0.4356| 0.3346 | 0.4783 0.4669 | 0.4783 | 0.4356 | 0.4394 | 0.4669 | 0.3461 0.5717 | 0.3346 | 0.5290 | 0.4242 | 0.3346 | 0.5290 | 0.4356 | 0.4669 | 0.4242 | 0.5717 | 0.4783 |0.4394 | 0.3461




4 APLICACAO DAS FUNGCOES DE (PRE)-AGREGACAO
BASEADAS NA INTEGRAL DE CHOQUET

Neste capitulo é apresentado a metodologia da aplicacdo das funcdes de (pré)-
agregacdo generalizadas da integral de Choquet no algoritmo desenvolvido. Executamos
esta proposta no mesmo exemplo do capitulo anterior e demonstramos os resultados obti-

dos, sem a utilizagao da fun¢ao de penalidade.

4.1 Metodologia

Utilizar o mesmo Algoritmo 1 apresentado no capitulo 3, com a geracado dos indices
de overlap de cada regra. Implementar as fun¢des de pré-agregacao baseada na integral de
Choquet no Algoritmo 2 e aplicar no mesmo conjunto de dados j4 apresentado, espera-se
que a classificacdo ja tenha um consenso sem a necessidade da execucao do Algoritmo
3, que se refere a funcdo penalty definida sobre as permutacdes das classes e funcoes de

agregacao.

Com a aplicac@o deste experimento espera-ser ter um melhor resultado na tomada
de decisdo, pois a integral de Choquet agrega os valores levando em consideracdo a im-
portancia das entradas individuais, ou seja, uma entrada especifica pode nao ser impor-

tante por si s6, mas se torna muito importante na presenca de algumas outras entradas.

Adotamos a medida fuzzy uniforme que € simétrica, ou seja, a medida de qualquer

subconjunto A sé depende da cardinalidade de A.

Selecionamos algumas funcdes de pré-agregacdo baseadas da Integral de Choquet
que nos artigos estudados obtiveram bons resultados nos comparativos. Conforme segue,
a funcdo de pré-agregacdo do produto de Hamacher 1 p (LUCCA et al, 2016), a CC-
integral do Mimino 7'M (LUCCA et at, 2016), a C'p-integral média Fy 4 e a C'p-integral
niao média Fy4o (LUCCA et al, 2018), a fun¢do Crypo-integral com o par de fungdes
GM — Ty e com o par de fungdes GM — Fpc (LUCCA et al, 2018). As férmulas de

cada fungdo estdo descritas na Tabela 4.
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4.2 Alteracao do Algoritmo 2

Ao invés de utilizar uma fungio t-norma, descrita no Passo 1 do Algoritmo 2, altera-

mos para o uso de uma fung¢do de (pré)-agregacdo baseada na integral de Choquet.

Algoritmo 4
Entrada: Um conjunto de regras R;, com j € {1,--- ,p}, um conjunto de classes {C1, - - - , Cm },

com M < p e um Fato {(A], A1), -, (4}, Ajn)}.
Saida: Uma classe C' € {C1,---,Cy}.

1: Selecionar uma func¢éo de (pré)-agregacdo P e uma funcdo de agregacdo M;

2: Selecionar um conjunto de S indices de overlap {O1,...,Os};

b

Executar r vezes o Algoritmo 1. Cada regra I2; atribuiu um r-tupla de graus de confianga (e
suporte): (Cnff, ., onfl);

4: for C = C7 to Cy; do

5:  Selecionar o conjunto de regras R; que atribuiu a classe C}
6:  « = ndmero de regras que atribuiram a classe C;

7. fort=1tordo

8: for L =1to Sdo

9: for j =1toado

10: Calcular kgCCnfoL = P(OL(A}, Aj1),...,OL(A),, Ajp)) - Ccnfi
11: end for

12: Calcular K gn fo, = r;azxfc ijCn fo, ;

13: end for Sor

14: Calcular K¢ = Lz\glKgn fo,

15:  end for

16: end for

17: Seja C' = arg max K¢,

4.3 Experimento

Tendo a mesma base dados apresentada no capitulo anterior, executamos o Algoritmo
1 e obtemos os valores da Tabela 7. Utilizando o mesmo fato, Indice de massa corporal =

33 e Idade = 61, executamos o Algoritmo 4 conforme segue:

Passo 1: Consideramos uma funcdo de pré-agregacdo P = Ty p e a funcdo de agregacdo

M = max

Passo 2: Consideramos o conjunto de S = 3 indices de overlap, a saber, {O,., O s Orat}
(Tabela 3)

Passo 3: Os graus de confianca Cnf; (j = 1,--- ,5) s@o calculados com o Algoritmo 1

e representados nas colunas 2, 3 e 5 da Tabela 7
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Tabela 10: Resultados do Algoritmo 4 com Funcdo Pré-Agregacdo T p

Classe Cnf =Cnf O, Onf =Cnf Opa M =max | C = argmaxK®

Cl K&y =0 Kghy =0 K¢ =0

C2 | K2, =v(0.2862,0.2841) | K(2, = Vv(0.2544,0.2426) | K = 0.2862

C3 | K&, =v(0.2110,0.3418) | K(2, = Vv(0.1962,0.3179) | K% = 0.3418 C=0Cy
Classe C3 C3

Tabela 11: Resultados do Algoritmo 4 com Fung¢do Pré-Agregacao 7'M

Classe Cnf =Cnf O, Cnf =Cnf Opy M = max C = arg maxK®

Cl K&, =0 K&, =0 K% =0

C2 | K2, =V(0.2420,0.2407) | K(2, = V(0.2151,0.2056) | K = 0.2420

C3 | K&, =Vv(0.1860,0.2904) | K(2 = v(0.1729,0.2701) | K™ = 0.2904 C =0y
Classe C3 C3

Passo 4: Aplicado a fungao de pré-agregacao nos overlaps de cada regra e apds multi-

plicado pelo grau de confianga da regra, obtemos o resultado da Tabela 10.

Passo 5: Aplicar a agregacdo do maximo resultando na classe C'3.

4.4 Analise do Experimento

Nas Tabelas 10, 11, 12, 13, 14 e 15 estdo apresentados os valores correspondentes
aos trés overlaps do fato pré-agregados e multiplicados por cada indice de overlap (O, e
Orat)-

Analizando as tabelas por linhas, o resultado € aquele obtido por meio do Algoritmo
4 com dois indices de overlap. O resultado das tabelas por coluna estd com apenas um
indice de overlap.

Usando o Algoritmo 4 e entendendo as Tabelas 10, 11, 12, 13, 14 e 15 percebemos
que, tanto por linhas, como por colunas, houve um consenso para a tomada de decisdao
na classificacdo. Isso se deve ao uso da funcdo de pré-agregacdo com base na integral
de Choquet, que considera a relacdo entre os elementos que estdo sendo agregados, for-
necendo a relevancia de um grupo por medidas fuzzy. O experimento realizado mostrou
que houve uma melhora na agregacdo dos elementos para a escolha da classe, como era
esperado, segundo os resultados em (LUCCA et al, 2016; LUCCA et at, 2016; DIMURO
et al, 2017; LUCCA et al, 2018)

Tabela 12: Resultados do Algoritmo 4 com Fung¢do Pré-Agregacdo Iy 4

Classe Cnf =Cnf O, Cnf =Cnf Opy M = max C = arg maxK®
Cl K&, =0 K&, =0 K =0
C2 Kg;f = V(0.3021,0.2987) Kg;if =V(0.2685,0.2551) | K = 0.3021
C3 Kgflf = V(0.2237,0.3621) Kgflf = V(0.2080,0.3367) | K = 0.3621 C=0Cs
Classe C3 C3
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Tabela 13: Resultados do Algoritmo 4 com Funcao Pré-Agregacao Fy 42

Classe Cnf =Cnf O, Cnf =Cnf Oy M =max | C = argmaxK®
Cl K&, =0 Kgh =0 K =0
C2 | K&2, =V(0.5131,0.4804) | K(2, = V(0.4561,0.4179) | K = 0.5131
C3 | K&y = Vv(0.4356,0.6697) | K(2, = v(0.4051,0.6229) | K% = 0.6697 C = C4
Classe C3 C3

Tabela 14: Resultados do Algoritmo 4 com Fungdo Pré-Agregagio Cpipo GM — Ty

Classe Cnf=Cnf O, Cnf =Cnf Oy M =max | C = argmaxK®
Cl K&y =0 Kgh =0 K% =0
C2 | K&z, =v(0.7013,0.6751) | K¢2, = Vv(0.6234,0.5765) | K® = 0.7013
C3 | K&3, =Vv(0.5526,0.8722) | K(3, = Vv(0.5139,0.8111) | K% = 0.8722 C =0y
Classe C3 C3

Tabela 15: Resultados do Algoritmo 4 com Fungdo Pré-Agregacdo Cripo GM — Fpc

Classe Cnf =Cnf O, Cnf =Cnf O M = max C = arg maxK®
Cl K&, =0 K&, =0 K =0
C2 Kgflf = V(0.6022,0.5796) Kg;if = V(0.5353,0.4949) | K2 = 0.6022
C3 Kgflf = V(0.4927,0.7686) Kgflf = V(0.4582,0.7148) | K = 0.7686 C=0Cs

Classe

C3

C3




5 CONCLUSAO

Na classificacdo existem diferentes tipos de intera¢des entre fatos e antecedentes, e de-
vemos levar em conta todos eles. Isso ndo acontece nos algoritmos cldssicos, que medem
apenas a sobreposi¢dao de uma maneira.

O uso do médximo como fun¢do de agregacdo no MRF para obter a informacgao glo-
bal € muito comum na literatura. Isto é conhecido como o MRF da regra vencedora.
No entanto, se considerarmos, para cada classe, apenas as informac¢des fornecidas por
uma tUnica regra fuzzy que tenha a maior compatibilidade com o exemplo, as informagdes
disponiveis fornecidas pelas regras fuzzy restantes do sistema sdo ignorados. Por isso
a proposta do uso das funcOes de pré-agregacao baseadas na integral de Choquet deste
trabalho, para que cada elemento calculado fosse considerado na agregacao.

Com este trabalho proporcionamos a interacao entre os fatos e os antecedentes com o
uso de trés overlaps, e com a aplicac¢do de algumas funcdes de (pré)-agregacao, tornando
a selecdo da classe com maior relevancia.

Introduzimos um método de tomada de decisdo em conjuntos de sistemas de
classificacdo baseados em regras fuzzy que usam esses conceitos e funcdes de (pré)-
agregacdo. Para isso, desenvolvemos 4 algoritmos relacionados a SCBRFs:

1. O Algoritmo 1, que implementa um método para construir medidas de confianga e
suporte, com base em indices de overlap, que, por sua vez, podem ser construidos

por fungdes de overlap;

2. O Algoritmo 2 implementa um novo MRF para SCBREF, usando diferentes indices
de overlap e funcdes de agregacdo para obter a classe selecionada atrdves de um

treinamento, generalizando alguns métodos cléssicos;

3. O Algoritmo 3, que implementa o método de consenso para a classificacio, baseado

em fun¢des de penalidade, quando necessario;

4. O Algoritmo 4, baseado no MRF do Algoritmo 2, usa diferentes indices de overlap
e fungdes de (pré)-agregacao para obter a classe selecionada atrdves de um treina-

mento.
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Como trabalhos futuros pretendemos aplicar em outras bases de dados os indices de
overlap e as funcdes de (pré)-agregacdo baseadas na integral de Choquet para verificar se
a descoberta da classe € feita sem a necessidade da funcao penalty, como ocorreu neste
experimento, além disso estudar o impacto da medida fuzzy nas fungdes de pré-agregacao

para a tomada de decisao.
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