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Prefacio

Esta obra visa a disponibilizar um material adequado a
ementa de varias disciplinas oferecidas na Universidade Federal do
Rio Grande (FURG), bem como propiciar aos estudantes de
graduacédo e pos-graduagdo um material de apoio que auxilie no seu
processo de ensino-aprendizagem.

Este livro foi iniciado com base no material que j4 vinhamos
construindo no contexto da sala de aula na modalidade presencial.
Devido a necessidade de preparar um material didatico para as
disciplinas de Estatistica oferecidas pela FURG na modalidade a
distancia, foram feitas adaptacdes. Os textos foram redigidos de
forma a facilitar a compreensao dos temas tratados, possibilitando ao
estudante uma aprendizagem independente e autbnoma.

A contribuicdo dos estudantes e dos tutores a distancia ao longo
do curso possibilitaram que este trabalho fosse revisado e melhorado.

O primeiro capitulo apresenta alguns conceitos de estatistica,
métodos de amostragem, os tipos de variaveis e planejamento de um
estudo estatistico. No segundo capitulo, é discutida a forma de
organizacdo dos dados. Sdo apresentadas as tabelas e os graficos
para dados qualitativos, bem como a distribuicdo de frequéncia e o
histograma, que consistem num tipo de organizacdo particular em
gue os dados quantitativos sdo agrupados segundo a freqiéncia com
que ocorrem. Além disso, traz os cuidados na montagem e
interpretacdo dos graficos, pois estes podem distorcer a informacao
guando mal elaborados. O terceiro e o quarto capitulo tratam das
medidas estatisticas, como média, desvio-padrdo, variancia,



assimetria e curtose. Ainda o terceiro capitulo trata das medidas
estatisticas para dados ndo-agrupados e o quarto capitulo, das
medidas estatisticas para dados agrupados. O quinto capitulo
comeca com uma abordagem dos conceitos basicos de
probabilidade, indo até a discusséo do teorema da soma, teorema do
produto e a probabilidade condicional. O sexto capitulo apresenta as
variaveis aleatérias com énfase nas variaveis aleatorias discretas. O
sétimo capitulo discute dois modelos probabilisticos de variaveis
aleatorias discretas: Binomial e Poisson. O oitavo capitulo apresenta
a distribuicdo normal. Essa distribuicdo € importante em estatistica,
pois muitas das técnicas de inferéncia partem da premissa de que as
variaveis apresentam distribuicdo normal.

Em cada capitulo foram elaborados exemplos e exercicios
resolvidos. Também sao disponibilizados exercicios
complementares, com a finalidade de que o estudante avalie sua
aprendizagem a cada etapa. As respostas desses exercicios sao
apresentadas ao final de cada capitulo.

Ficam aqui registrados nossos agradecimentos a todas as
pessoas que contribuiram de diferentes formas para o
desenvolvimento deste livro. E um agradecimento muito especial aos
nossos familiares pela compreensao nas horas perdidas de convivio
para a elaboracgéo deste livro.

Desde ja agradecemos as contribuicdes e sugestdes futuras a
fim de aperfeicoar este trabalho.

As autoras



1 Introducéo a Estatistica

A Estatistica é a ciéncia que se ocupa de coletar, organizar,
analisar e interpretar dados a fim de subsidiar a tomada de
decisdes. Sua grande importancia reside no fato de ter um vasto
campo de aplicagdo, na administracdo, educacgdo, medicina,
engenharia, politica, entre outras ciéncias e atividades.

Todos os dias nos sao apresentados dados estatisticos, seja
pela televisdo, jornais, radio ou Internet. Basta a divulgacdo de
pesquisas sobre taxas de desemprego, indice de popularidade de
governantes, indice de audiéncia de programas de televisdo, para
que algumas pessoas ja contestem sua validade. E claro que
pesquisas feitas de forma incorreta, assim como dados mal
coletados, podem levar a decisbes equivocadas. Mas, quando um
estudo estatistico é feito de forma criteriosa, seus resultados
permitem obter conclusdes confiaveis.

No passado, o grande obstaculo para o uso da Estatistica
eram os calculos que exigiam horas de trabalho cansativo. Com o
avanco da tecnologia esse obstaculo praticamente desapareceu.
Entretanto, ndo basta ter um computador ou uma calculadora que
elabore gréaficos, tabelas e realize calculos: é necessario que
tenhamos conhecimento para compreendé-los, bem como capacidade
para construi-los. Portanto, € importante o conhecimento de
conceitos béasicos para que utilizemos de forma adequada as

diferentes técnicas estatisticas.
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1.1 Campos da Estatistica

A Estatistica esta dividida em trés campos: Estatistica
Descritiva, Probabilidade e Estatistica Inferencial.

Estatistica

Estatistica Descritiva Probabilidade Estatistica Inferencial

A Estatistica Descritiva tem por objetivo a coleta, a
organizagao, a apresentacao dos dados em tabelas ou gréficos, assim
como a obtencdo de algumas medidas como média, proporgéo,
disperséo que auxiliam na descricdo de um conjunto de dados.

Embora a Estatistica Descritiva seja amplamente usada em
varias areas do conhecimento, ndo vai além da informacao fornecida
pelos dados; nenhuma inferéncia é feita além dos préprios dados.
Por exemplo, se cinco alunos de uma turma obtém as seguintes
notas numa avaliagdo: 8, 9, 7, 7, 9, & possivel, por meio da
Estatistica Descritiva, resumir esta informacdo calculando a média
das notas destes cinco alunos, que neste exemplo sera 8, mas nao
podemos concluir que a média de toda a turma seja 8.

A andlise de amostras com a finalidade de inferir sobre a
populacdo exige generalizacbes que vao além dos dados coletados.
Como as amostras sdo formadas por apenas alguns elementos da
populacao, ha incertezas com relagdo as conclusdes que a podemos
chegar sobre as caracteristicas de uma populagdo por meio da
andlise da amostra. Como a probabilidade é uma ferramenta
importante para a andlise de qualquer situacdo que envolva incerteza,
ela é fundamental na inferéncia estatistica. A Estatistica Inferencial

12



€ um conjunto de técnicas que obtém informa¢cBes sobre uma
populacéo a partir de resultados observados huma amostra.

Estatistica Coleta, organiza, apresenta e resume 0s
Descritiva dados afraves de medidas estatisticas
e s
Estatistica Probabilidade Analisa situacdes que envolvem o acaso
| —

Estatistica . : g
E— Analisa e interpreta os dados amostrais

1.2 Populacéo e amostra

Num estudo estatistico, ndo interessa analisar unidades
individuais, mas sim grupos ou conjuntos, pois seu objetivo € o
estudo de toda a populacdo. Em estatistica, populacédo é definida
como o conjunto de individuos, objetos ou produtos que apresentam,
pelo menos, uma caracteristica em comum. Assim, nossa populagéo
pode ser tanto toda a populacdo de uma cidade, como todas as
pecas produzidas por uma fabrica. Uma populacdo pode ser
pequena, grande ou infinita. O numero de observacdes em uma
populacao finita é designado pela letra N.

Apesar de algumas populacées terem um numero finito de
elementos, muitas vezes é inviavel fazer-se uma andlise de todos
eles, seja pela distribuicdo geografica, pelo custo elevado, pelo
tempo que a pesquisa demandaria, ou em estudos em que o
elemento é destruido no experimento. Por isso, geralmente os
pesquisadores trabalham com amostras que consistem de uma parte

13



da populacédo selecionada para o estudo. Neste caso, escolhe-se
uma parte da populagcédo para o estudo, chamada amostra, com n
elementos, com as mesmas caracteristicas da populacdo. O objetivo
de selecionar uma amostra é obter conclusGes que possam ser
generalizadas para a populacao, isto €, possam ser inferidas.

Exemplo: Uma pesquisa pretende estudar a opinido de
estudantes com relacdo a mudanca do sistema de avaliagdo em uma
universidade. Neste caso, a populacdo é formada por todos os
estudantes matriculados na instituicdo. Para compor a amostra 0s
pesquisadores entrevistaram 200 estudantes.

As medidas estatisticas obtidas com base em uma populagéo
sdo denominadas parametros populacionais, representadas,
geralmente, por letras gregas. Por exemplo, a média da populacao é
representada pela letra grega p (Ié-se mi). As medidas estatisticas
obtidas com base em amostras sdo denominadas estimadores ou
estatisticas amostrais. Os valores numéricos assumidos pelos
estimadores ou estatisticas amostrais sdo chamados estimativas.
Em uma definicdo mais simplista, o parametro é obtido a partir da
andlise de toda a populagdo e o estimador ou estatistica amostral €
obtido a partir da analise da amostra.

Exemplo: Um professor calcula a média das notas obtidas
entre os 50 alunos da Turma A. Se considerarmos a Turma A como a
populacdo a ser considerada, a média obtida € um parametro
populacional. No entanto, se o professor seleciona 10 alunos entre
0s 50 alunos da Turma A e calcula a média das notas destes 10, a
média é considerada uma estatistica amostral ou um estimador.

14



Populagdo de alunos da Turma A & N = 50
alunos, média populacional p = 8,2.

@ Amostra de alunos da Turma A = n = 10

alunos, média amostral X=7,7 .

Como, em geral, os parametros sdo desconhecidos, pois
dificilmente é possivel fazer uma andlise de toda a populacdo, as
estatisticas amostrais sdo usadas para se ter uma idéia do valor dos
parametros populacionais. Portanto, € muito importante que a
amostra seja representativa da populacdo, pois amostras
tendenciosas levaréo a resultados questionaveis. Nao existe técnica
estatistica capaz de salvar uma amostra mal-coletada, sendo assim,
nenhuma inferéncia estatistica podera ser realizada com base nesta
amostra. Antes da coleta dos dados, é preciso definir o método de
amostragem mais adequado para escolher os elementos da
populacdo que irdo compor a amostra.

1.3 Métodos de amostragem

Na maioria dos problemas de inferéncia estatistica, € impossivel
ou impraticavel observar a populacdo inteira. Logo, dependemos de
uma amostra de observacgfes da populacdo que ajude a tomar decisdes
acerca desta. Para que as inferéncias sejam validas, € necessario que a
amostra seja representativa da populagao.

15



Existem dois tipos de métodos de amostragem: os métodos
probabilisticos e o0s ndo-probabilisticos. Os métodos
probabilisticos exigem que cada elemento ou individuo da populacao
tenha uma probabilidade conhecida (n&o-nula) de ser selecionado
para compor a amostra. Além disso, a amostragem é realizada com
seus elementos selecionados independentemente uns dos outros
(um por vez). Os resultados podem ser inferidos para a populacéo.
Nos métodos né&o-probabilisticos, a escolha destes elementos
depende em parte do julgamento do pesquisador ou do entrevistador —
h& escolha deliberada dos elementos da amostra. Uma vez que os
elementos da populacdo ndo tém a mesma probabilidade de compor
a amostra, na amostragem nao-probabilistica ndo é garantida a
representatividade da populacéo.

Para a escolha do método de amostragem, o pesquisador
deve levar em conta o tipo de pesquisa, a acessibilidade e
disponibilidade dos elementos da populacdo, a variabilidade da
populacéo, a disponibilidade de tempo para a realizagdo da pesquisa,
e 0s recursos financeiros e humanos disponiveis, entre outros fatores.

Do ponto de vista estatistico, o0 método probabilistico € o
preferivel, pois constitui a base da maior parte das técnicas estatisticas.

Quadro 1 — Vantagens e desvantagens dos métodos de amostragem

Método de
Vantagens Desvantagens
amostragem
Ha garantia de
S - Custo alto
Probabilistico representatividade da
N Demorado
populacéo
Falta de exatiddo devido a
Conveniéncia tendéncia na selecéo.
Nao-probabilistico || Rapidez N&o héa garantia de
Baixo custo representatividade da
populacéo.

16




1.3.1 Métodos de amostragem probabilisticos

Dentre os métodos de amostragem probabilisticos,
podemos citar a amostragem aleatéria simples, amostragem
sistematica, amostragem estratificada e amostragem por
agrupamento ou conglomerados.

Na amostragem aleatéria simples (AAS), todos os
elementos da populagdo tém a mesma probabilidade de compor a
amostra. A amostra pode ser selecionada por sorteio (nomes em
pedacos de papel), ou, quando a populagdo for muito grande, os
elementos podem ser numerados e em seguida selecionados por
meio de calculadoras ou computadores.

Exemplo 1: O professor deseja selecionar cinco estudantes
para apresentar um trabalho. Escreve o nome dos 30 estudantes em
pedacos de papel e seleciona os estudantes por sorteio.

Exemplo 2: O dono de uma locadora de filmes deseja fazer
uma pesquisa de satisfacdo entre seus clientes. A amostra sera
composta por 50 clientes. A locadora tem 3.000 associados, por iSso
fica invidvel colocar o nome de cada um num pedaco de papel e
realizar o sorteio. Como o cadastro dos sOcios esta organizado por
nameros, 0 proprietario da locadora utiliza um computador e gera
aleatoriamente 50 nameros de 1 a 3000. Os clientes com o nimero
gerado pelo computador integrardo a amostra.

A amostragem sistematica € utilizada quando a populacéo
apresenta-se organizada segundo algum critério, de tal modo que
cada um de seus elementos possa ser unicamente identificado pela
posicdo (por exemplo, fichas, lista telefénica etc.). Neste método de
amostragem, supbe-se que a distribuicAo dos elementos da
populacdo, em uma lista, é aleatdria. Neste caso, a amostragem é

17



realizada por intervalos fixos. Seleciona-se, aleatoriamente, o primeiro
elemento, que deve estar entre 1 e o fator de sistematizacéo, depois
escolhem-se os membros da amostra a intervalos regulares. O fator
de sistematizacdo é obtido por meio da divisdo do numero de
elementos da populacéo (N) pelo nimero de elementos da amostra (n):

. . ~_ N
fator de sistematizagdo=—
n

Arredonda-se o fator de sistematiza¢do para o numero inteiro
mais proximo.

Exemplo: Ao selecionar-se uma amostra sistemética com 30
elementos de uma populacdo de 600 individuos, o fator de
sistematizacdo sera de 600/30 = 20 intervalos. Um numero entre 1 e
20 ser& escolhido aleatoriamente entre os primeiros individuos da
populacdo. Suponha-se que tenha sido escolhido o numero 7. O
sétimo elemento serd o primeiro elemento da amostra. As selecbes
subseqlentes serdo 27, 47, 67, 87, ..., 567 e 587.

A amostragem estratificada é indicada quando a populagéo
encontra-se dividida em grupos distintos (populacdo heterogénea).
Dependendo dos objetivos do estudo, a populacdo sera dividida em
dois ou mais subgrupos, denominados estratos, que compartilham
uma caracteristica comum, como sexo, grau de instrucdo e classe
social. Depois que uma populacdo ¢é dividida em estratos
apropriados, podemos fazer uma amostra aleatéria simples em cada
estrato. Os resultados da amostragem podem entdo ser ponderados
e combinados em estimativas apropriadas da populacdo. Com a
estratificacdo obtemos estratos homogéneos internamente e
heterogéneos em relacdo aos outros estratos. Nessa situagdo, a
estratificagcdo gera amostras mais representativas da populagéo.

O numero de elementos de cada estrato que constituirdo a
amostra é calculado com base em duas informacdes: (1) o tamanho que
deve ter a amostra total e (2) como a amostra total deve ser alocada entre
0s estratos. As amostras dentro de cada estrato podem ser
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proporcionais ou desproporcionais ao tamanho do estrato em relacédo a
populacao.

Exemplo: Uma comunidade universitaria é formada por 8.000
individuos, entre professores, estudantes e funcionarios. Na tabela
1.2 é apresentado o numero de individuos em cada um destes
estratos, proporcional ao seu nimero na populagéo, considerando
uma amostra com 5% dos elementos da populagao.

Tabela 1.2 — Amostragem estratificada

Estratos Populacao Amostra
Professores 800 40
Funcionarios 1.200 60
Estudantes 6.000 300

Total 8.000 400

Na amostragem por agrupamento ou conglomerado, 0s
elementos da populacéo sdo divididos em grupos, de forma que cada
grupo seja representativo da populagéo total. Uma amostra aleatoéria
simples dos grupos é entdo obtida, e todos os elementos dentro de
cada grupo sao analisados. Podemos citar como agrupamentos
agéncias, quarteirbes, edificios ou bairros. A amostragem por
agrupamentos resulta em economia de custo, particularmente se a
populacédo estiver dispersa por uma extensa area geografica, pois em
um agrupamento muitas observacdes da amostra podem ser obtidas
em tempo relativamente curto, 0 que possibilita obter um tamanho de
amostra maior, com custo total significativamente mais baixo.

Exemplo: Numa pesquisa sobre a desnutricio dos
estudantes nas escolas publicas de um municipio, foram sorteadas
aleatoriamente algumas escolas (conglomerados) e todos os
estudantes de cada escola participaram da pesquisa.
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Quadro 2 — Resumo dos métodos de amostragem probabilistica

| Tipo | | Descricéo

A selegdo pode ser feita por uma lista aleatéria de

Aleatéria simples .
elementos ou por sorteio.

Sistematica Populacéo organizada sob algum critério. Comega com
um inicio aleatério e depois a amostragem é realizada por
intervalos fixos.

Estratificada A populagdo é dividida em estratos homogéneos e
amostras aleatérias sdo selecionadas de cada estrato.

A populagéo é dividida em sec¢des ou grupos e é obtida
Agrupamento uma amostra aleatéria dos grupos. Todos os elementos
de cada grupo sdo analisados.

1.3.2 Métodos de amostragem nado-probabilisticos

Dentre os métodos de amostragem nao-probabilisticos,
podemos citar a amostragem por conveniéncia, por julgamento ou
por quotas.

Na amostragem por conveniéncia, 0s elementos ou
individuos séo selecionados com base na sua semelhanca presumida
com a populagdo e na sua disponibilidade imediata. Freqlentemente
sdo entrevistados clientes de estabelecimentos comerciais,
possibilitando ao pesquisador fazer contato com grande numero de
pessoas em curtos periodos de tempo e a baixo custo. Portanto, a
amostragem por conveniéncia tem a vantagem de ser rapida e barata
pela facil selecdo da amostra e coleta dos dados, no entanto é dificil
avaliar quao representativa da populagéo € essa amostragem.

Exemplo 1: Um programa de televisé@o libera um numero de
telefone para que os telespectadores possam ligar e dar sua opinido
sobre determinado assunto.

Exemplo 2: Um reporter de TV faz entrevistas na rua.
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Na amostragem por julgamento, a pessoa mais
conhecedora do assunto a ser pesquisado escolhe intencionalmente
os individuos ou elementos que ela considera representativos da
populacdo para comporem a amostra. Com frequéncia este € um
modo relativamente facil de selecionar uma amostra. No entanto, a
gualidade dos resultados da amostra depende do julgamento da
pessoa que faz a selecéo.

Exemplo 1: Em estudos sobre o assédio sexual no trabalho,
0 pesquisador pode entrevistar apenas aqueles que sofreram
assédio sexual no trabalho e/ou pessoas que trabalham e
desenvolvem pesquisas sobre este assunto.

Exemplo 2: Antes de langar um novo produto no mercado,
algumas empresas o testam entre seus funcionérios. Isso porque
acredita-se que os funcionarios terdo reagdes mais favoraveis em
relacéo ao novo produto do que o publico. Dessa forma, se o produto
ndo passar por esse grupo, nao tem perspectiva de sucesso no
mercado em geral.

Na amostragem por quotas, o pesquisador procura obter
uma amostra que seja similar a populagdo sob determinado(s)
aspecto(s) ou dimensdo(6es) considerando as caracteristicas da
populagdo, como sexo, idade, classe social, entre outras. A amostra
deve possuir propor¢des similares de pessoas com as mesmas
caracteristicas na populacdo. Se acreditarmos que a resposta a uma
pergunta pode variar dependendo do sexo da pessoa, entdo devemos
buscar respostas proporcionais de homens e mulheres. Podemos achar
também que as pessoas da classe média tém opinido diferente das
pessoas da classe baixa sobre determinado assunto, entdo isso seria
um outro aspecto a ser considerado na coleta da amostra. Portanto,
podemos pedir ao entrevistador para encontrar pessoas da classe
média, sexo feminino e de determinada faixa etaria.

Exemplo: Pesquisas de opinido de mercado e pesquisas de
marketing.
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Quadro 3 — Resumo dos métodos de amostragem n&o-probabilistica

| Tipo | | Descricéo |

Os elementos sdo selecionados com base na sua
Conveniéncia semelhanca presumida com a populacdo e na sua
disponibilidade imediata.

Pesquisador usa o seu julgamento para escolher
Julgamento intencionalmente os individuos ou elementos que ele
considera representativos da populagao.

O pesquisador entrevista um numero predefinido de

uotas .
Q pessoas segundo determinados aspectos.

1.4 Variaveis e dados estatisticos

Definimos como variavel a caracteristica que cada individuo,
objeto ou produto assume (p. ex., sexo, idade, peso) e dados
estatisticos os diferentes valores ou categorias que cada variavel
pode assumir (ex., masculino e feminino). As variaveis podem ser
gualitativas ou quantitativas.

As variaveis gualitativas ou categéricas podem ser
separadas em diferentes categorias que se distinguem por alguma
caracteristica ndo-numeérica. Podem ser do tipo nominal ou ordinal.
Em uma variavel qualitativa nominal, os dados observados sao
meramente classificados em varias categorias distintas, usando-se
nomes, marcas ou qualidades — por exemplo, cores, religido,
disciplinas. Uma variavel qualitativa ordinal envolve dados, que
podem ser classificados em categorias distintas, podendo ser
arranjados em ordem, como, por exemplo, classes sociais, grau de
instrucao, opinido do usuario.
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As variaveis quantitativas ou numéricas consistem em
nameros gue representam contagens ou medidas. Podem ser do tipo
discreta ou continua. Em uma variavel quantitativa discreta os
dados observados assumem apenas valores inteiros, como, por
exemplo, numero de livros, nimero de passageiros. Em uma
variavel quantitativa continua os dados observados podem
assumir qualquer valor num certo intervalo, por exemplo, altura, peso,
temperatura do ar.

Quadro 4 — Resumo dos tipos de variaveis

Variavel Tipo Exemplos
. Sexo: masculino e feminino
Nominal . - L
Disciplina: matematica, portugués, historia
Quialitativa
. Notas: A, B,C,D, E
Ordinal - - ;
Opinido do usuério: bom, regular ou ruim
) NUmero de pecas produzidas, numero de
Discreta ;
alunos, nimero de erros em faturas
Quantitativa
} Altura de pessoas, temperatura do ar, peso
Continua )
Notas variando de 0 a 10

Como as variaveis tém naturezas diferentes quanto aos
possiveis valores que podem assumir, a escolha do processo a ser
utilizado na andlise ou descricdo de dados estatisticos depende do
tipo de variavel considerada. Por exemplo, numa pesquisa de opinido
em que é perguntado ao usudrio se ele esta satisfeito com o servico
recebido, se as opg¢Oes de resposta forem: muito bom, bom, regular
ou ruim, ndo poderemos calcular a média, pois esta variavel ndo €
numérica e ndo poderd ser usada nenhuma técnica estatistica
baseada na média.
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1.5 Planejamento de um estudo estatistico

O objetivo de um estudo estatistico € coletar dados para
subsidiar a tomada de decisGes. Se o processo for planejado de
forma inadequada, as conclusdes nao serdo confiaveis.

Um bom planejamento fornece respostas para questbes como:

®  Porqué
B Quem
®  Quando
® Oqué
® Onde
® Como

Dessa forma, evitam-se surpresas indesejaveis ao final da
pesquisa por dados coletados incorretamente, medidas n&o
adequadas as técnicas estatisticas de interesse, entre outras.

Um bom estudo estatistico também depende da correta
execucdo e finalizagcdo, que devem seguir as seguintes etapas:

®  Coleta dos dados.

®  Organizacdo e apresentacdo dos dados em tabelas ou
gréaficos que facilitem sua visualizacdo. Resumo dos dados através
de medidas estatisticas como média, desvio-padrao, coeficiente de
variagao etc.

®  Andlise e interpretacao dos dados.

® Elaboracdo de um relatério de forma que seja facilmente
compreendido por quem for fazer uso dos resultados da pesquisa na
tomada de decisdes.

Muitas pessoas jamais precisardo desenvolver um estudo
estatistico, mas provavelmente terdo que interpretar os resultados de
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algum desses estudos, seja no exercicio de sua cidadania, no
trabalho ou na sua vida pessoal. Por isso, € importante que todos
estejam familiarizados com as etapas do planejamento de um estudo
estatistico, para ter condi¢cdes de analisa-los com criticidade.

Exercicios complementares

1) O que é Estatistica?

2) Explique a diferenga entre uma variavel qualitativa e uma
variavel quantitativa. Dé um exemplo de cada.

3) Explique a diferenga entre uma variavel numérica discreta
e uma variavel numérica continua. D& um exemplo de cada.

4) Defina populacdo e amostra.

5) O questionario abaixo foi aplicado aos estudantes de uma
universidade que frequentaram a livraria do campus durante a
primeira semana de aula de 2008. A pesquisa foi realizada pela
Secretaria de Avaliagdo Institucional da universidade. Identifiqgue o
tipo de variavel.

a) Idade (em anos)

b) Sexo

c) Numero de livros que vocé costuma ler por ano.

d) Forma de pagamento utilizada na compra:

() emdinheiro ( ) cheque () cartdo de crédito ( ) cartdo de débito

e) Vocé classificaria o servigo prestado pela livraria como:

() 6timo () bom () péssimo

f) Valor gasto na compra do(s) livro(s)
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6) Determine se cada afirmacéo é verdadeira ou falsa. Se for
falsa, reescreva-a em sua forma verdadeira.

a) Dados do tipo nominal sé&o qualitativos.

b) Dados do tipo ordinal sdo quantitativos.

) A estatistica descritiva trata de tirar conclusdes sobre uma
populagéo, a partir de uma amostra.

d) Uma amostra € um subconjunto de uma populacao.

e) Um estimador é uma medida que descreve uma
caracteristica de uma populagéo.

f) Dados categéricos consistem em nimeros que representam
contagem ou medidas.

7) Faca a distincdo entre métodos de amostragem
probabilisticos e nao-probabilisticos.

8) Explique rapidamente as caracteristicas:
a) da amostragem aleatéria simples;

b) da amostragem por quotas;

c) da amostragem sistematica.

9) Que consideracdes um pesquisador deve levar em conta,
para escolher o melhor método de amostragem?

10) Elabore um exemplo, em sua area, para um tipo de
amostragem probabilistica e outro exemplo para um tipo de
amostragem n&o-probabilistica. Primeiro, descreva o objetivo da
pesquisa. Com base nesta informagéo, defina a populagédo. Escolha
0 método de amostragem (probabilistico ou nédo-probabilistico) e o
tipo de amostragem (estratificada, conglomerados, julgamento etc.).
Justifigue sua escolha.
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Respostas

1. Estatistica € a ciéncia que se ocupa de coletar, organizar,
analisar e interpretar dados, a fim de subsidiar a tomada de decisofes.

2. Variaveis qualitativas podem ser separadas em diferentes
categorias que se distinguem por alguma caracteristica nao-
numérica. Exemplo: sexo, cidade, nivel de escolaridade. Variaveis
guantitativas consistem em ndmeros que representam contagens ou
medidas. Exemplo: niumero de alunos na escola, numero de livros,
temperatura do ar, altura de pessoas.

3. Nas variaveis numéricas discretas, os dados observados
assumem apenas valores inteiros, como em contagens, por exemplo:
numero de filhos, nimero de carros no estacionamento. Nas
variaveis numéricas continuas, os dados observados podem assumir
gualquer valor num certo intervalo; por exemplo: peso, tempo
cronometrado numa corrida de carros, estatura.

4. Populacdo é todo conjunto de individuos, objetos ou
produtos que apresentam pelo menos uma caracteristica em comum.
Amostra € um subconjunto da populagédo que preserva as mesmas
caracteristicas observadas na populacgao.

5. a) variavel quantitativa discreta;
b) varidvel qualitativa nominal;

c) variavel quantitativa discreta;
d) variavel qualitativa nominal,

e) variavel qualitativa ordinal,

f) variavel quantitativa continua.

6.a) Verdadeira
b) Falsa. Dados do tipo ordinal séo qualitativos.
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c) Falsa. A estatistica descritiva coleta, organiza, apresenta
em tabelas e graficos e resume os dados, através de medidas
estatisticas [ou] A estatistica inferencial trata de tirar conclusdes
sobre uma populacao a partir de uma amostra.

d) Verdadeira

e) Falsa. Um pardmetro € uma medida que descreve uma
caracteristica da populagéo.

f) Falsa. Dados quantitativos consistem em numeros que
representam contagem ou medidas.

7. Os métodos probabilisticos exigem que cada elemento ou
individuo da populacédo possua uma probabilidade conhecida (nédo-
nula) de ser selecionado para compor a amostra. Seus resultados
podem ser inferidos para a populacdo. Nos métodos ndao-
probabilisticos, os elementos da populagdo ndo possuem a mesma
probabilidade de compor a amostra.

8. Resposta individual

9. Para a escolha do melhor método de amostragem, o
pesquisador deve levar em conta: o tipo de pesquisa; a acessibilidade
e disponibilidade dos elementos da populagéo; a representatividade
necessaria para atingir os objetivos da pesquisa; a disponibilidade de
tempo para a realizacdo da pesquisa; os recursos financeiros e
humanos disponiveis, entre outros fatores.

10. Exemplo 1 — Método néo-probabilistico:

Objetivo da pesquisa: verificar a opinido dos ciclistas de uma
determinada cidade quanto as condi¢cdes de uso das vias publicas e
0 que fazer para melhorar a circulagcdo nas mesmas.

Populacao: ciclistas que utilizam as vias publicas.

Método de amostragem: tendo em vista a inexisténcia de um
cadastro de ciclistas, o que impossibilita determinar o nimero de
ciclistas na cidade, sugerimos uma amostragem n&o-probabilistica.
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Tipo de amostragem: neste caso, adotaremos uma amostragem
por conveniéncia, em que o0s entrevistadores serdo distribuidos em
10 pontos estratégicos da cidade para entrevistar os ciclistas que
concordarem em participar da pesquisa.

Exemplo 2 — Método probabilistico:

Objetivo da pesquisa: verificar a opinido dos estudantes de
graduacdo de uma universidade com relagdo ao processo de
avaliacdo da aprendizagem.

Populacéo: estudantes regularmente matriculados em cursos
de graduacao da institui¢&o.

Método de amostragem: tendo em vista que a universidade
possui um cadastro de todos o0s estudantes organizados
ordenadamente por ndmero de matricula e curso, sugerimos a
realizacdo de uma amostragem probabilistica.

Tipo de amostragem: para manter as mesmas caracteristicas
da populagdo na amostra, estas deverdo ser proporcionais ao
namero de alunos por curso, devendo ser realizada uma amostragem
estratificada.
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2 Apresentacao e organizacao de dados

A apresentacdo e a organizacdo dos dados de um estudo
estatistico podem ser feitas por meio de tabelas e graficos.

Uma tabela € um meio bastante eficiente de apresentar um
conjunto de dados, facilitando sua compreensdo e interpretacéo.
Uma tabela deve apresentar: titulo, cabecalho, corpo e fonte. A
tabela ainda pode apresentar elementos complementares, como
notas e chamadas, colocadas de preferéncia no rodapé.

Tabela 2.1 — Exemplo de tabela

TiTULO
Frota de Veiculos do Municipio de Rio Grande/RS
CABEGALHO 2007
\. Tipo de Veiculo Quantidade — COLUNA

Automovel 34.571
Caminhao 1.696
Caminhao trator 508
Caminhonete 1.950

CORPO Microdnibus 106
Motocicleta 16865 & ‘e k
Motoneta 3.870
Onibus 421
Trator de rodas 66
Fonte: IBGE

O titulo, localizado no topo da tabela, é formado por um
conjunto de informacgBes que identificam o tipo de variavel que esta
sendo tratada, o local e o periodo em que os dados foram coletados.
Basicamente, o titulo deve responder trés questbes: “o que”, “onde”,
“‘quando”.

O cabecalho especifica o conteddo das colunas. Em uma
coluna coloca-se uma variavel do tipo: tempo, local ou espécie, e na
outra a quantidade ou frequéncia observada.
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O corpo da tabela é formado por um conjunto de linhas e
colunas com as informacdes sobre a varidvel em estudo. O espaco
destinado a um Unico dado ou numero € denominado casa ou célula.

A fonte especifica quem coletou originalmente os dados.

A forma dos gréficos e o tipo de tabela dependem da natureza
dos dados coletados. A seguir, serdo apresentadas as tabelas ou
séries para dados qualitativos com seus respectivos graficos, e na
sequéncia, as distribuicdes de frequéncia, que sao séries especificas
para dados quantitativos e sua representacao gréfica.

2.1 Tabelas para dados qualitativos

Um conjunto de dados estatisticos dispostos em tabelas em
funcdo do tempo, do local e da espécie é denominado série
estatistica. As séries estatisticas podem ser classificadas em
temporal, geografica e especifica, dependendo do tipo de variavel
gue apresentam. As séries mistas ou tabelas de dupla entrada séo
séries que apresentam mais de uma variavel.

As séries especificas ou categéricas sdo constituidas por
dados obtidos nas diferentes espécies ou categorias de uma mesma

variavel.

Tabela 2.2 — Série estatistica especifica ou categorica
NUmero de cursos participantes por area — ENADE 2006

Area Quantidade
Administragcéo 1.475
Ciéncias Contabeis 772
Ciéncias Econdmicas 216
Direito 811

Total 3.274

Fonte: MEC/INEP/DEAES — ENADE 2006

31



As séries temporais ou cronoldgicas apresentam os dados
de uma varidvel tomados em intervalos obtidos ao longo do tempo.

Tabela 2.3 — Série estatistica temporal ou cronoldgica
Exportacdo de frutas, cascas de citricos e melGes
Brasil — 1997 a 2002

Anos Valor (US$ 1.000)
1997 301.005
1998 293.030
1999 323.973
2000 369.181
2001 346.456
2002 369.177

Fonte: ABIA — CESEX*

A série geografica apresenta dados provenientes de
diferentes regides geograficas ou locais.

Tabela 2.4 — Série geografica

Ocupacdo territorial das regides no Brasil — 2008

Estados Porcentagem (%)
Norte 45
Nordeste 18
Centro-Oeste 19
Sudeste 11
Sul 7

Fonte: IBGE

As séries mistas ou de dupla entrada combinam dois tipos de
séries onde os dados podem referir-se a locais, espécies ou tempos
diferentes. Por apontar mais de uma caracteristica dos dados ao
mesmo tempo, a série mista exige sempre mais de uma coluna.

'ABIA. Associagdo Brasileira das Industrias da Alimentagdo. <http://www.abia.org.br>.
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Tabela 2.5 — Série mista

Numero de cursos participantes por categoria administrativa segundo as
areas avaliadas — ENADE 2006

Categoria administrativa
Area Publica Privada Total
Administracéo 163 1.312 1.475
Ciéncias Contabeis 122 650 772
Ciéncias Econémicas 75 141 216
Direito 94 717 811
Total 454 2.820 3.274

Fonte: MEC/INEP/DEAES — ENADE 2006

2.2 Gréficos estatisticos para dados qualitativos

Os dados estatisticos também podem ser apresentados por
gréaficos, cujo objetivo € auxiliar na visualizagdo e compreensdo dos
dados, visto que proporcionam rapida interpretacdo das principais
caracteristicas do fendBmeno em estudo. Para tal, séo utilizados diversos
tipos de graficos, como grafico de linhas, setores, colunas ou barras. A
escolha do tipo de grafico depende dos dados a serem apresentados.

Grafico de colunas — os retadngulos tém a mesma base e as
alturas representam o ndmero ou a frequéncia observada. Os dados
da tabela 2.2 estao representados na figura 2.1.

Numero de participantes por area - ENADE 2006
1600 1475
g
£ 1200
: 772 811
g 800 -
@
§ 400 - 216
z
0 -
Administracdo C. Contaheis C. Econamicas Direito
Cursos

Fonte: MEC/INEP/DEAES — ENADE 2006
Figura 2.1 — Grafico de colunas
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Grafico de barras — Os retangulos tém a mesma altura e as
bases representam o nimero ou a frequéncia observada. O gréfico
de barras é mais indicado quando as legendas sao extensas; o de
colunas, quando as legendas séo curtas. Os dados da tabela 2.2 sé&o
apresentados na Figura 2.2, num grafico de barras.

Numero de cursos participantes por area - ENADE 2006

Direito

C. Econdmicas

Cursos

C. Contdbeis

Administracdo

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Numero de cursos

Fonte: MEC/INEP/DEAES — ENADE 2006
Figura 2.2 — Gréfico de barras

Gréfico de linhas — Na representacdo grafica de uma série
temporal, o grafico de linhas geralmente é o mais indicado, principalmente
guando o objetivo € mostrar as observagbes em funcéo do tempo em
gue foram medidas. As linhas séo particularmente mais eficientes do
gue as colunas quando existem intensas flutuagbes nos dados. Os
dados da tabela 2.3 estéo representados no grafico de linhas da figura 2.3.

Exportacdo de frutas, cascas de citricos e
melGes-Brasil - 1997 a 2002

400.000

350.000

300.000
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200.000 T T T 1

1997 1998 1999 2000 2001 2002
Ano

Fonte: ABIA — CESEX
Figura 2.3 — Grafico de linhas para a série temporal
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Grafico de setores — Ajuda a visualizar a por¢cdo que cada
grupo representa no todo. O total é representado pelo circulo que fica
dividido em tantos setores quantas sdo as partes. Obtemos cada
setor por meio de uma regra de trés simples, lembrando que o total
da série corresponde a 360° e/ou 100%. Por exemplo, nos dados da
tabela 2.4 a fatia relativa a Regido Sul corresponde a 7% do circulo,
(figura 2.4)

Ocupacaéo territorial das regides no Brasil

Sul
Sudeste 7%
11%

Norte
45%

Centro-Oeste
19%

Nordeste
18%

Fonte: IBGE
Figura 2.4 — Gréfico de setores

Grafico de colunas multiplas — Na representacao gréafica de
uma série mista, podemos utilizar um gréafico de colunas multiplas ou
linhas multiplas, dependendo do tipo de informacgéo a ser transmitida.
Os dados da tabela 2.5 estéo representados na figura 2.5.
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Fonte: MEC/INEP/DEAES — ENADE 2006
Figura 2.5 — Grafico de colunas multiplas

Gréaficos enganosos — Os graficos constituem excelente
forma de apresentar dados, mas também podem ser enganosos. Na
Figura 2.6 sdo apresentados dois graficos que representam a
evolucdo nas vendas de uma loja durante os meses de janeiro a
junho. O gréafico da Figura 2.6(a) aparentemente apresenta maior
evolucdo do que o grafico da Figura 2.6(b), no entanto os dois
representam o mesmo conjunto de dados — a diferenca esta na
escala do eixo vertical. No primeiro grafico, os valores do eixo
vertical iniciam em 20, e no segundo gréfico, iniciam em 10, o que
modifica a linha do gréfico. Portanto, deve-se prestar atencdo nos
gréaficos, porque a configuracdo pode induzir a leitura equivocada.

28 -
25
22 4
19 1
16
13
. 10 + : : . 2 e
jan fev mar abr mai jun jan  fev. mar abr mai jun
Meses Meses
Figura 2.6 (a) Figura 2.6 (b)
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2.3 Tabelas para dados quantitativos

Quando descrevemos os dados estatisticos resultantes de
variaveis numéricas ou quantitativas — por exemplo, altura, peso,
salarios —, utilizamos as distribuicbes de frequéncia.

Uma distribuicdo de frequéncia é uma série estatistica na qual
0s dados sdo organizados em grupos de classes ou categorias
convenientemente estabelecidas. Na apresentacdo dos dados
numeéricos, as distribuicdes de frequéncia podem ser divididas em
dois tipos: distribuicdo de frequéncia sem intervalos de classe e
distribuicdo de frequéncia com intervalos de classe.

Quando os dados quantitativos estédo listados na ordem em
qgue foram coletados, sem nenhum tipo de ordenacdo, s&o
denominados dados brutos. A seguir, sdo apresentados os dados
brutos das idades de 36 alunos da disciplina Probabilidade e
Estatistica, FURG-1998.

Dados brutos:

18 19 19 19 20 20 21 19 18
21 22 20 18 19 19 18 21 23
19 20 20 21 22 20 19 19 18
23 18 24 19 20 19 22 20 19

Observando os dados acima, verifica-se que é dificil
determinar se os valores estdo concentrados ou dispersos, e qual é o
menor ou 0 maior valor. Mas, se os dados forem organizados em
ordem crescente ou decrescente, em rol, fica mais facil ter uma idéia
do comportamento dos valores.

Dados em rol:

18 18 18 18 18 18 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19
20 20 20 20 20 20 20 20 21
21 21 21 22 22 22 23 23 24
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Com os dados ordenados (rol) podemos verificar facilimente
gue o aluno mais jovem da turma tem 18 anos e o mais velho tem 24;
gue a amplitude de variacdo foi de 24 -18 = 6 anos; que ha uma
concentracao maior de alunos entre 18 e 20 anos.

Se um conjunto de dados consiste em relativamente poucos
valores, muitos dos quais estdo repetidos, como no exemplo das
idades, simplesmente contamos quantas vezes cada um desses valores
ocorre e entdo apresentamos o resultado em uma tabela de frequéncia.

Tabela de frequéncia para as idades

Idade Frequéncia

18 6

19 12

20 8

21 4

22 3

23 2

24 1
Total 36

Acrescentando titulo e fonte a tabela, teremos uma distribuicdo de
frequéncia sem intervalos de classe, ndo havendo perda de informagao.

Tabela 2.6 — Distribuicdo de frequéncia sem intervalos de classe
Idade dos alunos da disciplina Probabilidade e Estatistica

FURG-2005
Classes (i) Idade (xi) Frequéncia
1 18 6
2 19 12
3 20 8
4 21 4
5 22 3
6 23 2
7 24 1
- Total 36

Fonte: Sala de aula
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Em uma distribuicdo de frequéncia, as classes sao intervalos
de variacdo da variavel (x)). Na tabela 2.6 h4 sete classes de
variacdo. A idade de 20 anos esté na terceira classe da distribuicdo
de frequéncia. As classes sdo representadas pela letra i, sendo
i=1,2,3,...k (k € o nimero total de classes da distribuicéo).

Quando um conjunto de dados possui muitos valores com
poucas repeticdes, a construcdo de uma distribuicdo de frequéncia sem
intervalos de classes pode ficar muito extensa, dificultando a
visualizagdo do comportamento do grupo como um todo. Nesse caso, €
mais conveniente agrupar os valores em intervalos de classe, 0 que
resultard em uma distribuicéo de frequéncia com intervalos de classe.

Exemplo:
Dados brutos

Notas de 40 alunos
5,5 10,0 9,9 7,8 8,0 8,9 2,0 3,0 8,9 3,8
4,5 7,3 3,8 8,8 7,5 3,4 1,0 4,0 7,5 5,8
8,0 6,9 5,0 3,0 6,5 9,9 1,1 7,4 5,5 7,5
6,4 10,0 6,0 9,9 10,0 8,9 8,0 10,0 8,6 9,5

Rol
Notas de 40 alunos
1,0 3,0 4,0 5,5 6,5 7,5 8,0 8,8 9,5 10,0
1,1 3,4 45 5,8 6,9 7,5 8,0 8,9 9,9 10,0
2,0 3,8 5,0 6,0 7,3 7,5 8,0 8,9 9,9 10,0
3,0 3,8 5,5 6,4 7,4 7,8 8,6 8,9 9,9 10,0

Organizando os dados em uma tabela, temos:

Nota Frequéncia Nota Frequéncia Nota Frequéncia
1,0 1 5,8 1 8,6 1
1,1 1 6,0 1 8,8 1
2,0 1 6,4 1 8,9 1
3,0 2 6,5 1 9,0 1
34 1 6,9 1 9,5 2
3,8 2 7,3 1 9,9 3
4,0 1 7,4 1 10,0 4
4,5 1 7,5 3

50 1 7,8 1 Total 40
5,5 2 8,0 3
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Se observarmos a tabela acima, podemos verificar que esta
ficou extensa devido a grande variacdo dos dados, dificultando sua
analise. Neste caso, torna-se valido o agrupamento dos dados em
intervalos de classe. Costuma-se usar o0 menor valor da série como
limite inferior da primeira classe da distribuicdo de frequéncia — por
exemplo, 1,0 (menor valor). Supondo que a amplitude do intervalo de
classe seja 1,5, o limite superior da primeira classe sera 2,5 (1,0 + 1,5 =
2,5). Dessa forma, em vez de dizer que um aluno tirou 1,0, um aluno
tirou 1,1 e um aluno tirou 2,0; podemos dizer que trés alunos tiraram
notas entre 1,0 e 2,5. A tabela fica organizada da seguinte forma:

Tabela 2.7 — Montagem da distribuicdo de frequéncia com intervalos
de classe

Notas de 40 alunos

Notas Tabulagcdo Frequéncia
10+25 N 3
25+ 40 1 5
4,0+ 55 = 3
55+ 7,0 il 7
7085 ] °
8,5 H 10,0 |7| z |: 13

Total 40

Inserindo titulo e fonte na tabela 2.7, teremos uma distribuicéo
de frequéncia como na tabela 2.8.

Tabela 2.8 — Distribuicdo de frequéncia com intervalos de classe
Notas de 40 alunos

Notas Frequéncia
10+ 25 3
2,5+ 4,0 S
40+ 55 3
55+ 7,0 7
7.0+ 85 9
8,5 H 10,0 13

Total 40

Fonte: Caderno de chamada
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Cada intervalo de classe possui um limite inferior da classe (l)
e um limite superior da classe (Li). Na tabela 2.8, na terceira classe, 0
limite inferior é |z = 4,0 e o limite superior é L3 = 5,5.

Montagem da distribuicdo de frequéncia com
intervalos de classe

Para montar a distribuicdo de frequéncia com intervalos de
classe das notas dos alunos (tabela 2.8), foram realizados os
seguintes calculos:

®Amplitude total (AT): € a diferenca entre o maior e 0 menor
valor do conjunto de dados.
AT = V(méx.) - V(min.))=10,0-1,0=9 2> AT =9

®Numero de intervalos de classe (k): para ter uma idéia do
namero de intervalos de classes mais adequado pode-se usar a
regra de Sturges, que nos da o numero de classes em fungcdo do
namero de dados coletados: se os dados coletados forem relativos a
uma amostra, 0 nimero de elementos na regra de Sturges sera

representado pela letra “n”;

k=1+3,3logn
Se os dados forem relativos a uma populacdo, o numero de
elementos é representado por “N”.

k=1+3,3logN
No exemplo acima, temos:
k=1+3,3.log40=1+ 3,3. 1,60206 = 6,2868 =>» k =6,29
Na montagem de uma distribuicdo de frequéncia, procura-se
usar, geralmente, de 5 a 15 classes. Usando menos de 5 classes ha
muita perda de informac¢do; mais do que 15, a tabela fica muito
extensa e dificulta a interpretacéo.
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®Amplitude do intervalo de classe (h): calcula-se a
amplitude de cada classe dividindo a amplitude total (AT) pelo
namero de classes (k). A amplitude de classe é definida como o
intervalo entre o limite inferior e o limite superior de cada classe. O
valor de h pode ser arredondado, para facilitar a analise e
interpretacao dos dados.

:ﬂzvmax_vmin h=£=i=l43
k k > k 629
No exemplo, como séo notas, para facilitar a interpretacdo da
tabela a amplitude de cada classe foi arredondada para h = 1,5.
Por ultimo, conta-se a frequéncia de ocorréncia de cada valor
gue pertence a cada intervalo de classe da distribuicdo de frequéncia.

No exemplo, a distribuicio de frequéncia tera

h

aproximadamente seis intervalos de classe (k=6) com a amplitude de
cada classe igual a h = 1,5, ou seja, se comegarmos com a menor
nota, a primeira classe contera todas as notas maiores ou iguais a 1,0
e menores do que 2,5 (1,0 + h =2,5). O valor 2,5 é o limite superior da
primeira classe. O limite superior ndo sera contado nesta classe e sim
na proxima, por isso o sinal entre os numeros na distribuicdo €&

fechado a esquerda e aberto a direita. O intervalo de 4,0 — 5,5 tem
trés alunos que tiraram: 4,0; 4,5 e 5,0. A nota 5,5 s6 é contada na
proxima classe.

Numa distribuicdo de frequéncia com intervalos de classe,
ganha-se em simplicidade, mas perde-se informacéo. Por exemplo,
na tabela 2.8, pode-se verificar facilmente que cinco alunos tiraram
entre 2,5 e 4,0, excluindo o 4,0, sem no entanto saber exatamente a
nota de cada um dos cinco alunos.

Geralmente inicia-se a primeira classe pelo menor valor do
conjunto de dados, somando-se o valor da amplitude de classe para
encontrar o limite superior, mas pode-se iniciar com outro valor mais
conveniente.
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2.3.1 Outra forma de montar uma distribuicao de
frequéncia com intervalos de classe

Algumas distribuicdes de frequéncia sdo montadas utilizando
classes do tipo “menos de” ou “mais de”, denominadas classes
abertas, usadas, geralmente, para reduzir o nimero de classes de
uma distribuicdo quando o conjunto de dados possui alguns valores
muito menores ou muito maiores do que os demais. A desvantagem
no uso de distribuicbes com classes abertas € a impossibilidade de
calcular medidas estatisticas como, por exemplo, média e desvio
padréo.

Tabela 2.9 — Distribuicdo de frequéncia com classes abertas
Distribuicdo de frequéncia das idades dos alunos

Idades Frequéncias
Menos de 20 8
20 + 25 13
25 - 30 10
30 + 35 S
35 - 40 2
Mais de 40 2
Total 40

Fonte: Ficticia

Além dos exemplos apresentados aqui, existem outras formas
de se montar uma distribuicdo de frequéncia. O importante é
escolher a melhor maneira de descrever o conjunto de dados
facilitando a compreensdo e andlise da variavel sob estudo sem
muita perda de informacé&o.
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2.3.2 Tipos de frequéncia

®Frequéncia simples ou absoluta (f): sdo os valores que
representam o numero de elementos de cada classe, como nho
exemplo da tabela 2.10.

Exemplo: A frequéncia simples da segunda classe é igual a
cinco: f, = 5.

®"Frequéncia relativa (fr): é a razdo entre a frequéncia
simples (f) de cada classe e a frequéncia total ou soma das
frequéncias simples (X fi):

Exemplo: A frequéncia relativa da segunda classe da tabela
2.10 é:

Obs. 1: A soma das frequéncias relativas € sempre igual a um
Q):xfri=1

Obs. 2: O uso da frequéncia relativa facilita as comparagdes entre
mais de um conjunto de dados com diferentes numeros de
elementos, o que seria mais dificil com a frequéncia simples.

®Frequéncia percentual (fp)): para obter a frequéncia
percentual, basta multiplicar a frequéncia relativa por 100:
fp = fr x 100
Exemplo: A frequéncia percentual da terceira classe é:
fp2 = fr x 100 = 0,125 x 100 = 12,5%
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Tabela 2.10 - Frequéncia simples (fi), frequéncia relativa (fr) e
frequéncia percentual (fp;)

Classe (i) NOTAS fi fri fpi

1 10+ 25 3 0,075 7,5%
2 2540 5 0,125 12,5%
3 4,0+ 5,5 3 0,075 7,5%
4 55+ 7,0 7 0,175 17,5%
5 7085 9 0,225 22,5%
6 8,5 H10,0 13 0,225 32,5%

Total 40 1 100%

®Frequéncia acumulada (F): é a soma da frequéncia simples
da classe com as frequéncias simples das classes anteriores. A
frequéncia acumulada da Ultima classe é igual ao nimero total de
observagoes.

Exemplo: Na tabela 2.11, a frequéncia acumulada
correspondente a terceira classe é:

Fy=f+f,+1; = F;=3+5+3=11

Portanto, existem 11 alunos com nota inferior a 5,5 (limite
superior do intervalo da terceira classe).

Da mesma forma que na frequéncia simples, também podemos
calcular a frequéncia relativa ou percentual da frequéncia acumulada.

®Frequéncia acumulada relativa (Fr): é a frequéncia
acumulada da classe, dividida pela frequéncia total do conjunto de
dados:

2
Exemplo: A frequéncia acumulada relativa da terceira classe é:
F
Fry=—3=Fry= 1 0275 Fry =0,275
>f; 40
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Tabela 2.11 - Frequéncia acumulada (F;), Frequéncia acumulada
relativa (Fr)) e Frequéncia acumulada percentual (Fpi)

Classe (i) NOTAS fi Fi Fri Fpi
1 1025 3 3 0,075 7,5%
2 25 40 5 8 0,20 20,0%
3 40L 55 3 11 0,275 27,5%
4 55 7.0 7 18 0,45 45,0%
5 70L 85 9 27 0,675 67,5%
6 8,5 H 10,0 13 40 1,0 100%
Total 40 - - -

Os vérios tipos de frequéncia auxiliam a responder a questdes
como:

1) Quantos alunos obtiveram nota entre 7,0 (inclusive) até 8,5?

Esses sdo os valores da varidvel nota que formam a quinta
classe da distribuicéo de frequéncia. Como fs = 9, a resposta é: 9 alunos.

2) Quantos alunos tém nota abaixo de 7,0?

Notas inferiores a sete estdo nas quatro primeiras classe
i =1, 2, 3 e 4). Assim, o nimero de alunos é dado por:
f, +f, +f;3 +f, =F,=3+5+3+7=18 . Logo, 18 alunos tém nota

abaixo de 7,0.

3) Qual a percentagem de alunos cujas notas sao inferiores a
7,0?

Notas inferiores a sete estdo nas quatro primeiras classes.
Fps= 45%, portanto 45% dos alunos obtiveram notas inferiores a sete.

2.4 Gréaficos para dados quantitativos

As distribuicbes de frequéncia podem ser representadas
graficamente pelo histograma e pelo poligono de frequéncia. Quando
a distribuicdo de frequéncia é sem intervalos de classe, o
histograma é um conjunto de hastes ou colunas, representadas em
um sistema de coordenadas cartesianas que tem por base os valores
da distribuicdo e por altura a frequéncia simples, relativa ou
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percentual correspondente. Os dados da tabela 2.6 sé&o
representados graficamente por um histograma na figura 2.7(a).
Quando a distribuicdo de frequéncia € com intervalos de
classe, o histograma é formado por um conjunto de retangulos
justapostos, cujas bases representam os intervalos de classe e cujas
alturas representam as frequéncias simples, relativas ou percentuais
de cada intervalo de classe. Os dados da tabela 2.8 s&o
representados graficamente por um histograma na figura 2.7(b).

Histograma das idades dos alunos Histograma das notas dos alunos
15 14
12
S12
2 " m10
5 i
& g °
3 24
0 2
0
18 19 20 21 22 23 24 1,025 2540 4,0-55 5570 7085 85110
Idade (anos) Notas

Figura 2.7 — (a) Histograma da distribuicdo sem intervalos de classe
(b) Histograma da distribuicdo com intervalos de classe

Ao analisar a representacdo gréafica de um conjunto de dados
numeéricos, é possivel observar-se seus aspectos principais, como forma,
valores maximos e minimos, picos mais destacados, valores extremos.

Na Figura 2.7(a), observa-se que os alunos mais jovens tém
18 anos e o mais velho, 24; h4 maior concentracdo de alunos com
idades de 18 a 21 anos; a medida que as idades aumentam, o
namero de alunos diminui. Na Figura 2.7(b) observa-se que a menor
nota foi igual a 1,0 e a maior nota foi 10,0; & medida que aumentam
as notas, aumenta também o nimero de alunos em cada intervalo de
classe. A maior frequéncia foi observada no intervalo de 8,5 a 10,0
inclusive.

O poligono de frequéncia é um gréfico em linha, sendo as
frequéncias marcadas sobre os pontos médios dos intervalos de
classe e unidas por segmentos de retas. Uma vez que o grafico
deve comecar e terminar sobre o eixo horizontal, crie uma classe
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ficticia antes da primeira classe da distribuicdo e marque seu ponto
médio. Faca o0 mesmo no final da distribuicdo. Estenda a linha do
gréfico até estes dois ultimos pontos médios calculados.

Observacao: O ponto médio (PM) de uma classe é a média
aritmética entre os limites inferior e superior da classe.

limite inferior da classe + limite superior da classe i+ L
2 2

Ponto médio =

Exemplo: Monte o histograma e o poligono de frequéncia dos dados
da tabela 2.12.

Tabela 2.12 — Estaturas dos alunos
Estaturas dos Alunos

Estaturas (cm) fi
154 - 158 8
158 162 10
162 166 12

166 —170

170 —174

174 —178
Total 50

Fonte: Sala de aula

Solucgdo:

Tabela 2.13 — Célculo do ponto médio
Estaturas dos alunos

Estaturas (cm) PM fi
I:> 150 - 154 152 0
pimens cinsel 154 - 158 sl I
i 160 10
depois da Gltima 158 162
classe, para que a 162 + 166 164 12
Imha_ do grafico 166 -170 168
termine sobre o 172
eixo horizontal. 170 +174
174 178 176 4
| > 178 + 182 180 0
Total 50

Fonte: Sala de aula
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Histograma das Estaturas dos Alunos

154158158 +162 162 HF166166 F170170 174174 +178

Estaturas (cm)

Figura 2.8 — Histograma das estaturas dos alunos da tabela 2.12.

Poligono de frequéncia das estaturas dos alunos

14 4
12
10
g 8 e
(g 6 \.\
o / \‘\
L 4
T /
0 / ‘\-ﬁ

152 156 160 164 168 172 176 180
Estaturas (cm)

Figura 2.9 — Poligono de frequéncia das estaturas dos alunos da tabela 2.12.

OBS: Para melhor compreensdo da montagem do poligono
de frequéncia, a Figura 2.10 apresenta os dois graficos juntos.

Frequéncia
=

134]--158 138[--162 162|-- 166 166]--170 170174 174|178

E=taturas (om)

Figura 2.10 — Histograma e poligono de frequéncia das estaturas dos
alunos da tabela 2.13.
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Quadro 2 — Resumo dos conceitos basicos

Estatistica descritiva: coleta, organiza, apresenta e resume 0s
dados através de medidas estatisticas.

Probabilidade: analisa situa¢gbes que envolvem o acaso.

Estatistica inferencial: analisa a interpreta dados amostrais.

Populacao: conjunto de individuos ou objetos que apresentam
pelo menos uma caracteristica em comum.

Amostra: parte da populagéo.

Parametro populacional: medida estatistica obtida com base em
uma populagéo.

Estatistica ou estimador: medida estatistica obtida com base
em uma amostra.

Estimativa: valor numérico assumido pelos estimadores ou
estatisticas amostrais.

Varidvel qualitativa: separada em diferentes categorias que se
distinguem por alguma caracteristica ndo-numérica. Pode ser do tipo
nominal ou ordinal.

Varidvel quantitativa: consiste em nimeros que representam
contagem ou medidas. Pode ser do tipo discreta ou continua.

Série estatistica: conjunto de dados estatisticos dispostos em
tabelas em funcdo do tempo, do local e da espécie.

Distribuicdo de frequéncia: relaciona cada valor ou classes de
valores com a frequéncia com que cada um ocorre, identificando o local,
o tempo e a variavel em estudo.

Dados brutos: dados quantitativos listados fora da ordem sem
nenhum tipo de ordenacéo.

Rol: conjunto de dados ordenados em ordem crescente ou
decrescente.

Frequéncia acumulada: soma da frequéncia simples da classe
com as frequéncias simples das classes anteriores.

Histograma: representagdo grafica de uma distribuicdo de
frequéncia.

Poligono de frequéncia: grafico em linha que representa uma
distribuicdo de frequéncia.
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Exercicio resolvido

1) Uma empresa realiza pesquisa para verificar a qualidade

do servico de entregas a domicilio em suas 48 filiais. A tabela abaixo
apresenta o numero de reclamacdes recebidas quanto as entregas,
por cada uma das filiais, durante o periodo de um més.

11 13 10 9 0 16 28 15 14 1 2 17
18 12 18 8 9 22 16 20 34 15 21 13
12 14 13 19 0 2 17 11 18 16 13 6
19 8 8 12 13 21 11 19 1 14 4 16

a) Monte uma distribuicdo de frequéncia com intervalos de
classe.

Comece a primeira classe pelo zero (menor valor), ou seja,
limite inferior da 1° classe = zero;

b) Calcule as frequéncias relativas (fri);

c) Calcule as frequéncias percentuais (fpi);

d) Calcule as frequéncias acumuladas (F);

e) Calcule as frequéncias acumuladas relativas (Fr));

f) Calcule as frequéncias acumuladas percentuais (Fpi);

0) Interprete a quarta classe da distribuicdo de frequéncia;

h) Calcule o ponto médio de cada classe;

i) Faca o histograma,;

j) Faca o poligono de frequéncia.

Solucdo do item a: Para montar a distribuicdo de frequéncia,

0 primeiro passo € colocar os dados em ordem crescente (rol).

Rol

9 11 13 13 15 16 18 19 21

10 12 13 14 15 16 18 19 22

11 12 13 14 16 17 18 20 28

Rk O] O

O I NN
©O| 00| | 0

11 12 13 14 16 17 19 21 34
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A seguir, calcule o numero de intervalos de classe da
distribuicéo de frequéncia, usando a regra de Sturges:

k=1+3,3logn k=1 + 3,3 log 48 k=1+3,3x1,6812

k = 6,5481 = arredondando, teremos aproximadamente sete
classes.

Com o valor do nimero de intervalos de classe (k), pode-se
calcular a amplitude do intervalo de classe (h).

Vmin=0 Vmax = 34

ﬂ Vmax_vmin_ 34-0

k k 6,5481
amplitude do intervalo de classe: h = 5.

=519 =>» arredondando, teremos a

Por fim, monte a distribuigéo de frequéncia com intervalos de
classe. Iniciando pelo menor valor, zero, soma-se a amplitude do
intervalo de classe (h=5), até incluir o maior valor dos dados (34).
Podemos observar na tabela 2.14 que temos sete classes. Na

segunda coluna estéo os intervalos de classe (ex: 0 = 5; 5 10...). Na
terceira coluna, a frequéncia simples, obtida pela contagem dos
dados que estdo dentro de cada classe. Lembre-se que os intervalos
séo fechados nos limites inferiores (ex.: limite inferior da primeira
classe é o zero) e abertos nos limites superiores (ex.: limite superior
da primeira classe € o cinco), o que significa que valores de zero até
o limite de cinco (o cinco ndo entra porque o intervalo é aberto a
direita) devem ser contados e suas freqliiéncias devem ser somadas.
Na primeira classe, temos dois numeros “0”, dois numeros “1”,
dois nimeros “2” e um numero “4”, totalizando um total de sete
nameros contidos nessa classe. Faca isso para todas as classes.
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Tabela 2.14 — Montagem da distribuicdo de frequéncia

Classe (i) Nimero de reclamacfes fi
1 05 7

2 5+ 10 6

3 10 + 15 15

4 15+ 20 14

5 20+ 25 4

6 25 + 30 1

7 30+ 35 1
Total 48

Solucédo do item b: As frequéncias relativas (tabela 2.15) sdo
obtidas dividindo-se a frequéncia simples pelo total de dados, neste
caso, > fi=48.

Solucéo do item c: As frequéncias percentuais (fpi) (tabela
2.15) sado calculadas multiplicando-se as frequéncias relativas por

100.

Tabela 2.15 — Calculo da frequéncia relativa e frequéncia percentual

Classe Numero de fi fri fpi

(i) reclamacées

1 05 7 7/48 = 0,1458 0,1458 x 100 = 14,58 %
2 5 10 6 6/48 = 0,125 0,125 x 100 = 12,50 %
3 10 - 15 15 15/48 =0,3125 | 0,3125x 100 = 31,25 %
4 15 1 20 14 14/48 =0,2917 | 0,2917 x 100 = 29,17 %
5 20 - 25 4 4/48 = 0,0833 0,0833x100=8,33%
6 25 1 30 1 1/48 = 0,0208 0,0208 x 100 = 2,08 %
7 30 - 35 1 1/48 =0,0208 | 0,0208 x 100 = 2,08 %

Total 48 >1 100%
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Solucéao do item d: A frequéncia acumulada (F) (tabela 2.16)
€ obtida somando-se a frequéncia simples desta classe com a
frequéncia simples das classes anteriores. Portanto, na primeira
classe, devemos repetir o valor da frequéncia simples (f= 7); nas
outras classes, devemos acumular os valores.

Tabela 2.16 — Calculo da frequéncia acumulada

Classe (i) | NUmero de reclamacg8es fi Fi

1 OrF5 7 7

2 5+ 10 6 7+6 =13

3 10+ 15 15 7+6+15 = 28

4 15+ 20 14 7+6+15 +14 = 42

5 20+ 25 4 7+6+15 +14 +4 = 46

6 25+ 30 1 7+6+15 +14 +4 +1 = 47

7 30+ 35 1 7+6+15 +14 +4 +1+1 = 48
Total 48 1

Solugcdo do item e: A frequéncia acumulada relativa (Fr)
(tabela 2.17) é obtida dividindo-se cada frequéncia acumulada pelo
numero total de dados: > fi = 48.

Solucéo do item f: A frequéncia acumulada percentual (Fpi),

(tabela 2.17) é calculada multiplicando-se a frequéncia acumulada
relativa por 100.
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Tabela 2.17 — Calculo da frequéncia acumulada relativa e percentual

Classe

NUmero de

0] reclamacdes F Fri Fpi

1 OF5 7 7/48 = 0,1448 0,1448x100 = 14,58%
2 5+ 10 13 13/48 = 0,2708 0,2708x100 = 27,08%
3 10+ 15 28 28/48 = 0,5833 0,5833x100 = 58,33%
4 15+ 20 42 42/48 = 0,8750 0,8750x100 = 87,50%
5 20+ 25 46 46/48 = 0,9583 0,9583x100 = 95,83%
6 25+ 30 47 47/48 = 0,9792 0,9792x100 = 97,92%
7 30+ 35 48 48/48=1,0 1,0x100 = 100%

Solucdo do item g: Para fazer a interpretacdo da quarta

classe da distribuicdo de frequéncia, observe a tabela 2.18: quatorze
filiais receberam de 15 a menos de 20 reclamacdes com relacdo ao
seu servigco de entregas, no ultimo més, o que representa 29,17%
das reclamacbes de toda a empresa. Quarenta e duas filiais
receberam menos de 20 reclamacgdes, o que corresponde a 87,50%
das filiais.

Tabela 2.18 - Distribuigédo de frequéncia e os tipos de frequéncia

Classe | Numero de

() reclamagdes fi fri fpi Fi Fri Fpi

1 05 7 0,1458 | 14,58% 7 0,1448 | 14,58%
2 5+ 10 6 0,1250 | 12,50% 13 0,2708 | 27,08%
3 10 + 15 15 0,3125 | 31,25% 28 0,5833 | 58,33%
4 15+ 20 14 0,2917 | 29,17% 42 0,8750 | 87,50%
5 20+ 25 4 0,0833 | 8,33% 46 0,9583 | 95,83%
6 25+ 30 1 0,0208 | 2,08% 47 0,9792 | 97,92%
7 30+ 35 1 0,0208 | 2,08% 48 1,0 100%

Total 48 1 100%

55



Solucdo do item h: O ponto médio (tabela 2.19) é calculado
fazendo-se a média de cada classe, isto €, somando o limite inferior
e superior de cada classe e dividindo o resultado por 2.

1% classe = 0+5 =25
2° classe = 5Jr—10=7,5
2
7° classe = M:32,5
2
Tabela 2.19 — Célculo do ponto médio
Classe (i) NUmero de fi Ponto
reclamacdes médio
1 05 7 2,5
2 5 10 6 75
3 10 - 15 15 12,5
4 15 - 20 14 17,5
5 20+ 25 4 22,5
6 25 - 30 1 21,5
7 30+ 35 1 325
Total 48

Solucéo do item i:

Histograma

Frequénciasimples

OF5 S5H10 10H15 15F20 20H25 25H30 30K 35
Numero de reclamagées
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Solucdo do item j: Uma vez que o grafico deve comecgar e
terminar sobre o eixo horizontal, crie uma classe antes da primeira
classe da distribuicdo e marque seu ponto médio. Faca 0 mesmo no
final da distribuicdo. Estenda a linha do grafico até esses dois Ultimos
pontos médios calculados.

=

S

Classe (i) N° de reclamagdes fi Ponto médio
Classe ficticia 50 0 -2,5
1 0L5 7 25
2 5+ 10 6 75
3 10 - 15 15 125
4 15 20 14 175
5 20+ 25 4 225
6 25+ 30 1 21,5
/ 30+ 35 1 325
Classe ficticia 35 1 40 0 37,5
Total 48

OBSERVE as linhas marcadas. Estas classes ndao existem,
sao ficticias, por esse motivo a frequéncia simples é igual a zero.
Usaremos o ponto médio dessas classes, na montagem do poligono

de frequéncia.

Freqiiencia simples

Poligone de Freqliéncia

25 715

125 175 225

Nimero de reclamacies

324 KFR
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Exercicios complementares

1) No questionario do exercicio 5, capitulo 1, aplicado aos
estudantes que freqlentaram a livraria do campus universitario, foi
perguntado como classificariam o servico prestado pela livraria. Na
tabela abaixo estdo as respostas dadas a esta questao.

a) Monte uma série estatistica com os dados coletados;

b) Represente graficamente os dados, escolhendo o gréfico
gue mais se adapta a esta variavel. Justifique sua escolha.

Otimo Bom Bom | Péssimo| Bom Bom Otimo | Otimo
Bom Otimo Bom Otimo Bom Bom Otimo Bom
Péssimo Bom Péssimo Bom Péssimo Bom Bom Bom
Bom Otimo Bom |Péssimo| Otimo | Otimo Bom | Péssimo

2) As notas coletadas no caderno de chamada do primeiro
bimestre de 36 alunos da disciplina Probabilidade e Estatistica da
FURG em 1998 estéo na tabela abaixo:

4,5 55 5,8 6,4 6,5 6,8 6,8 7,0 7,3
7,5 7,7 7,7 7,9 8,2 8,3 8,4 8,4 8,4
8,4 8,5 8,5 8,6 8,8 8,8 8,9 8,9 9,0
9,2 9,2 9,2 9,3 9,4 9,5 9,7 9,7 10,0

a) Monte uma distribuicdo de frequéncia com intervalos de
classe, iniciando a primeira classe pela nota 4,0.

b) Qual a classe com maior frequéncia?

¢) Construa o histograma.

d) Observando a distribuicdo de frequéncia ou o histograma,
escreva um breve relato sobre as notas dos alunos desta turma na
disciplina Probabilidade e Estatistica.

3) O setor de atendimento ao cliente do Supermercado
Esplanada realizou uma pesquisa para verificar o tempo de espera
gue cada cliente permanece na fila do caixa. O tempo, em minutos,

58



registrado por cada cliente, estd na tabela abaixo. Os dados foram

coletados aleatoriamente, ao longo do més de janeiro de 2008:

N| N| 0| V| W
~N| N o N >l
| | O] 0| N
o O W| G| N
~N| NN o o
w| o] g o
O O W[ &~ N

N| O B NN
N| | O & C©
~N| o O N

a) Monte uma distribuicdo de frequéncia e o histograma.

b) Calcule a frequéncia simples percentual, frequéncia
acumulada, frequéncia acumulada percentual. Interprete os resultados
da terceira classe, juntamente com as frequéncias calculadas.

4) A tabela a seguir mostra os salarios de 200 empregados de

uma empresa.

Saléarios dos empregados da empresa FGNick — Marco

de 2007

Salério (R$) fi
200,00 + 400,00 24
400,00 + 600,00 36
600,00 - 800,00 50
800,00 1000,00 65
1000,00 F 1200,00 15
1200,00 F 1400,00 10
TOTAL 200

Fonte: Recursos Humanos

a) faca o poligono de frequéncia desta distribuicao;

b) calcule a frequéncia simples percentual;

c) calcule a frequéncia acumulada;

d) calcule a frequéncia acumulada percentual.
e) interprete a terceira classe da distribui¢cdo de frequéncia.
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Respostas

1.a)

Opinido dos estudantes da Universidade com relagéo aos servigos
prestados pela Livraria — 1° sem/2008

Opinido fi
Otimo 9
Bom 17
Péssimo 6
Total 32

Fonte: Secretaria de Avaliagdo Institucional (SAI)

b) Como os dados sdo qualitativos e a série € especifica,
podemos utilizar um grafico de barras, colunas ou setores.

Opiniao dos estudantes comrelacao aos
servicos prestados pelalivraria - 1°sem/2008

[
o
|

=
w
|

Numero de estudantes
=
[}
il

5 -
0
Otimo Bom Péssimo
Fonte: SAl Opinido dos Estudantes
ou

Opinido dos estudantes com relagdo aos servigos
prestados pela livraria - 12sem/2008

Péssimo

19% Otimo
28%
Bom
53%
Fonte: SAl

60



2.a)

k =1+3,3logn
k =1+3,3log36
k =61357
h=2T 1045 8961
k 61357
Notas dos alunos da disciplina Probabilidade e Estatistica -
FURG — 1998
Classe(i) Notas fi
1 4+5 1
2 56 2
3 617
4 7+8 6
5 8+ 9 13
6 9H 10 10
- - X 36

Fonte: Caderno de chamada

b) A classe 5 é a que tem maior frequéncia (fs = 13).

c)

Notas dos alunos da disciplina de Probabilidade e
Estatistica- FURG - 1998

Frequéncia simples

4+ 5 5F6 6F7 7F8 8-S 9K| 10

Notas

Fonte: Caderno de chamada

d) Resposta individual
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3.a)

Tempo de espera de clientes na fila do caixa
de um supermercado

TEMPOS fi
2 11
3 4
4 6
5 9
6 8
7 7
8 5
Total 50

Fonte: Ficticia

Tempo de espera de clientes na fila do caixa de um

supermercado
s Ao

e

Numerode clientes
(=] w

| 1

=
[

Forte: Ficticia Tempo (min)

Fonte: Ficticia

b)

TEMPOS fi fpi Fi Fpi
2 11 22% 11 22%
3 4 8% 15 30%
4 6 12% 21 42%
5 9 18% 30 60%
6 8 16% 38 76%
7 7 14% 45 90%
8 5 10% 50 100%

50 1

Interpretacdo da terceira classe: Seis clientes esperaram 4
minutos na fila do caixa, o que representa 12% do total de clientes
observados. Vinte e um clientes aguardaram 4 minutos ou menos, 0
gue representa 42% do total de clientes.
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4. a)

Poligono de frequéncia

T oo oo
o
K T s S
(=1
E 50 oo N
g a0 4 N
230 [ T
T e
[=2
e w0 T TT—
[T
O T T T T -
100 300 500 700 900 1100 1300 1500
Salario
b) c) d) Ponto médio
Salério (R$) fi fpi Fi Fpi Xi
0 - 200,00 100
200.00 - 400.00 24 12% 24 12% 300
400.00 - 600.00 36 18% 60 30% 500
600.00 - 800.00 50 25% 110 55% 700
800.00 - 1000.00 65 32,5% 175 87,5% 900
1000.00 — 1200.00 15 7,5% 190 95% 1.100
1200,00 + 1400,00 | 10 5% 200 1 1.300
1400,00 + 1600,00 1500
TOTAL 200 1

e) Cinquenta funcionarios recebem salarios entre R$ 600,00 e
R$ 800,00 (exclusive). Cento e dez funcionarios ganham menos que
R$ 800,00, o que representa 55% dos funcionarios.
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3 Medidas estatisticas para dados nao-agrupados

Neste capitulo estudaremos as medidas estatisticas para
dados néo-agrupados, que sdo: as medidas de posicao; as medidas
de dispersado e a medida de assimetria. Nas medidas de posi¢cdo ou
tendéncia central, estudaremos a média, a mediana e a moda. Nas
medidas de dispersdo, a amplitude total, o desvio médio, a variancia,
0 desvio-padrdo e o coeficiente de variacdo de Pearson. Além das
medidas de posicdo e dispersdo, a forma da distribuicdo € uma
importante fonte de informagéo sobre o comportamento dos dados;
assim, veremos ainda neste capitulo o coeficiente de assimetria e
curtose.

3.1 Medidas de posi¢céo ou tendéncia central

As medidas de posicdo ou medidas de tendéncia central
indicam um valor que melhor representa todo o conjunto de dados, ou
seja, indicam a tendéncia da concentragdo dos valores observados.

As principais medidas de posi¢do sdo: a média, a mediana e a
moda. A média aritmética € uma das principais medidas de posicéo,
representando o ponto de equilibrio de um conjunto de dados. A
mediana é o valor central de um rol, ou seja, é o valor que fica no
centro da série, quando os dados sdo arranjados na ordem crescente
ou decrescente. A moda é definida como o valor ou valores que
ocorrem com maior freqiiéncia. Evidentemente, um conjunto de dados
pode ndo apresentar moda, portanto € denominado amodal.
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3.1.1 Media

Média da amostra (X, |é-se x-barra): a média de um conjunto
de dados é a medida de tendéncia central encontrada pela soma de
todos os valores, e esta soma é dividida pelo niUmero total de valores.
A média é considerada o ponto de equilibrio no conjunto de dados. Se
as observagées em uma amostra de tamanho n séo X;, X,, ... +X, ,

a média amostral é calculada pela seguinte expressao:

Xy Xy e X
X = gue pode ser representada por:

onde X; é o valor da observacao i, n 0 nimero de observacdes e X (a
letra sigma mailscula do alfabeto grego) que, na férmula, indica o
simbolo de somatorio.

Exemplo: Calcule a média dos seguintes dados: 2, 4, 6, 7, 11
n

Elxi _2+4+46+7+11
n 5

A forma de calcular a média é a mesma tanto para uma

X = 6

amostra como para uma populagéo finita, mas usa-se uma notacao
diferente, para indicar que estamos trabalhando com uma populacéo.
O numero de elementos em uma populacdo € denotado por N e a
média da populacéo por .
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Média da populagdo (4, Ié-se mi): a média de uma
populagcdo finita é encontrada somando-se todos os valores da
populacgéo e dividindo pelo tamanho N da mesma.

N
2%
— =1
N
Exemplo: Os valores abaixo sdo os salarios de seis

empregados de uma pequena empresa. Calcule o salario médio dos

empregados dessa empresa.
R$ 860,00 — R$ 750,00 — R$ 980,00 — R$ 1.200,00 — R$ — R$ 790,00 — R$ 950,00

u

Solucédo: Como a empresa possui apenas seis empregados,
podemos calcular a média dos salarios considerando todos o0s
empregados. Neste caso, estamos trabalhando com toda a populacao.

N
_ i:ZlXi _860+750+980+1200+790+950 5530

=902167
N 6 .

O salario médio nessa empresa é de u = R$ 921,67

A média nem sempre representa a tendéncia central dos
dados, além disso ela pode ser influenciada por valores extremos,
como na seérie 2 do exemplo a seguir. Essa € uma das diferencas
marcantes entre a mediana e a média: a mediana depende da
posicao, e ndo dos valores dos elementos na série ordenada.

Exemplo:
Série 1: 5-7-10-13-15 = Xx=10 e Me=10
Série 2: 5-7-10-13-65 = Xx=20e Me=10

Vejamos outro exemplo: na tabela 3.1, a turma A apresenta
uma distribuicdo simétrica, ou seja, os valores estéo distribuidos de
forma homogénea em torno do centro do conjunto de dados. Nesse
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caso, a média é uma boa medida de tendéncia central. A turma B
apresenta um valor extremo que desvia a média mais para a
esquerda do conjunto de dados. Neste caso, a mediana é mais
indicada como medida de tendéncia central, pois reflete melhor a
tendéncia dos dados.

Tabela 3.1 — Notas dos alunos com as respectivas médias e medianas

Turma Notas dos alunos X Me

A 7 7,5 7,5 8 8 8 8,5 8,5 9 8 8

B 0 7 7,5 7,8 8 8 8,2 8,5 9 7,1 8
3.1.2 Mediana

Mediana (Me): é o valor cuja posi¢cdo separa o conjunto de
dados em duas partes iguais; metade do nimero de elementos esta
acima do valor mediano e a outra metade abaixo do valor mediano.

Para obter o valor mediano de uma distribuicdo de dados,
primeiro ordene os valores. Isso podera ser feito tanto em ordem
crescente quanto em ordem decrescente. Depois, determine a
posi¢cdo que o valor mediano ocupa, pela seguinte expressao:

Pos Me = n+l
2

Esta féormula ndo fornece o valor mediano, mas sim sua
localizagdo no conjunto de dados. A forma de determinar o valor
mediano depende se o numero de observacdes que compde o
conjunto de dados é par ou impar.

— Numero impar de elementos: o valor mediano é a
observacao que ocupa a posicao (n+1)/2 desse conjunto de dados.
Exemplo: Calcule a mediana do seguinte conjunto de dados:
2,4,6,7,11
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Solucdo: o numero de observagcbes n=5 é impar. O valor

7

mediano é a observacdo central desse conjunto de dados. Pela
. . . 5+1 .
férmula da posicao da mediana, tem-se PosMe = — = 32 posicao.

A mediana € o valor seis que se encontra na terceira posicdo no
conjunto de dados. O numero seis possui duas observacdes a sua
esquerda e duas observacfes a sua direita, ou seja, 50% dos valores
do conjunto de dados séo inferiores a seis e 50% dos valores séo
superiores a seis.

— Numero par de elementos: quando o numero de
observacdes no conjunto de dados € par, a posi¢do (n+1)/2 ndo sera
um ndmero inteiro. A mediana sera dada pela média aritmética das
duas observacdes centrais dos dados ordenados.

Exemplo: Calcule a mediana do seguinte conjunto de dados:
2,4,7,9,11, 13.

Solucdo: Como o numero de observacdes n = 6 é par, ndo

existe um valor central. Pela formula da posicdo da mediana, tem-se:
PosMe = 6T+1 = 3,52 posicao.

O valor mediano esta entre a 3% e a 42 posicao. Nesses
casos, o valor mediano ndo sera um dos valores da distribuicdo e sim
a média aritmética dos valores que se encontram nessas duas
posi¢cdes. A terceira posi¢cdo € ocupada pelo valor sete e a quarta
posi¢céo € ocupada pelo valor nove.

2 4 9 11 13

32 posicao 42 posicéo 2

A mediana é o valor oito (Me = 8). Este valor possui trés
observacdes a sua esquerda e trés observagfes a sua direita, ou
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seja, 50% dos valores do conjunto de dados séo inferiores a oito e
50% dos valores séo superiores a oito.

A vantagem da mediana é que ela ndo é influenciada por
valores extremos, pois ela depende da posicdo e ndo dos valores
das observacdes no conjunto de dados.

3.1.3 Moda

Moda (Mo): é o valor que ocorre com maior freqiiéncia em um
conjunto de dados.
Exemplo 1: Determine a moda do seguinte conjunto de dados:
2,5,7,9,13, 15, 22
Solucédo: Este conjunto de dados ndo possui moda, pois
todos os valores ocorrem uma Unica vez. Nesse caso, dizemos que o
conjunto de dados apresenta uma distribuicdo amodal.

Exemplo 2: Determine a moda do seguinte conjunto de dados:
16, 19, 19, 21, 21, 21, 23, 27
Solucdo: Mo = 21, e a distribuicdo € unimodal, pois possui
apenas uma moda.

Exemplo 3: Determine a moda do seguinte conjunto de dados:
2,7,7,13,15, 15, 22
Solugdo: Esta distribuicdo apresenta duas modas, Mo:1 = 7 e
Mo, = 15, sendo denominada distribuicdo bimodal.
Quando a distribuicdo apresenta mais de uma moda, o
histograma tem mais de um pico. Quando o conjunto de dados apresenta
trés modas, denomina-se trimodal, e quatro ou mais, multimodal.
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3.2 Medidas de dispersao

As medidas de dispersdo sdo medidas estatisticas que
caracterizam o quanto um conjunto de dados esta disperso em torno
de sua tendéncia central.

N&o ha nenhuma razdo para se calcular a média de um
conjunto de dados em que ndo haja variacdo desses elementos
(Exemplo: 5 5 5 5; x=5). No entanto, se a variabilidade dos dados

for muito grande, sua média ter& um grau de confiabilidade t&o
pequeno que serd inatil calcula-la, como discutido no capitulo
anterior, na série 2 do exemplo. Portanto, ndo é possivel analisar um
conjunto de dados apenas através de uma medida de tendéncia
central, também € necesséario analisar de que forma os valores
observados estdo espalhados em torno de seu centro. Além disso,
dois conjuntos de dados podem possuir a mesma média e, no

entanto, os valores podem estar distribuidos de forma diferente.

Exemplo 1: A tabela abaixo apresenta a nota de oito alunos
da turma A e turma B. Embora as duas turmas de alunos possuam a
mesma média, 5, diferem bastante na variabilidade das notas.
Enquanto a turma A apresenta notas mais dispersas, na turma B
observam-se pequenas variagbes nas notas obtidas pelos alunos.
Dessa forma, para descrever adequadamente um conjunto de dados,
além de uma medida que descreva sua tendéncia central, é
necessario uma medida que descreva sua dispersao.

Tabela 3.2 — Notas de oito alunos de duas turmas
Turma A 0 2 4 5 5 6 8 10
Turma B 4 45 |5 5 5 5 55 | 6
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Exemplo 2: Em duas cidades A e B, foram coletados dados
sobre temperatura diaria, durante um més, verificando-se que a

média das duas cidades foi de Xx=20°C. Em qual das duas cidades

€ mais agradavel de se viver, em termos de clima? Apenas
conhecendo a média da temperatura do ar, fica dificil de responder.
Nesse caso, as medidas de dispersdo podem nos auxiliar a verificar
gual cidade possui menor variagdo em temperatura, e assim, apontar
a que possui o clima mais agradavel.

Para avaliar o grau de dispersado ou variabilidade dos valores
de um conjunto de dados, usaremos dois tipos de medidas de
dispersdo: absoluta (amplitude total, desvio médio, variancia e
desvio-padréo) e relativa (coeficiente de variagdo de Pearson).

3.2.1 Amplitude total

Para uma rapida medida da variabilidade, podemos calcular a
amplitude total (AT), que é a diferenca entre o mais alto e o mais
baixo valor em uma distribui¢éo.

AT =Vmax — Vmin

A amplitude total considera apenas o valor maximo e o valor
minimo, ignorando todos os outros valores no conjunto de dados.
Além disso, esses valores podem ser valores extremos ou atipicos.
Podemos aperfeicoar nossa descricdo da dispersdo, por meio de
outras medidas, como o desvio médio.

Exemplo: Calcule a amplitude total das notas dos alunos da
turma B:
TurmaB | 4 [45] 5 | 5 | 5 | 5 [55] 6

Solugdo: AT=Vmax—Vmin=6-4=2=> AT =2
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3.2.2 Desvio médio

Para levar em consideracéo todos os valores da distribuicéo,
além dos extremos, subtrai-se a média aritmética de cada elemento
do conjunto de dados e somam-se as diferencas, calculando, dessa
forma, o desvio de cada elemento a média. Como essa soma é
sempre igual a zero, pois alguns valores s&o negativos e outros
positivos, considera-se apenas o0 modulo das diferengas. Portanto, o
desvio médio é definido como a média aritmética dos desvios em

maodulo.
N

2 %=

Desvio médio DM = Ile

Exemplo: Calcule o desvio médio para as notas dos alunos
da Turma A da tabela 3.2.

Solugao: Podemos utilizar uma tabela para realizar os célculos.

Tabela 3.3 — Notas dos alunos da turma A.

Aluno | Nota (Xi —)_() |Xi —Y|
1 0 -5 5
2 2 -3 3
3 4 -1 1
4 5 0 0
5 5 0 0
6 6 +1 1
7 8 +3 3
8 10 +5 5
Total 40 0 18
N
2% =
Substituindo na formula, temos: DM = 'ZlT =§ =225
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Também podemos resolver direto pela formula:

n

;‘Xi_”‘ 0-5]+|2-5|+|4-5|+5-5|+|5-5|+6-5|+|8-5|+10-5]
“E - 5 =
_ 5+3+1+0+£—30+1+3+5 _ %: 225

O desvio médio ja ndo é tdo usado, pois ele utiliza a funcao

modulo que nem sempre é viavel em algumas analises estatisticas.
Apesar de ndo ser muito utilizado na inferéncia estatistica, o desvio
médio é considerado uma boa medida de dispersdo, quando o
objetivo é apenas descrever o conjunto de dados. Além disso, auxilia
na compreensdao de outras medidas de dispersdo como a variancia e

0 desvio-padréo.

DM

DM

3.2.3 Variancia

Para o célculo da variancia, em vez de considerar o médulo
da diferenca, eleva-se esta diferenca ao quadrado, eliminando,
assim, o problema do sinal negativo. A variancia é definida como a
média aritmética dos quadrados dos desvios.

N
D -n)
Variancia populacional o2 = HT
n
> (xi—%)?
Variancia amostral s? = IZlT

Se fosse usado n no denominador da férmula da variancia
amostral, estariamos estimando uma medida de variabilidade menor
do que a variancia da populagdo. Portanto, no célculo da variancia
amostral, utiliza-se (n-1) no denominador. Para grandes amostras,
ndo héa diferenca entre os resultados proporcionados pela utilizacéo
de qualquer dos dois divisores, nou n— 1.
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Exemplo 1: Calcule a variancia para as notas dos alunos da
Turma A.
Solucéo: Pela tabela,

Tabela 3.4 — Notas dos alunos da Turma A.

Turma A | Nota (Xi —H) (x, — )’
1 0 -5 25
2 2 -3 9
3 4 -1 1
4 5 0 0
5 5 0 0
6 6 +1 1
7 8 +3 9
8 10 +5 25
Total 40 0 70
N 2
2(Xi—w) 70
of=H—  ----875
N 8

Pela formula:
N
2
o BT (0-5) (-5 +(4-5 +(5-5 +(5-5) +(6-5)"+(8-5) +(10-5) _
N 8
o = 25+9+1+O+0+1+9+25=E=8,75
8 8
Exemplo 2: Calcule a variancia para a idade de cinco
empregados, aleatoriamente selecionados, para comporem a

amostra:

35-42-53-41-48
Solugdo: Como se trata de uma amostra, usaremos a
seguinte formula:
Y (x -X)* _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 3 2
o G _ (35-43,8)* + (42-43,8)° + (53-43,8) + (41-43,8) + (48-438)*
n-1 5-1

_7744+324+8464+784+1764
4

=477 D> $2=477
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Se desenvolvermos o humerador da expressao sob o radical,
chegaremos a uma férmula mais pratica da variancia:

Variancia populacional 52 = X N

1 n
N i3

n 2
Variancia amostral = g?=_—=_ |y x? _N=

n-1 |5 n

3.2.4 Desvio-padrao

A desvantagem da variancia consiste no fato de suas
unidades normalmente ndo terem sentido. A variancia para as notas
dos alunos, por exemplo, € medida em “notas ao quadrado”. Pode-se
retomar a unidade original dos dados, extraindo a raiz quadrada da
variancia, denominada desvio-padréo.

O desvio-padrao € definido como a raiz quadrada da média
aritmética dos quadrados dos desvios, ou seja, a raiz quadrada da
variancia.

Desvio-padrao populacional =

Desvio-padrao amostral
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O desvio-padrao calculado usando todos os elementos da
populacédo é simbolizado por o; 0 desvio-padrdo populacional € um
pardmetro. Se o desvio-padrao é calculado a partir de uma amostra,
este € representado pelo simbolo s, chamado desvio-padréo
amostral, e é considerado um estimador.

Exemplo 1: Calcule o desvio-padrdao para as notas dos
alunos da Turma A.

Solucdo: Como no exemplo anterior a variancia ja foi
calculada, basta extrair sua raiz quadrada:

c:\/cs_z =4/8,75 = 2,958

Exemplo 2: Calcule o desvio-padrdo para os seguintes dados

amostrais:
25-26-33-21-30

Solucdo: Como se trata de uma amostra, usaremos a

seguinte formula:

n

\2
20 =X) i \/(25-27)2 + (26-27)° + (33-27)° + (21-27)° + (30-27)° _

n-1 5-1

ﬁ/% _J215 =464 > s=4,64

3.2.5 Coeficiente de variacdo de Pearson

O coeficiente de variacdo de Pearson (CV) é uma medida de
dispersao relativa que mede a dispersao dos dados em relagdo a média
aritmética. E calculado dividindo-se o desvio-padrdo pela média e
multiplicando por 100, para expressar o0 resultado em porcentagem,
em vez de se utilizar a unidade de medida da varidvel em andlise.

Populagdo & cv = 2.100 Amostra & cv =2 100
u X
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Exemplo 1: Calcule o coeficiente de variacido de Pearson das
notas dos alunos da turma A e B do exemplo anterior.

Turma A 0 2 4 5 5 6 8 10

Turma B 4 4,5 5 5 5 5 55 6

296 100 59206 eV, = 222,100 - 112%

CV,

A turma B apresenta menor disperséo relativa do que a turma
A, 0 que indica que o desempenho dos alunos da turma B foi mais
homogéneo.

A disperséo relativa também permite comparar duas ou mais
distribuicdes, mesmo que essas se refiram a diferentes fendmenos e
sejam expressas em unidades de medida diferentes.

Exemplo 2: Na tabela abaixo sé&o apresentados os valores do
desvio-padréo e da média da altura e peso de um grupo de pessoas.

Média Desvio-padrao
Altura 174cm 7cm
Peso 78kg 12kg

Embora a diferenca nas unidades de medida impossibilite comparar
0 desvio-padrdao de 7cm com o desvio-padrdo de 12kg, podemos
comparar os coeficientes de variagcdo, que ndo tém unidades de
medida. A variavel altura apresenta CVawra = 4% e a variavel peso,
CVpeso = 15,4%. Portanto, a variavel peso apresenta maior dispersao
relativa do que a variavel altura.

Observacgao: Para facilitar a interpretagdo do coeficiente de
variacdo, usaremos os seguintes intervalos:

CV > 30% =>» Alta disperséo

15% < CV < 30% =>» Média dispersao

CV < 15% =>» Baixa dispersao

No exemplo 1, podemos verificar que a turma A apresenta
alta disperséo e a turma B, baixa dispersao.

CV, = %.100 =592% CV, = ?.100 =112%
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3.2.6 Quartis e percentis

Como a média e o desvio-padrao sdo afetados por valores
extremos, ndo sao considerados adequados para indicar a tendéncia
central e a disperséo de distribuicbes assimétricas. Assim, & necessario
considerar outras medidas como a mediana, 0s quartis e os percentis.

Os quartis, denotados por Q1, Q2 e Qs, dividem os dados em
guatro partes iguais. Cada parte possui 25% das observacdes.

25% 75%

Q1 Q2 Qs
Figura 3.1 — Representacgéo gréafica dos quartis

O primeiro quartil separa a distribuicdo de tal forma que 25%
dos dados séo iguais ou inferiores ao Q1 e 75% dos dados séo iguais
ou superiores ao Q. Os percentis dividem o conjunto de dados em
100 partes iguais, cada uma com 1%. A mediana € igual a Q» e ao
Pso. Da mesma forma, Qi= P2 e Qs= Pss. Quando a mediana é a
medida de tendéncia central adotada, o uso dos quartis ou percentis,
como medida de dispersdo, é mais apropriado.

Para determinar o valor dos quartis ou percentis, assim como
no calculo da mediana, basta encontrar sua posicao e verificar no
conjunto de dados ordenados qual elemento da distribuicdo ocupa
essa posicao. A posicdo dos quartis e percentis é dada por:
i(n+1) i(n+1)
100

PosQ ;= com i=1,2,3 PosP, = comi=1,2,..99

Exemplo 1: Calcule o Q: dos dados abaixo:
35 -46 - 57 - 65 — 74 — 87 - 92

Ix(7+1
Solucdo: PosQ 12% = 22 posicdo & Qi =46
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Podemos afirmar que 25% dos valores do conjunto de dados
sdo inferiores a 46 ou 75% dos valores sdo superiores a 46.

Exemplo 2: Calcule o P30 e 0 Pes dos dados abaixo:
15-21-28-256-30-11-17-12-25-20-16-23-12-10

Soluc¢éo: primeiro devemos ordenar o conjunto de dados:
10-11-12-12-15-16-17-20-21-23-25-25-28-30
30 x(14+1

100

O valor procurado esta entre a 42 e 52 posi¢ao. A 42 posicéo é
ocupada pelo valor 12 e a 52 pelo valor 15. O percentil 30 é a média
desses dois valores.

POSP 302 = 4’53 pOSK;éO

Pso = 13,5
65 x(14+1)
100
A 92 posicdo é ocupada pelo valor 21. Como estamos
procurando a posicdo 9,752 precisamos calcular a parte decimal que
ainda falta e soma-la e esse valor.
Temos que a diferenca entre o elemento da 92 e 102 posicéo
é: 23 - 21 = 2. Calculando 0,75 de 2 obtemos 1,5. Portanto, 0 Pes =
21+1,5=225.

PosP g5= = 9,752 posigdo

Interpretando: Podemos afirmar que 30% dos valores sdo
inferiores a 13,5 (P30) ou 70% dos valores do conjunto de dados é
superior a 13,5 (Ps0). E 65% dos valores séo inferiores a 22,5 (Pss)
ou 35% dos valores séo superiores a 22,5.

Nos casos em que a posi¢do do quartil ou do percentil ndo é
um numero inteiro existem regras ligeiramente diferentes para
determinar seus valores. Dependendo da bibliografia ou pacote
computacional utilizado os resultados podem diferir um pouco.
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3.2.6.1 Gréfico de caixa ou o Esquema dos cinco
nameros

O grafico de caixa da uma idéia da posicao, dispersdo e
assimetria de um conjunto de dados. Este grafico admite varias
configuracdes em sua montagem. Aqui usaremos o esquema dos
cinco numeros, que consistem do valor minimo, primeiro quartil,
mediana, terceiro quartil e valor maximo de um conjunto de dados.

A caixa central do gréfico de caixa tem suas extremidades
nos quartis e, assim, abrange a metade interna dos dados. O
guadrado dentro da caixa assinala a mediana. A partir da caixa, em
ambos os extremos, segue uma linha até o valor maximo e minimo.
Os gréficos de caixa podem ser tracados horizontal ou verticalmente.

A Figura 3.2(a) apresenta o gréfico de caixa para as alturas,
medidas em centimetros, de 50 empregados de uma empresa. O
valor mediano, Me=170, indica o centro da distribuicdo. Os quartis
mostram a dispersdo da metade central dos dados, Q1 = 166cm e
Qs = 175cm. As extremidades sdo representadas pelo valor maximo,
185cm, e o valor minimo, 156cm, indicando a dispersdo do conjunto
de dados como um todo. As alturas dos empregados desta empresa

apresentam maior dispersdo dos quartis aos extremos.

185 _ 185k mmmm e e e e e — = T _______
180 180

175 175k === === === -== LI

g
170 . % 0 ==-==-=-=---f------ I’ """""
165 165 - = = - - - I R
160f -=------< I ----------------
160
1 1517 g
155
150
150 F M
Altura Sexo
(a) (b)

Figura 3.2 — Gréfico de caixa das alturas 50 empregados.
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O grafico de caixa também pode ser usado para se detectar e
compreender melhor as diferencas entre dois grupos. Na Figura
3.2(b) séo apresentadas as alturas separadas por sexo. Os homens
apresentam altura mediana superior a das mulheres, além de menor
variabilidade.

Exemplo 1: Com o objetivo de medir a paciéncia das
pessoas, um grupo de pesquisadores desenvolveu o0 seguinte
experimento: as pessoas discam para um ndmero gratuito dado em
um anuncio de jornal sobre a promogao do tipo “bom demais para ser
verdade” de um novo aparelho de televisdo de alta definicdo. Os que
fazem perguntas sobre a “liqguidacdo” sdo deixados esperando
indefinidamente pela telefonista, até que resolvem desligar, por
frustracdo. Monte o diagrama de caixa para os dados abaixo que
representam o tempo de espera (em minutos) em resposta ao
experimento:
3-7-2-1-4-3-3-5-6-4-5-6-7-6-5-2-3-9-5-7
Solucédo: Primeiro precisamos ordenar os dados:

1-2-2-3-3-3-3-4-4-5-5-5-5-6-6-6-7-7-7-9

Vimax = 9; Vmin = 1,

20+1

Posicdo da mediana = PosMe = =1052posicdo=>» Me =5

Posicao do Q; & PosQ, :@

= 5,252 posicio = Q1= 3

Posicéo do Qs = PosQ; = w

=15,752posicdo = Q3 =6
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10

B Median
[125%-75%

Tempo T Min - Max

Exemplo 2: Com base no desdobramento de tempos de
espera para homens e mulheres, monte dois diagramas de caixa no
mesmo grafico.

Homens: 5-2-7-9-3-2-3-1-3-7

Mulheres:3-5-7-4-5-6-6-6-5-4

Solucéo:

Homens: Vmin=1; Q:1=2; Me =3; Q3=7; Vmax =9

Mulheres: Vimin =3; Q1=4; Me =5; Q3 =6; Vmax = 7

10
OQpFp-=-=-====-- —— = = = ————
< ] e e
7h------- - I --------
6F-------1 S
o
o
e S5F=-=-=-=-==-=4 - L I
(3}
[

=  Median
0 [ 25%-75%
H M T ™in-Max
Sexo
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3.3 Assimetria

Além das medidas de posicdo e dispersdo, a forma da
distribuicio €& uma importante fonte de informagdo sobre o
comportamento dos dados. Algumas distribuicbes podem apresentar
forma simétrica ou assimétrica.

Mo = Me = X X < Me < Mo Mo< Me < X
As =0 = simétrica  As <0 =» assimetria negativa As > 0 =» assimetria positiva
Figura 3.3(a) Figura 3.3(b) Figura 3.3(c)

7

Uma distribuicdo é simétrica [Figura 3.3(a)] se o grafico
apresenta 0 mesmo comportamento a direita e a esquerda da média.
Nesse caso, moda, média e mediana sao iguais ou muito proximas.
A distribuicdo de dados apresenta assimetria negativa [Figura 3.3(b)]
guando sua cauda esquerda afasta-se mais do pico do que a cauda
direita, sendo a moda maior do que a mediana, e esta maior do que a
média. A distribuicAo apresenta assimetria positiva [Figura 3.3(c)]
guando sua cauda direita afasta-se mais do pico do que a cauda
esquerda, o que faz com que a média seja maior do que a mediana,
e esta maior do que a moda.

Existe mais de uma forma de se determinar o coeficiente de
assimetria. Aqui, usaremos o0 coeficiente de assimetria pelo
segundo critério de Pearson:
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Quadro 3.1 — Interpretacéo do coeficiente de assimetria de Pearson

Assimétrica negativa As< -1
Assimétrica negativa moderada -1<As<-0,15
Simétrica -0,15 < As < 40,15
Assimétrica positiva moderada +0,15<As<+1
Assimétrica positiva As 21

Exemplo: Os dados a seguir referem-se a uma amostra dos
salarios recebidos em uma determinada empresa. Determine o

coeficiente de assimetria e interprete.
830 920 920 1020 1100 1150 1300 1340 2600 2950
Solugédo: Para determinar o coeficiente de assimetria,

precisamos calcular a média, a mediana e o desvio-padrao.

n n _
2% 2 (X - X)?
x=E_—1413 s =4 = 740,65
n n-
1 1 1
PosMe = 1= = 0+1_ 5,52 posicdo  Me= 1100+1150 _, 55
2
3.(X—Me _
As = ( ) _3.(1413-1125) .

S 740,65
Interpretacdo: Os salarios dos empregados apresentam
assimetria positiva (As=1,17). Esse resultado evidencia a presenca
de valores extremos a direita do conjunto de dados que puxam a
média para cima, mas nao influenciam a mediana.

3.4 Curtose

Denomina-se curtose o grau de achatamento ou alongamento
de uma distribuicdo em relacdo a uma distribuicdo padréo, denominada
curva normal. A curva normal tem o coeficiente de curtose igual a 0,263
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e é classificada como mesocurtica. Quando a curva é mais alongada
gue a curva normal, seu coeficiente de curtose € inferior a 0,263 e esta
curva é classificada como leptocurtica. Quando é mais achatada que a
curva normal, denomina-se platiclrtica e apresenta coeficiente de
curtose maior que 0,263.

Mesocurtica Leptocurtica Platicurtica
C=0,263 C<0,263 C>0,263

O célculo deste coeficiente é dado por:

_ Q-
2(Pyg —P1p)

Exemplo: Os dados a seguir referem-se aos salérios

recebidos em uma determinada empresa. Calcule a curtose.
610 612 620 630 638 640 653 668 670 680
680 690 700 710 718 720 735 740 755 770
774 780 782 785 786 792 796 797 810 820
860 890 920 931 954 960 980 1010 1070 1075

Solucdo:
Posicao do Q1 > PosQ.= XU _1025ap0sica0 3 0, = 630
Posicao do Qs » P0SQy= -1 ~3075%posicao > Qs = 850
Posic&o do P 2 POSP = % =41%posicao 9 P, = 630,8
Posicio do Py = POsRy = % =36,9%posicao = Py, = 978
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Q-Q

850 - 680

C = = =
2(Py, —Pyp) 2(978 —630,8)

Interpretacdo: C=0,245, leptoclrtica, ou seja, os salarios

0,245

apresentam uma distribuicdo mais alongada do que a curva normal.

Quadro 3.2 — Resumo das medidas de posi¢do

| Medida || Definicéo || Vantagens || Desvantagens
. X: Usada muitos | | Afetada or valores
Média i:z ' | . P
n métodos estatisticos. extremos.
Apropriada quando ha
. Prop ; Usada em poucos
Mediana || Valor central || valores extremos ou

distribuicdes assimétricas.

métodos estatisticos

Valor mais
frequente

Moda

Apropriada para dados
qualitativos.

Nem sempre existe.

moda.

matematica.

Quadro 3.3 — Resumo das medidas de dispersdo

Variancia populacional
N
Z (X — H)Z
i=1

N

Desvio-padréo populacional

o =

Coef. de variagéo populacional

cv =2.100
W

Variancia amostral
n <\2
2 (X = X)
=

2 _
n-1
Desvio-padréo amostral

S

Coeficiente de variagdo amostral

cv =2.100
X
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Exercicios resolvidos

1) Os dados abaixo representam o numero de erros no
preenchimento de apdlices de seguro, no més de janeiro, em uma

seguradora. Calcule a média, moda e mediana. Interprete os resultados.
0 0 2 1 4 0 1 3 2 2 0

R, W o R
Wk O R
N = I = =
A O Fr O
w o~ O
oOr W w R
N O O
O O r U
==
, ON R
oON Rk O
[N NN

Solucdo: Para o calculo da mediana € necessario ordenar os
dados: 300

W PR P OO
W PR P OO
W kr P OO
WwrFr P OO
WwrFr P OO
w NP OO
AN PEP OO
A NP OO
A NP PO
A NP PO
GNP P O
GNP P O

312

1 .
Mediana =  PosMe = n% = 30,52 posicao
Procuramos os elementos que estdo na 302 e 312 posicdo e
calculamos a média desses elementos:

_1+1

Me =1 2>Me=1

Moda = Mo = 1 (valor que ocorre com a maior freqiiéncia)

n
X 4
Média = X=F=—=—=132
n 60 .

Interpretacdo: No preenchimento de apdlices de seguro
observa-se em média 1,32 erro por apolice; 50% dos erros séo
maiores ou iguais a 1, sendo esse, também, o niUmero de erros que
ocorre com a maior frequéncia.
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2) Dados os dois conjuntos de dados amostrais, calcule:
Grupo A:

25 28 34 40 10 21 75 23 27 15 24 76 15 49 18
Grupo B:

28 39 15 43 41 20 35 17 29 24

a) a média de cada grupo.
b) a mediana de cada grupo.
c) Compare os valores obtidos para a média e a mediana no

grupo A e no grupo B. A média é maior ou menor que a mediana?
Explique o porqué.

X =

Solucgdo:
a)
Grupo A
25+28+34+40+10+21+75+23+27+15+24+24+76+15+49+18 _32
15
Grupo B
%= 28+39+15+43+41+20+35+17+29+24 ~ 29
10
b)
Grupo A
10 15 15 18 21 23 24 25 27 28 34 40 49 75 76
PosMe= 21 _ 82posicao Me = 25

Grupo B 52 posicdo 62 posicéo
15 17 20 24 28 29 35 39 41 43

PosMe = 102+1 = 5,52posicéo 28 29

Me = 28+29

c)

No grupo A, a média e mediana estdo mais afastadas, pois a

=285 Me = 28,5

média é influenciada por valores extremos. Nesse grupo, ha dois
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valores discrepantes, 0 75 e 0 76, 0 que fez com que a média ficasse
afastada do centro dos dados. Ja no grupo B, a média e mediana
estdo bem mais préximas, pois esse conjunto de dados néo
apresenta valores extremos.

3) A distribuicdo de frequéncia a seguir apresenta os niveis de
escolaridade de 50 empregados de uma empresa. Considerando o
tipo de variadvel, calcule a medida de tendéncia central mais
adequada para descrever a distribuicdo dada.

Nivel de escolaridade Nimero de funcionérios

Pés-graduacéo 4
Superior completo 9
Superior incompleto 13
Ensino Médio completo 15
Ensino Médio incompleto 7
Ensino Fundamental completo 2

Total 50

Solucdo: Moda, porque os dados sao qualitativos. A variavel
com maior frequéncia € Ensino Médio completo, fi = 15. A mediana
também poderia ser usada, pois a variavel é qualitativa ordinal. Pos
Me = 25,52 posicdo. Me = Superior completo.

4) Na tabela abaixo, sdo apresentadas amostras de salarios
mensais, em reais, de professores de escolas do Ensino
Fundamental da rede publica e privada.

Professores da rede publica | 586 | 581 | 587 | 568 | 548 | 559 | 599 | 562
Professores da rede privada | 418 | 384 | 403 | 376 | 397 | 383 | 394 | 408

a) Obtenha a média, o desvio-padrdo e o coeficiente de
variagcdo dos salérios dos professores da rede publica e privada.
b) Compare os dois grupos e interprete os resultados.
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Solucéao a):

xi (Salarios rede publica) Xi? xi (Salarios rede privada) Xi?
586 343.396 418 174.724
581 337.561 384 147.456
587 344.569 403 162.409
568 322.624 376 141.376
548 300.304 397 157.609
559 312.481 383 146.689
599 358.801 394 155.236
562 315.844 408 166.464

¥ 4.590 ¥ 2.635.580 ¥ 3.163 ¥ 1.251.963
Rede publica

L _ X
Média = X=L=@=573,75
n

(in)z

Desvio-padrdo = s- |1 |$x2_
P N n—1{zx'

Coeficiente de Variagéo -> CcV = 3100 = 1719 %100 =2,99%
X 573,75

Rede privada

Média & - 2

Desvio-padrdo = s- JS

Coeficiente de variacdo = cv -
395,38

= 395,38

1

2
1]:1.251.963M

} =14,10
8

x100=3,57%

2
- L 2.635.5807(4'590) =1719
8-1 8

b) A média salarial da rede publica é maior do que a média
salarial da rede privada. Apesar de o desvio-padrdo da rede publica

ser maior do que o da rede privada, os salarios da rede publica
apresentam dispersao relativa (CV) menor do que na rede privada.

5) Os dados a seguir referem-se aos salarios recebidos em

uma determinada empresa. Calcule a média, mediana, desvio-

padréo e coeficiente de variacdo. Interprete os resultados.
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610 612 620 630 638 640 653 668 670 680
680 690 700 710 718 720 735 740 755 770
774 780 782 785 786 792 796 797 810 820
860 890 920 931 954 960 980 1010 1070 1075

Solucéo:

_ 31211
40

Média = x= =780,28

2
(fﬂilw 12688

Desvio-padrdo= s :\/ﬁ{m.g&.om—

Coeficiente de variagdo = ¢y - 12688 100_1626%

780,27
. 202 posicao
Mediana

Posicao da mediana 9 PosMe =221 _ 2053p0sicio & 770 774

Me:m# =772 > Me=772 217 posicao

7

Interpretacdo: O salario médio na empresa é R$780,28,

sendo que 50% dos empregados recebem acima de R$772,00. O
desvio-padréo € de R$126,88 0 que representa uma média dispersédo
(CV = 16,26%).

6) A seguir, estdo os tempos de espera, em minutos, para
atendimento no caixa de 19 clientes de uma agéncia bancaria. Monte
o gréafico de caixa.

656 (119 |4 (13| 3 |7 (12| 8 |12|5|95| 5 |11|12|75| 7 | 6

Solugéo: Primeiro precisamos ordenar os dados:

3/4(5|5|6|6|65|7|7(75|/8|9]95|11|11|12 12|12 |13

Vméx = 13, Vmin :3,

Posicédo da mediana =» PosMe = %Jrl = 10%posicdo = Me =75
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Posicdo do Qi1 = PosQ, =

Posicdo do Qs = PosQ, =

1x(19 +1)

4

3x(19 + 1)

Gréfico de Caixa do Tempo de Espera

14 T

[ L

VpF=-=-=-==-==- _-———
1
1
1
1
B =======p=-==-=
1
1
1
6fF-=--=-=--- [
1
1
1
1
N O r----

Tempo (min)

=52posicido > Q1=6

=152posicdo = Q3 =11

W Ved
[ 25%-75%

=L Mn-Max

7) Foi feita uma pesquisa para verificar a relagéo
escolaridade e renda. A tabela a seguir apresenta o grau de
escolaridade maximo de cada pessoa e sua renda. Para a variavel
renda sdo apresentados os valores maximo, minimo, primeiro quartil,
terceiro quartil e mediana. Com estes dados monte gréficos de caixa
gue comparem o0s quatro grupos de escolaridade, todos no mesmo
grafico. Escreva um breve resumo da relacdo observada entre

educacao e renda.

entre

Grau de escolaridade maximo Vmin Q1 Me Qs Vimax
Pés-graduacéo 2.500 2.800 3.000 3.400 4.000
Graduagéo 1.000 1.300 1.500 1.950 2.200
Ensino Médio 450 700 800 1.000 1.200
Ensino Fundamental 250 300 400 450 500

Solugdo: como podemos observar no grafico, a renda dos
individuos com Ensino Fundamental é a que apresenta menor valor
mediano e menor variacdo. A renda dos individuos com pds-
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graduacdo € a que tem maior valor mediano e maior disperséo,
principalmente nos valores acima da mediana.

Grafico de Caixa

4500 v v
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 ———— el oL | I
4000 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
3500 - --- L ————— re====q===== i—-———
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
3000 1 . 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
2500 [ - === T=--- J— ——— ----- r----1----- i-----
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
2000 F ---- j R e e e = I: ____ R e e oo o
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1 1 1 1 1
BOfF-—=—="7T-~~~ " | L] - TrTT-TTT-aOT T T T "% [
1 1 1 1 1
1 1 1 1
1000 f - - - - [ R— l___J__ R I
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
50fF-=-=-=-7-=---- [ T T T e—t— L — T T T [ )
! . . = = vedn
1 1 1 1 | 1 1 25%-75%
0 1 1 1 1 Y 1 Min-Max
Pés Grad. Méd Fund.

Exercicios complementares

1) Os dados a seguir representam a percentagem de calorias
provenientes de gordura em lanches de carne e frango, a partir de
uma amostra em uma cadeia de lanchonetes:

Carne = 43; 47; 48; 51; 51; 55; 55; 57; 59

Frango = 20; 22; 45; 46; 53; 54; 56; 57

a) Calcule a média, a mediana e a moda para a percentagem
de gordura em lanches de carne. Que medida de tendéncia central
melhor representa esse conjunto de dados? Por qué?

b) Calcule a média, a mediana e a moda para a percentagem
de gordura em lanches de frango. Que medida de tendéncia central
melhor representa esse conjunto de dados? Por qué?

c) Calcule a variancia, o desvio-padrdo e o coeficiente de
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variacdo para a percentagem de gordura em lanches de carne.

d) Calcule a variancia, o desvio-padrdo e o coeficiente de
variagao para a percentagem de gordura em lanches de frango.

e) Com relacdo a percentagem de gordura nos lanches de
frango e nos de carne, qual tipo de lanche possui a menor disperséo
relativa?

2) Um fabricante de pilhas extraiu uma amostra de 15 pilhas,
de um mesmo lote, e as utilizou até que descarregassem. O nimero
de horas que cada uma demorou até descarregar foi:

425 341 317 535 276 441 917 1.068

509 254 497 571 285 479 468

Calcule a média, a mediana, desvio-padrao, coeficiente de
variagao. Interprete os resultados obtidos.

3) O peso de uma populacéo de 8 pessoas foi obtido utilizando
dois tipos de balancas: analdgica e digital. Na balanca analdgica, a
média de peso foi de p = 74,5kg com desvio-padréo de ¢ = 14,5kg; na
balanca digital, a média de peso foi de p = 76,2kg com desvio-padréo
de o = 8,7kg. Qual das duas balancas é relativamente mais precisa?

4) Que medida de tendéncia central representa o ponto de
freqiiéncia maxima em um conjunto de dados?

5) Que medida de tendéncia central divide um conjunto de
dados ao meio, quando os valores se disp6em em ordem crescente
ou decrescente?

6) Que medida de tendéncia central é considerada o ponto de
equilibrio de um conjunto de dados?
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7) Explique a relacdo entre a variancia e o desvio-padréo.
Alguma dessas medidas pode ser negativa? Justifigue dentro do
contexto da Estatistica.

8) Obtenha um conjunto de dados paraoqualn=6, X=9es=0.

9) Por que o desvio-padrao é usado com mais frequéncia do
gue a variancia?

10) Um técnico de laboratério estudou medidas recentes
efetuadas com dois instrumentos diferentes. Com o primeiro
instrumento, obteve média de 27,4cm e desvio-padrdo de 1,1cm.
Com o segundo instrumento, obteve média de 25,32cm e desvio-
padrdo de 0,7cm. Qual dos dois instrumentos é relativamente mais
preciso? Justifique sua resposta.

Obs.: A precisdo esté associada a variagao.

11) Durante um periodo de uma hora, foi anotado o valor
gasto, em reais, por 20 fregueses. Calcule a média, mediana, moda,
0 desvio-padrédo e coeficiente de variacdo. Interprete os resultados,
elaborando um texto coeso.

1,50 2,75 1,50 5,50 3,50 4,00 3,00 6,50 4,50 2,75
1,50 1,50 4,00 6,50 4,75 3,50 1,50 4,75 2,75 1,50

12) A seguir estdo os tempos de espera, em minutos, para
atendimento no caixa de 18 clientes de uma agéncia bancéria:

9|/6(12|11|6 |12 3|12|6|9|5|8|13|5|6|4|8]|7

Determine a média, mediana, variancia, o desvio-padréo e
coeficiente de variagdo. Interprete os resultados.

13) Em que casos a mediana é mais indicada como medida
de tendéncia central do que a média? Cite um exemplo.
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14) Os valores a seguir se referem aos salérios recebidos em

uma determinada empresa. Determine:
520 522 530 545 548 550 560 570 570 580
580 590 600 612 618 618 635 640 655 670
674 680 682 685 689 694 736 747 780 782
786 789 792 793 795 830 880 910 970 975

a) Qual o salario acima do qual estdo os 10% mais bem-
remunerados?

b) Qual o salario abaixo do qual se encontram os 15% mais
mal-remunerados?

15) Dao-se, a seguir, os numeros de alarmes falsos recebidos
por um grupamento de bombeiros durante 17 semanas consecutivas:
3 12 5 6 12 6 12 6 3 11 8 7 5 6 8 8 4

a) Determine a mediana, o primeiro quartil, o terceiro quartil, o
valor maximo e o valor minimo;
b) Desenhe o gréfico de caixa.

Respostas

1.

a) x=51,6; Me = 51; Mo: = 51; Mo, = 55. A percentagem de
gordura nos lanches de carne é mais bem representada tanto pela
média quanto pela mediana, pois nesse conjunto de dados ndo ha
valores extremos.

b)x =44,1; Me = 49,5; Mo = amodal. A percentagem de gordura
nos lanches de frango € mais bem representada pela mediana, pois
esse conjunto de dados apresenta valores extremos a sua esquerda, o
gue faz com que a média seja desviada mais para baixo.

c) s?=27,04; s=5,2; C.V.= 10,04%

d) s2=222,7; s=14,92; C.V.= 33,83%
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e) O lanche de frango apresenta a menor disperséo relativa
(C.V.trango = 10,04%).

2. x=492,2; Me = 468; s = 228,07; C.V.= 46,34%. Em média
as pilhas duram 492,2 horas, sendo que 50% das pilhas duram 468
horas ou mais. O desvio-padréo é de 228,07 horas o que representa
uma alta disperséo (C.V. = 46,34%) no tempo de duracao das pilhas.

3. C.Vanaisgica.-= 19,46%; C.V.ggita = 11,42%. A balan(;a que
apresenta a menor dispersdo relativa é a digital, pois tem o menor
coeficiente de variagdo (medida de disperséo relativa).

4. Moda

5. Mediana

6. Média

7. O desvio-padrdo é a raiz quadrada da variancia. Nenhuma
destas medidas pode ser negativa, pois medem o grau de
afastamento (distancia) entre a média e cada elemento do conjunto
de dados, e ndo existe medida de distancia negativa.

8.Resposta:9 9 9 9 9 9

9. A variancia € uma medida na qual a unidade de seu
resultado esta elevada ao quadrado e, assim, ndo nos possibilita
uma analise direta.

10. A precisdo esta associada a menor variagdo. Como é
solicitado o instrumento relativamente mais preciso, precisamos
considerar uma medida de disperséo relativa: o coeficiente de variagéo.

Instrumento 1: CV=4,01% Instrumento 2: CV= 2,76%

Com base nos resultados do coeficiente de variagéo,
podemos verificar que o instrumento que possui menor dispersao
relativa é o instrumento 2; logo, ele é mais preciso do que o
instrumento 1.

11.

1,50 | 1,50 | 1,50 | 1,50 | 1,50 | 1,50 | 2,75 | 2,75 | 2,75 | 3,00

3,50 | 350 | 4,00 | 4,00 | 450 | 475 | 475 | 550 | 6,50 | 6,50
Média = R$3,39; Mediana = R$3,25; Moda = R$1,50;
Desvio-padrdo = R$1,66; CV = 48,9 %
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Com base nos resultados, podemos verificar que o valor que
é gasto com mais frequéncia é de R$1,50. O valor médio gasto pelos
fregueses € R$3,39. O desvio-padrdo é de R$1,66 e indica que h&a
variacdo nos dados; pelo coeficiente de variacdo, podemos verificar
gue é uma alta dispersao (CV=48,9%).

12. Média = 7,89min; mediana = 7,5min; variancia = 9,36min?;
desvio-padrédo = 3,06min e CV = 38,84%

Interpretacdo: Em média, os clientes esperam 7,89 minutos,
sendo que 50% dos clientes esperam mais de 7,5 minutos. O tempo
de espera apresenta alta dispersdo (CV=38,84%).

13. A mediana é mais indicada do que a média quando os
dados apresentam valores extremos.

14.

a) Py = R$875,00
b) P15 = R$551,50

15.
a) Vmin =3; Q1=5; Me = 6; Q3 =9,5; Vimax = 12

b)
14
12 _____________________ A S |
10 ______________________________________________
2 [ IRy PR
b ___________________ . ___________________
4 _____________________________________________
! B Median
B ; [125%-75%
2 ' : : T win - Max

N° Alarmes
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4 Medidas estatisticas para dados agrupados

No calculo das medidas estatisticas, o ideal é trabalhar com
0s dados originais ndo-agrupados, ou seja, os dados brutos. Caso
estes ndo estejam disponiveis, podemos fazer esses calculos através
de uma distribuicdo de frequéncia. Nas distribuicbes de frequéncia
sem intervalo de classes, ndo ha perda de informacéo, apenas
algumas férmulas sdo adaptadas para essa nhova forma de
apresentacdo dos dados. J4 nas distribuicdes de frequéncia com
intervalo de classe, hd perda de informacdo, o que torna o0s
resultados meras aproximagdes, nem sempre precisas.

4.1 Dados agrupados sem intervalos de classe

Para calcular a média aritmética, variancia e desvio-padréao
em cada uma das classes, multiplica-se o valor pelo niamero de
vezes que ele ocorre (frequéncia).

x..f

NgE]

Média amostral & X =1L

2

i=1
Zx-.f-j
n 4 (]
Variancia amostral = szzi 2xi2.fi—'=1—
n-1{4 n

Exemplo 1: Calcule a média, o desvio-padrdo, a variancia e o
coeficiente de variagdo de Pearson para os seguintes dados
amostrais:

99



Distribuicdo de frequéncia sem intervalo de classe

X fi X; .fi x2 .1,
2 5 10 20
3 10 30 90
4 15 60 240
5 12 60 300
6 5 30 180
7 3 21 147
Total 50 211 977
Solucéo:
>
X; . f
_ & 211
X=1l = 22422
2
i=1
(£1)
in'fiJ 2
n £
2= L |$yep S PP Y PR
n-1i3 n 50-1 50

s = /17669 =133

133
4,22

Ccv .100 = 3152%

Para os dados agrupados sem intervalo de classe, a moda é
calculada da mesma forma que para os dados ndo-agrupados. A
moda seré o valor da variavel de maior frequéncia. Neste exemplo a
Mo = 4.

A mediana para os dados agrupados sem intervalo de classe
serd calculada do mesmo modo que para dados nao-agrupados.
ApOs o calculo da posicdo da mediana, devemos calcular a coluna
das frequéncias acumuladas.
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Exemplo 2: Calcule a mediana para os dados abaixo:

Variavel (xi) fi Fi
0 2 2
1 6 8
Me - 2 10 18
3 12 30
4 4 34
>34

PosMe="*1_35 175
2 2

Neste exemplo, a posicdo da mediana esta entre a décima
sétima e décima oitava posi¢do. Observe a coluna das frequéncias
acumuladas: a terceira linha contém os elementos dessas duas
posicoes.

Podemos verificar, na coluna das frequéncias acumuladas,
gue o elemento que esta na décima sétima posicao é igual a 2 (x = 2)
e o0 elemento na décima oitava posicdo também é igual a dois.
Portanto, a mediana sera:

Me=272 _
2

Exemplo 3: Calcule a mediana para os dados abaixo:

Variavel (xi) fi Fi
12 1 1
14 2 3
15 1 4
Me=15,5 16 _ 2 6
17 1 7
20 1 8

~8

posMe="11_9%_45
2 2
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Neste exemplo, o valor mediano € o valor que se encontra
entre a quarta e a quinta posicdo. Observe, na coluna das
frequéncias acumuladas, que o elemento que se encontra na quarta
posicao (terceira linha) € igual a 15 e 0 elemento que se encontra na

quinta posi¢ao (quarta linha) é igual a 16. Portanto, a mediana seré:

Me=12 ;16 —155

A mediana € igual a 15,5.

4.2 Dados agrupados com intervalo de classe

No caso de distribuicbes de frequéncia com intervalos de
classe, como ha perda de informacgdo, os valores obtidos para as
medidas estatisticas serdo meras aproximagdes, em alguns casos,
bastante grosseiras. Esses métodos justificavam-se quando nao
havia calculadoras e computadores, o que tornava bastante
cansativo o calculo das medidas estatisticas quando o conjunto de
dados era muito grande. No entanto, com o avanco da tecnologia, é
possivel realizar esses célculos para um grande conjunto de dados,
com o auxilio de programas estatisticos ou planilhas eletrdnicas.
Caso esses nédo estejam disponiveis, podemos fazer estes calculos
através de uma distribuicdo de frequéncia.

Para o célculo da média, variancia e desvio-padrédo, calcula-
se 0 ponto médio da classe e este valor passa a representar a
classe. Para continuar usando as mesmas férmulas da média e
variancia, para distribuicdes de frequéncia sem intervalo de classe,
usamos X; para representar o ponto médio.

Ponto médio = x; = %
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Exemplol: Calcule a média, varidncia e desvio-padrao dos
seguintes dados:

Distribuicao de frequéncia com intervalo de classe

Notas fi X; X; . Xi2 Xi2 £,
or 2 6 1 6 1 6
. 12 3 36 9 108
46 7 5 35 25 175
6r 8 4 7 28 49 196
81 10 2 9 18 81 162
Total 31 123 647
n
. _oXxf a3
Média = X= I:ln = 3—:3,97
>f !
i=1

n_

n 2
X;.fi 2
Variancia® , 1 |& [,Z;‘ ' 'J 1 | gq7 128 | g
S —71 in .fi—i ’

i=1

Desvio-padrédo = s= /53 =230

Para o célculo da mediana usamos a seguinte férmula:
, P-F f.

Mediana = Me =L Me J{f—am} .h onde P = 21

i

L;Me = limite inferior da classe que contém a mediana

P = posicdo da mediana

F,nt = frequéncia acumulada anterior a classe que contém a mediana

f, = frequéncia simples da classe que contém a mediana

h = amplitude do intervalo de classe
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Exemplo 2: Calcule a mediana.
Notas fi Fl
OF2 6 6
214 12 18

Na 12 classe esta
elementos que ocupam da
2 até a 62 posicao

416 ! 25

68 4 29 Na 22 classe estdo os
2 31 elementos que ocupam da
810 a 182 posicédo
Total 31
Sh_31 ...
Posicdo da mediana = P = N 15,52 posicao

Para determinar a classe que contém a mediana, calcule a
frequéncia acumulada ‘abaixo de’. A 15,52 posi¢do estd na segunda
classe da distribuigéo.

P_F B
Me = LMe +[—f a”‘} h=2, [—15?2 6} .2-358 Me =358
i

Obs.: Nao calcule as medidas estatisticas com base em uma

distribuicdo de frequéncia com intervalos de classe, se vocé tiver
acesso aos dados brutos.
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Exercicios resolvidos

1) Os dados da distribuicdo de frequéncia abaixo representam
os salarios de 35 funcionarios de uma empresa.

Salarios (R$) fi
830,00 2
850,00
920,00 8
960,00 10

1.020,00 6

1.300,00

1.540,00 1
Total 35

Calcule a moda, média, mediana, o desvio-padrdo, a
variancia, o coeficiente de variacdo e o coeficiente de assimetria.
Interprete os resultados.

Solugéo

Calculo da moda

Moda é o valor que tem maior frequéncia. Podemos verificar
na coluna 2 que a maior frequéncia é 10, correspondente a variavel
salario 960,00. Mo = R$ 960,00

Célculo da média

Para calcular a média, vamos criar a coluna 3, esta coluna é
gerada pela multiplicacédo das colunas 1 e 2.

Colunal Coluna 2 | Coluna 3 | Coluna 4 Colunas Coluna 6
Saléarios (R$) (xi) fi Xi.fi Xi? Xi2.fi Fi
830,00 2 1660 688900 1377800 2
850,00 5 4250 722500 3612500 7
920,00 8 7360 846400 6771200 15
=P 960,00 10 9600 921600 9216000 25
1.020,00 6 6120 1040400 6242400 31
1.300,00 3 3900 1690000 5070000 34
1.540,00 1 1540 2371600 2371600 35
Total > 35 ¥ 34.430 ¥ 34.661.500
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O somatorio da coluna 3 sera usado na equacgéo que define a
média, como é mostrado a seguir:

Célculo da variancia e do desvio-padrao

Vamos calcular, em primeiro lugar, a variancia. O desvio-
padréo é a raiz quadrada da variancia.

Para tanto, precisamos calcular os valores da variavel ao

guadrado (x?), coluna 4. Na coluna 5, foram calculados os valores de
2
Xi .fi.

n 2
1 | (in.fi) 1
s’= > x2f -~ = {34.661.500—

=23.30050

< (34.430)
n-1|4 n 35-1 35

s=,/ 23.30050 =R$152,64

Célculo da mediana

Para calcular a mediana, achamos a posicdo onde ela se
encontra:

n+1 35+1
2

A mediana encontra-se na décima oitava posicao.
Calculamos, agora, as frequéncias acumuladas (coluna 6).

A mediana estara na quarta linha, onde a frequéncia acumulada
€ 25, isto é, 0 elemento que se encontra na décima oitava posicdo esta
contido nessa classe. Portanto, a mediana é igual a Me = R$ 960,00.

PosMe= 18

Célculo do coeficiente de variacao

cv = S 100 = 19264
X 98371

.100 =15,5%
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Calculo do coeficiente de assimetria
3.(x-Me) 3.(983,71-960,00)

As = = =0,466
s 152,64

Assimetria positiva moderada

Interpretacao: o salario médio nesta empresa é de R$983,71.
Cinquenta por cento dos empregados ganham acima de R$960,00,
sendo este, também, o salario que ocorre com a maior frequéncia. O
desvio-padrdo é de R$152,64, o que resulta em uma média
dispersdo (CV=15,5%). A distribuicdo dos salarios apresenta uma

assimetria moderada positiva.

2) Os dados da distribuicdo de frequéncia abaixo representam
as alturas de 50 estudantes. Calcule a média, mediana, desvio-
padrdo, coeficiente de variacdo e a assimetria.

Altura (cm) fi
160 + 165 2
165 + 170 5
170 + 175 10
175 + 180 15
180 + 185 9
185 + 190 6
190 + 195 3
Total % 50

Solucéo:

Os dados acima descritos estdo agrupados com intervalos de
classe. A primeira coisa a ser feita € calcular o ponto médio (coluna
3) de cada intervalo de classe. Usaremos o0s pontos médios dos
intervalos, ao longo dos nossos calculos.

107



Colunal | Coluna?2 | Coluna3 | Coluna4 | Coluna’5 | Coluna6 | Coluna?

Altura fi Xi xi.fi Fi Xi? xi2.fi
160 - 165| 2 162,5 325 z 26406,25 | 528125
165+ 170| ° 167.5 837,5 7 28056,25 | 140281,3
170+ 175| 10 1725 1725 17| 29756,25 | 297562,5
175180 15 ST 82 | 31506,25 | 4725938
180185, °© 1825 | 16425 41 133306,25 | 299756,3
185+ 190| 6 1875 1125 47 | 35156,25 | 210937,5
190+ 195| 3 1925 | 5775 50 13705625 | 1111688

Total % 50 < 8.895 > 1.585.113

Calculo da média
Para o calculo da média, devemos montar a coluna 4, que é
obtida multiplicando-se a coluna 2 e a coluna 3.

n
f
2X-6 g go5

S

i=1

=17790cm

Calculo da mediana
Para o calculo da mediana, devemos calcular a coluna das
frequéncias acumuladas (coluna 5) e a posicdo onde esta se

encontra:

n+1 50+1

PosMe=—— =255
2 2

A mediana encontra-se entre as posi¢fes vigésima quinta e
vigésima sexta. Na coluna da frequéncia acumulada, devemos
procurar a linha que contém essas posi¢cdes. Podemos verificar que a
guarta linha, que tem frequéncia acumulada de 32, é a que contém
essas posi¢cdes. Portanto, a mediana deve estar nessa linha.
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A quarta classe contera a mediana.

Me = LMe + {@} h

i
L;Me = limite inferior da classe que contém a mediana = 175

P = posi¢cdo da mediana = 25
F.n« = frequéncia acumulada anterior a classe que contém a

mediana = 17
f, = frequéncia simples da classe que contém a mediana = 15
h = amplitude do intervalo de classe =5
Substituindo os valores:

25—17}

Me :l75+[ .5=177,66cm

Me = 177,66cm

Célculo do desvio-padrao
Para calcular o desvio-padréo, calcula-se a variancia e,
depois, extrai-se a raiz quadrada. Para o calculo da variancia,
calculam-se os valores da variavel ao quadrado (x), coluna 6. Na
coluna 7, foram calculados os valores de x?.f..
. 2
ZX"f‘j

o :
sto_ L > x2f -~ -1 1.585.113—M =54,95cm?
n-1|i n 50-1 50

O desvio-padréo sera dado pela raiz quadrada da variancia.

s=,/5495 =741cm

Célculo do coeficiente de variacao

cv =S 100 = 4L
X 177.9

.100 = 4,16%
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Célculo do coeficiente de assimetria
ps — 3(X=Me) 3{17790-17766) 1, Distribuicio simétrica
S 7,41
Interpretacdo dos resultados: A altura média dos
estudantes é 177,90cm, sendo que 50% tém estatura superior a
177,66cm. O desvio-padrdo é de 7,41cm, o que resulta em baixa
dispersdo (CV=4,16%). As alturas dos estudantes apresentam uma

distribuicdo simétrica (As = 0,097).

Exercicios complementares

1) Uma auditoria feita em 60 apdlices de seguro revelou os
seguintes numeros de erros no preenchimento do formulario da
Corretora FGNick, no més de margo de 2005:

0 0 2 1 4 1 0 1 3 2 2 0 1 3 1
1 1 1 4 0 3 1 5 1 1 0 2 3 0 1
0 0 1 1 4 3 0 1 0 2 1 4 1 2 0
3 1 0 0 5 1 2 0 3 0 2 1 4 0 1

a) construa uma distribuicdo de frequéncia adequada;

b) monte o histograma;

c) calcule a média, mediana, desvio-padrdo, coeficiente de
variacéo e coeficiente de assimetria.

2) Calcule a média, desvio-padréo e coeficiente de variagao
das idades dos alunos da tabela abaixo.

Distribuicdo de frequéncia das idades dos alunos

Idades Frequéncias

20 + 25 13

25 30 10

30+ 35 S

35 - 40 2

40 - 45 2
Total 32

Fonte: Ficticia
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3) O setor de atendimento ao cliente do Supermercado
Esplanada realizou uma pesquisa, para verificar o tempo de espera
gue cada cliente permanece na fila do caixa. O tempo, em minutos,
registrado por cada cliente, estd na tabela abaixo. Os dados foram
coletados aleatoriamente, ao longo do més de janeiro de 2008.

Tempo de espera de clientes na fila do caixa
de um supermercado

TEMPOS fi
2 11
3 4
4 6
5 9
6 8
7 7
8 5
Total 50

Fonte: Ficticia

Calcule a média, moda, mediana, desvio-padrao, coeficiente
de variacao e coeficiente de assimetria.

4) A tabela a seguir mostra os salarios de 200 empregados de
uma empresa. Calcule a média e o coeficiente de variagao.

Saléarios dos Empregados da Empresa FGNick —
Margo de 2007

Salério (R$) fi

200,00 — 400,00 24
400,00 — 600,00 36
600,00 — 800,00 50
800,00 1000,00 65
1000,00 + 1200,00 15
1200,00 + 1400,00 10

TOTAL 200

Fonte: Recursos Humanos
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Respostas

1. a)

Numero de erros no preenchimento de apodlices
de seguro da corretora FGNick — margo 2005

Xi fi
0 17
1 21
2 8
3 7
4 5
5 2
¥ 60
Fonte: Corretora FGnick
b)
Histograma
B LR B
[ 1 T
@ 15 oo
§ 10 oo f--e e e
e - I 1 v
0 ; ; | | | -_|
0 1 2 3 4 5
Ndmerode erros
c)

Média = 1,47

Desvio-padréo = 1,40

Mediana =1

Coeficiente de variacdo = 95,77 %
Coeficiente de assimetria = 1,007
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Idades Frequéncias Ponto médio xifi xi2fi

20 L 25 13 22,5 292,5 6.581,25

25 1 30 10 27,5 275,0 7.562,5

30 1 35 5 32,5 162,5 5.281,25

35 1 40 2 37,5 75,0 2.812,5

40 - 45 2 42,5 85,0 3.612,5
Total 32 X 890,0 X 25.850

Média = 27,81

Desvio-padrao = 5,95
Coeficiente de variagao = 21,14 %

3. Média:
n
250 540
X=+t =""" = 48minutos
2 50
2f
i=1
Mediana
Pos Me = n7+1 = 502+ 1 25,52 posicdo 5 5
Me = 5+5 =5 Me =5 | 252 posicéo l l 262 posicao l

Moda = Mo =2

Desvio-padrao 50_1

2
[ZXifij i
s= |1 |3 _ ]t 1352-249 o0
n_l £ 50

Coeficiente de variacao
2,02

Ccv =§.1OO = . 100 = 42,09%
X
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Coeficiente de assimetria
~3.(Xx-Me) 3(48-5)

As = -0,297
S 2,02

4. Média
2% f _148.200

=741
> 200

X =

Desvio-padrao

X: f. 2 2
s= S fofi - (Z ' ') = L 123.360.000 — 148.200 = 260,88
n-1 n 200

200-1

Coeficiente de variacdo

cv = S 100 = 26088
X

. 100 = 35,21%
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5 Introducéo a Probabilidade

Na Estatistica Descritiva, coletamos informacbes sobre
variaveis e descrevemos o0 que observamos, estudando suas
distribuicbes através de tabelas, graficos e de medidas estatisticas
gue nos permitem avaliar a tendéncia central, a variabilidade e a
forma da curva. Imagine que um pesquisador observou o tempo de
frenagem de carros de passeio que estavam a 60km/h em asfalto
seco. Os dados obtidos nesse experimento, podem ser apresentados
em tabelas e graficos e resumidos por medidas estatisticas como
média e desvio-padréo. Mas, se este pesquisador tiver a intencao de
estender suas conclusbes a outros carros, além daqueles que
observou, ele tera que fazer uso da inferéncia estatistica. Para tal, é
necessaria a aplicagdo de técnicas que exigem o conhecimento de
probabilidade.

A probabilidade permite ao estatistico utilizar as informagdes
de uma amostra, para realizar inferéncia a respeito da populacéo.
Para tal, precisamos de dois conceitos, 0 de amostragem e o da
distribuicdo de uma variavel. Quando a amostra é selecionada
aleatoriamente, ndo podemos determinar ou prever os resultados.
Contudo, podemos construir modelos probabilisticos que permitem
calcular as chances de ocorréncia dos possiveis resultados, através
da teoria de probabilidades. Neste -capitulo, veremos alguns
conceitos de probabilidade que auxiliardo na compreensdo das
técnicas de inferéncia estatistica.
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5.1 Experimento

No estudo de probabilidades, lidamos com diversos
experimentos, tais como lancar uma moeda e observar a face voltada
para cima; captura de um animal para determinar seu sexo,
comprimento e peso; numero de funcionarios que faltam ao trabalho
em determinado dia e selecdo de um eleitor para indicar seu
candidato nas proximas elei¢oes.

Um experimento é qualquer processo que permite fazer
observacgfes. Os experimentos podem ser deterministicos ou aleatorios.

® Experimento deterministico é aquele cujo resultado é
sempre o mesmo, apesar de ser repetido, varias vezes, em
condi¢cbes semelhantes.

Exemplo: a &gua ferve a 100°C.

® Experimento aleatério € todo experimento que, mesmo
repetido varias vezes, sob condi¢cbes semelhantes, apresenta
resultados imprevisiveis entre os resultados possiveis.
Exemplo: lancamento de uma moeda.

5.2 Espaco amostral

Espaco amostral (S) de um experimento aleatério (¢) é o
conjunto de todos os resultados possiveis desse experimento.
Exemplo: No langamento de um dado honesto, todos os
resultados possiveis séo:
S={1,2,3,4,5, 6}
Observacdo: Um dado € dito honesto se foi construido de
forma homogénea e com medidas simétricas.
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5.3 Evento

Evento é qualquer subconjunto do espaco amostral (S).
Exemplo:

A: observar face impar no lancamento de um dado. A={1,3,5}
B: observar face maior do que 4. B = {5, 6}

C: observar face par. C ={2, 4, 6}

5.4 Tipos de evento

®Evento impossivel é o evento igual ao conjunto vazio (@).

Exemplo: D: observar face maiordoque 6. D ={ }

®"Evento certo é o evento igual ao espago amostral S.

Exemplo: E: observar face menor doque 7. E={1, 2, 3, 4, 5, 6}

®Evento simples € um evento que ndo comporta decomposicao
em cole¢Bes menores, ou seja, ele tem um Unico elemento.

Exemplo: F: observar face maior do que cinco. F = {6}

5.5 Operacao com eventos

®Unido: A u B é o evento que ocorre se, e somente se, A
ocorre ou B ocorre ou ambos ocorrem simultaneamente. Podemos
representar usando também a nomenclatura (A ou B) = (A U B)

®|nterseccado: A n B é 0 evento que ocorre se, e somente se, A
e B ocorrem simultaneamente. A intersec¢éo de eventos também pode
ser representada usando a seguinte nomenclatura: (A e B) = (A n B)

Observagdo: se A n B = J, entdo A e B sédo ditos
mutuamente exclusivos ou disjuntos.
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="Complementar (A): é 0 evento que ocorre se, e somente
se, A nédo ocorrer. Dizemos que A e B sdo complementares se sua

unido € igual ao espaco amostral, ou seja, (AouA)=S, e sua

interseccéo é vazia, (AeA)= .

5.6 Tipos de probabilidade

Ha trés tipos de probabilidade: probabilidade classica,
probabilidade empirica e probabilidade subjetiva. Neste livro,
estudaremos os dois primeiros tipos de probabilidade.

5.6.1 Probabilidade classica

A probabilidade classica aplica-se as situagbes em que 0s
resultados que compdem o espagco amostral tém a mesma
possibilidade de ocorrerem, ou seja, 0s eventos simples s&o
considerados equiprovaveis e o espaco amostral é finito.

n(A)
P(A) =
(A) S) onde
P(A) é a probabilidade de ocorrer o evento A,
n(A) € o nimero de elementos de A;

n(S) é o numero de elementos de S.

Exemplo 1: Langa-se um dado honesto e observa-se a face
voltada para cima. Determine a probabilidade de ocorrer face 4.

Solucéo:
Experimento: langar um dado.

Espaco amostral: S ={1, 2, 3, 4, 5, 6} n(s) =6
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Evento A: ocorrer face 4. A={4} nA)=1
:Eg - % = 01667

Interpretagdo: Com base nesse resultado, podemos afirmar
gue, no lancamento de um dado honesto, a cada seis langamentos,
um deles serd a face 4? N&o, porque nao se tem certeza do que
acontecera nos varios lancamentos. No entanto, pode-se afirmar
gue, se repetirmos o lancamento do dado muitas vezes, a propor¢cao

de faces 4 se aproximara de 0,1667.

P(A) =

Exemplo 2: Langa-se um dado honesto e observa-se a face
voltada para cima. Determine a probabilidade de ocorrer face maior
do que 6.

Solucgdo:

Experimento: langar um dado.

Espaco amostral: S ={1, 2, 3, 4, 5, 6} n(s)=6

Evento B: ocorrer face maiordoque 6.B={ } nB)=0

P(B) = % = % =0 —%ventc impossivel! j

Exemplo 3: Langa-se um dado honesto e observa-se a face
voltada para cima. Determine a probabilidade de ocorrer face menor
do que 7.

Solucéo:

Experimento: lancar um dado.

Espaco amostral: S={1, 2, 3,4,5,6} n(S)=6

Evento C: ocorrer face menor doque 7. C={1, 2, 3, 4, 5, 6}
nC) 6

n(C)=6 P(C) = n(s) ry = 1ﬁ Evento certo! j
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Exemplo 4: Um baralho é constituido de 52 cartas. Retirando
desse baralho uma carta ao acaso, calcule a probabilidade de ser do
naipe de espadas.

Solucéo:

Experimento: retirar uma carta do baralho.

Espaco amostral: n(S) = 52

Evento A: retirar uma carta de espadas n(A)= 13

P(A):@ 131 025
ns) 52 4

Observacgéo:

®"Um evento impossivel possui probabilidade de ocorréncia
igual a O (zero), enquanto um evento certo possui probabilidade
igual a 1. Logo, a probabilidade de um evento A qualquer € maior ou
igual a zero ou menor ou igual a um:

0<PA)<1

®"A soma das probabilidades de um experimento é sempre

igual a um.

S P(A)=1
i=1

5.6.2 Probabilidade empirica ou frequentista

Na probabilidade classica, o nimero de casos favoraveis e o
namero de casos possiveis sdo previamente conhecidos. Por
exemplo, quando langamos um dado, ha apenas seis resultados
possiveis. J& na probabilidade empirica, os resultados sdo baseados
em dados observados. A freqiéncia de resultados no espaco
amostral é estimada a partir de um experimento. A probabilidade
empirica de um evento A ocorrer é a freqiéncia relativa desse evento.

frequéncia do evento B f,

P(B) = ==
®) ndmero de vezes em que 0 exp erimento foi repetido > f;
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Exemplo: A tabela a seguir apresenta grau de instrucdo dos
40 funcionarios do departamento de pessoal de uma pequena
empresa. Determine a probabilidade de selecionar aleatoriamente
um funcionério dessa empresa e ele ter Ensino Médio completo.

Grau de instrucao fi
Pés-graduacéo 3
Superior completo 5
Superior incompleto 11
Ensino Médio completo 14
Ensino Médio incompleto 7
Total 40
Solugdo:
Experimento: selecionar aleatoriamente um funcionario.
n(S)= 2 fi = 40
Evento B: ter Ensino Médio completo. n(B) =fi=14
P(B) = o 14 = 0,35 = 35%

St 40

As probabilidades calculadas com base em fregliéncias relativas
sdo estimativas da verdadeira probabilidade. A medida que o nimero
total de observacdes aumenta, as estimativas correspondentes tendem
a se aproximar do valor exato. Essa probabilidade é estabelecida pela
Lei dos Grandes Numeros.

\l:ara saber mais, veja o Anexo |

5.7 Teorema da soma

Seja S um espaco amostral, A e B eventos de S. A probabilidade
de que o evento A ocorra ou 0 evento B ou ambos € dada por:

P(A ou B) = P(A) + P(B) — P(A e B)
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O teorema da soma consiste em somar a probabilidade do evento
A com a probabilidade de ocorréncia do evento B; 0 evento A interseccao
B deve, entdo, ser subtraido desse total, uma vez que ja foi incluido
duas vezes no calculo da probabilidade de A e da probabilidade de B.

P(B)

P(A)

P(A e B)

Exemplo: Numa comunidade de 1.000 habitantes, 400
pessoas séo assinantes do jornal A, 300 sédo assinantes do jornal B e
200 de ambos. Calcule a probabilidade de uma pessoa escolhida ao
acaso ser assinante de A ou B.

Solugdo:

€: selecionar um habitante da comunidade n(S) = 1.000

A: ser assinante do jornal A n(A) = 400

B: ser assinante do jornal B n(B) = 300

P(AouB)=P(A)+P(B)-P(AeB)=

_n(A) , n(B) n(AeB)_ 400 300 200 _
n(S) n(S) n(s) 1000 1000 1000

Interpretacdo: A probabilidade de um habitante selecionado
aleatoriamente ser assinante do jornal A ou do jornal B é de 50%.

Observacao: O teorema da soma € simplificado sempre que

05

A e B ndo podem ocorrer simultaneamente, de modo que P(A e B) se
torna zero. Nesse caso, dizemos que A e B sdo eventos mutuamente
exclusivos, entdo P(A ou B) = P(A) + P(B).

FiA) F(E)
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Exemplo 2: Uma urna contém quatro bolas amarelas, duas
brancas e trés vermelhas. Retirando-se uma bola, calcular a
probabilidade de ela ser amarela ou branca.

Solucgdo:

€: retirar uma boladaurna n(S)=9

A: retirar uma bola amarela n(A) =4

B: retirar uma bola branca n(B) = 2

C: retirar uma bola vermelha n(C) =3

n(A n(B) 4 2 6
:%+%:5+§:§:0,6667

Interpretacdo: A probabilidade de que a bola retirada seja

amarela ou branca é de 66,67%.

P(AouB)=P(A) + P(B) =

Exemplo 3: Retirando-se uma carta de um baralho de 52
cartas, qual é a probabilidade de:

a) retirar um &s ou uma carta de copas?

b) retirar um valete ou uma dama?

Solucéo do item a:

€. retirar uma carta do baralho n(S) =52

A: retirar um &s n(A) = 4 A carta retirada pode ser do
naipe de copas e ser um as.

C: retirar uma carta de copas n(C) = 13
P(AouC)=P(A)+P(C)-P(Ae(C) =
_n(A) N n(C) n(AeC)_ 4 13 1 16 4

= = —+—-—==—=—=031
n(S) n(S) n(s) 52 52 52 52 13

Solucéo do item b:

€: retirar uma carta do baralho n(S) = 52( Eventos mutuamenﬂ
D: retirar uma dama n(D) =4 Z exclusivos.

V: retirar um valete n(V) =4

123



_n®@) nv)_4 4 _8 45

POouV)=PO)+PM = =15y " n(s) 52 52 52

Resumindo:

Teoremada Soma
P(A ou B)

57 Sim

Ae B sdo mutuamente P(A ou B) = P(A) + P(B)
exclusivos?

Nao

P(A ouB) = P(A) +P(B) - P(A e B)

5.8 Probabilidade do complementar de um evento

O complementar de um evento consiste de todos os

resultados para os quais A ndo ocorre. Os eventos A e A S&o
mutuamente exclusivos, pois é impossivel um evento e seu
complementar ocorrerem ao mesmo tempo. Do teorema da soma de
eventos mutuamente exclusivos, temos:

P(AouA) =P(A)+P(A)
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A soma das probabilidades de todos os resultados de um
espaco amostral € 1 ou 100%; logo,

P(A)+P(A)=1

Isolando P(A) , temos:

P(A)=1-P(A)

P& = 1- P(A)

Exemplo: A probabilidade de nascer uma menina é 0,56.
Determine a probabilidade de nascer um menino.
Solucéo: Como os eventos sdo mutuamente exclusivos, temos:
P(menino) = 1 — P(menino ) = 1 — 0,56 = 0,44
Interpretacdo: A probabilidade de nascer um menino é de 44%.

5.9 Probabilidade condicional

Para entender a idéia de probabilidade condicional, vamos
trabalhar com o seguinte exemplo: suponha que um dado foi lancado.
A probabilidade de ter ocorrido face 4 no langamento do dado € 1/6.
Suponha, agora, que o dado foi jogado e ja se sabe que ocorreu face
par. Determine a probabilidade de ter ocorrido face 4.

Solucgdo: Se ja saiu face par, s6 podem ter ocorrido as faces
2, 4 ou 6. O espaco amostral foi reduzido para apenas trés casos
possiveis. Portanto, a probabilidade de ter ocorrido face 4, sabendo-
se que ja ocorreu face par, é 1/3.
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Definicdo: Sejam A e B dois eventos de um mesmo espago
amostral. A probabilidade condicional de A dado que B ocorreu,
representada por A/B, é definida como:

P(AeB) P(B) = 0
—P(B) se (B) =
Como também a probabilidade condicional de B dado que A

P(A/B) =

ocorreu (B/A):
PBeA)

P(A)
Observacgao: A expressdo P(B/A) indica a probabilidade de
ocorrer 0 evento B, dado que tenha ocorrido o evento A. Note que

PB/A)= se P(A) =0

B/A nédo é uma fracéo.
No exemplo acima, temos:

€: lancarum dado S ={1,2,3,4,5,6}
A: ocorrerface4 A={4} nA)=1
B: ocorrer face par B={2,4,6} n(B)=3

(A e B) - intersecgdoentre Ae B

ns)=6

Evento B

Evento A Evento B

A probabilidade de ocorrer a face 4, sabendo-se que ja

ocorreu face par, é:

p(a/B) = "(ACB)
P(B)
onde P(AeB):%:% e P(B):%:%

Substituindo, temos:

0,33

W[

_paeB) % 16 1
P(A/B) = PB) 3, ~6°3° 3 P(A/B) =
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5.10 Eventos independentes

Dois eventos A e B sao ditos independentes se a probabilidade
de ocorréncia de um néo influenciar a probabilidade de ocorréncia do
outro.

Exemplo: Considere o experimento de lancar uma moeda e
um dado. Determine a probabilidade de ocorrer face 4 no lancamento
do dado, sabendo que ocorreu cara no lancamento da moeda.

Espaco amostral associado a esse experimento é:

S ={(1,Ca), (2,Ca), (3,Ca), (4,Ca), (5,Ca), (6,Ca), (1,Co), (2,Co0),
(3,Co), (4,Co), (5,Co), (6,C0)}

n(s) =12

Evento A: ocorrer cara no langamento da moeda

A={(1,Ca), (2,Ca), (3,Ca), (4,Ca), (5,Ca), (6,Ca)} n(A)=6

Evento B: ocorrer 4 no langamento do dado

B ={(4,Ca), (4,Co)} n(B)=2

O fato de B ocorrer ndo fornece qualquer informagéo sobre a
ocorréncia de A. Os eventos A e B s&o nao relacionados.

P(A):wzizl
ns) 12 2
P(B):@:izl
ns) 12 6
_n(AeB) 1
P(AeB)——n(S) -5
P(A eB) % 1 6 6
P(A/B) = °E) }/_E.E_—2= |:>P(A/B) P(A)
6

Podemos verificar que a probabilidade de ocorrer cara no
langcamento da moeda néo foi modificada pela ocorréncia do nimero
4 no langamento do dado. Portanto, dois eventos A e B séo
independentes se P(A) = P(A/B) ou P(B) = P(B/A).
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Logo, podemos concluir que se dois eventos sé&o
independentes, entéo:
P(AeB)=P(A).P(B)
No exemplo acima, também podemos verificar a
independéncia dos eventos da seguinte forma:
P(AeB)=P(A).P(B)
n(AeB) n(A) n(B)
ns)  n(s) n(s)
1 11 1 1
2726 P 12

Os eventos A e B séo ditos independentes.

Observacéo: Se A e B ndo séo independentes, entdo A e B
sédo dependentes.

5.11 Teorema do produto

Do célculo da probabilidade condicional segue o chamado
teorema do produto:

P(A e B)=P(A) . P(B/A)

Se os eventos A e B sdo independentes a P(B/A) = P(B) o
teorema do produto pode ser simplificado para:

P(AeB)=P(A).P(B)

Exemplo: Uma urna contém quatro bolas amarelas, cinco
bolas brancas e sete bolas vermelhas. Retirando duas bolas da urna,
aleatoriamente, qual a probabilidade da primeira e segunda bola
serem amarelas?

Solucéo:
A: a primeira bola é amarela
B: a segunda bola é amarela
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Primeiramente, calcule essa probabilidade, supondo que as
bolas da urna séo retiradas sem reposicao.

A probabilidade de a primeira bola ser amarela € 4/16. Como
as bolas séo retiradas sem reposicdo, a segunda bola é retirada sem
a recolocagédo da primeira. Portanto, se a primeira bola retirada é
amarela, na urna restam apenas trés bolas amarelas dentre as 15
bolas restantes. A probabilidade para o segundo evento leva em
conta o fato de que o primeiro evento ja ocorreu; logo, temos:

P(AeB)=P(A) . P(B/A) = i : s 12 1. 0,05
16 15 240 20

Neste caso, dizemos que 0s eventos sdo dependentes.

Agora, recalcule essa probabilidade, supondo que as bolas
séo retiradas com reposicao.

A probabilidade de a primeira bola ser amarela é 4/16. Como
as bolas sao retiradas com reposicdo, a primeira bola € recolocada
na urna antes da retirada da segunda; logo, o numero de bolas
amarelas continua sendo quatro e o nimero total de bolas 16. Nesse
caso, esses dois eventos sdo independentes e P(B/A) = P(B).
Substituindo, temos:

P(AeB)=P(A) .P(B)= d . 4_16 1 0,0625
16 16 256 16

A distingdo entre as duas partes desse problema é muito
importante em estatistica. Na primeira parte, a amostragem foi feita
sem reposicdo. Nesse caso, a ocorréncia do segundo evento €
afetada pela ocorréncia do primeiro evento. Na segunda parte, a
amostragem foi feita com reposicdo. As duas retiradas sao
independentes, porque 0 segundo evento ndo é afetado pela
ocorréncia do primeiro.

A regra da multiplicacdo pode ser estendida para mais do que
dois eventos.

Exemplo: Nos dois exemplos anteriores, suponha que sao
retiradas trés bolas da urna. Calcule a probabilidade de as trés bolas
serem amarelas.
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Solucéo:
Retirada sem reposicéao:
P(AeBeC)=P(A).P®B/A) .PCAeB) =2 2 2 __2% o071
16 15 14 3.360
Retirada com reposicao:
4 4 4 64

P(AeBeC)=P(A).PB).P(C)= .—.—=———=00156
( ) (A) . PB) . PO 16 16 16 4.096

Resumindo:

Teorema do Produto
P(A e B)

Sim
A e B s&o independentes? i{ P(AeB)=P(A). P(B) }

~ Néao

[ P(AeB)=P{A). P(B/A) J

5.12 Tabela de contingéncia

Existem varias formas pelas quais um determinado espaco
amostral pode ser visualizado. As tabelas de contingéncia ou tabela
de tabulagéo cruzada é uma delas. Os valores nas células da tabela
séo obtidos através da subdivisdo do espagco amostral. A tabela 5.1
apresenta os resultados de uma pesquisa sobre 0 sexo e a op¢do do
estudante em cursos na area de Ciéncias Sociais e Humanas.
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Tabela 5.1 — Tabela de contingéncia

Opcéo
Sexo Ciéncias Sociais Ciéncias Humanas Total
Masculino 60 55 115
Feminino 50 35 85
Total 110 90 200

Em uma tabela de contingéncia, a probabilidade simples
também € conhecida como probabilidade marginal, uma vez que o
namero total de sucessos pode ser obtido através da margem da
tabela. A probabilidade simples refere-se a probabilidade de
ocorréncia de um evento simples. As probabilidades que envolvem
dois eventos simultaneos sdo denominadas probabilidades conjuntas

ou combinadas.

Tabela 5.2 — Tabela de probabilidades combinadas e marginais

Opgéo Total
Sexo Ciéncias Sociais Ciéncias Humanas
(A) (8)
Masculino PMeA PMeB .
( ) ( ) P(masculino)
M)
P(FeA) P (FeB)

Feminino (F)

P(feminino)

Total

_P(Ciéncias Sociais\ \P(Ciéncias Humanas)

1,0/

Probabilidade

marginal

Probabilidade
conjunta

Probabilidade

marainal

Exemplo: A tabela 5.1 apresenta os resultados de um

levantamento, no qual perguntou-se a 115 estudantes do sexo
masculino e 85 estudantes do sexo feminino de uma universidade a
area de seu curso.

a) Determine a probabilidade de
aleatoriamente escolhido, ser do sexo feminino. Interprete.

b) Determine a probabilidade de um estudante, aleatoriamente
escolhido, ter feito a opcao por um curso na area de Ciéncias Sociais.

um estudante,
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c) Determine a probabilidade de um estudante,
aleatoriamente escolhido, ter feito a op¢do por um curso na area de
Ciéncias Humanas e ser do sexo feminino. Interprete.

d) Determine a probabiidade de um estudante,
aleatoriamente escolhido, ser do sexo masculino e ter feito a opgéo
por um curso na area de Ciéncias Sociais.

e) Determine a probabilidade de um estudante,
aleatoriamente escolhido, ser do sexo masculino, sabendo que ele
fez a opcdo por um curso na area de Ciéncias Sociais. Interprete.

f) Monte a tabela de probabilidades combinadas e marginais.

g) Com base nas probabilidades calculadas no item f,
determine a probabilidade de selecionarmos um estudante,
aleatoriamente, e ele ser do sexo masculino.

h) Com base nas probabilidades calculadas no item f,
determine a probabilidade de um estudante, aleatoriamente
selecionado, ser do sexo feminino, sabendo que ele fez a opgéo pelo
curso na area de Ciéncias Humanas.

Probabilidade
marginal

Solucédo do item a)

nUimero de estudantes do sexo fe minino _ 85 — 0425

P(Feminino)=
( ) namero total de estudantes 200

Interpretacédo: Existe uma probabilidade de 42,5% de que um
estudante, aleatoriamente escolhido, seja do sexo feminino.

Solugao do item b)
0

P(ciéncias sociais) = 110 _ 0,55
200

Probabilidade
conjunta

Solucéo do item ¢)

m'

P(feminino e ciéncias humanas) = % =01

Interpretac&o: Existe uma probabilidade de 17,5% de que um
estudante, aleatoriamente escolhido, seja do sexo feminino e tenha
escolhido um curso na area de Ciéncias Humanas.
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Solucédo do item d) Probabilidade
60 7 conjunta

P(masculino e ciéncias sociais) = — = 0,
200

Probabilidade
condicional

60
P(masculino/ciéncias sociais) = AOO = 60 = 0,545
11y 110

Solugéo do item e)

Interpretacdo: Sabendo-se que o estudante fez a opcao por
um curso na area de Ciéncias Sociais, ha uma probabilidade de
66,67% de que ele seja do sexo masculino.

Solucéao do item f)
Tabela de probabilidades combinadas e marginais

Sexo Opgao
Ciéncias Sociais (A) | Ciéncias Humanas (B) Total
Masculino (M) 0,3 0,275 0,575
Feminino (F) 0,25 0,175 0,425
Total 0,55 0,45 1,0

Solugéo do item g) Probabilidade
. marginal
P(masculino) = 0,575

Probabilidade
condicional

Solugéo do item h)
P(FeB) 0175
P(B) 045

= 0,3889

P(feminino/Ciéncias Humanas) = P(F/B) =

Exercicios resolvidos

1) De 100 pessoas que solicitaram emprego durante o ano
passado em uma grande empresa, 60 possuiam experiéncia anterior e
40 possuiam diploma de Ensino Superior. Vinte e cinco dos candidatos
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possuiam tanto experiéncia anterior como diploma de Ensino Superior.

a) Qual a probabilidade de que um candidato aleatoriamente
escolhido tenha experiéncia ou diploma?

b) Qual a probabilidade de que um candidato aleatoriamente
escolhido tenha um diploma, dado que ele tem alguma experiéncia
anterior.

c) Verifique se a posse de diploma e experiéncia anterior sdo
eventos independentes.

Solucgdo:
60 40 25

P(EouD)= + - = 0,75
a) P ) 100 100 100

P(DeE) 025
P(E) 0,60

c) P(E e D) =P(E) x P(D) = 0,25 = 0,60 x 0,40

0,25 # 0,24 Logo, 0s eventos ndo sao independentes.

b) P(D/E) = = 04167

2) Duas bolas séo retiradas, sem reposicdo, de uma urna
gue contem duas bolas brancas, trés pretas e quatro verdes. Qual a
probabilidade de que ambas:

a) sejam verdes?

b) sejam da mesma cor?

Solucéo:

= 01667

0| w

a)P(VeV) =g X

b) PBeB)ouP(PeP)ouP(VeV)=
=Ex1+§xg+ﬂx§:0,2778
9 8 9 8 9 8
3) Se h&a 0,70 de probabilidade de uma pessoa entrevistada
ser a favor do candidato A em uma elei¢cdo, qual a probabilidade de:
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a) as duas primeiras pessoas entrevistadas serem contra?
b) as duas primeiras pessoas entrevistadas serem contra,
mas a terceira ser a favor?

Solucéo:
a)P(Ce(C)=0,3.0,3=0,09
b) P(CeCeA)=0,3.0,3.0,7=0.063

4) Numa certa cidade, 40% da populacdo é sdcia do clube A,
25% é socia do clube B e 10% sdo so6cias de ambos os clubes. Uma
pessoa da cidade é selecionada aleatoriamente.

a) Qual a probabilidade de ser sécia do clube A ou do clube B?

b) Qual a probabilidade de ndo ser sdcia do clube A nem do

clube B?

Solucgéo:

a) P(AouB)=P(A) + P(B) - P(AeB)=0,40 + 0,25 -0,10 = 0,55
b) P(ndo ser s6ciade AnemB)=1-P(AouB)=1-0,55=0,45

Exercicios complementares

1) Foi realizada uma pesquisa para obter informa¢des quanto
ao habito dos estudantes no uso de cartdes bancéarios (crédito e
débito). Dentre os 300 estudantes pesquisados, 80 tém cartdo de
crédito, 125 tém cartdo de débito e 45 tém ambos. Calcule a
probabilidade de um estudante escolhido ao acaso:

a) ter cartdo de crédito ou cartdo de débito.

b) nao ter cartdo de crédito nem de débito.

2) Um baralho é constituido de 52 cartas. Retira-se uma carta
ao acaso. Qual a probabilidade de que seja um rei, sabendo que a
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carta retirada é do naipe de espadas?

3) A tabela abaixo apresenta os resultados de uma pesquisa
realizada com 857 funcionarios de uma empresa com relacéo a area
de formacéo de cada um.

Area Sexo Total
Masculino (M) Feminino (F)

Ciéncias Exatas (E) 265 150 415

Ciéncias Humanas (H) 150 100 250

Ciéncias Sociais (S) 134 58 192

Total 549 308 857

a) Monte a tabela de probabilidades combinadas e marginais.
b) Qual a probabilidade de que um funcionario entrevistado
seja da area de Ciéncias Humanas?

c) Qual a probabilidade de que um funcionario entrevistado
seja do sexo masculino ou da area de Ciéncias Sociais?

d) Qual a probabilidade de que um funcionario entrevistado
seja da area de Ciéncias Exatas e do sexo feminino?

e) Qual a probabilidade de que um funcionario entrevistado
seja do sexo masculino, dado que seja da area de Ciéncias
Humanas?

f) Qual a probabilidade de que um funcionério entrevistado
seja da area de Ciéncias Exatas ou de Ciéncias Sociais?

4) A probabilidade de que certo filme obtenha um prémio de
melhor fotografia é 0,35; a probabilidade de que obtenha um prémio
relativo de melhor trilha sonora é 0,27, e a probabilidade de que
obtenha ambos é 0,05.

a) Qual a probabilidade de ganhar o prémio de fotografia ou

de trilha sonora?

b) Qual a probabilidade de que ndo ganhe prémio nem pela

fotografia nem pela trilha sonora?
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5) Um baralho é constituido de 52 cartas. Retirando uma carta ao
acaso, calcule as probabilidades dos seguintes eventos:

a) A carta é de espadas.

b) A carta é valete ou de copas.

c) Sabendo que a carta é de ouros, qual a probabilidade que

seja uma figura?

6) Uma universidade tem seis mil alunos, dos quais dois mil
trabalham. Temos ainda que: 500 alunos s&o do curso de
Administracdo; 700 do curso de Direito; 100 alunos trabalham e séo
do curso de Administracdo; 200 alunos trabalham e s&o do curso de
Direito, e 1700 alunos sdo de outros cursos e trabalham.

a) Monte a tabela de contingéncia.

b) Monte a tabela de probabilidades combinadas e marginais.

c) Qual a probabilidade de que um aluno, aleatoriamente

selecionado, trabalhe?

d) Qual a probabilidade de que um aluno, aleatoriamente

selecionado, trabalhe e seja aluno do curso de Direito?

e) Qual a probabilidade de que um aluno, aleatoriamente

selecionado, trabalhe ou seja aluno do curso de Direito?

f) Qual a probabilidade de que um aluno, aleatoriamente

selecionado, trabalhe dado que ele é do curso de direito?

g) Se o aluno é de outros cursos, qual a probabilidade de que

ele trabalhe?

7) A tabela abaixo é uma tabela de contingéncia que descreve
o status de promocao de funcionarios masculinos e femininos de uma
grande empresa. Depois de rever o registro de promocgdes, um grupo
de funcionarias levantou um caso de discriminacdo com base no fato
de que 250 funcionarios receberam promog¢fes, mas somente 50
funcionarias foram promovidas. A administracdo da empresa argumentou
gue o numero relativamente baixo de promocgdes para as funcionérias
nao foi devido a discriminacdo, mas ao fato de que ha relativamente
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poucas funcionarias na empresa. Mostre como a probabilidade

condicional poderia ser usada para analisar a acusacao de discriminacao.

Sexo Totais
Masculino Feminino
Promovidos 250 50 300
N&o Promovidos 600 200 800
Totais 850 250 1100

8) Qual a probabilidade de se obter dois ases em seguida,

guando se extraem duas cartas de um baralho comum de 52 cartas, se:

cartas,
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a) a primeira carta é reposta no baralho antes da extracao da
segunda carta?

b) a primeira carta extraida ndo é reposta antes da extracao
da segunda carta?

9) No langamento de dois dados, qual a probabilidade de:

a) Obter o par (1;1)?

b) Obter como soma das duas faces um namero maior que 7?
c) Obter como soma das duas faces um niamero menor que 5?

10) Retirando-se uma carta de um baralho normal de 52
qual é a probabilidade de sair um &s ou uma carta de ouros?

11) Sejam P(A) = 0,30, P(B)=0,8 e P(AeB)=0,15.
a) Determine P(B)
b) Determine P(A ou B)

12) Tira-se aleatoriamente uma carta de um baralho de 52 cartas.
a) Qual a probabilidade de sair uma carta de nimero 5?

b) Qual a probabilidade de selecionarmos um valete ou uma
dama ou um rei?



13) Uma moeda é lancada duas vezes. Calcule a
probabilidade de ndo ocorrer cara nenhuma vez.

14) A tabela a seguir apresenta o sexo e o numero de horas
de atividade fisica por semana de cada individuo.

Tempo de atividade fisica por semana
Sexo Menos de 2 horas |De 2 a 6 horas | Mais de 6 horas | Total
(A) (B) ©
Feminino (F) 24 11 9 44
Masculino (M) 16 15 5 36
Total 40 26 14 80

a) Qual é a probabilidade de se sortear aleatoriamente uma
pessoa do sexo feminino e que pratiqgue atividade fisica
semanal de 2 a 6 horas?

b) Calcule a probabilidade de selecionar aleatoriamente uma
pessoa que pratique mais de 6 horas semanais de atividade fisica.
c) Se escolhermos aleatoriamente uma pessoa que dedica
mais de 6 horas a atividade fisica, qual a probabilidade de
que ela seja do sexo masculino?

d) Qual a probabilidade de escolhermos aleatoriamente uma
pessoa do sexo feminino e que dedique menos de 2 horas de
atividade fisica por semana?

15) Um time de futebol consiste de oito jogadores naturais do
local e trés naturais de outras cidades. Se dois dos jogadores séo
selecionados aleatoriamente para uma entrevista, qual é a
probabilidade de serem ambos naturais de outra cidade?

16) Num lote de 12 pecas, 4 sdo defeituosas. Trés pecas sao
retiradas aleatoriamente, uma apos a outra, sem reposi¢do. Encontre
a probabilidade de todas essas trés pecas serem ndo-defeituosas.
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17) Um baralho é constituido de 52 cartas. Retirando uma
carta ao acaso deste baralho, calcule as probabilidades dos
seguintes eventos:

a) A carta é do naipe de copas.

b) A carta é valete ou do naipe de copas.

) A carta € uma dama ou um valete.

d) A carta é do naipe de espadas.

e) A carta ndo é do naipe de espadas.

18) Vocé coleta uma amostra de 60 alunos do curso de
Psicologia e registra a nota de cada um na disciplina de Estatistica.
Se selecionar ao acaso um aluno, qual serd a probabilidade de a
nota dele estar entre 6 (inclusive) e 8 (exclusive)?

Notas Freqiiéncia
0r 2 3
2+ 4 5
4+ 6 11
6 8 25
8+ 10 16

< 60

19) O servico meteorologico informa que, para o fim de
semana, a probabilidade de chover é de 60%, a de fazer frio € de
70% e a de chover e fazer frio é de 50%. Calcule a probabilidade de
gue, no fim de semana:

a) chova ou faca frio;

b) ndo chova e néo faga frio.

20) Um levantamento entre 50 estudantes do curso de

Administracdo, modalidade a distancia, sobre o nimero de atividades
extracurriculares, resultou nos dados a seguir:
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NUumero de atividades
extracurriculares

Freqgiéncia

a b W NP, O

8
20
12

6

3

1

> 50

a) Seja A o evento em que um estudante participa de pelo
menos uma atividade. Ache a P(A).
b) Seja B o evento em que um estudante participa de trés

atividades ou mais. Ache P(B).

c) Qual é a probabilidade de que o estudante participe

exatamente de duas atividades?

Respostas

1. a) P(C ou D) = P(C) + P(D) — P(C ou D) = 0,5333
b) P(ndo tem crédito, nem débito) = 1 — 0,5333 = 0,4667

P(rei e espadas) %2

1

2.P(rei/espadas) = = =—=0,0769
( P ) P(espadas) 13 13
52
3.38)
Area Sexo Probabilidade

Masculino (M)

Feminino (F)

marginal

Ciéncias Exatas (E)
Ciéncias Humanas (H)
Ciéncias Sociais (S)

P(E e M)=0,3092
P(H e M)=0,1750
P(S e M)=0,1564

P(E e F)=0,1750
P(H e F)=0,1167
P(S e F)=0,0677

P(E)=0,4842
P(H)=0,2917
P(S)=0,2240

Probabilidade marginal

P(M)=0,6406

P(F)=0,3594

1
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b) P(H) = 0,2917
c) P(M ou S) = 0,6406 + 0,2240 — 0,1564 = 0,7082

d) P(E e F) = 0,1750
o) P(M/H) - PMeH) 0175 _
P(H) 0,2917

f) P(E ou S)=0,4842 + 0,2240 = 0,7082
4. a) P(FouT)=P(F)+P(T)-P(F e T) = 0,35+0,27-0,05=0,57
b) P(ndo ganhar nenhum prémio)=1-P(FouT)=1-0,57=0,43

13
5.a) PE)=——= 0,25
) P(E) =2
b) P(VouC)=— + 13 _ 1 _ 16 _ 43077
52 52 52 52
P(F
¢) P(F/0) = (FeO) _ 3 _ 52308
P(O) 13
6. a) Tabela de contingéncia
Situagao Cursos Total
Administracdo (A)| Direito (D) | Outros (O)
Trabalham (T) 100 200 1700 2000
N&o trabalham (NT) 400 500 3100 4000
Total 500 700 4800 6000

b)Tabela de probabilidades combinadas e marginais

Situacéao Cursos Probabilidade
Administracéo Direito (D) Outros (0) marginal
(A)
Trabalham (T) | P(T e A)=0,0167 | P(T e D)=0,0333 | P(T e 0)=0,2833 | P(T)=0,3333

Nao trabalham
(NT)

P(NT e A)=0,0667

P(NT e D)=0,0833

P(NT e 0)=0,5167

P(NT)=0,6667

Prob. marginal

P(A)=0,0833

P(D)=0,1167

P(0)=0,8000

1

¢) P(T) = 0,3333

d) P(T e
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e) P(T ou D) = P(T) + P(D) - P(T e D) =
=0,3333 + 0,1167 — 0,0333 = 0,4167
P(TeD) 00333

f) P(T/D) = — 0,2853
P(D) 01167
oP(T/0)="0€0) 02833 _ 404y
P(0) 08
50
7.2) P(PIF)= P(FF: EF) = 25/3100 =02
F) 1100

P(M) 85% 100

Pelo resultado obtido no célculo dos itens a e b, podemos

250
oyPEP/My ="M P10 _ 0,2941

verificar que a probabilidade de promogdo é maior para um

funcionario do sexo masculino do que para uma funcionaria.

, , 4 4
) P(ds e as)=— x — = 0,0059
8.a) P ) 52 52

, , 4 3
P(as e as)=— x — = 0,0045
b) P( ) 52 51

9. Espaco amostral: n(S) = 36

(1:1) (2:1) (3:1) (4:1) (5:1) (6;1)
(1;2) (2:2) (3:2) (4,2 (5:2) (6;2)
(1:3) (2;3) (3:3) (4:3) (5:3) (6:3)
(1;4) (2;4) (3:4) (4:4) (5:4) (6:4)
(1;5) (2;5) (3:5) (4;5) (5:5) (6;5)
(1;6) (2;6) (3;6) (4;6) (5:6) (6;6)

a) Evento (1 e 1), tamanho do evento n(A) = 1,

pa)="A)_ 1 _ 50278

“n(S) 36
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b) Evento a soma das duas faces ser maior que 7, tamanho
nB)_ 15
n(s) 36
c) Evento a soma das duas faces ser menor que 5, tamanho
n(C) 6
n(s) 36

do evento n(B) = 15, P(B)= = 0,4167

do evento n(C) =6, P(C)= = 0,1667

10. P(AouB)=—& 18 =1 1643577
52 52 52 52

11.a)P(B)=1-P(B)=1-0,8=0,2
b) P(AouB)=P(A) + P(B)—P(AeB)=
=0,3+0,8-0,15=0,95

12.a) P(4):5i'2: 0,0769

4 4 4 12
b) P(valete ou damaourei) =—+ —+ — = = 0,2308
) P( ) 52 52 52 52

13. Espaco amostral:
S ={(Ca,Ca) ; (Co,Co); (Ca,Co); (Co,Ca)} n(S)=4
n(A) 1

Evento:E = {(Co,Co)} n(A)=1 P(A)=—"—= nsS) 4

= 0,25

14.a) P(F e B) = 0,1375
b) P(C) = 0,1750

¢) P(M/C) = 0,3571

d) P(Fe A)=0,3
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3 2 6

- 2 £ - 2 _ 00545
15. P(J1 e J2) = P(J1) X PI2/31) = X 7o = 775
16.P(ND e ND e ND) =2 x - x -2 — 02545

12 711710

17. a) P(copas)zg = 0,25

4 13 1
P(valete ou copas)=— + — - — = 0,3077
b) P pas) 52 52 52
c) P(dama ou valete):i + 4_8_ 0,1538
52 52 52

13
d) P(espadas)=—— = 0,25
) P(esp ) =

e) P(ndo ser espadas):% = 0,75

18. P(6 0u 8)=—2> — 04167
60

19.a) P(CouF)=P(C) + P(F)—P(CeF)
P(C ou F)=0,60+ 0,70 - 0,50 = 0,80
b) P(ndo chova e néo facga frio) = 1 — 0,80 = 0,20

20.a) P(A)= 0,84
b) P(B)= 0,20
c) P(2)=0,24
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6 Variaveis aleatoOrias

Uma variavel aleatoria é uma funcdo que associa um valor
numérico a cada ponto do espagco amostral de um experimento. As
variaveis aleatérias podem ser discretas ou continuas. Uma variavel
aleatdria discreta tem um namero finito de valores que podem ser
associados a um processo de contagem, como o0 numero de alunos
em sala de aula. Uma variavel aleatéria continua tem infinitos
valores, e esses valores podem ser associados com medidas em
uma escala continua, como o tempo, 0 peso ou a altura.

No estudo de variaveis aleatorias, em geral, estamos
interessados na probabilidade de cada valor que a variavel aleatéria
assume, ou seja, na sua distribuicdo de probabilidade que pode
ser representada por uma tabela ou grafico.

Para melhor compreenséo do conceito de variavel aleatoria,
apresentaremos com mais detalhes as variaveis aleatdrias discretas.

6.1 Variavel aleatoria discreta

Considere o experimento de lancar uma moeda duas vezes.
O espago amostral correspondente a este experimento é:

S = {CaCa, CaCo, CoCa, CoCo} ; “Ca” representa cara e “Co”
coroa

Seja X a variavel aleatéria discreta que conta o nimero de
caras que ocorrem no lancamento de uma moeda duas vezes.
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Podemos montar uma distribuicdo de frequéncia para o
namero de eventos que corresponde a ocorréncia de nenhuma, uma

ou duas caras respectivamente:

Frequéncia (fi)

R O] X

N

1

Total

2
1
4

Podemos também associar a cada um dos valores assumidos
pela variavel aleatéria X as probabilidades correspondentes:
P(X=0)=1/4=0,25
P(X=1)=2/4=0,50
P(X=2)=1/4=0,25

A distribuicdo de probabilidade da variavel aleatéria X pode
ser representada por uma tabela ou pelo histograma de probabilidades.

Distribuic&o de probabilidade

P(X)

0,25
0,50
0,25

1,0
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Histograma de probabilidades

Probabilidade
o
w

1
Numero de caras

A distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatoria
discreta deve satisfazer as seguintes condic¢des:
= A probabilidade de cada valor da variavel aleatéria deve

estar entre O e 1:

0<P(x)<1
= A soma de todas as probabilidades é igual a:

SP(X) =1

6.1.1 Média ou valor esperado

E possivel determinar a tendéncia central de uma distribuicio
de probabilidade pela sua média, representada por p ou E(x). A
média de uma distribuicdo de probabilidade é o valor esperado de
sua variavel aleatéria. A média é obtida multiplicando-se cada valor
da variavel aleatéria x por sua correspondente probabilidade P(x), e
somando-se os produtos resultantes:

H= Z [x.P(x;)]
O valor esperado é o valor médio que esperariamos se 0
experimento continuasse sendo repetido vérias vezes.

Exemplo: Determine o valor esperado de solicitagcbes de
empréstimos empresariais aprovadas por semana. A variavel
aleatoria x representa 0 numero de empréstimos empresarias
aprovados por semana.
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P(x)
0,10
0,10
0,20
0,30
0,15
0,10

6 0,05
Total 1,0

a b~ W N PP O X

Solucdo: Para calcular o numero esperado aplica-se a
seguinte formula:

=Y [x.P(x;)] onde:
> X P(X)] = X P(Xy)+X5.P(X,) +... + X,.P(X,,)

Podemos utilizar a tabela para os célculos de x.P(x):

X P(x) X.P(X)
0 0,10 0
1 0,10 0,10
2 0,20 0,40
3 0,30 0,90
4 0,15 0,60
5 0,10 0,50
6 0,05 0,30
Total 1,0 u=2,8

Ou podemos substituir os valores da variavel aleatéria x e das
probabilidades correspondentes na propria formula:

p=2 [xPX)] =
=0.0,10+1.0,10+2.020+3.0,30+4.0,15+5.0,10+6.0,05=
=0+0,10 + 0,40 + 0,90 + 0,60 + 0,50 + 0,30 = 2,8

Interpretacdo: O valor esperado ou média do numero de
empréstimos aprovados por semana € 2,8, ou seja, espera-se que
em média sejam aprovados 2,8 empréstimos por semana.
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6.1.2 Variancia e desvio-padréao

A variabilidade de uma distribuicdo de probabilidade pode ser
determinada pela variancia ou desvio-padréo.

Variancia @ ¢°=> [x*.P(x)] - u’

Desvio-padrao =2 0=\/?

Exemplo: Calcule a variancia e o desvio-padrdo da
distribuicdo de probabilidade de solicitacdes de empréstimos
empresariais aprovados por semana do exemplo anterior.

Solucdo: Utilizando a tabela para realizar os calculos, temos:

X P(x) X2 X2 . P(x)
0 0,10 0 0
1 0,10 1 0,10
2 0,20 4 0,80
3 0,30 9 2,70
4 0,15 16 2,40
5 0,10 25 2,50
6 0,05 36 1,80
Total 1,0 10,3

o =Y [x*.P(x)] - n?=10,3-2,82=10,3-7,84 = 2,46
O desvio-padrao é a raiz quadrada da variancia, assim:
c=vo’ = /246 =15684

Interpretacdo: O desvio-padréo de solicitacbes de empréstimos
empresariais aprovadas por semana € de 1,5684.

6.1.3 Exemplo de aplicacao

Suponha que vocé estd indeciso quanto ao melhor
investimento entre duas opcdes. A tabela abaixo apresenta as
estimativas dos retornos para cada investimento (em R$1.000,00),
sob trés condigbes econdbmicas com as respectivas probabilidades.
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Condigao econémica Probabilidade Investimento A | Investimento B
Recesséo 0,25 +200 -100
Economia estavel 0,45 +50 +100
Economia em expansao 0,30 -100 +250

a) Para verificar qual investimento maximiza o lucro esperado,
calcule a média ou o valor esperado para cada um dos investimentos.
b) Para verificar qual dos investimentos minimiza o risco ou a
incerteza, calcule o desvio-padrao para os dois investimentos.
Solugéo do item a)
Investimento A
p=E(X => [x.P(x)] =200.0,25+50.0,45+ (-100) . 0,30 =
=50+225-30=425
O valor esperado para o investimento A é de R$42.500,00.
Investimento B
p=E(X) => [x.P(x)] =-100.0,25+ 100.0,45+ 250.0,30 =
=-25+45+75=95
O valor esperado para o investimento B é de R$95.000,00.
Interpretacdo do item a: O investimento B maximiza o lucro
esperado, pois possui 0 maior valor esperado.

Solucgéo do item b)  Investimento A

o?=Y[x*.P(X)] - p®=
= [2002 . 0,25 + 502 . 0,45 + (-100)? . 0,30] — 42,52 =
= [10.000 + 1.125 + 3.000] — 1.806,25 = 14.125 — 1.806,25

62=12.318,75 > 4 o= ,/12.318,75 =110,99
Investimento B

o? =Y [x*.P(X)] - p? =

=[(-100)?. 0,25 + 1002 . 0,45 + 250%. 0,30] - 95%=
=[2.500 + 4.500 + 18.750] — 1.806,25 = 25.750 — 9.025

c>=16.725 D> c=,16.725 =129,33
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Interpretagdo do item b: O investimento A minimiza o risco
ou a incerteza, pois possui o0 menor desvio-padrao.

Exercicios resolvidos

1) Utilizando os registros do departamento de transito de uma
pequena cidade, foi feita uma relagdo do niumero de acidentes por
dia nos ultimos 200 dias.

Numero de acidentes por dia (x) fi

0 20
40
90
30
10
10

a b~ W N P

a) Monte uma distribuicdo de probabilidade para a variavel
aleatéria x numero de acidentes por dia. Faca o gréfico da
distribuicdo de probabilidade.

b) Obtenha o niumero esperado de acidentes por dia.

¢) Qual a probabilidade de ter ocorrido trés acidentes por dia?

d) Qual a probabilidade de ter ocorrido no maximo dois
acidentes por dia?

Solucéo do item a):
Aproveitando a tabela para calcular as probabilidades:

Numero de acidentes por dia (X) fi P(x)
0 20 20/200=0,1
1 40 40/200 = 0,2
2 90 90/200 = 0,45
3 30 30/200 = 0,15
4 10 10/200 = 0,05
5 10 10/200 = 0,05
Total ou Xfi 200 :I/TO
SP(X) =1
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Distribui¢cdo de probabilidade

Numero de acidentes por dia (x) P(x)
0 0,1

1 0,2

2 0,45

3 0,15

4 0,05

5 0,05

Total 1,0

Probabilidade

Distribuicao de probabilidade

0,4 —frrmmrmremeememeeeeccoooooo
0,3 rommmmemmemmemnemmeneeooooo o

0,2 —p-mmmereeeenmoeenee g oocoseee
0,1 +-----pgu----ooo- -
BN R

Numero de acidentes

Solugéo do item b):

Podemos utilizar a propria tabela para calcular o valor de x.p(x):

Distribuicdo de probabilidade

Numero de acidentes por dia (x) P(x) X.P(x)
0 0,1 0
1 0,2 0,2
2 0,45 0,9
3 0,15 0,45
4 0,05 0,2
5 0,05 0,25
Total 1,0 2,0

Também podemos obter o nUmero esperado de acidentes por

dia substituindo os valores diretamente na férmula:

p=2 [xPX)] =

=0.0,1+1.02+2.045+3.0,15+4.0,05+5.0,05=
=0+0,2+09+0,45+0,2+0,25 =2,0
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Interpretacdo: Em média ocorrem dois acidentes por dia
nessa cidade.

Solucédo do item c): A probabilidade de terem ocorrido trés
acidentes por dia é:
P(x=3) = 0,15 x100 = 15%

Solucdo do item d): A probabilidade de terem ocorrido no
maximo dois acidentes por dia é:

P(x=0) + P(x=1) + P(x=2) = 0,1 + 0,2 + 0,45 = 0,75 x100 = 75%

Exercicios complementares

1) Um jogador langa trés moedas nao viciadas. Ganha R$6,00
se ocorrerem trés caras; R$3,00 se ocorrerem duas caras; R$1,00 se
ocorrer somente uma cara. Por outro lado, perde R$10,00 se
ocorrerem trés coroas. Encontre o valor esperado do jogo e o desvio-
padréo.

Obs.: A variavel aleatéria X conta o valor do jogo e as
probabilidades séo dadas pela probabilidade de ocorrer cada um dos
eventos (ex.: probabilidade de ocorrerem trés caras é 1/8).

30aras/_] ZCam/sJ %\ras ] %roas j

Valor do jogo (X) +R$ 6,00 +R$3,00 +R$ 1,00 - R$ 10,00
P(x) 1/8 3/8 3/8 1/8

2) Um produto deve ser langado no mercado no proximo ano.
A expectativa do departamento de marketing de que o lancamento seja
bem-sucedido é de 80%. Nesse caso, o lucro sera de R$60.000,00.
Se isso ndo acontecer, 0 prejuizo deve chegar a R$20.000,00.
Calcule o valor esperado no lancamento deste produto. Monte a
distribuicdo de probabilidade.
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3) As probabilidades de um fiscal de construgdes observar de
0 a 5 infragbes do codigo de obras em um prédio estdo
representadas na tabela abaixo. Determine a média e o desvio-
padrdo dessa distribuicéo.

NUmero de infragGes 0 1 2 3 4 5
p(X) 0,48 0,25 0,14 0,08 0,04 0,01

4) Uma empresa pretende expandir sua produ¢cdo com um novo
tipo de produto. Como a empresa tem davidas quanto a demanda do
novo produto, ndo sabe se a expansao deve se dar em média ou
grande escala. Na tabela abaixo sdo apresentadas as estimativas de
lucro anual em R$1.000,00 com as respectivas probabilidades.

Lucros de expanséo de média escala |Lucros de expanséo de grande escala
Demanda X p(x) y P(y)
Alta 25 0,20 0 0,20
Média 75 0,50 50 0,50
Baixa 100 0,30 150 0,30

a) Calcule o valor esperado para o lucro associado as duas
alternativas de expansao. Que decisdo é preferida para o objetivo de
maximizar o lucro esperado?

b) Calcule a variancia para o lucro associado as duas
alternativas de expanséo. Que decisao é preferida para o objetivo de
minimizar o risco ou a incerteza?

Respostas

1. n=R$1,00 (a favor do jogador) o = R%$4,44

2. valor esperado = 1 = R$44.000,00

3. u=098ec=1,21
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4.a) 4 = 72,5 (média escala) e u = 70 (grande escala). Se o
objetivo € maximizar o lucro, a expansdo de média escala é mais
adequada, pois apresenta o maior valor esperado.

b) o = 681,25 (média escala) e > = 3.100 (grande escala).
Se 0 objetivo € minimizar o risco ou a incerteza, a expansao de

média escala € mais indicada, pois apresenta menor variabilidade.
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7 Distribuicdo de probabilidade para variaveis
aleatérias discretas

Muitas das distribuicbes de probabilidade surgiram de
variaveis que foram estudadas em problemas praticos ou teéricos.
Dentre as diferentes distribuicbes discretas de probabilidade,
trataremos aqui apenas de duas: distribuicdo binomial e
distribuicdo de Poisson.

7.1 Distribui¢cao binomial

Ha muitos experimentos para os quais a conclusdo de cada
tentativa pode ser reduzida a dois resultados: sucesso ou fracasso.
Quando lancamos uma moeda, pode ocorrer cara ou coroa; no
nascimento de uma crianca, menino ou menina. Experimentos
probabilisticos como esses sao chamados binomiais.

Um experimento binomial tem as seguintes caracteristicas:

® as n tentativas de um mesmo experimento sdo independentes;

® cada tentativa admite apenas dois resultados: sucesso ou
fracasso;

® a probabilidade de sucesso (p) em cada tentativa é constante.
Portanto, se em n tentativas independentes de um
experimento o resultado s6 puder ser um sucesso (p) ou um fracasso
(q), e a probabilidade de sucesso for constante ao longo do
experimento, a probabilidade de a variavel aleatéria x ter k= nimero
de sucessos nas n tentativas seré obtida da seguinte forma:
n!

_ _ k n-k =
Px=K) =Cok.p*. g™ com  C, = ki(n —k)!

Para saber mais sobre
combinacéo, veja o Anexo |l
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Onde:

k =» o nUmero de sucessos, k, variandode 0, 1, 2, ..., n;
n =» o0 numero de tentativas ou observacoes;

p = probabilidade de sucesso em cada tentativa;

g =>» probabilidade de fracasso em cada tentativa.

Exemplo 1: Determine a probabilidade de ocorrer exatamente
duas caras nos trés lancamentos de uma mesma moeda.

Solugdo: Podemos resolver esse problema usando o
conceito classico de probabilidade. Para tal, € necessario conhecer o
espaco amostral e o evento:

S = {CaCaCa, CaCaCo, CaCoCa, CaCoCo, CoCaCa,

CoCaCo, CoCoCa, CoCoCo}

A = {CaCaCo, CaCoCa, CoCaCa}

P(A) = @:§=0,375

ns) 8

O experimento de lancar trés moedas é um experimento
binomial, pois o resultado de um langamento n&o altera o resultado do
proximo langamento, tentativas independentes; ha apenas dois
resultados possiveis: cara (sucesso) ou coroa (fracasso); a
probabilidade de sucesso (cara) é constante ao longo do experimento.
Logo, podemos resolver esse problema usando a distribuicdo binomial:

A variavel aleat6ria x conta 0 nimero de caras: X = nhumero de
caras.

Seréo realizadas trés tentativas: n = 3

A probabilidade de ocorrer cara (sucesso) em cada tentativa é
de 0,5: p=0,5. A probabilidade de n&o ocorrer cara (fracasso) é de
0,5: g=0,5.

O nUmero de sucessos é k=2. Substituindo na férmula da

distribuicdo binomial, temos:
P(x=Kk) = Cnx . p*. g™
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3! 2 1
—.05°.05 =3.025.05=0375
21 (3-2)!

Multiplicando por 100, teremos o resultado em porcentagem:
0,375 x 100 = 37,5%.

Interpretagdo: A probabilidade de ocorrerem exatamente
duas caras no langcamento de trés moedas é de 0,375, ou seja, ha

37,5% de chance de isso ocorrer.

P(x=2)=Cs,.0,52.0,5%2 =

Exemplo 2: Suponha que no exemplo acima fossem langadas
dez moedas. Qual a probabilidade de ocorrerem exatamente duas
caras?

Solucéo: Nesse caso, fica muito trabalhosa a solucdo pelo
conceito classico de probabilidade. Portanto, conhecendo as
caracteristicas de um experimento, podemos classifica-lo entre as
diferentes distribuicbes ou modelos de probabilidade facilitando sua
resolucao.

X = numero de caras; n=10; p=0,5;, q=0,5; k=2

P(x=Kk) = Cnx.p*. g™
10!

21 (10-2)!

=45 . 0,25 . 0,0039 = 0,0439

P(x = 2) = Cio2. 0,52. 0,502 = 052 .058 =

Multiplicando por 100, teremos o resultado em porcentagem:
0,0439 x 100 = 4,39%
P(x =2) =4,39%

Exemplo 3: Numa empresa, 40% dos contratos sdo pagos em
dia. Qual a probabilidade de que, entre 12 contratos, trés ou menos
sejam pagos em dia?

Solucdo: X: numero de contatos pagos em dia

n=12,p=04,9=0,6

P(x < 3) = P(3 ou menos) = P(x=0) + P(x=1) + P(x=2) + P(x=3)
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Precisamos calcular a probabilidade para cada um dos
valores acima:
P(x=0) = C12p0 . 0,4°.0,6%2° =

|
= ol (]:_122 o) 04° .06 =1.1.0,00218 = 0,0022
P(x=1) = Ci21.0,4'.0,6%1 =

|
= m (]:-|-22 1)_| . 0,4:L . 0,611 -12 .04 .0,0036 = 0,0173
P(x=2) = C12».0,4%.0,6'2 =

|
= A (12-2)1 (1122 : o 042 .06 =66 .016 . 0,00605 = 0,0639
P(x=3) = C123.0,4%. 0,63 =

12! 3 o

T3 -3 04°.06° =220 . 0,064 . 001008 = 01419

P(x < 3) = P(3 ou menos) = P(x=0) + P(x=1) + P(x=2) + P(x=3)
=0,0022 + 0,0173 + 0,0639 + 0,1419 = 0,2253
P(x £ 3) = P(3 ou menos) = 0,2253

7.1.1 Parametros da distribuicdo binomial

As propriedades de uma distribuicdo binomial permitem o
calculo de seus parametros por férmulas mais simples.

Média: un=E(X) =n.p

Variancia: ¢® = n.p.q

Desvio-padrdo: ¢ = 4/ n.p.q

Exemplo: Sabe-se que a eficiéncia de uma vacina é de 70%.
Um grupo de 20 individuos é sorteado, dentre a populagéo vacinada,
e submetido a testes para averiguar se a imunizagao foi efetiva. Seja
a variavel X: o numero de individuos imunizados nesse grupo.
Calcule o numero esperado de imunizados e o desvio-padrao.
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Solucéo:

X: conta o0 nimero de individuos imunizados
n=20 p=0,7 q=0,3

u=np =20.0,7=14
6=4n.p.q=,20.07.03 = /42 = 205

Interpretacdo: Espera-se que em média sejam imunizados
14 individuos, com desvio-padrao de 2,05.

7.2 Distribuicao de Poisson

A distribuicdo de Poisson é usada para descrever a
probabilidade do ndamero de ocorréncias num intervalo continuo
(tempo ou espaco), como numero de pessoas em uma fila, defeitos
por metro em determinado tecido, chamadas telefénicas recebidas
em uma hora de expediente. A unidade de medida (tempo ou
espaco) € uma variavel continua, mas a variavel aleatéria (nUmero
de ocorréncias) é discreta. Além disso, as falhas ndo sédo contaveis —
por exemplo, ndo podemaos determinar a probabilidade do nimero de
carros (n) que deixaram de passar num cruzamento. Na distribuicdo
de Poisson, os valores possiveis da variavel aleatéria x sédo: 0, 1, 2, ...,
sem qualquer limite superior.

Caracteristicas de uma distribuicdo de Poisson:

® as ocorréncias sdo independentes;

® a variavel aleatéria x € o numero de ocorréncias de um
evento ao longo de um intervalo (tempo ou espaco);

® as ocorréncias sdo aleatorias.

A funcgdo de probabilidade da varidvel x sera obtida pela relacéo:
etk
k!

A = coeficiente de proporcionalidade e t = tempo ou espaco

P(x =k) =

onde p=A.t
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7.2.1 Parametros da distribuicdo de Poisson

Média: E(X) = pn
Variancia: > =p

Desvio-padrdo: ¢ = \Ju

Exemplo 1: As chamadas telefonicas chegam a uma
delegacia de policia a razao de 8 por hora em dias Uteis.

a) Quantas chamadas de emergéncia sao esperadas num
periodo de 15 minutos?

b) Qual a probabilidade de nenhuma chamada num periodo
de 15 minutos?

c) Qual a probabilidade de ocorrer pelo menos duas
chamadas no periodo de 15 minutos?

d) Qual a probabilidade de ocorrer exatamente duas
chamadas em vinte minutos?

Solugéo do item a)

X: nUmero de chamadas

- 8 chamadas
lhora

t = 15 minutos

Passando o tempo para minutos em A também:

p:x-t:MlSminutos = 2chamadas=>» p = 2 chamadas

60 minutos

Solucédo do item b)

-2 »0
P(x:O):e 2

5 =01353 3 P(x = 0) = 0,1353

Interpretacdo: A probabilidade de a delegacia ndo receber
chamadas num periodo de 15 minutos é de 0,1353, ou seja, 13,53%.
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Solucdo do item c): pelo menos duas chamadas é o mesmo
gue no minimo duas chamadas, ou seja, duas ou trés ou quatro ou ...
P(x > 2) = P(x=2) + P(x=3) + P(x=4) + ...

Como a distribuicdo de Poisson ndo tem limite superior, fica
impossivel calcular dessa forma. Nesse caso, a solugdo é pelo
complementar, ou seja, calculamos o que ndo nos interessa e
diminuimos da soma das probabilidades que é 1.

P(x=0) + P(x=1) + P(x=2) + P(x=3) + P(x=4) + ... =1, logo:
— _J

P 2)
Substituindo, temos: P(x=0) + P(x=1) + P(x 22) =1
Isolando a probabilidade de x igual ou maior que 2, temos:
P(x>2)=1-[P(x=0) + P(x=1)]
Como o periodo de tempo € o mesmo, a média continua
sendo p = 2 chamadas:

_e?2° _e22t

P(x = 0) ~01353 P(x=1) = ~0,2706
1

P(x > 2)=1-[P(x=0)+P(x=1)]=1-[0,1353+0,2706]
=1-0,4059 = 0,5941 P(x > 2) =0,5941
Interpretacdo: A probabilidade de a delegacia receber ao
menos duas chamadas num periodo de 15 minutos é de 0,5941, ou
seja, 59,41%.

Solucéo do item d): como o periodo mudou, € necessario
8 chamadas

recalcular a média; A=———— t=20 min
60 min.
p:x-t:M-ZOmin = 2,67chamadas
60 min
e 267 2672

P(x = 2) = =0,2468

Interpretagcdo: A probabilidade de a delegacia receber
exatamente duas chamadas num periodo de 20 minutos é de 24,68%.
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Exemplo 2: Suponha que 150 erros de impressdo sao

distribuidos aleatoriamente em um livro de 200 paginas. Encontre a
probabilidade de que duas paginas contenham:

a) nenhum erro de impressao;
b) trés erros de impresséao;
C) um ou mais erros de impressao.

Solucéao do item a):

150 erros

X: nimero de erros, A=——————— t= 2 paginas
200 paginas
=A- =M-2 paginas =15erro =2 u=1,5erro
200 péaginas
-15 10
P(x = 0) = %: 02231

Interpretacdo: A probabilidade de que duas paginas nao

contenham nenhum erro de impresséao é de 0,2231, ou seja, 22,31%.

Solugéo do item b):

e °.15° 02231.3375 0,7530
3 6 6

P(x=3) = 0,1255

Interpretacdo: A probabilidade de que duas paginas contenham

P(x=3)=

=01255

exatamente trés erros de impressao é de 0,1255, ou seja, 12,55%.
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Solucéo do item c¢): um ou mais erros € igual a:
P(x > 1) = P(x=1) + P(x=2) + P(x=3) + P(x=4) + ...
Calculando pelo complementar, temos:
P(x>1)=1-P(x=0)

-15 0
e .15
Calculando a P(x=0) = —Oll =0,2231



Substituindo, temos:

P(x>1)=1-P(x=0)=1-0,2231=0,7769

P(x>1)=0,7769

Interpretacdo: A probabilidade de que duas paginas contenham
um ou mais erros de impresséo € de 0,7768, ou seja, 77,68%.

Exercicios resolvidos

1) A probabilidade de que um cliente aleatoriamente escolhido
faca uma compra € 20%. Se um vendedor visita seis clientes, determine:

a) a probabilidade de que o vendedor realize exatamente

quatro vendas;

b) a probabilidade de que o vendedor realize quatro ou mais

vendas;

c) o valor esperado do nimero de vendas e o desvio-padrao.

Solugéo do item a):
X: nimero de vendas n=6 p=0,2 g=0,8 k=4
P(x = 4) = Cg4.0,2%. 0,854 =

6! 4 2
—.02".08° =15.0,0016 . 0,64 = 0,0154
4 (6-4)!

P(x=4) = 1,54%

Solugéo do item b):

P(4 oumais) =P(x>4)=P(x=4) + P(x=5) + P(x = 6)
P(x=4) = 0,0154 =» calculado no item a
P(x=5)=Css.0,2°.0,8°°=

|
_ & .0,2° .08 =6.000032.08 = 00015
5! (6-5)!
P(x =6) = Ces . 0,2°.0,8%¢=
|
& .0,2% .08° =1.0,000064 .1= 0000064
6! (6—6)!
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Substituindo:
P(x=4)=P(x=4)+P(x=5)+P(x=6)

=0,0154 + 0,0015 + 0,000064 = 0,0169 x100 =1,69%
P(x>4) =1,7% (arredondado)

Solucéo do item ¢)
u=EX)=np=6.02=1,2
c=np.q=,6.02.08=,09 =098

2) Em uma transportadora chegam caminhdes a razéo de 2,8

caminhdes/hora. Determine a probabilidade de chegarem trés ou
mais caminhdes:
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p=A-t

a) num periodo de trinta minutos;
b) num periodo de 2h.

Solucéo do item a):
X: nimero de caminhdes

_ 2,8caminhbes
lhora

A t = 30 minutos

Passando o tempo para minutos em A também:

_ 2,8caminhdes
60 min.

P(3 ou mais) = P(x > 3) = P(x=3) + P(x=4) + ...

Neste caso, teremos que resolver pelo complementar:

Px>3)=1-P(x<3)=

P(x>3)=1-[P(x=0) + P(x=1) + P(x=2)] = (1)

e"l4.l4°
|

-30min. = 14caminhdes = p = 1,4 caminhdes

P(x =0) = ~0,2466

e 414"
|

P(x=1) = =0,3452

14 4 22
P(x=2)= & 1" 2417
2



Substituindo em (1):
P(x > 3) = 1-[P(x=0) + P(x=1) + P(x=2)] =

=1-1[0,2466 + 0,3452 + 0,2417] = 1- 0,8335 = 0,1665
P(x > 3) = 16,65%

Solucéo do item b):
_ 2,8caminhbes

X: nimero de caminhdes A t =2 horas
lhora
p=x~t=w-2horas = 5,6caminhdes
lhora
P(x>3)=1-P(x<3)=1-[P(x=0) + P(x=1) + P(x=2)] (2)
56 = r0
P(x = 0) = ﬂ 0,0037
56 £l
P(x =1) = #:0,0207
56 £ o2
P(x=2)=2 28" 40580

Substituindo em (2):

P(x>3) =1-[P(x=0) + P(x=1) + P(x=2)] =

P(x>3)=1-[0,0037 + 0,0207 + 0,0580] =
=1-0,0824 =0,9176

P(x > 3) =91,76%

Exercicios complementares

1) Numa empresa, 60% das reclamacgbes recebidas séo
resolvidas. Qual a probabilidade de que entre cinco reclamacgoes:

a) nenhuma seja resolvida?

b) exatamente trés sejam resolvidas?

€) ho minimo trés sejam resolvidas?

167



2) Um departamento recebe oito chamadas por hora. Qual a
probabilidade de que:

a) em uma hora ocorram trés chamadas?

b) em 30 minutos ocorram pelo menos duas chamadas?

¢) em 15 minutos ndo ocorram chamadas?

3) Suponha que 2/5 da populacdo tenham sangue tipo O".
Escolhidas aleatoriamente oito pessoas, qual a probabilidade de que:

a) quatro delas tenham sangue O*?

b) nenhuma tenha sangue O*?

4) Suponha que determinado tratamento aplicado a portadores
de certa patologia cure 90% dos casos. Qual a probabilidade de que,
entre 10 individuos submetidos a esse tratamento,

a) oito tenham sido curados?

b) mais de nove tenham sido curados?

c) menos de nove tenham sido curados?

5) Em média, seis pessoas por hora utilizam os servigos de
caixa automatico de um banco. Qual a probabilidade de que:

a) exatamente cinco pessoas usem 0s servicos do caixa-

automatico durante o intervalo de uma hora?

b) menos de trés pessoas usem o0s servicos do caixa-

automatico durante o intervalo de uma hora?

c) nenhuma pessoa use O caixa automatico durante um

intervalo de dez minutos?

d) nenhuma pessoa use 0s servigos durante o intervalo de

trinta minutos?

6) Suponha que o manuscrito de um livro-texto tenha um total de
50 erros nas 500 paginas de material. Se os erros estéo distribuidos
aleatoriamente ao longo do texto, qual a probabilidade de que:

a) um capitulo cobrindo 25 paginas tenha dois ou mais erros?
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b) um capitulo cobrindo 50 paginas tenha no minimo dois erros?
C) uma pagina aleatoriamente selecionada néo tenha nenhum
erro?

7) O setor de atendimento ao cliente de uma empresa resolve
80% das reclamacgbes recebidas. Qual a probabilidade de, entre
cinco reclamacdes recebidas:

a) todas serem resolvidas pelo setor?

b) pelo menos duas serem resolvidas?

c) exatamente trés serem resolvidas?

8) Se a probabilidade de um eleitor, escolhido aleatoriamente,
nado comparecer para votar em uma eleicdo, é 25%, qual a
probabilidade de, entre 10 eleitores:

a) exatamente seis ndo comparecerem para votar?

b) no maximo dois ndo comparecerem para votar?

¢) Qual o valor esperado de eleitores que ndo comparecerdo para

votar?

9) Se um posto de gasolina recebe em média trés cheques
sem fundos por dia, qual é a probabilidade de receber:

a) quatro cheques sem fundos em um dia qualquer?

b) pelo menos dois cheques sem fundos em dois dias?

10) Cada rolo de tecido de 500m contém, em média, duas
imperfeicdes. Qual a probabilidade de que um segmento especifico de:

a) 100m de tecido ndo contenha nenhuma imperfeicdo?

b) 200m de tecido contenha no maximo duas imperfeigcbes?

¢) 300m de tecido ndo contenha trés imperfeicbes?
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Respostas

1. a) P(x=0) = 0,0102
b) P(x=3) = 0,3456
c) P(x=3) = 0,6826
2. a) P(x=3) = 0,0286
b) P(x=2) = 0,9084
c) P(x=0)=0,1353
3. a) P(x=4) = 23,22%
b) P(x=0) = 1,68%
4. a) P(x=8) = 0,1937
b) P(x>9) = 0,3487
c) P(x<9) = 0,2639
5. a) P(x=5) = 16,06%, p = 6 pessoas
b) P(x<3) = 6,2%, p = 6 pessoas
¢) P(x=0) = 36,79%, 4 =1 pessoa
d) P(x=0) = 4,98%, 1 = 3 pessoas
6.a) P(x=2)=71,26%, p = 2,5 erros
b) P(x 2 2) = 95,96%, p = 5 erros
¢) P(x=0) = 90,48%, u=0,1 erro
7.a) P(x=5)= 32,77%
b) P(x=2)=99,33%
c) P(x=3)=20,48%
8.a) P(x=6)=1,62%
b) P(x = 2)=52,56%
C)U=E(X) =25
9.a) P(x=4)= 16,81%, u = 3 cheques
b) P(x=2)= 98,26%, u = 6 cheques
10.a) P(x=0)= 67,03%, u=0,4
b) P(x<2)= 95,25%, un=0,8
c)1-P(x=3)=1-0,0867=0,9133, p=1,2
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8 Distribuicdo de probabilidade para variaveis
aleatdrias continuas

Os valores assumidos por uma variavel aleatéria continua
podem ser associados com medidas em uma escala continua, como
por exemplo, a altura de uma pessoa: 1,7m; 1,72m; 1,723m; pois o
resultado depende da precisdo do instrumento utilizado na medicéo.
Na pratica, ndo nos resta outra escolha sendo arredondar as medidas
para o inteiro mais proximo ou para algumas casas decimais.

No caso das variaveis aleatorias discretas, as probabilidades
sao representadas pelas alturas dos retangulos do histograma. Nas
variaveis aleatérias continuas, representamos probabilidades por
areas, como na Figura 8.1, que apresenta os dados referentes a
altura dos empregados de uma empresa.

0,4

o
w

Probabilidade
o
)

o
2

152|-156 156|-160 160|-164 164|-168 168|-172
Altura (cm)

Figura 8.1 — Histograma da variavel continua altura
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O gréfico de uma variavel aleatéria continua pode apresentar
diversas formas, como nos gréficos a seguir:

A maioria das distribuicbes dos salarios das
empresas possui assimetria a direita, pois
poucos recebem salarios altos.

Um professor espera que as notas de seus
alunos apresentem distribuicdo assimétrica a
esquerda, ou seja, muitos alunos com notas
altas.

A altura das pessoas costuma apresentar
distribuicdo simétrica.

.
_ailh
Al

Figura 8.2 — Diferentes distribuicdes para uma variavel aleatéria continua.

A probabilidade de uma variavel aleat6ria assumir um valor no
intervalo de a a b é dada pela area sob a curva entre esses dois
valores. A probabilidade ou a area abaixo da curva é calculada pela
seguinte expressao:

b
P(a<x<b) = [f(x)dx
a
onde f(x) é a funcdo que gera a curva.
Existem varias distribuicbes de probabilidade continuas que

variam de acordo com suas caracteristicas e forma da curva. Neste
livro, estudaremos especificamente a distribuicdo normal.
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8.1 Distribui¢c&o normal

Muitos fendmenos sociais, psicoldgicos, fisicos, entre outros,
apresentam uma distribuicdo normal. Uma das propriedades das
distribuicdes normais é a simetria da curva, como na Figura 8.1. No
gue diz respeito as caracteristicas humanas, a maioria dos adultos se
engquadra entre 155 e 185cm de altura; poucos sdo muito baixos
(menos de 155cm) ou muito altos (mais de 185cm). A maior parte
dos coeficientes de inteligéncia (Ql) esta entre 85 e 115. H4 uma
gueda gradativa dos escores (medida) em ambas as extremidades —
poucos “génios” obtendo QI maior que 145 e poucas pessoas com Ql
inferior a 55.

Diversas variaveis continuas apresentam comportamento
semelhante independentemente do experimento de que sao
provenientes. As distribuicbes normais sdo importantes em
estatistica, pois muitas das técnicas de inferéncia estatistica
baseadas nas distribuicbes normais também funcionam bem quando
aplicadas a outras distribuicdes que s&o aproximadamente
simétricas. Ao estudar esse comportamento, Gauss chegou a
seguinte expressao:

f()=— 12n .e_;(xc_’uj

para -« < X<

onde

o = desvio-padrao populacional
K = média da populagéo

e = numero de Euler

T = constante pi

Notagcdo: X:N (u, o?) lé-se: a variavel aleatéria x tem
distribuicdo normal com média p e variancia .
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Exemplo: X:N(200, 25) Ié-se: a variavel aleatéria x apresenta
distribuicdo normal com média igual a 200 e variancia igual a 25.

8.1.1 Caracteristicas da curva normal

® E simétrica em relacio a média p;

® O ponto maximo (moda) de f(x)
€ 0 ponto X = y;

® Os pontos de inflexdo da fungéo
sdo:u-oceu+o; [ I T

® A area total limitada pela curva
e pelo eixo das abscissas é 1 ou 100%;

® A curva é assintética em relacdo ao eixo dos X, ou seja,
prolonga-se em ambas as dire¢es, aproximando-se do eixo horizontal,
sem jamais toca-lo.

Para obter a probabilidade indicada na figura acima, devemos
calcular:

b —_ —
P(a<X<b) = 1 e 2[ “j dx
a oV21

Como os valores de probabilidade sdo obtidos por integracdo
numeérica, seria muito trabalhoso utilizar essa fungéo. Para facilitar
usaremos a variavel normal padrdo ou variavel padronizada, z.

8.1.2 Variavel normal padrdo ou variavel
padronizada

A distribuicdo normal padrdo é uma distribuicdo com forma
normal (de sino), de média O (zero) e desvio-padréo igual a 1 (um).
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Devido a essas e outras caracteristicas, a distribuicdo normal padréo
€ muito atil. Para podermos utilizar a distribuicdo normal padrdo na
andlise de dados, basta calcular o escore padrdo ou a variavel
padronizada (z) que indica a dire¢cdo e o quanto qualquer escore
padrao se desvia da média de uma distribuicio em uma escala de
unidades de desvios-padroes.

Exemplo: A média para valores de QI em testes de
inteligéncia € 100, com um desvio-padrdo de 15. Se vocé tem um QI
de 130, qual seria seu valor z? Interprete este resultado.

Solugdo: u=100 c=15
. 130-100 _
15
Uma pessoa com QI igual a 130 esta dois desvios-padrées
acima da média, pois o valor de z é positivo.

20

8.1.3 A curva normal padrao

A fung@o normal padréo € dada pela seguinte expressao:

f(2) = 1
J2r
Para obter a probabilidade, nesse caso, devemos calcular:
P(a<z<b) :? 1 e_%22 dz
T aen

A vantagem de se usar a variavel padronizada z é a
possibilidade de calcular e organizar os valores da area, ou as
probabilidades, em uma Unica tabela.
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P(x1<x<x2)

MObabilidade de um determinado
valor x estar entre dois limites, x1 e

X2, € igual a probabilidade de um
X1 X2

@

determinado valor z estar entre dois
limites z1 e z2:

P(i<x<x2)=P(z152<22)

&

Z1 Z2

8.1.4 Uso databela da curva normal padrao

Para usar a tabela z, Anexo lll, da curva normal padréo, deve-
se considerar o fato de que a curva é simétrica e centrada na média.
O corpo da tabela é constituido das probabilidades (area sob a curva
entre os limites de zero e z). Os valores de z estdo nas margens da
tabela; na primeira coluna estd o valor inteiro e a primeira casa
decimal; na primeira linha esta a segunda casa decimal. Por
exemplo, o valor de z=1,25 é obtido pela intersec¢éo da linha que
contém o valor 1,2 e a coluna que contém a segunda casa decimal, o
5, do valor de z procurado:

A area abaixo da. curva 0.3044
entre zero e o valor de z igual a
1,25 é de 0,3944, como mostra a
tabela a seguir: \\
0125 2
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Valor
inteiro e
a
primeira

casa
decimal

Segunda casa decimal I

z 0 1 2 3 [ &~ 5 6 7
0,0 |[0,0000] 0,0040] 0,0080| 0,0120] 0,0160] 0,0199| 0,0239] 0,0279
0,1 |[0,0398] 0,0438] 0,0478] 0,0517| 0,0557| 0,0596| 0,0636] 0,0675
0,2 [0,0793] 0,0832] 0,0871] 0,0910[ 0,0948| 0,0987| 0,1026| 0,1064
0,3 [0,1179]0,1217| 0,1255| 0,1293[ 0,1331] 0,1368| 0,1406| 0,1443
0,4 |0,1554]0,1591| 0,1628| 0,1664| 0,1700| 0,1736| 0,1772( 0,1808
0,5 |0,1915] 0,1950| 0,1985| 0,2019] 0,2054| 0,2088| 0,2123| 0,2157
0,6 |0,2258]0,2291] 0,2324] 0,2357| 0,2389] 0,2422| 0,2454] 0,2486
0,7 10,2580 0,26” probabilidade entre a média 34| 0,2764/ 0,2794
0,8 |0,2881[0,2d_ zeroeovalorz=125  )23[0,3051| 0,3078
0,9 [0,3159]0,3186| 0,3212] 0,3238 {70,3289] 0,315/ 0,3340
1,0 [0,3413]0,3438| 0,3461| 0,3485] 0,5 | 0,3531] 0,3554| 0,3577
| 11 [0,3643| 0,3665| 0,3686| 0,3708| 0,372y |0,3749] 0,3770] 0,3790
1,2 |0,3849] 0,3869] 0,3888] 0,3907| 0,3925/'0,3944 0,3962| 0,3980
1,3 [0,4032[ 0,4049| 0,4066| 0,4082| 0,4099| 0,4115| 0,4131[ 0,4147
1,4 ]0,4192|0,4207| 0,4222| 0,4236[ 0,4251| 0,4265| 0,4279] 0,4292
1,5 |0,4332|0,4345] 0,4357| 0,4370| 0,4382| 0,4394| 0,4406| 0,4418

Exemplo de uso da tabela:
Dados os valores de z, determine as probabilidades indicadas

abaixo:

a)P(0<z<2)
Estamos procurando a probabilidade de um valor z estar entre
zero e dois. A tabela fornece a area entre a média de z (zero) e o
valor de z procurado. Obtemos esse valor procurando na primeira
coluna da tabela o valor de z = 2,0 e na primeira linha o valor “0” que
€ a segunda casa decimal. O valor da area é 0,4772.

04772

P(0<z<2)=0,4772
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b) P(z 2 2)

Como a curva é simétrica e a area abaixo da curva € igual a
um, cada metade vale 0,5. Estamos procurando a probabilidade de
um valor z ser maior ou igual a 2. A tabela fornece a &rea entre a
média de z (zero) e o valor de z procurado. Portanto, é necessario
subtrair o valor encontrado na tabela de 0,5.

04772

0.5 [ 0,5—0,4772 = 0,022@
999
o 2 z

P(z>2)=0,5-0,4772 =0,0228

c)P(z<-2)
Como a curva é simétrica, a area entre z=0 e z=2 é a mesma
entre z= -2 e z=0. Com raciocinio analogo ao item anterior, temos:
04772
P(z<-2)=0,5-0,4772 =0,0228
0,022 P(z<-2)=0,0228

d)P(2,0<z<25)

De z=0 até o ponto z=2,5 a area € igual a 0,4938; subtraindo
desse valor a area menor, que € 0,4772 (area de z=0 até o ponto
z=2), teremos a area procurada.

04772
04938 P(2,0<2<25)=0,4938-0,4772
P(2,0<z<25)=0,0166

——

o 225 z
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e) P(-2,61<z2<243)

0,4955 04925

P(-2,61<z<2,43)=0,4955 + 0,4925
P(-2,61<z<2,43)=0,9880

-2 51 243 2

f) P(z>-1,63)

04484

P(z>-1,63)= 0,5+ 0,4484 = 0,9484
P(z>-1,63) = 0,9484

-1 B3 z

8.1.5 Exemplos de aplicacao

Exemplo 1: Voltando ao exemplo dos QIls: qual a probabilidade
de selecionarmos ao acaso uma pessoa e ela ter QI entre 90 e 115?
Considere média populacional 100 e desvio-padrao igual a 15.
Solucgdo:

P(O0O<x<115)="7

Padronizando a variavel x1, temos:

X;—u  90-100
G 15

z, = ~0,67

90 100 115 Para x1 = 90 o valor de z1
correspondente € z = - 0,67
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Padronizando a variavel x2, temos:
X, —p 115-100
c 15
Para x> = 115 o valor de z2 correspondente € z=1,0
=067 0 1 2z POO<x<115)=P(0,67<z<1,0)=0,2486 + 0,3413
P(90 < x < 115) = 0,5899
P(90 < x < 115) = 0,5899

0,2486 0,3413

10

22:

Exemplo 2: Em uma distribuicdo normal com média 30 e
desvio-padrdo 4, determine a probabilidade de um individuo
apresentar valor maior ou igual a 38.

Solucéo:
Padronizando a variavel x, temos:
X - 38 — 30
Z = u = = 2’0
c 4
Para x = 38 o valor de z correspondente € z=2,0
30 38 X
P(x>38)=P(z>2)=0,5-0,4772 =0,0228
04772 P(x>38) =0,0228
P(x 238) =0,0228
00228
o 2 z

Exercicio resolvido

A duracdo de um pneu de automével, em quildbmetros
rodados, apresenta distribuicdo normal com média 70.000km e
desvio-padréo de 10.000km.

a) Qual a probabilidade de um pneu escolhido ao acaso durar
mais de 85.000km?
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b) Qual a probabilidade de um pneu durar entre 68.500km e
75.000km?

c) Qual a probabilidade de um pneu durar entre 55.000km e
65.000km?

d) O fabricante deseja fixar uma garantia de quilometragem
rodada, de tal forma que, se a duracdo de um pneu for inferior & da
garantia, o pneu sera trocado. De quanto deve ser essa garantia para
gue somente 1% dos pneus sejam trocados?

e) De acordo com o item anterior, a probabilidade de que um
pneu seja trocado é de 1%. Se o fabricante vende 5.000 pneus por
més, quantos pneus espera trocar?

Solucgéo do item a) P(x > 85.000)
X—p _ 85.000 — 70.000

Padronizando a variavel x, temos: z = 15
o 10.000
043372
00668
70.000 85000 x 015 7

P(x > 85.000) = P(z>1,5) = 0,5 0,4332 = 0,0668
P(x > 85.000) = 0,0668 x 100 = 6,68%
P(x > 85.000 ) = 6,68%

Solucédo do item b) P(68.500 < x < 75.000)
Padronizando a variavel xi1, temos:

X, -1 _ 68.500 — 70.000 _ 015
o 10.000 ’

Para x; = 68.500 o valor de z = -0,15 = tabela = 0,0596
Padronizando a variavel x,, temos:

X, —u _ 75.000 - 70.000
c 10.000

Zy =

22 = 0,5
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Para x, = 75.000 o valor de z = 0,5 = tabela = 0,1915

00596 01915

® -015 0 05 z
G2.500 \ 75.000
70.000

P(68.500 < x < 75.000 ) = P(- 0,15 <z < 0,5) =

= 0,1915 + 0,0596 = 0,2511
P(68.500 < x < 75.000) = 0,2511 x 100 = 25,11%
P(68.500 < x < 75.000) = 25,11%

Solucgéo do item c¢) P(55.000 < x < 65.000)

Padronizando a variavel x;, temos:

X, - _ 55.000 — 70.000 _
c 10.000

Para x; = 55.000 o valor de z = - 1,5 =» tabela = 0,4332

Padronizando a variavel xz, temos:

X, —u _ 65.000 — 70.000

-15

Zl:

Z2 = _0,5
c 10.000
Para x. = 65.000 o valor de z = - 0,5 = tabela = 0,1915
01915
04332
1] z

X
55.000 B5.000 [70.000

P(55.000 < x < 65.000) = P(- 1,5 <z <- 0,5) =

=0,4332 - 0,1915 = 0,2417
P(55.000 < x < 65.000) = 0,2417x 100 = 24,17%
P(55.000 < x < 65.000) = 24,17%



Solucgéo do item d) P(x £ ??) = 1%

O valor da variavel x (quilometragem rodada do pneu)
procurado esta a esquerda da curva, pois a area ou probabilidade é
1% para valores iguais ou menores do que x. Construindo a curva
normal padréo, temos que: se a area hachurada é igual a 0,01 a area
até o centro da curva na média z =0 é igual a 0,49. Procurando no
corpo da tabela o valor da area 0,49 encontraremos o valor de z

correspondente:
1% ou 0,01
77
z |0 1 2 3 4 5 6
1,6 |0,4452 |0,4463 | 0,4474 | 0,4484 | 0,4495 |0,4505 | 0,4515
1,7 |0,4554 |0,4564 |0,4573 |0,4582 | 0,4591 | 0,4599 | 0,4608
1,8 |0,4641 |0,4649 |0,4656 |0,4664 | 0,4671 | 0,4678 | 0,4686
1,9 |0,4713 |0,4719 | 0,4726 |0,4732 | 0,4738 |0,4744 | 0,4750
2,0 |0,4772 |0,4778 |0,4783 | 0,4788 | 0,4793 | 0,4798 | 0,4803
2,1 |0,4821 |0,4826 | 0,4830 |0,4834 |0,4838 |0,4842 | 0,4846
2,2 10,4861 |0,4864 | 0,4868 |0,4871 |0,4875 | 0,4878 | 0,4881
[:> 2,3 10,4893 | 0,4896 |0,4898 | 0,4901 | 0,4904 | 0,4906 | 0,4909
2,4 10,4918 | 0,4920 |0,4922 | 0,4925 |0,4927 | 0,4929 | 0,4931
2,5 10,4938 | 0,4940 | 0,4941 | 0,4943 | 0,4945 | 0,4946 | 0,4948

O valor mais préximo de 0,49 na tabela é 0,4901, portanto o
valor de z correspondente a essa area € z = -2,33, negativo, pois
esta a esquerda de zero. Logo, temos:
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0,44

1% ou 0,M 1% ou 0,01

=77 ® -2,33 ] z

Substituindo o valor de z na férmula da variavel padronizada:

X —p
(e}

Z =

X — 70.000
10.000
X —70.000 = - 2,33 . 10000
X =-23.300 + 70.000
X = 46.700
P(x< 46.700) = 1%
A quilometragem fixada pelo fabricante é de 46.700km, ou
seja, se um pneu durar menos do que 46.700km, serd trocado. O
fabricante tem a garantia de que a probabilidade de um pneu ser
trocado é de 1%.

-233=

Solucédo do item e) 1% de 5.000 pneus = 50 pneus

Exercicios complementares

1) O salario médio dos funcionarios de uma empresa é de
R$800,00, com desvio-padrdo de R$300,00. Qual a probabilidade de
gue, selecionando-se aleatoriamente um funcionario, ele receba:

a) entre R$650,00 e R$1.100,00;

b) entre R$550,00 e R$750,00;

c) acima de R$500,00;

d) acima de R$1.100,00;
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2) A dosagem de nicotina encontrada nos cigarros de uma
determinada marca apresenta uma distribuicdo normal com média de
12mg e desvio-padrdo de 0,5mg.

a) qual a probabilidade de que, selecionando-se ao acaso um
desses cigarros, nele encontrem-se mais de 13,5mg de nicotina?

b) qual a probabilidade de que, selecionando-se ao acaso um
desses cigarros, a dosagem de nicotina esteja entre 11,5 e 12,5mg?

c)em um maco com 20 cigarros, quantos cigarros
apresentam os niveis de nicotina do item b acima?

3) O aproveitamento dos alunos em determinada disciplina
segue uma distribuicdo normal com nota média de 7,2 e desvio-
padréao de 3,0.

a) qual o percentual de alunos cuja nota seja igual ou superior
a 6,0?

b) qual o percentual de alunos que poderdo ser reprovados por
possuirem grau inferior a 5,0? (a nota minima para aprovacéo € 5,0).

c) que percentual de alunos espera-se possuam nota entre
8,0 e 10,0?

4) O salario médio dos funcionarios de uma empresa é de
R$800,00, com desvio-padréo de R$300,00 (ndo se consideram os
salarios da direcdo da empresa). Qual o salario que € minimo para
30,5% dos funcionarios que mais recebem?

5) Um conjunto de escores de QI tem distribuicdo normal,
com média p = 100 e desvio-padrdo ¢ = 15. Com base nessa
distribuicdo, determine a probabilidade de escolher aleatoriamente
uma pessoa com:

a) Ql de 110 ou mais;

b) QI entre 88 e 120.
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6) Se a altura média dos estudantes de uma universidade é
1,75m e o desvio-padrdo 0,08m, qual a probabilidade de um
estudante sorteado ao acaso ter altura entre 1,60m e 1,70m?

7) Um entregador de pizza tem até 20 minutos para fazer uma
entrega, ou ele paga a conta. Para tanto ele dispbe de dois
itinerarios: o itinerario A, que tem distribuicdo N(18; 25), e o itinerério
B, que tem distribuicdo N(20; 4). Qual a melhor escolha?

Obs.: Realize os célculos para justificar sua resposta.

8) A producéo de determinado produto apresenta distribuicdo
normal. As pecas com mais de 22mm e menos de 18mm s&o
consideradas defeituosas. O processo atual produz 30% de pecas
defeituosas. Foi proposta a troca por um processo com média de
21mm e desvio-padréo de 0,9mm. Deve ser feita a troca?

Obs: Realize os célculos para justificar sua resposta.

9) Um estudo das modificacbes percentuais dos prec¢os, no
atacado, de produtos industrializados, mostrou que ha distribuicdo
normal com média de 50% e desvio-padrdo de 10%. Qual a
porcentagem dos artigos que:

a) sofreram aumentos superiores a 75%7?

b) sofreram aumentos entre 30% e 80%7?

10) Um fabricante de baterias sabe, por experiéncia, que as
baterias de sua fabricacdo tém vida média de 600 dias e desvio-
padrdo de 100 dias, sendo que a duracdo tem aproximadamente
distribuicdo normal. Oferece garantia de 312 dias, isto €&, troca as
baterias que apresentem falhas nesse periodo. Fabrica 10.000
baterias mensalmente. Quantas baterias deverd trocar,
mensalmente, em garantia?
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11) Duas fabricas produzem o mesmo tipo de circuito
integrado. A fabrica A produz circuitos integrados cujo tempo de vida
médio é de 12.000 horas, com desvio-padrao de 2.000 horas. Os
circuitos integrados produzidos pela fabrica B possuem vida média
de 13.000 horas, com desvio-padrdo de 1.500 horas. Qual dos
circuitos integrados tem maior probabilidade de durar pelo menos
14.000 horas — os produzidos pela fabrica A ou pela fabrica B?

12) Qual das afirmacdes abaixo n&o é vélida para uma curva
normal?

a) E assimétrica.

b) E uma distribuicdo de probabilidades.

c) A area total abaixo da curva é igual a 1,0.

d) A moda, a mediana e a média sédo iguais.

Respostas

1. a) P(650 < x < 1.100) = 0,5328
b) P(550 < x < 750) = 0,2292
¢) P(x > 500) = 0,8413
d) P(x > 1.100) = 0,1587

2.a) P (x>13,5)=0,0013

b) P(11,5=<x<12,5)=0,6826

c) 13,652 =» arredondando, 14 cigarros.
3.a) P (x=6,0)=0,6554

b) P (x<5,0)=0,2327

c) P(8,0=x<10,0)=0,2174

4. P(x > R$ 953,00) = 30,5%
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5.a) P(x > 110) = 0,2514
b) P(88 < x < 120) = 0,6963

6. P(1,60m < x < 1,70m)= 0,2342

7. O primeiro itinerario, com N(18; 25), pois apresenta a maior
probabilidade de ser completado no maximo em 20 minutos,
P(x < 20) = 65,54%.

8. Sim, pois a probabilidade de produzir pecas defeituosas no
novo processo € de 13,39%, ou seja, P(x < 18) + P(x > 22) =
13,39%, menor do que o antigo processo que produzia 30%
de pecas defeituosas.

9. a) P(x > 75%) = 0,62%
b) P(30% < x < 80%) = 97,59%

10. A probabilidade de uma bateria durar 312 dias ou menos
é: P(x< 312) = 0,2%. Como o fabricante fabrica 10.000
baterias mensalmente, devera trocar 20 baterias por més
(0,2% de 10.000).

11. Os circuitos integrados da fabrica B, pois apresentam
maior probabilidade de durar pelo menos 14.000 horas.
Fabrica A = P(x 2 14.000) = 15,87%

Fabrica B = P(x = 14.000) = 25,14%

12. a) E assimétrica.
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Anexo | — A Lei dos Grandes NUmeros

Para entender melhor a lei dos grandes numeros, vamos
trabalhar com o seguinte exemplo:
Experimento: Lancarumdado S={1,2,3,4,5,6} n(S)=6
Evento A: ocorrer face 6 A={6} nA) =1
Pela probabilidade classica, temos que a probabilidade de
ocorrer face 6 no langcamento de um dado é:
p(a)=A) _1
n(s)
Agora, em vez de uma unica vez, o dado foi langado 10 vezes
e registrado o nimero de vezes que ocorreu o0 evento 6. Depois, 0
dado foi langado 20 vezes e anotado o numero de vezes que ocorreu
0 evento 6. Esse experimento foi repetido varias vezes, aumentando-
se 0 numero de lancamentos para 30, 50, 100, 200... 1000. A
frequiéncia relativa foi calculada para cada lancamento. Na figura 1, é
apresentado o numero de langamentos do dado e a freqiéncia
relativa do evento 6. Podemos verificar que, a medida que aumenta o
numero de repeticBes do experimento, as freqiéncias relativas tendem
para 0,167, que é aproximadamente 1/6 (probabilidade classica).

=0167

0,30
0,25
0,20 4
0,15 4
0,10
0,05

0,00 T T T T T T T T T T T T T 1
10 20 30 50 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Frequénciarelativa

NUmero de langamentos

Figura 1 — Lei dos grandes nameros
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By

Lei dos grandes numeros: a medida que um experimento €
repetido véarias vezes, a probabilidade dada pela freqiéncia
relativa de um evento tende a se aproximar da probabilidade
classica.
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Anexo Il - Combinacao

H& muitos problemas em que precisamos saber o nimero de
maneiras pelas quais podemos escolher k objetos de um conjunto de
n objetos, em que a troca de posicdo entre esses objetos ndo gera
um agrupamento diferente, ou seja, a ordem em que a escolha é feita
nao importa. Por exemplo, podemos estar interessados em conhecer
o numero de maneiras de escolher seis dentre 40 declara¢cbes de
imposto de renda para a malha fina ou o nimero de maneiras de
escolher trés estudantes para representar a turma ho comité
estudantil.

Para obter uma féormula que se aplique a problemas como
esses, examinemos primeiro o seguinte exemplo:

Exemplo 1: Quantos grupos de duas estudantes podem ser
formados a partir de um grupo de trés estudantes: Ana, Beatriz e Catia.

Ana — Beatriz Ana — Catia
Beatriz — Ana Beatriz — Catia
Catia— Ana Catia — Beatriz

Obtemos seis grupos, no entanto o grupo formado por Ana —
Beatriz € 0 mesmo que Beatriz — Ana, pois a ordem em que as
estudantes sdo selecionadas ndo muda a natureza do grupo.
Portanto, podemos formar apenas trés grupos diferentes com seis
estudantes.

O numero de maneiras pelas quais k objetos podem ser
escolhidos de um conjunto de n objetos é obtido pela seguinte formula:

c n! Combinagdes de n objetos
= tomados k de cada vez.
M kI (n - K)!
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No exemplo anterior n=3 e k=2, substituindo na férmula,
temos:
nl 3! 3x2x1 6
Cn,k:—:CS,ZZ = = — =
k!(n-k)! 2(3-2) 2x1x1 2
Podemos formar trés grupos diferentes com dois elementos
cada entre trés elementos.

Exemplo 2: Determine o niumero de maneiras de escolher
qguatro declaragdes dentre 30 declaracdes de imposto de renda para
a malha fina.

Solugdo: n=30 k=4

30! 30!
= = Cgo4 = o
41(30 - 4)! 41(30 - 4)!
30! 30x29x28x27 x26!
4(26)!  4x3x2x1 (26')

_30x29x28x27
4x3x2x1

Simplificamos o 26!
do numerador com o
26! do denominador

C30,4

= 27.405
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Anexo Il
Tabela da distribuicdo normal padréo

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0,0

0,0000

0,0040

0,0080

0,0120

0,0160

0,0199

0,0239

0,0279

0,0319

0,0359

0,1

0,0398

0,0438

0,0478

0,0517

0,0557

0,0596

0,0636

0,0675

0,0714

0,0754

0,2

0,0793

0,0832

0,0871

0,0910

0,0948

0,0987

0,1026

0,1064

0,1103

0,1141

0,3

0,1179

0,1217

0,1255

0,1293

0,1331

0,1368

0,1406

0,1443

0,1480

0,1517

0,4

0,1554

0,1591

0,1628

0,1664

0,1700

0,1736

0,1772

0,1808

0,1844

0,1879

0,5

0,1915

0,1950

0,1985

0,2019

0,2054

0,2088

0,2123

0,2157

0,2190

0,2224

0,6

0,2258

0,2291

0,2324

0,2357

0,2389

0,2422

0,2454

0,2486

0,2518

0,2549

0,7

0,2580

0,2612

0,2642

0,2673

0,2704

0,2734

0,2764

0,2794

0,2823

0,2852

0.8

0,2881

0,2910

0,2939

0,2967

0,2996

0,3023

0,3051

0,3078

0,3106

0,3133

0.9

0,3159

0,3186

0,3212

0,3238

0,3264

0,3289

0,3315

0,3340

0,3365

0,3389

1,0

0,3413

0,3438

0,3461

0,3485

0,3508

0,3531

0,3554

0,3577

0,3599

0,3621

11

0,3643

0,3665

0,3686

0,3708

0,3729

0,3749

0,3770

0,3790

0,3810

0,3830

1,2

0,3849

0,3869

0,3888

0,3907

0,3925

0,3944

0,3962

0,3980

0,3997

0,4015

1,3

0,4032

0,4049

0,4066

0,4082

0,4099

0,4115

0,4131

0,4147

0,4162

0,4177

14

0,4192

0,4207

0,4222

0,4236

0,4251

0,4265

0,4279

0,4292

0,4306

0,4319

15

0,4332

0,4345

0,4357

0,4370

0,4382

0,4394

0,4406

0,4418

0,4429

0,4441

1,6

0,4452

0,4463

0,4474

0,4484

0,4495

0,4505

0,4515

0,4525

0,4535

0,4545

1,7

0,4554

0,4564

0,4573

0,4582

0,4591

0,4599

0,4608

0,4616

0,4625

0,4633

1,8

0,4641

0,4649

0,4656

0,4664

0,4671

0,4678

0,4686

0,4693

0,4699

0,4706

1,9

0,4713

0,4719

0,4726

0,4732

0,4738

0,4744

0,4750

0,4756

0,4761

0,4767

2,0

0,4772

0,4778

0,4783

0,4788

0,4793

0,4798

0,4803

0,4808

0,4812

0,4817

2,1

0,4821

0,4826

0,4830

0,4834

0,4838

0,4842

0,4846

0,4850

0,4854

0,4857

2,2

0,4861

0,4864

0,4868

0,4871

0,4875

0,4878

0,4881

0,4884

0,4887

0,4890

2,3

0,4893

0,4896

0,4898

0,4901

0,4904

0,4906

0,4909

0,4911

0,4913

0,4916

2,4

0,4918

0,4920

0,4922

0,4925

0,4927

0,4929

0,4931

0,4932

0,4934

0,4936

2,5

0,4938

0,4940

0,4941

0,4943

0,4945

0,4946

0,4948

0,4949

0,4951

0,4952

2,6

0,4953

0,4955

0,4956

0,4957

0,4959

0,4960

0,4961

0,4962

0,4963

0,4964

2,7

0,4965

0,4966

0,4967

0,4968

0,4969

0,4970

0,4971

0,4972

0,4973

0,4974

2,8

0,4974

0,4975

0,4976

0,4977

0,4977

0,4978

0,4979

0,4979

0,4980

0,4981

2,9

0,4981

0,4982

0,4982

0,4983

0,4984

0,4984

0,4985

0,4985

0,4986

0,4986

194




Continuagao

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

3,0

0,4987

0,4987

0,4987

0,4988

0,4988

0,4989

0,4989

0,4989

0,4990

0,4990

3,1

0,4990

0,4991

0,4991

0,4991

0,4992

0,4992

0,4992

0,4992

0,4993

0,4993

3,2

0,4993

0,4993

0,4994

0,4994

0,4994

0,4994

0,4995

0,4995

0,4995

0,4995

3,3

0,4995

0,4995

0,4995

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4997

3,4

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4998

3,5

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

3,6

0,4998

0,4998

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3,7

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3.8

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3.9

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000
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