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RESUMO

Neste trabalho trataremos do problema de identificagao da atividade cerebral, a partir de me-
didas indiretas do potencial elétrico no couro cabeludo, obtida por meio de eletrodos. Este
problema é de extrema importancia médica em diagnésticos relacionados ao Eletroencefalo-
grama (EEG). Provaremos propriedades do Problema Direto associado ao problema de (EEG),
as quais estao associadas as propriedades de uma equacao diferencial eliptica, deduzida a partir
das equacoes de Maxwell para o eletromagnetismo. Tais propriedades implicarao que o Pro-
blema Inverso, a saber, o problema de determinar a localizagao e a intensidade da atividade
cerebral a partir das medidas do potencial elétrico associado na fronteira do dominio (couro
cabeludo), é instdvel com relacao as medidas do potencial na fronteira do dominio. Em par-
ticular, apresentamos algumas estratégias de regularizacao possiveis de serem aplicadas, de
forma a obter solugoes aproximadas do problema inverso em questao, de forma estavel e con-
vergente. Além da instabilidade, este trabalho mostra que o problema de identificacao de fonte
estudado nao possui solucao tunica. Finalmente, apresentamos os algoritmos que devem ser

implementados para a solucao do problema em questao.

Palavras-chave: Eletroencefalograma, Problemas Mal-postos, Problema Inverso, Pro-

blema Direto, Métodos de Regularizacao.



ABSTRACT

In this work we will deal with the problem identify the brain activity from measurements
of the electric potential on the scalp, obtained through electrodes. This problem has many
interesting implications in the help of medical diagnostics related to the Electroencephalogram
(EEG). We will prove properties of the Forward Problem associated related to the ellipitc partial
differential equation deduced from Maxwell equations for electromagnetism. Such properties
will imply that the Inverse Problem, the problem of determining the location and intensity of
brain activity by measuring the associated indeed, electrical potential at the boundary of the
domain (the scalp), is instable in relation to the measurements. In particular, we present some
of the regularization strategies that can be applied in order to obtain approximate solutions to
the Inverse Problem in a stable and convergent way. Apart from instability, this work shows
that the problem of source identification in EEG does not have a single solution. Finally, we

present the algorithms that should be implemented for the solution to the Inverse Problem.

Palavras-chaves: Inverse Problem, Forward Problem, Ill-posed Problem, Electroencepha-

lography, Regularization Methods.
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1 INTRODUCAO

O Eletroencefalograma (EEG) é um exame que analisa a atividade elétrica cerebral espontanea
advinda de estimulos externos especificos. Com base nesta analise, é possivel detectar se as
atividades cerebrais estao condizentes com o esperado, ou se ha disturbios advindos de alguma
anomalia. Por isso, a descoberta do eletroencefalograma foi um marco para o avanco da neu-
rociéncia e da pratica neuroldgica e neurociriurgica cotidiana, especialmente para o diagndstico
e auxilio ao tratamento de pacientes com convulsoes. Este diagndstico nao-invasivo permitiu,
e ainda permite, descobrir a natureza real de doencas, distiirbios e sua gestao.

A descoberta do Eletroencefalograma em 1929 pelo psiquiatra alemao Hans Berger foi um
marco histérico, fornecendo uma nova ferramenta para diagndsticos neurologicos e psiquiatricos.
Berger acreditava que um cérebro pode transmitir sinais de ondas de radio que podem ser
captados por outros cérebros que estao na mesma frequéncia. Suas primeiras experiéncias foram
feitas em pacientes que haviam feito cirurgias no cranio e em pessoas saudaveis, incluindo sua
filha. Berger foi o pioneiro no processo de gravacao de sinais elétricos a partir de um cérebro
humano, em 1924. Ciente da importancia de sua descoberta, o médico manteve o seu segredo
guardado durante anos, acumulando mais e mais dados para fazer um antuncio oficial em 1929.
Para detalhe do trabalho de Berger consulte (BERGER, 1929).

As técnicas nao-invasivas modernas de gravacao de EEG sao o resultado de um processo de
pesquisa interdisciplinar comum as areas de neurologia, neurocirurgia, matemaética e fisica. A
iteracao entre especialistas destas areas e o fruto de muitas pesquisas permitiram a modelagem
do problema de EEG a partir de equagoes diferenciais parciais (baseado na aproximagao estatica
das equagoes de Maxwell). Essa modelagem permitiu a introdugao de técnicas de mapeamento
cerebral, as quais iniciaram-se no século XIX, (REIF; STRZELCZYK; ROSENOW, 2016),
(CICHOCKI; SANEI, 2007).

Apés a descoberta do EEG por Hans Berger e sua implementacao em procedimentos de
diagndsticos em pacientes com epilepsia, uma nova era teve inicio quando Foerster e Alten-
burger realizaram o primeiro registro de EEG nao-invasivo em 1934 (FOERSTER; H, 1934).
Adicionado a isso o trabalho de Wilder Penfield e Herbert Jasper [(PENFIELD; BOLDREY,
1937), (JASPER, 1941)], resultaram em uma base para uma nova compreensao da epilepsia.
Tais contribuigoes influenciaram nas investigacoes das proximas geracoes de pesquisadores, cul-
minando com o aparecimento de dispositivos desenvolvidos por Jean Talairach e Jean Bancaud,
que formaram uma parte fundamental para a compreensao das fungoes cerebrais em pacientes
com epilepsia, ver (TALAIRACH; BANCAUD, 1966).

O desenvolvimento de técnicas de obtencao de imagem permitiu uma combinacao de dados
estruturais e eletrofisiologicos, as quais permitiram uma diminuicao drastica das indicagoes para
avaliagoes invasivas. Além disso, contribuiu para novos conceitos no processo de diagnédstico,
incluindo a rede neural epileptogénica e a compreensao fisiopatolégica do tecido epileptogénico,
ver (REIF; STRZELCZYK; ROSENOW, 2016).
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Atualmente, as imagens oriundas do EEG sao utilizadas para detectar morte cerebral,
demeéncia, doenca de Parkinson, doenca de Alzheimer, pressao intra-craniana, para auxiliar
na anestesia de pacientes, epilepsia, etc, ver (ODJEL; ETAL, 2005). No caso da epilepsia, exis-
tem pequenas zonas cerebrais que influenciam consideravelmente na geragao do campo elétrico.
Os neurologistas estao interessados em determinar a localizagao de tais zonas epileptogénicas
a partir do potencial medido no couro cabeludo, a fim de evitar técnicas invasivas, consultar
(CICHOCKI; SANEI, 2007).

A obtencgao da localizagao de ondas cerebrais é a principal motivacao para o nosso trabalho.
Estabelecemos o problema da seguinte forma: do ponto de vista matematico, o processo de ob-
tencao de imagens por EEG pode ser compreendido como sendo um problema de reconstrugao
de fonte a partir de medidas do potencial elétrico, que associamos a um modelo de equacoes
diferenciais parciais elipticas de segunda ordem, baseadas em uma aproximacao estatica das
Equagoes de Maxwell para o eletromagnetismo [(WAGNER, 2011), (SADIKU, 2012)] (apresen-
taremos essa modelagem mais adiante neste trabalho). Este problema faz parte da teoria dos
chamados Problemas Inversos [ WOLTERS et al., 2007), (WOLTERS, 2003), (KIRSCH, 1996)]
que esta em contra-ponto ao Problema Direto, o qual consiste em determinar uma solucao para
a equacao diferencial parcial eliptica baseada nas Equacoes de Maxwell, para uma fonte conhe-
cida e para condigoes de contorno (potencial) adequadas na fronteira do dominio de interesse
(EVANS, 2010).

Muitos algoritmos de localizagao de fonte inversa usam a abordagem de campo principal
[((WAGNER, 2011), (MOHR, 2003)]. Esta ideia consiste em considerar que a distribuigao da
corrente, dentro da cabeca humana é discretizada. Além disso, consideramos que essa corrente
é composta de um numero reduzido de fontes bipolares possiveis. Nesta abordagem, a equacao
diferencial parcial que modela o problema direto em EEG tem que ser resolvida trés vezes por
fonte bipolar possivel. Este processo é caro do ponto de vista computacional, (BAUMEISTER,
1987).

De qualquer forma, o problema de recuperagao de fonte é um problema mal-posto no sentido
de Hadamard. Isto é, o problema de identificacao de fontes abordado nesta proposta nao
depende continuamente das medidas do potencial na fronteira do dominio de interesse, ver
Capitulo 4. Como na pratica as medigoes estao sempre sujeitas a ruidos (erros), uma solugao
adequada do problema de identificacao requer a adocao de técnicas que possibilitem controlar
o nivel de ruido nas medidas. Tais técnicas sao conhecidas como métodos de regularizacao para
problemas inversos (KIRSCH, 1996)

Para apresentar a andlise do problema em EEG, o presente trabalho foi dividido em sete
Capitulos: No Capitulo 1, trataremos da introdugao sobre EEG. No Capitulo 2, apresentaremos
resultados basicos da teoria de Andlise Funcional e Equagdes Diferenciais Parciais (EDP). Tais
resultados sao base para o entendimento deste trabalho. Além disso, o torna autocontido.
Com relagao aos resultados apresentados, preferimos omitir as demonstracoes pois estas sao
conhecidas e de facil acesso. Porém, daremos referéncias as mesmas sempre que enunciadas.

No Capitulo 3, tratamos da modelagem matemética para o problema em EEG. Essa mode-
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lagem baseia-se nas equacoes de Maxwell para o eletromagnetismo que pode ser traduzida em
uma EDP eliptica com condicoes de fronteira de Neumannn homogénea. Faremos a deducao
de tal equacao na Segao 3.1, baseada em argumentos inerentes a modelagem do problema de
EEG. Utilizaremos os resultados apresentados no Capitulo 2 para mostrar que tal EDP possui
uma unica solugao (fraca) que depende continuamente das condig¢oes de fronteira, em espacos
de fungoes adequados. Em outras palavras, que o problema direto para EEG é bem-posto
no sentido de Hadamard (HADAMARD, 1923). A EDP resultante é conhecida como o pro-
blema direto para o problema de EEG. Na Secao 3.2 escreveremos o problema direto em EEG
como uma equacgao de operadores. Com base na equacao de operadores proposta, em espacos
de fungoes adequadas. Provaremos que tal operador (denotado por A) é bem posto, linear,
limitado e compacto. Em particular, a compacidade do operador que modela o problema es-
tudado possui implicacoes das mais importantes para o estudo do problema proposto neste
trabalho. Na Secao 3.3 determinaremos o operador adjunto da derivada de Fréchet de A e mos-
tramos que o mesmo é bem-posto. A Subsecao 3.3.1 serd importante para o Capitulo 4, pois
representaremos o problema adjunto da maneira como as medidas do problema em EEG, sao
obtidas em toda a superficie 9Q C R3. Diferentemente do que assumimos na Subsecao 3.3.1, na
Secao 3.4 trataremos das medidas no caso real. Na Secao 3.5 discutiremos sobre a abordagem
adjunta-discreta.

No Capitulo 4 trataremos dos chamados de problemas inversos e mal postos, bem como
métodos de regularizacao do tipo Tikhonov, e métodos iterativos como Landweber. Este
Capitulo é de suma importancia para esta dissertacao, pois, no Capitulo 3 discutimos o pro-
blema direto em EEG bem como a sua modelagem, e neste trataremos do problema inverso em
EEG, utilizando os resultados obtidos do problema direto. Na Secao 4.1 trataremos de resul-
tados de problemas inversos e mal postos. Na Secao 4.2 formularemos de maneira mais precisa
o conceito de problemas inversos usando equagoes de operadores. Na Secao 4.3 abordaremos
alguns resultados de estratégias de regularizagao para os problemas inversos, tendo em vista a
falta de dependéncia continua nos dados. Com esta regularizacao, propomos uma aproximacao
estavel e convergente para a solugao do nosso problema. Na Secao 4.3.1 abordaremos alguns
conceitos para o nosso problema inverso de estudo. Na Segao 4.4 introduziremos a regula-
rizacao de Tikhonov, e enunciaremos alguns resultados que nos levarao a construir o operador
de regularizagdo R, para o problema inverso em EEG. Alguns métodos iterativos podem ser
usados como estratégias de regularizacao para problemas inversos. Na Secao 4.5 abordaremos
conceitos de regularizacao por métodos iterativos para problemas lineares. Na Subsecao 4.5.1
trataremos do método iterativo associado a estratégias de ponto fixo. Na Subsecao 4.5.2 abor-
daremos o método iterativo de Landweber como um método de regularizacao com menor custo
computacional e mostraremos como o problema inverso em EEG pode ser tratado com esta
estratégia.

No Capitulo 5 provaremos que o problema inverso em EEG nao possui solugao tnica, como
uma segunda fonte de ma-colocagao do problema em EEG, aliada a instabilidade com relagao

as medidas ja apresentada no 4. Na Secao 5.1 trataremos de um modelo esférico e homogéneo
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do cérebro. Na Secao 5.2 expressaremos o potencial elétrico exterior como uma representacao
da integral de Green. Na Secao 5.3 queremos obter parte da corrente neural que pode ser
recuperada através das medidas do potencial elétrico na superficie da esfera.

No Capitulo 6 apresentamos as concideragoes finais e os trabalhos futuros. O Capitulo 7 é
formado pelos apéndices deste trabalho.

Para elaborar essa dissertagao utilizamos como referéncias os trabalhos (WAGNER, 2011),
(MOHR, 2003), (TANZER, 2006) e (WOLTERS et al., 2007). Pode-se encontrar nessas re-
feréncias a modelagem e a implementacao numérica para o problema em EEG. Optamos pelo
estudo tedrico da modelagem detalhada para o problema em EEG, visto que nas referéncias
estudadas o formalismo matematico esta incompleto. Por exemplo, nao encontramos a prova da
compacidade do operador A, e tal prova consta nessa dissertacao, para a solu¢ao numérica do
nosso problema, utilizamos um método de descisda maxima, a saber o método de Landweber, e
descrevemos o algoritmo para este método. A implementacao deste algoritmo foi deixado para

trabalhos futuros.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste Capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados bésicos, mas importantes, de
Analise Funcional e Equagcoes Diferenciais Parciais que serao utilizados ao longo deste trabalho.
Desta forma, este Capitulo pode ser considerado como um Capitulo de resultados preliminares
que tem o objetivo de tornar essa dissertacao autocontida. Em particular, cremos que este
Capitulo é importante para o leitor que nao esta habituado com o formalismo matematico que
serd desenvolvido no decorrer do trabalho. Por fim, como tais resultados ja sao bem conhecidos,
nao apresentaremos as suas demonstracoes que podem ser encontradas, pelo leitor interessado

nas referéncias citadas ao longo do texto.

2.1 Nocoes sobre distribuicoes

2.1.1 Espacos de funcoes teste e derivada distribucional

Antes de definirmos o espaco das fungoes teste, serao feitas algumas consideragoes sobre as
notacoes.

Por um multi-indice entendemos uma n-upla o = (v, as, ..., @,) de nimeros inteiros nao
negativos, e designamos por |a| = a3 + a9 + -+ + @, a ordem do multi-inice a. Sendo = =

(1,22, ...,x,), 0 operador derivacao é denotado por

olel

D% =
o a9 *
02" 03 - - - Qxon

Para a = (0,0, ...,0), temos D% = u, isto é, o operador derivagao neste caso é a identidade.

Sejam €2 um subconjunto do R™ e u : {2 — R continua, onde R é um espaco vetorial real
(ou complexo). O suporte de u, denotaremos por supp(u), é definido como sendo o fecho em 2
do conjunto dos pontos x pertencentes a ) em que u nao se anula.

Simbolicamente tem-se:

supp(u) = {z € Q; u(z) # 0}.
Definigao 2.1.1 Representamos por CF(2) o conjunto das fungoes
u: ) — R,

de modo que as derivadas de todas as ordens sao continuas e que tem suporte compacto contido

em Q. Os elementos de CZ () sao chamados de fungoes teste.

Tem-se que, CZ(§2) é um espago vetorial sobre o corpo K com as operagoes usuais de soma

de funcgoes e de multiplicao por escalar.
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Convergéncia em CZ (1)

Definicao 2.1.2 Sejam {py }ren uma sequéncia em CF () e o € CF (). Dizemos que pr — ¢
se:

i)Eziste R C Q, R compacto, tal que supp{pr} C R, para todo k € N.

ii)Para cada o € N", D%pr(x) — D%p(z) uniformemente em Q.

Definicao 2.1.3 O espago vetorial CF(S2) com a nogdo de convergéncia definida acima €

denotado por D(QQ) e é chamado de espagos das fungoes teste.

Definicao 2.1.4 Sejam X,Y espagos vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares. Uma aplicagao
T:X =Y ¢élinear se
T(ax + By) = aTx + [Ty

para todo x,y € X e quaisquer escalares a, 3. Aplicacoes lineares de X com a imagem no seu

corpo de escalares sao chamados de funcionais lineares.

Definicao 2.1.5 Uma transformagao linear T do espa¢o normado X no espaco normado Y €
continua se para todo xog € X e e > 0 existe um & > 0 tal que ||[Tx — Tzl < £ sempre que
re X ellr—xl <6.

Definicao 2.1.6 O conjunto de todos os funcionais lineares, continuos definidos, em um espago

vetorial X, € denotado por X' e é chamado de espago dual algébrico de X.

Definigao 2.1.7 Uma distribui¢ao sobre ) é um funcional linear definido em D(2) e continuo

em relagao a nogao de convergéncia definida em D(Q2). O conjunto de todas as distribui¢oes
sobre §) € denotado por D'(2).

Desse modo, D'(Q2) = {B : @ — R; Bé um funcional linear e continuo}. Observamos que
D'(€2) é um espago vetorial sobre R. Se B € D' e ¢ € D(2) denotamos por < B, ¢ > o valor

de B aplicado ao elemento ¢.
Convergéncia em D'((2)

Definigao 2.1.8 Dizemos que By — B em D'({2) se < By, >—< B,¢ >, para toda ¢ €
D(Q).

Definicao 2.1.9 Sejam B € D'(?) e a € N* um muiti-indice. A derivada distribucional
(derivada fraca) de ordem o de B € a distribuicio D*B definida por :

< D°B,p >= (-1)l*l < B, D% >, Vo ecDQ).

Definicao 2.1.10 Sejam X e Y dois espacos vetoriais com X C Y. Dizemos que X estd
imerso continuamente em Y quando a aplicagdao inclusao i : X —'Y definida por i(zx), v € X

for continua.

Observagao 2.1.1 Usaremos a nota¢ao X — Y para designar que o espago X estd imerso

continuamente em Y.



16

2.2 Operadores lineares e limitados

Definicao 2.2.1 Sejam X eY espacos de Banach. Um operador linear é uma aplica¢do linear
A: D(A) € X = Y com D(A) o dominio do operador A. Diz-se que o operador linear é

limitado se existe uma constante C' > 0 tal que
|Aully < Cllullx, Yu € D(A).

Neste caso, se o dominio de A é denso em X entdao A pode ser estendido de maneira linear
e limitada a todo X (como demonstrado em (KREYSZIG, 1978) na pégina 100).
Representa-se por B(X,Y') a familia dos operadores lineares limitados de X em Y. A funcéo

real || - || p(x,y) definida por

[Allxyy= sup |Az[ly < oo,
reX:||z]|x <1

¢ uma norma sobre B(X,Y'). Sabemos da teoria de anélise funcional (consultar (KREYSZIG,
1978)) que B(X,Y') é um espago de Banach. B(X) representa os operadores lineares limitados
de X em X.

Defini¢ao 2.2.2 [Fréchet-diferencidvel] Sejam X e Y espacos de Banach e U um aberto em
X. Dizemos que uma funcgao f: U — Y € Fréchet-diferencidvel no ponto o € U se existe um

operador linear continuo A : X —Y tal que
f(zo+h) = f(xo) + A(h) + R(xo, h),

para todo h tal que xo + h pertence a uma bola aberta centrada em xq e contida em U, onde

R(xg,h) = o(||h]]), isto é:

]

=0.
h—0 ||h||

Neste caso, A é chamada de derivada de Fréchet de f em x4 e denotada por A = D f(xg).
Como é usual, dizemos que f é Fréchet-diferencidvel se f for Fréchet-diferenciavel em todos

os pontos de U.

Exemplo 2.2.1 Sejam H um espago de Hilbert e
frH=R, f(z)= |z
Entao, f é Fréchet-diferencidvel e D f(z)(h) = 2(z, h) para todos os pontos x,h € H. De fato,

lz = hl* = flz]]* = 2(z, h) = [|2]]* = o(||2]])-
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Definicao 2.2.3 A inversa Generalizada Al do operador A é definida como uma extensao inica

e linear de A" para

D(A" = R(A) + R(A)*

com

N (AN = R(A)*

onde,

Al esta bem definido, desde que N = {0} e R(A) = R(A), e A~! existe.

2.3 Operador linear e compacto

Um operador linear A : X — Y entre espacos de Banach é compacto se o fecho de A(U)

¢ compacto em Y, onde U C X ¢é a bola unitaria aberta.

Teorema 2.3.1 Sejam X e Y espacos normados e A: X — Y um operador linear compacto
com nicleo N(A) = {x € X : Az =0} . Seja o espaco quociente X /N (A) de dimensao infinita.
Entao, existe uma sequéncia {x,} C X tal que Az, — 0, quando n — oo mas {x,} nao
converge. Podemos escolher {x,} tal que ||x,| — oo, quando n — oo. Em particular, se A
¢ ingetor, o seu inverso A7' 1Y D R(A) — X € ilimitado. Aqui, R(A) = {Az €Y 12 € X}

€ a imagem de A.

Seja A : X — Y um operador linear limitado entre espagos de Banach. Sejam X; C X
um subespago, e || - |1 a norma “mais forte” em X7, ou seja, existe ¢ > 0 tal que ||z|| < ¢||z|

para todo = € X;. Entao, definimos, para 6 > 0e £ > 0,
F(O, B, - [l1) = sup{llz]| : 2 € Xy, [[Az|| <0, [[z]}y < £} (2.3.1)

e chamamos F(0, E, || - ||1) de erro de pior-caso para o erro 6 nos dados e uma informacao a
priori ||z|[; < E.

Como F(4, E, || - ||1) depende do operador A e das normas em X,Y e X, é desejdvel que
este erro de pior-caso nao s convirja para zero, quando 0 tende a zero, mas que ainda seja
de ordem ¢. Isto é verdade (mesmo sem informagoes & priori) para operadores inversiveis e

limitados, como ¢ visto a partir da desigualdade ||z|| < ||[A7] || Ax]|.

s

Lema 2.3.2 Seja A: X — Y wum operador linear e compacto, e assumimos que X/ N (A) é
de dimensao infinita. Entdo, para todo E > 0 existem ¢ > 0 e oy > 0 tais que F(§, E, | -||) > ¢
para todo 6 € (0,0d).
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2.4 Operadores adjuntos

Teorema 2.4.1 [Operador adjunto] Seja A : X — Y um operador linear e limitado entre
espacos de Hilbert. Entdao, existe um unico operador linear limitado A* :'Y — X com a

propriedade
(Az,y) = (z, A™y), Ve e X,y €Y.

O operador A* 1Y — X € chamado de operador adjunto de A.
Para X =Y, o operador A é chamado de auto-adjunto se A* = A.

Teorema 2.4.2 [Compacidade do adjunto] Se A : H — H é compacto, entdo o seu adjunto

A* . H — H também é um operador compacto.

Teorema 2.4.3 Sejam A um operador compacto e B um operador linear limitado, entao A- B

¢ um operador compacto.

2.5 Topologia fraca

Para definirmos a topologia fraca precisaremos de alguns conceitos basicos de topologia que

enunciamos a seguir:

Definicao 2.5.1 Uma topologia em um conjunto X é uma colecao 7 de subconjuntos de X
com as sequintes propriedades:

1)) e X estao em .

2) A unido de elementos de uma subcole¢ao qualquer de T estd em T.

3) A intersecao de elementos de uma subcole¢do finita qualquer de T estd em T.

Um conjunto X munido de uma topologia 7 é chamado de espaco topolégico.

Um subconjunto A de um espago topoldgico X é fechado se o seu complementar for um
conjunto aberto.

Sejam X e Y espacos topologicos. Uma funcao f : X — Y é continua se para cada
subconjunto aberto V' de Y, o conjunto f~'(V) é um subconjunto aberto de X.

Um espago vetorial topologico ¢ um espaco vetorial X munido com uma topologia 7 de modo
que, com respeito a essa topologia as operacoes de soma a multiplicagao por escalar sao funcoes
continuas.

Por exemplo, todo espaco vetorial com uma norma é um espago vetorial topoldgico.

Se X é um espago vetorial real (ou complexo), uma seminorma é uma fungao p : X — [0, 00)
com as propriedades:

a) p(x +vy) < p(z) + p(y) para todos z,y € X

b) p(ax) = |a| p(z) para todo @ € R (ou em C) e z € X.
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Dizemos que um espaco vetorial topoldgico é localmente convexo se sua topologia for definida
por uma familia de seminormas P tal que () cp{z : p(z) = 0} = {0}.
Finalmente chegamos no momento de definir uma topologia fraca:

Seja X um espaco normado. Para cada 2’ € X', defina a seminorma

Assim, considerando a cole¢cdo P = {p,s : 2/ € X'}, temos que X é entdo um espago vetorial
topoldgico localmente convexo, e a topologia definida em X por essas seminormas é chamada
de topologia fraca de X e é denotada por o(X, X').

Um subconjunto de um espago topolégico munido de uma topologia fraca é fracamente

fechado se o seu complementar for aberto nessa topologia.

Definicao 2.5.2 Um funcional linear f € chamado de limitado se existir uma constante ¢ > 0

tal que

|f(@)| < cljz]].
para todo x no dominio de f.

Defini¢ao 2.5.3 Dizemos que a sequéncia {u;} C X converge fracamente para u € X, e
escrevemos

U — U,

Se

(u* ) — (u*,u),
para cada funcional linear limitado u* € X'.

Lema 2.5.1 [Lema de Mazur] Assumimos que {x,} converge fracamente para x. Entao, existe
uma sequéncia {y,} composta de combinagoes convexras dos termos de {x,} que converge for-

temente para x.

Teorema 2.5.2 [Teorema de Mazur] Sejam X um espa¢o normado e U um subconjunto con-
vero de X. Entao, o fecho de U na topologia da norma coincide com o fecho de U na topologia
fraca. Em particular, um conjunto convexo € fechado na topologia fraca se, e somente se, é

fechado na topologia da norma.

Observacao 2.5.1 Todo conjunto fracamente fechado € fortemente fechado, e a reciproca €
falsa em espacos de dimensao infinita. Porém, para conjuntos converxos, fracamente fechado é
igual a fortemente fechado (BREZIS, 2013).

2.6 Espaco de Sobolev

A seguir, enunciaremos alguns dos principais resultados sobre espago de Sobolev que serao

utilizados ao longo deste trabalho.
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2.6.1 Os espagos L?

Defini¢ao 2.6.1 Denotamos por LP(2), 1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de) fungoes
mensurdveis a Lebesque u : Q — R tais que x — |u(x)|P seja integrdvel em ), no sentido de

Lebesgue. A norma de u € LP(2) é dada por:

1/p
nmumn:([]wmwm) .

Teorema 2.6.1 Os espacos LP(Q2), com 1 < p < oo sao espagos de Banach.

Observacgao 2.6.1 No caso em que p = 2, obtemos o espago L*(). Este é um espago de

Hilbert, cuja norma e produto interno sao definidos, respectivamente, por:

|muz(l]mmﬁw)”2

(u,v) = / u(z)v(x)d.
Q
Na teoria dos espagos LP ressaltamos trés desigualdades bésicas, (BREZIS, 2013):

Definig¢ao 2.6.2 [Desigualdade de Young] Seja 1 < p < 0o e q o expoente do conjugado de p,

1
isto €, —+ — =1. Se a,b € R sao nao negativos, entao
P q

a? b
ab < — + —.
p q

Defini¢ao 2.6.3 [Desigualdade de Hélder] Sejam 1 < p < oo e q o expoente conjugado de p.
Sewue LP(QQ) ev € LUQ) entdo:

w-v € L) e flu- vl < lullro vl
Defini¢ao 2.6.4 [Desigualdade de Minkowski] Se u e v € LP(Q2), 1 < p < 00, entdo:
lu+vllze@) < llulle@ + [0]le@)-

Definicao 2.6.5 Sejam Q € R? um conjunto aberto e f : Q — R uma fungdo Lebesque men-
surdvel. Se f € tal que a sua integral de Lebesque € finita para todo subconjunto compacto K de

Q, dizemos que [ € localmente integrdvel. O conjunto de tais funcoes é denotado por L}, .(Q).

Teorema 2.6.2 Sel < p < oo entao valem as sequintes cadeias de injecoes continuas e densas

D — LP(Q) — L, .(Q) — D'(Q).
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Definigao 2.6.6 L>(2) € o conjunto das funcgoes f :  — R tal que f é mensurdvel e
existe uma constante C tal que |f(x)| < C quase sempre em 2. Com a norma || fl|L=) =
inf {C;|f(x)| < Cquase sempre em§2}.

2.6.2 Os espacgos de Sobolev W™?(Q), W""(Q2) e W—™P(Q)

Defini¢ao 2.6.7 Sejam m € N e 1 < p < oo. Indicaremos por W™P(Q) o conjunto de todas as
fungoes u € LP(Q), tais que para todo |a| < m, D% pertence a LP(S)), sendo D*u a derivada
distribucional de u. O espago W™P(Q) é chamado de Espago de Sobolev de ordem m relativo

ao espago LP(2).
Simbolicamente,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(Q), |a| < m}.

Para cada u € W™P(Q) tem-se que

1/p 1/p

il = | S NPy | = [ X [ 10w | se1<p <o

lo|<m lo|<m

lullmee = | D 1Dl | 560 = 00

laj<m

definem uma norma em W7"P(Q).

Observagao 2.6.2 1. (W™P(Q), || - ||mp) € um espago de Banach.

2. Quando p =2 o espago de Sobolev W™2(Q) é um espago de Hilbert separdvel, continua-

mente imerso em L*(Q), geralmente denotado por H™(Q). Em simbolos, temos:

H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q), Va, |a] < m}

com a norma e produto interno dados respectivamente por

1/2
ey = | 3 [ 10" 0(@) P
|a|<m
€
(u,v)gmg = /D"‘ x)D(z)dw, u,v € W™?Q.

|a|<m

3. O espago W™P(Q) € reflexivo se 1 < p < 0o, e separdvel quando 1 < p < 0.



22

4. No caso particular em que m = 0, temos H°(Q) = L*().

Proposicao 2.6.3 Se n,s € NU{0} sdo tais que n < s entio H*(Q2) — H"™(2) a imersdo é

densa.
Observagao 2.6.3 Quando p = 2, escreve-se HJ'(2) ao invés de W™P(Q).

1 1

Definicao 2.6.8 Suponhamos que 1 < p < 0o e q > 1 sao tais que — + — = 1. Representa-se
p q

por W=™2(Q) o dual topoldgico de Wi"P(Q).

O dual topolégico de HJ*(€2) é representado por H ™ (£2).

Proposicao 2.6.4 Se 1 < p < oo entao valem as sequintes cadeias de injecoes continuas e
densas
D(Q) — Wm™P(Q) — D'(Q).

Teorema 2.6.5 [Desigualdade de Poincaré] Sejam 1 < p < oo e Q um conjunto aberto e

limitado. Entao, existe uma constante C, (com C, > 0) tal que
luller < Gl Vel Lo

para todo u € WP (X).

Proposicao 2.6.6 [Fdrmulas de Green] Seja @ C R™ um aberto limitado com fronteira de

classe C%. Entdo valem as sequintes formulas:

/Q o(2) Au(z)dz = — /Q Vo(z)  Va(z)de ve HI(Q), ue HXQ) (2.6.1)
/Qv(a:)Au(x)dx = /QVU(x) Vu(z)dr v e Hy(Q)N H (2.6.2)

2.7 O teorema de Lax-Milgram

Definicao 2.7.1 Seja H um espaco de Hilbert real. Um funcionala: H x H — R é chamado

de forma bilinear se a(-,v) € linear para cada v € H e a(u,-) € linear para cada u € H.

Defini¢ao 2.7.2 i) Diz-se que uma forma bilinear a(-,-) : H x H — R € continua se eziste

uma constante Ceony > 0 tal que
[a(u, v)| < Ceontl|ullm V]|, para quaisqueru,v € H.

ii) Uma forma bilinear a(-,-) : H x H — R € dita coerciva se eziste uma constante Cepe > 0
tal que
a(u,u) < Ceoellull?, para todou € H.
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Teorema 2.7.1 [Teorema Laz-Milgram] Sejam H um espago de Hilbert real e
a:HxH—R

uma forma bilinear, tal que existam constantes M, o > 0 satisfazendo
i) [a(u, v)| < M|l [|v]| para quaisquer u, v € H, (isto €, continua),
i) of|u* < a(u, u) para qualquer w € H,  (isto €, coerciva).

Seja l : H — R um funcional linear limitado em H. Entao, existe uma unica solugao para o
problema
a(u,v) =1(v), para todo v € H. (2.7.1)

Além disso, temos que
1
Jully < il (272)

Proposicao 2.7.2 Considere uma forma bilinear @(-,-), continua e coerciva. Suponha ainda
que a(u,v) = a(v,u). Entdo, a solu¢do u para o problema 2.7.1 € a unica solugdo do sequinte
problema de minimizac¢ao:

J(u) = inf J(v), (2.7.3)

veH

1
onde J(v) = 56(1},1}) —l(v), para todo v € H.

2.8 Conceito de Hadamard para problemas bem-postos

Sequndo Hadamard, uwm problema de natureza matemdtica dado por uma equacdao é bem-
posto se sua solugcao satisfaz as condigoes de existéncia, unicidade e dependéncia continua dos
dados, para todo conjunto de dados admissiveis. Caso uma dessas propriedades nao seja valida,
dizemos que o problema € mal-posto. Os problemas inversos nao satisfazem algumas (ou todas)
as condi¢oes de Hadamard, ver (ALVES, 2005), (KIRSCH, 1996).

Definicdo 2.8.1 Sejam X e Y espagos normados e A : X — Y wuma aplicagio (linear ou
nao-linear). A equagdo Ax =y € chamada de bem-posta se possui as sequintes condigdes:

1) Existéncia: Para todo y € Y existe um x € X tal que Az = y.

2) Unicidade: Para todo y € Y existe no mazimo um x € X com Az = y.

3) Estabilidade: A solug¢io x depende continuamente de y, ou seja, para toda sequéncia
{z,} € X com Az, — Az (n — o0), temos que x, — x(n — ), consultar (KIRSCH,
1996).

Na definicao anterior, a existéncia e unicidade dependem apenas da natureza algébrica dos
espacos X, Y e da aplicagcao A. Por outro lado, a estabilidade depende também da topologia dos

espacos, ou seja, se o operador inverso A1 1Y — X € continuo. Por exzemplo, pelo Teorema
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da Aplicacio Aberta, o operador inverso A=! € continuo desde que A seja linear e continuo, e
os espacos X e Y sejam de Banach.

A existéncia de um operador inverso deve ser ressaltada. Em dimensdo finita, a garantia
de injetividade da matriz A implica na existéncia da matriz inversa. FEsta propriedade jd €
suficiente para garantir a continuidade da inversa, e o problema inverso possui a propriedade
da dependéncia continua automaticamente. Com isso, problemas numéricos estao relacionados

ao mal condicionamento da matriz do operador inverso.

2.9 FExisténcia de solugcao fraca para EDP’s elipticas

Seja Q0 um subconjunto aberto e limitado do R™ com u : Q@ — R e u = u(x). Considere
f:Q — R uma funcao dada. Denotamos por L o operador diferencial parcial de sequnda

ordem dado por

n

Lu=— (a" +Zb% )y, + c(z)u (2.9.1)

3,7=1

com as fungoes coeficientes dadas por a, b, ¢ € L=(Q) (i,7 =1,...,n).

Definicao 2.9.1 Um operador diferencial de ordem 2m, m € N, da forma
Lu= Y Co(z)D"u, u € C™(Q)

la|<m

¢ chamado operador eliptico se existe uma constante C > 0, tal que
Z C 5204 > C|§|2m
la|<m

para todo & € R™ e para todo x € €.

Definicdo 2.9.2 i) A forma bilinear a(-,-) associada o forma de divergente do operador

eliptico L definido pela equagio (2.9.1) é

n

a(u,v) = /Q < Z a7 g, v, + Zbiuxiv + cuv) dr, para u,v € Hy(S).
i=1

ij=1
ii) Dizemos que u € H}(U) é uma solugao fraca de Lu = f se
a(u,v) = (f,v), para todo v € H3(Q) e (-,-) denota o produto interno em L*(Q).

Teorema 2.9.1 Seja Q) um conjunto limitado com fronteira de classe Ct. Entdo, existe um
operador linear limitado T : WHP(Q) — LP(0Q) tal que

i) Tu=uppn se u € WH(Q)NC(Q),
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it) |[TullLro0) < Cllullwreg),

para cada u € WHP(Q), com a constante C' dependendo apenas de p e €.
Defini¢ao 2.9.3 Chamamos Tu de trago de u na 0S2.

Teorema 2.9.2 [Teorema do Trago] Seja 2 um dominio limitado em R™ com fronteira lips-

chitziana. Entao,

(i) existe um dnico operador linear limitado T : H'(Q) — L*(0), isto é, |[|[Tull1200) <

Cllull 1y com a propriedade que seu € C*(Q), entio Tu = ujpn no sentido convencional;
(ii) a imagem de T é densa em L?*(09).

oI
Mais geralmente, se uw € H™(Q) e Tju = 8—u, para 0 < j < m —1, entio T; : H™(Q2) —
v
H™=712(0Q) ¢ uma sobrejecdo linear e continua, ver (SILTANEN; MUELLER, 2012), na

pdgina 306.

2.10 Principio do mdximo

O principio do Mdximo € importante para determinar propriedades interessantes de solugoes

fracas para problemas elipticos.

Teorema 2.10.1 [Principio do Mdximo para solugdo Fraca] Considere um operador eliptico
simétrico Lu € C*(Q) N C(Q) a solugio da equacdo Lu = f, onde f € C(Q) e f < 0 em Q.

Entao, o mdximo de u em 2 € alcan¢ado na fronteira de ) e

max u = max u. (2.10.1)
Q B

Além disso, se o mdzrimo € alcancado em um ponto interior de §2, entdo a func¢ao u € constante.

Coroldrio 2.10.2 Considere um operador eliptico L. Se Lu = f >0 em €0, entao, o minimo

de u em Q € alcancado na fronteira de Q) e

min v = min u. (2.10.2)
a 9
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3 PROBLEMA DIRETO EM EEG

Neste Capitulo apresentaremos a modelagem matemdtica para o problema de EEG. Tal mo-
delagem baseia-se nas equacoes de Mazwell para o eletromagnetismo (SADIKU, 2012). Como
veremos na Se¢ao 3.1, sob hipdteses compativeis para a aplicacao sob investigagao, as equagoes
de Maxwell traduzem-se em uma uma EDP eliptica. Além disso, na Secdo 3.1.2, apresentare-
mos propriedades da solucdo da EDP eliptica que modela o problema de EEG, que sao funda-
mentais para o decorrer deste trabalho. Na Secao 3.2, descreveremos o problema direto como
uma equacao de operadores. Na Se¢ao 3.3, determinaremos o operador adjunto da derivada de
Fréchet do operador A. Na Subsecao 3.3.1, discutiremos a representa¢ao do problema adjunto
considerando que as medidas em EEG, sejam tomadas em toda a superficie na 02 C R3. Na
Secao 3.4, trataremos da formulacao do operador adjunto considerando as medidas reais, onde
as medicoes em EEG sao tomadas de maneira pontual. Na Secdo 3.5, abordaremos brevemente

o problema relacionado a adjunta-discreta.

3.1 Modelagem do problema

Uma maneira geral de introduzirmos o conceito de Problema Direto ¢é considerar o pro-
blema fisico investigado como um flurograma, onde conhecemos todas as causas (pardmetros
e condigoes iniciais na equagdo que modela o problema) para as quais devemos encontrar um
efeito (solucao da equagao associada,).

Nesta Segao utilizaremos as equagoes de Mazwell (SADIKU, 2012) que descrevem a relagdo
entre o campo elétrico E e magnético B para derivar a equacdo que modela o problema de EEG
de nosso interesse.

Vamos associar as equagoes de Mazwell as leis fundamentais do eletromagnetismo, (FEYN-
MAN; LEIGHTON; SANDS, 1977).

Seja E o campo elétrico ao redor de uma carga q. A primeira lei do Eletromagnetismo
descreve o fluzo do campo elétrico: “O fluzo de E por qualquer superficie fechada € igual a
razao da carga dentro da superficie por uma constante £g chamada de permissividade elétrica.”
Em simbolos matemdticos temos

P

V-E=—. (3.1.1)
€o

Notamos que (3.1.1) é a mesma equagao para a famosa Lei de Coulomb, desde que apenas
adicionemos a ideia de que o campo de uma unica carga seja esfericamente simétrica.

Se tiwvermos uma curva estaciondria arbitrdria no espaco, e medirmos a circula¢io (ou o
trabalho de uma particula por essa curva calculado por uma integral de linha) do campo elétrico
ao redor dessa curva, obtemos que esse valor nao €, em geral, nulo. Por outro lado, para a
eletricidade existe a sequnda leir do eletromagnetismo que afirma: “Se B é o campo magnético

de uma carga q e S é uma superficie qualquer (nao fechada) cujo bordo € a curva fechada C
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entdao, a circulacao de E ao redor de C € igual a derivada com relacdo ao tempo do fluxo de B

por S.” Desta ler obtemos a sequnda equagao de Maxwell:

VXEzig. (3.1.2)

A terceira lei do eletromagnetismo, também chamada de lei de conservagao do fluxo magnético
ou lei de Gauss para campos magnetoestaticos, afirma que: “O fluzo total por uma superficie

fechada em um campo magnético deve ser nulo, ou seja,
7{8 -dS =07 (3.1.3)

Aplicando o Teorema da Divergéncia em (3.1.3), obtemos a terceira equagio de Mazwell:

j{B-dS:/V-dezo,
S v

V-B=0. (3.1.4)

ou ainda,

Para a iltima lei da eletrodinamica precisamos da constante ¢ que € a velocidade da luz.
Essa constante aparece na ultima lei pois o magnetismo € na realidade um efeito relativista da
eletricidade. Deste modo, temos que a quarta lei da eletrodinamica é: “Para uma superficie S
limitada por uma curva fechada C, a quantidade ¢ multiplicada pela circulagcdo de B ao redor
da curva C € igual a soma do fluxo da corrente elétrica por S dividido por €y, com a derivada
com relacdo ao tempo do fluro de E por S.”Em simbolos, a ultima lei se resume na ultima

equacao de Mazwell

J OF
VxB=>+"—
¢ % €0 + 8t’
ou ainda,
1 0F
VXB:$L+ 0 (3.1.5)

cceg Ot
colocando (c*ey)™! em evidéncia obtemos a expressio mais conhecida da iiltima equagdio de
Mazwell:

oF
VXB=ypu (J+60—> , (3.1.6)
ot
onde 1 = —— € uma constante chamada de permissividade magnética, J também é chamado

6280
de densidade da corrente.

Outra informagao importante que precisamos, chamada de lei da conserva¢ao da carga, €
que o fluxo da corrente de uma superficie fechada € igual ao decréscimo da carga dentro da

superficie, em simbolos,

%
ot

Pelo fato de lidarmos com frequéncias que estao abaizo de 100 Hz no bioeletromagnetismo,

Vg = (3.1.7)
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a aprorimagdo quase-estdtica das equagoes de Mazwell pode ser aplicada (WAGNER, 2011),
1sto nos permite negligenciar a derivada temporal do campo magnético e do campo elétrico nas
equagoes de Mazwell, consultar (HSU, 1972), (TANZER, 2006) e (SADIKU, 2012).

A divergéncia da densidade de corrente € dada pela mudanca temporal da densidade de
carga. Com isso, pode ser dividida num meio nao magnético passivo para a corrente chmica e

a corrente de polarizacao. Assim,

oP
J:aE—i—E, (3.1.8)
onde a é a condutividade e P = (¢ — 9)E € a polariza¢do do volume com a permissividade do
meio de €.
Negligenciando a derivada temporal em (3.1.2) temos V x E = 0. Portanto, E € um campo
conservativo. Assim E ¢ o gradiente de algum campo escalar u. Ou seja, E pode ser expresso

por um potencial escalar u, da forma

E=—Vu. (3.1.9)
Devido ao fato de podermos negligenciar o tempo derivado do campo elétrico, a expressao
98 = (e —e0)9E ¢ zero. Assim, usando (3.1.8) e (3.1.9) obtemos

J=alb =—-aVu. (3.1.10)

Usando (3.1.10) e adicionando um vetor de corrente primdria J* para fonte das atividades do
cérebro humano, temos

J=J" —aVu. (3.1.11)

Além disso, negligenciando a derivada do tempo na equagao de continuidade (3.1.7) obtemos
V - J = 0. Utilizando isso juntamente com a equagdo (3.1.11) podemos descrever a equagao do

potencial para o problema direto em EEG como uma EDP eliptica da forma
—div(aVu) =V - JP. (3.1.12)
Interpretando tal quantidade como uma densidade da fonte de fluro podemos escrever
f=V-J, (3.1.13)

onde f € L*(Q), consultar (WAGNER, 2011; MOHR, 2003).

Para que a equagao diferencial (3.1.12) seja bem posta, necessitamos de outras consideragoes.
Primeiramente, observamos que a € um tensor (matriz 3 x 3) descrevendo a condutividade do
meto. Haja visto que o material que constitui o cérebro humano é condutor em todas as diregoes,
podemos assumir que a € uma matriz positiva definida. Além disso, considerando uma cabeca
simétrica, assumiremos que a também € simétrica, consultar (MOHR, 2003), Teorema 9. A di-

vergéncia de JP € uma quantidade escalar. Pela hipotese a condutividade a € simétrica e positiva
definida, e pela Defini¢io 2.9.1 temos que a equagio (3.1.13) é uma EDP eliptica (WAGNER,
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2011; MOHR, 2003).

Por fim, para que o problema direto em EEG esteja completo, necessitamos impor condigoes
na fronteira do volume condutor §2. Faremos isso de acordo com as sequintes hipoteses fisicas
sobre 2: No bioeletromagnetismo lidamos com modelos de cabeca que consistem em compo-
nentes diferentes, por exemplo, o couro cabeludo, o cranio e o tecido cerebral com diferentes
valores de condutividade. Assim, a condutividade a poderd ter saltos nas interfaces entre duas
componentes. Vamos assumir que a condutividade é constante e isotropica dentro de cada com-
ponente. Com isso, o potencial u nao é diferencidavel entre duas componentes com diferentes

valores de condutividade. Mas, a sequinte condi¢ao de continuidade € cumprida

Qlé;gm w (z) = nggx ug () , (3.1.14)
onde Q) € a l-ésima componente de () e x* um ponto arbitrdrio na interface entre as componentes
l-ésima e k-ésima. Isto € um requisito fisico, uma vez que o potencial u € continuo no condutor
de volume e os valores em uma interface arbitrdria entre duas componentes de ambos os lados
devem ser iguais.

Outro fato importante é que a corrente aVu é continua em seu volume condutor e ao longo

da sua interface. Isso pode ser representado por

lim (@ (z)Vu, (xz),n) = lim (ag(x) Vug(x),n) (3.1.15)
Qox—ax* Qpdx—a*
Para completar o modelo para o problema direto em EEG serd introduzido a condi¢do de con-

torno. Se a interface for a superficie do volume condutor, a equagao (3.1.15) leva a

QDI;IE:C(@ (x) Vu (z),n) = 0. (3.1.16)
Tal hipotese € razodvel, devido ao fato de que o ar que rodeia a cabegca humana é nao condutor,
o qual pode ser representado por uma condutividade nula do lado direto da (3.1.15), quando
Q. representa o componente exterior a cabeca humana. Uma vez que o termo aVu descreve
fisicamente as correntes, a equagdo (3.1.16) significa que no sentido fisico nenhuma corrente
pode fluir para dentro ou fora da cabe¢a. As condigoes de contorno (3.1.16) sao chamadas
condigoes de fronteira homogéneas de Neumann.

Com a equagao (3.1.12) e as condicées de fronteira na (3.1.16) o problema direto para EEG
estd formulado. Para podermos considerar fontes f = V - JP gerais teremos que considerar
solugoes nao-cldssicas para o problema direto em FEG.

Uma vez que usamos condutores volumétricos de maltiplas camadas com condutividades
diferentes, a condutividade a € descontinua na interface entre distintos componentes. Para
obter uma solugdo cldssica u do problema direto para EEG, a expressao (aVu) deve ser continua
através dos diferentes componentes do condutor de volume §2. Portanto, € necessdrio que a
Vu também salte na interface entre diferentes componentes, isto cancelard os saltos de a,

(WAGNER, 2011). Se usarmos um volume condutor € com bordo e interfaces Lipschitziana
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continuas e assumir que f € L?, o melhor que podemos esperar é que o potencial u esteja no
espago de Sobolev H' (), como veremos a sequir.

Antes de sequirmos, formularemos as hipdteses gerais deste trabalho

(Hy) Q CR3 € um dominio convexo e limitado com OS) Lipschitz.
(Hs) Existem constantes Cy,Cy > 0 tais que Cy < a(x) < Cy para todo x € ).

(H3) a(x) é simétrica para todo x € S.

3.1.1 O problema direto em FEG

No contexto do problema de FEG que estamos formulando nesta dissertacao, o Problema
Direto em EEG consiste em determinar a distribuicao do potencial elétrico u na cabega
humana devido a corrente primdria JP causada pela atividade do cérebro. Em outras pala-
vras, determinar uma solug¢do para o problema (3.1.12) com condigoes de fronteira de Neu-
mann (3.1.16).

3.1.2 Propriedades da solugcao do problema direto em EEG

O objetivo desta Subsegao € mostrar que o problema direto em EEG é bem posto no sentido
de Hadamard, ou seja, que a EDP (3.1.12) com condi¢des de fronteira de Neumann (3.1.16)
possut uma unica solucao, a qual depende continuamente dos dados iniciais.

Com isso em mente, iniciaremos definindo o sequinte subespaco do Espago de Hilbert H'(Q),

dado por

HN(Q) :={ve H(Q): /agvdx = 0}.

Gostariamos de observar que H(Q) é um subespaco fechado do Espago de Hilbert H*()), haja

visto que o funcional linear f@Q vdx € continuo.
Proposicdo 8.1.1 Seja Q C R3 um dominio aberto e Lipschitziano. Entdo, H:(S) é convezo.

Demonstragao 3.1.2 O conjunto H}(Q) serd convexo se para quaisquer v,w € H-() tiver-

mos que

(1—=Nv+ we H, ¥YAe(0,1).

Como H' é um espago vetorial e portanto, convero. Assim, para provarmos que H:! €

convexo temos que verificar o que acontece com a condi¢ao

/ (I=Xv+Aw=0.
o0

Para isso, sejam v,w € H(Q) entao,

/ v=20
a0
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/ w = 0.
a0

Assim, para qualquer A € [0, 1], temos que

/(99[(1—)\)11%—)\10]:(1—)\)/6)91)%—/\/8910:0. (3.1.17)

Portanto, ainda teremos que (1 — \)v + A\w pertence a H'.

Implicando que H! () € convezo.

Observacdo 3.1.1 Portanto, pelo Teorema de Mazur 2.5.2, H: € fracamente fechado. Esse

resultado € importante na demonstracdao do resultado de compacidade.

Para provarmos a boa colocag¢do do nosso problema direto, primeiramente definiremos a forma

bilinear

a: H(Q) x HY(Q) — R
(3.1.18)
a(u,v) = / a(x)VuVudz,
Q
e o funcional linear

l:HY(Q) — R
v l(v) = / f(@)v(x)dz. (3.1.19)

Q

No prézimo lema provaremos que a forma bilinear definida em (3.1.18) € continua em

Lema 3.1.3 Sob as Hipdteses (Hy) — (Hs) temos que a forma bilinear (3.1.18) € continua em

HI(Q), isto é, existe uma constante C, tal que

[a(u, v)| < Cellullmz o]

- (3.1.20)

Demonstracao 3.1.4 Dadas as hipoteses do lema, podemos escrever

/a(x)Vqudx §/|a(ac)Vqudx| :/ la(z)||Vu||Vv|dz.
Q Q Q

ja(u, v)| =

Usando a Hipdtese (Hy), a desigualdade de Holder (Definicao 2.6.3) e o fato de H' ser conti-

nuamente imerso em L* (Observacao 2.6.2) na equacio acima obtemos,

ja(u, v)| < Col|Vull [Vl 2 < Collull g llv]l g

e o lema estd provado.
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No prézimo lema mostraremos que a forma bilinear (3.1.18) € coerciva.

Lema 3.1.5 Pelas Hipdteses (Hy) — (Hs) temos que a forma bilinear (3.1.18) € coerciva, isto

¢, existe uma constante C7 > 0 tal que
|a(u,v)| > ClHquqi. (3.1.21)

Demonstrag¢do 3.1.6 Pela Hipdtese (Hy) temos por hipdtese que 0 < Cy < a(x), para todo
x € Q. Assim,

’a<u> u)’ =

/Q a(z)VuVu

dx > C, (/ |Vul? da:) > Cllull3, (3.1.22)
Q

onde usamos a desigualdade de Poincaré (ver Teorema 2.6.5) na ultima desigualdade. Portanto,

o lema estd provado.
O prézimo lema trata da continuidade do funcional linear (3.1.19).

Lema 3.1.7 Sob as Hipdteses (Hy) —(Hs), o funcional linear | definido em (3.1.19) € continuo
em H(Q).

Demonstracao 3.1.8 Dadas as hipoteses do lema, juntamente com a desiqualdade de Holder

e a defini¢io da norma em H'(Q2) temos que,

|(v)] S/Qlf(ﬂf)-v(ﬂf)\dx Z/Q!fHW\dx < [[flle2llvll e, (3.1.23)

e o lema estd provado.
Agora estamos prontos para provar que a EDP (3.1.12) com condi¢oes de Neumann (3.1.16)

possui uma unica solugao. O ingrediente fundamental na prova é o Toerema de Lax-Milgram
2.7.1.

Teorema 3.1.9 Sob as Hipdteses (Hy) — (Hs), existe uma tnica solu¢ao fraca u € H}(S2)
para a EDP (3.1.12) com condi¢ées de Neumann (3.1.16). Em outras palavras, o problema

variacional @(u, v) = l(v), para todos v € HL(Q) possui uma tinica solugdo.

Demonstragdo 3.1.10 Pelos Lemas 3.1.3 e 3.1.5, temos que a forma bilinear a(u, v) €
coerciva e continua. Pelo Lema 3.1.7, o funcional | € continuo. Portanto, pelo Teorema de Lax-
Milgram 2.7.1, existe uma tinica solugao u € HY(Q) para o problema variacional a(u, v) = (v),

para qualquer v € H} ().
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3.2 O problema direto como uma equacao de operado-

res

Nesta Sec¢ao introduziremos o problema direto em EEG como uma equacgao de operadores.
Em particular, provaremos resultados importantes para o operador A, como estar bem definido
e ser compacto. Além disso, provaremos que A é Fréchet diferencidvel, ou seja, dA(h) = wlsq,
onde w € H(Q) € a tnica solugdo da (3.2.6).

Defina o sequinte operador

A:L*(Q) — L*(09)

(3.2.1)
[ A(f) = g = uloo

onde u € H(Q) € a dnica solugio da EDP (3.1.12) com condi¢oes de Neumann (3.1.16).

Inicialmente, provaremos que o operador A em (3.2.1) estd bem definido.

Lema 3.2.1 O operador A definido em (3.2.1) estd bem definido.

Demonstragcao 3.2.2 De fato, pelo Teorema 3.1.9, para cada f € L*(QQ), existe uma tnica
u(f) € HY(Q) solugao de (3.1.12)-(3.1.16). Da unicidade no Teorema do Trago 2.9.1, temos
que g(f) == u(f)|sa € L*(Q) € tnica. Assim, A estd bem definido.

A sequir provaremos que o operador A € linear e limitado.

Lema 3.2.3 O operador A em (3.2.1) € linear e limitado.

Demonstragao 3.2.4 Iniciaremos provando que A é linear. Sejam fi, fo € L*(Q) e a,
constantes. Pela linearidade da solu¢io da EDP (3.1.12) com condi¢oes de fronteira de Neu-
mann com rela¢ao a fonte, temos que au(f1) + pu(fe) € a unica solugao do problema (3.1.12),
com fonte afy + B fy. Pela linearidade do Teorema do Traco 2.9.2, seque que A(afy + Bfs) =
au(fi)loa + Bulf2)loe = aA(f1) + BA(f2).

Para provar que A € limitado, seja f € L*(Q). Pela definicao do operador A em (3.2.1) e da
continuidade do operador do trago 2.9.2 e pela dependéncia continua da solu¢ao u de (3.1.12)
com relag¢ao a fonte f (EVANS, 2010), (BREZIS, 2013), temos que

||A(f>HL2({)Q) = ”u<f)HL2(aQ) < ClHu(f)HHl(Q) < CHfHLz(Q)a (3.2.2)
provando assim que A € limitado.

O prozimo resultado € de fundamental importancia nesse trabalho, o qual serd melhor enten-
dido no Capitulo 4. Antes disso, provaremos um lema auxiliar que servird para a demonstra¢ao

da Proposi¢cao que vem logo a sequir.
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Lema 3.2.5 Sejam uy, = u(fi,) € HX(Q) eu =u(f) € HY(Q) solugdes das equagies (3.1.12) e
(3.1.16), respectivamente a fi, € L*(Q) e f € L*(Q), para k € N. Se a sequéncia {fi}ren € tal

que fr, — f em L*(2), entdo a sequéncia {uy}ren possui uma subsequéncia que converge para
u em H'(Q).

Demonstragao 3.2.6 Defina wy, = u(fr) —u(f), onde u(fr) e u(f) sao as unicas solugdes de
(3.1.12) e (3.1.16), para fy, f, respectivamente. Pela linearidade da EDP(3.1.12), temos que

wy, satisfaz

=V (a(x)Vur(z)) = filr) = f(z)  z€Q
a(‘?wk(m)
on

=0, x € 0.

Como fi, — [ € L*(Q), seque do Teorema 5.1.9 que wy € H(Q), para cada k € N. Como

HI(Q) c HY(Q), temos que wy, também satisfaz a sequinte identidade variacional

| V- @Vwgds = [ (fi= o (3.2.3)

para qualquer ¢ € H}(Q).
Como o lado direito de (3.2.3) converge para zero, haja visto que f — f em L*(Q), temos
que o limite wy — z no sentido das distribuicées ( usando a dualidade em H'(Q)) onde z

satisfaz (no sentido das distribuicoes e usando a dualidade em H'(S)))
— V- (a(z)Vz) =0 (3.2.4)
com condi¢cao de fronteira de Neumann homogénea

0z
o =0 (3.2.5)

Pelo Principio do Mdzimo (Teorema 2.10.1) temos que z = constante.
Como H!()) € convexo e fechado, portanto, pelo Teorema 2.5.2 temos que € fracamente
fechado. Assim, z € H}(Q2). Portanto, seque que

0= / zdz = / constante dx = 0 = constante = z = 0.
o0 o0

Em particular, temos que wy, = up —u — 0.
Escolha ¢ = wy, em (3.2.3). Pela hipdtese (Hy) temos que 0 < Cy < a(z), o que implica
que o lado esquerdo da (3.1.12) satisfaz
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Deste iltimo fato e da desigualdade de Poincaré em HL(Q), concluimos que
Hwk“LQ(Q) —0

e o lema estd provado.
Agora sim podemos provar o sequinte resultado.
Proposicao 3.2.7 O operador A definido em (3.2.1) é compacto.

Demonstracao 3.2.8 Como L*(Q)) é separdvel, é suficiente mostrar que o operador A ¢
sequencialmente compacto, ou seja, que para cada sequéncia {f} € L*(Q2) convergindo fraca-
mente para f € L*(), temos que provar que, pelo menos uma subsequéncia A(fy) — A(f) em
L2(09).

Como, por defini¢ao (veja Eq. (3.2.1)), A(f) = (Tp o u(f)), onde Tp é o operador do
trago de Dirichlet, o qual € linear e limitado entre H'(Q) e L*(0Q) (MEDEIROS; FERREL;
BIAZUTTI, 2000), seque do Lema 3.2.5 que A(fr) = Tp(u(fr)) = A(f) = Tp(u(f)).

Observagao 3.2.1 Como A € linear e limitado (continuo), seque que A é fracamente continuo
(consultar (EVANS, 2010), (BREZIS, 2013)), ou seja, para cada sequéncia {fi} € L*()
convergindo fracamente para [ € L*(Q) temos que A(f) — A(f) em L*(09).

Um altimo resultado que apresentamos nesta Se¢ao estd relacionado a derivada de Fréchet do

operador A.

Lema 3.2.9 Seja A como definido em (3.2.1). Entdo A é diferencidvel para todo h € L*(Q).
A derivada de A, denotada por dA : L*(Q) — L*(09Q) é um operador linear limitado e assim A
¢ Fréchet diferencidvel.

Por fim, temos que dA(h) = w|sq, onde w € H'(Q) € a tnica solugdo do sequinte problema
(Veja Teorema 5.1.9)

—V - (aVw) =h, em €
3.2.6
aa—w =0, na O0S). ( )
In

Demonstracao 3.2.10 Como A € linear e continuo pelo Lema 3.2.3, assim A é Fréchet-
diferencidvel e w|pq = dA(z)(h) = A, para todo h em L*(Q2) e dA(z)(h) € linear e limitada,
consultar (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2015).

3.3 Operador adjunto

Nesta Secao dedicaremos a determinacao do operador adjunto da derivada de Fréchet de A,

que como visto anteriormente, (ver Secdo 3.2) por A ser linear e limitado satisfaz dA = A :

L2(Q) — L2(89).
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Como L? é um espaco de Hilbert e A é um operador linear e limitado, sabemos da existéncia
do operador A* : L*(0Q)) — L*(Q) (adjunto de A) ver Teorema 2.4.1, tal que

(A7, h) o0y = () AR p2goqy, ¥ h € LA(9). (3.3.1)

Queremos determinar quem € A*r. Em particular, tal quantidade serd de muita importancia
para a solugdo do problema de interesse no caso particular em que r = A(f) — ¢°, como serd
explorado na Subsecdo 3.3.1 e na Secdao 3.J.

Considere w como em (3.2.6). Assim, temos de (3.3.1) que

/ wrdS = <7“7U)>L2(ag) <7" Ah>L2(8Q <A r, h>L2(Q
o0

Seja v € HY () a tnica solugao (veja Teorema 5.1.9) do problema de Neumann

-V - (aVv) =0, em
3.3.2
a@ =r, na O0S). ( )
n

Entao, usando a férmula de Green (Proposicao 2.6.6) e as equagoes (3.2.6) e (3.3.2) obtemos

(r, Ah) 12(90) :/ wrdS = aw—dS+/ =V - (aVv)wdx
o0

:/ wvdS+/(aVv)dex—/ awg—ZdS

= -V - (aVw) vdx—i—/ cwa—dS
aa  On

vhdx = (A1, h)2(0)

I
{O\{O

Logo, seque que A*r =v € L*(Q), onde v € H'(Q) € a tinica solugio de (3.3.2).

3.3.1 Operador adjunto: Caso de medidas continuas no problema
de FEG

Nesta Subsecao faremos uma breve discussao sobre a representacdo do problema adjunto
no caso onde as medidas no problema de EEG sao obtidas em toda a superficie 09 C R3.
Essa discussao terd aplicagoes relevantes no que seque, para a solu¢ao do problema inverso em
questao (veja detalhes no Capitulo 4).

Assuma que tenhamos acesso ds medidas ¢°|aq € L*(0Q). Neste caso, definimosr = A(f)—
g’ € L*(09), para cada f € L*(Q).

Seque dos resultados obtidos na Se¢ao 3.5 que

A*r =wv
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onde v € L*(Q) € a tnica solugao de (3.3.2).

Usando ainda a definicao de v dada acima, e a linearidade de A*, obtemos que
A*A(f) — A*g® =

que € conhecida como equagao normal.

3.4 Caso de medidas reais no problema de FEG: Sis-

tema de operadores

Diferentemente do que assumimos na Secdao 3.5.1, nos casos reais, as medicoes em FEG sao
tomadas em termos do potencial u (solugio de (3.1.12)) em uma quantidade finita {g} = g(x;)

para j = {1,--- , N} de pontos x; localizados no couro cabeludo, em termos de um potencial de
referéncia go = g(xo), para xy € 02, consultar (MOHR, 2003), (CICHOCKI; SANEI, 2007).

Observacgao 3.4.1 Se considerarmos medidas de maneira pontual, no modelo continuo (3.1.12)
e (3.1.16), vemos que r = A(f)—g? deve ser considerado pontualmente na fronteira de 2, (DAS-
SIOS; HADJILOIZI, 2009), (VALLAGHE: PAPADOPOULO; CLERE, 2008), (FAUGERAS
et al., 1999). Ou seja, teremos que considerar o operador direto A(f)(z;), onde A(f)(x;) deve
ser visto como o potencial A(f) = g(x;) € 9Q. Portanto, r = r; = A(f)(x;) — g7 € um nimero
real. Assim, tem medida nula em 0S). Desta forma, r = 0 € L*(0Q) (ao menos, no sentido de
L*(Q2)). Disto seque de (3.3.2) e do Principio do Mdzimo (Teorema 2.10.1) que v = constante.

Em outras palavras, independe de f na equagao (3.2.1).
Com a Observagdao 3.4.1 em mente, assumiremos o sequinte:

Hipdtese 3.4.1 Assumiremos que os eletrodos possuem (de fato) uma pequena regido men-
surdvel (no sentido de L?) em torno do ponto x; € 9. Em tal regido, que denotaremos por

& C 082, as medidas sao tomadas constantes e dadas por &;.

Dada a Hipotese 3.4.1, temos duas possibilidades para o residuo r.

Caso 1: Assumiremos que as medidas sejam feitas considerando a contribuicao de todos os
eletrodos, ou seja
N
9" = &) — &g
j=1
onde &ygo € o potencial medido no eletrodo de referéncia.

Neste caso, obteremos v € L%(Q), solugdo de (3.3.2) com relagdo ao residuor = A(f)—g° =

A(f) — (Zjvzl fjg? —&090)-
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Caso 2: Assumiremos que as medidas sejam feitas considerando a contribuicao individual
de um dos eletrodos com relacao a medida de referéncias £ygg. Assim, obtemos um vetor N -

dimensional de medidas

Q?ijgg—fogm ]:LaN

Neste caso, definiremos o sequinte sistema de operadores

A LA(Q) — (L*(092))
onde g = g(f) € a tnica solugao de (3.1.12) e (3.1.16).

Com as propriedades que provamos a respeito do operador A definido em (3.2.1), enuncia-

mos o sequinte resultado.

Coroldrio 3.4.1 Sob as Hipdteses (Hy — Hj), temos que para cada j =1,--- | N, o operador
A; definido em (3.4.1) €

i) bem definido, linear e limitado;
ii) compacto,
ii1) Fréchet diferencidvel;

iv) possui um operador adjunto Az bem definido, tal que
A;T’j = Uj,

onde r; = A;(f) — g? e v; € L*(Q) € a dnica solugio de (3.3.2), com r = r;, respectiva-

mente.

Demonstracao 3.4.2 A demonstracao se resume as propriedades do operador A provadas no

Capitulo 2 e na Secdo 3.5.

3.5 A abordagem adjunta-discreta

Nesta Secao discursaremos um pouco sobre a abordagem adjunta-discreta do problema de
FEEG, a qual é amplamente utilizada na literatura sobre o assunto, (FAUGERAS et al., 1999),
(VALLAGHE; PAPADOPOULO; CLERE, 2008).

Para tal, temos que relembrar que o operador A definido em (3.2.1), que associa a cada
corrente primdria J¥ (que representa a atividade elétrica cerebral) e as medidas do potencial u
(solugdo de (3.1.12) e (3.1.16) ) avaliada nos eletrodos, é um operador linear (veja Lema 3.2.1).
Na literatura sobre EEG este operador € conhecido como "lead field” - campo de vetores prin-
cipal, (VALLAGHE; PAPADOPOULO; CLERE, 2008) .
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Do ponto de vista numérico, o campo de vetores principal € discretizado (dependendo do tipo
de discretizacao utilizado como, por exemplo, por volumes finitos, elementos finitos, diferencas
finitas, etc) e cuja representacdo associada a um niumero finito de dipolos (medidas discretas
na fronteira de ) como na Subsecdo 3.4), € dada pela matriz Ly, conhecida como a matriz do
campo principal.

Orientando as medidas nos diferentes dipolos, com relagao a medida de referéncia como na
Subse¢ao 3.4, podemos observar que cada coluna j € {1,...,n} da matriz L, fornece o valor
do potencial elétrico u no eletrodo correspondente. Portanto, n é igual ao numero de dipolos
considerados (em torno de 10000 em wm modelo para fontes distribuidas). Também é facil
ver que tal matriz L, possui um nimero de linhas i € {1,...,n} que € igual ao nimero de
eletrodos.

Consideremos, que temos uma discretizacao no dominio §2, e denotemos por x o vetor resul-
tado da discretizagdo da fonte f em (3.1.12) (equivalentemente V - JP) e L a matriz do campo
principal, com respeito a tal discretizacio. Finalmente, denotemos por y° o vetor de medidas
do potencial u nos eletrodos, correspondentes aos diferentes dipolos. Com esta configuracao, o

problema pode ser escrito de forma simples, como o sistema linear
Lz =1°, (3.5.1)

onde o vetor x € a quantidade a ser encontrada no problema inverso em EEG neste caso. O
problema (3.5.1) € mal posto no sentido de Hadamard, no capitulo 4 iremos tratar com mais

detalhes sobre esse assunto.
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4 PROBLEMA INVERSO EM EEG

Neste capitulo apresentaremos uma breve introducao dos problemas inversos e mal postos,
bem como algumas estratégias de reqularizacao para problemas inversos. Em particular, tra-
taremos do método de regulariza¢io de Tikhonov (métodos continuos), consultar (KIRSCH,
1996), (BAUMEISTER, 1987). Além disso, apresentaremos o método iterativo de Landweber e
algumas variantes como opg¢ao de estratégia de requlariza¢ao para o problema inverso em EEG,
(KIRSCH, 1996), (BAUMEISTER, 1987).

4.1 Problemas tnversos e mal postos

O estudo dos chamados problemas inversos surgiram da necessidade de interpretar medigoes
indiretas e incompletas. Como uma drea da matemdtica contemporanea, o campo de problemas
inwversos € fortemente dirigido para as aplicagoes e tem crescido constantemente nos ultimos
30 anos. FEsse crescimento foi promovido tanto pelos avancos na computacdo quanto pelos
avangos teoricos. Sensores digitais modernos fornecem grandes quantidades de dados relacio-
nados a diversas dreas, incluindo engenharia, geografia, medicina, biologia, fisica, quimica, e
finangas (KIRSCH, 1996), (SILTANEN; MUELLER, 2012).

Muitos problemas inversos podem ser modelados abstratamente como A(f) = g, onde A é
um dado operador entre espacgos de fungoes apropriados, e f € dado pela medida dos parametros
“externos” e a solugao desejada f representa os parametros “internos”, que $do inacessiveis
por medicao direta. No caso especial, onde A € um operador linear e compacto, € bem conhecido
na literatura que o problema de determinar f, a partir de medidas ¢°, é mal posto no sentido
de Hadamard. Isto gera problemas na aproximacao numérica e na interpretacao de solugoes,
(GROETSCH, 1983). Veremos nas préximas se¢oes como o problema inverso em EEG se
enquadra como um problema mal posto no sentido de Hadamard. Um exemplo para um problema

mal posto, € o exemplo cldssico de Hadamard em seu famoso artigo, ver (HADAMARD, 1923).

Exemplo 4.1.1 (Problema de Cauchy para a equagao de Laplace)

Encontrar uma solucao u para a equacao de Laplace

92 92
u(z,y) N u(z,y)

Au(z,y) = 92 0E 0 em R X [0, 00) (4.1.1)
que satisfaga as condig¢oes de contorno
0
u(z,0) = f(z), 8—yu(az, 0) =g(z), = €R, (4.1.2)

onde f e g sdo fun¢oes dadas. Assim, a (dnica) solugao para f(z) = 0 e g(z) = -zsen(nz) ¢

dada por

1
u(z,y) = ﬁsen(n:ﬁ)senh(ny), reR, y>0. (4.1.3)
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Com isso, temos

supzer {|f(x) + g(x)|} = % — 0, n — o0 (4.1.4)

mas,

1
supger|u(x,y)| = ﬁsenh(ny) — 00, N —> OO (4.1.5)

para todo y > 0. O erro nos dados tende a zero enquanto o erro da solucao u tende para infinito.

Portanto, a solugcao nao depende continuamente dos dados e o problema é mal posto.

4.2 Problemas inversos como equacoes de operadores

Nesta Secao formularemos de maneira mais precisa o conceito de problemas inversos usando
equacoes de operadores. Tal formulacao pode ser feita tanto para operadores lineares, como nao
lineares. Haja visto que o problema de interesse nesta dissertagao € linear (Veja Capitulo 3),
nos deteremos a formular esta Secdo utilizando a teoria linear.

Considere a equacdo de operadores

A(f) =y, (4.2.1)

onde A € um operador linear e compacto entre espacos de Hilbert X eY.

No contexto de identificacdo de parametros em equacgoes diferenciais, o operador A associa
a cada parametro f, informagoes sobre a solu¢do gy da equagdo diferencial (veja Capitulo 3
para um tal exemplo). Por isso, em geral nos referimos ao operador A em (4.2.1), como o
operador direto.

Assim, o problema inverso associado a equagdo (4.2.1), consiste em determinar f pelo
conhecimento parcial de g € Y. Em aplicacoes prdticas, em geral, nao conhecemos precisamente

0s dados, mas somente uma aprozimacdo ¢° € Y com
lg = ¢l <6, (4.2.2)

onde 6 > 0 € conhecido como o nivel de ruido. Em particular, 0 pode ser interpretado como
erros de modelagem ou imprecisoes nos aparelhos de medidas.

Desta forma, nas aplicagoes prdticas, a equacao de operadores que € conhecida como

A(f) = ¢, (4.2.3)

ao invés de (4.2.1).

Note que o problema inverso associado, com dados g° € Y satisfazendo (4.2.2) pode nio ser
soluciondvel, pois ndo podemos assumir que os dados medidos em ¢° estdo na imagem R(A)
de A. Assim, o melhor que podemos esperar é determinar uma aprozimacdio f° € X para a

solugao exata f.
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Além disso, gostariamos que a uma solucdo aprozimada f° de f dependa continuamente dos
dados ¢°. Dada a hipétese que A é compacto, temos que A™! (se existir) nao € limitada (Ver
Teorema 2.5.1). Portanto, uma solugdo aprozimada fo = A~'¢° ndo depende continuamente
dos dados em (4.2.2). Assim, nosso objetivo é construir aproximagoes estdveis R : Y — X
para a inversa generalizada do operador A, denotada por A': R(A) — X, a qual é chamada de
uma estratégia de reqularizacao.

Veremos na Se¢ao abaizo que o problema inverso para EEG se enquadra no que foi discutido

acima.

4.8 Estratégias de regularizacao

Para contornar a falta de dependéncia continua das medidas, como no Exemplo 4.1.1 e como
veremos a sequir para o problema inverso em FEG, faz-se necessdrio o uso de algum método de
reqularizacao, afim de obter uma aproximacado estdvel e convergente para a solu¢ao do problema
INVETSO.

Uma regularizacao para um problema é uma aproximacao de um problema mal posto por

uma familia de problemas bem postos, como seque:

Defini¢do 4.3.1 Uma estratégia de reqularizagao € uma familia (a um parametro o) de ope-
radores limitados
R,:Y = X, a>0 (4.3.1)

tal que
lin% RA(f)=f VfeX. (4.3.2)

Note que a familia R, em (4.3.1) - (4.3.2) deve ser construida tal que os operadores R, A

convirjam pontualmente para a identidade.

Pela Definicao 4.3.1 e pela compacidade de A, podemos concluir o sequinte,

Teorema 4.3.1 Seja R, uma estratégia para um operador compacto A : X — Y onde

dimX = oco. Entao, temos

(1) os operadores R, nao sao uniformemente limitado, ou seja, existe uma sequéncia (o)

com || Ry, || — oo para j — oo;

(2) a sequéncia (R A(f)) ndo pode convergir uniformemente em subconjuntos limitados de
X; ou seja, em (R, A(f)) nao existe convergéncia de Ry A para a identidade I na norma

do operador.

O método de reqularizacao depende da escolha de parametros o, a qual pode ser feita a-priori

(a = a(d)), ou a-posteriori (o = a(6, g°)). Portanto, a solucdo reqularizada f2 deve convergir
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para a solucdo [ de Af = g, quando § — 0, para todo f € X, ou seja, se o erro de pior caso
(consultar (KIRSCH, 1996)), satisfazer

sup { | Ry 9" — gll - ¢° € V| A(f) = ¢’ <6} — 0. (4.3.3)

Nas Secoes 4.4 e 4.5.2 discutiremos como construir estratégias de requlariza¢ao para o problema

inverso em FEG.

4.3.1 Problema inverso em FEG

O problema inverso em EEG sob investigagdo € determinar a fonte, a localizacdo e a in-
tensidade da atividade cerebral f em (3.1.12), a partir de medidas indiretas do potencial g‘S!aQ,
feitas por eletrodos localizados na parte externa do cranio.

O problema acima pode ser descrito como uma equacao de operadores como da Secdo 4.2.
A proxima proposicao mostra que o problema inverso em EEG € mal posto no sentido de
Hadamard. Iniciaremos mostrando que o problema inverso em EEG nao depende continuamente

dos dados g No Capitulo 5, discutiremos o problema de nao unicidade da solucdo do

5
o
problema inverso em EEG. Portanto, o problema sob investigacdo nao satisfaz dois dos itens
da Definicao de Hadamard.

A préxima proposicao mostra que o problema inverso em EEG nao € estdvel com relacdo as

medidas.

Proposicao 4.3.2 Considere a equagdo de operadores em (3.2.1), para medidas do potencial
com nivel de ruido 6 > 0 tal que Hg‘aQ — 95’89” < 6. Entao o problema inverso em EEG nao

depende continuamente das medidas.

Demonstragdo 4.3.3 Como o operador A é compacto (ver Lema 3.2.5) e estd definido entre
espagos de dimensao infinita, seque do Teorema 2.3.1 que o operador inverso A~' (se existir),
¢ ilimitado, ou seja, dado n € N, |A7Y| > n. Assim, para f e f° solugdes respectivas do
problema inverso associado a equacdo de operadores (3.2.1), para os dados g e g°, temos que,

dado qualquer que seja 6 > 0, existe ng € N tal que ngd > 1, e
1 =1 =147 (g = g")]| = mod > 1.
Assim, o problema inverso em EEG nao depende continuamente das medidas.

Uma das consequéncias da Proposicao 4.3.2 € que necessitamos de uma estratégia de re-
gularizagao para o problema inverso em EEG. Discutiremos algumas estratégias especificas de

reqularizacao nas Secoes 4.4 e 4.5.
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4.4 Regularizacao de Tikhonov

Nesta Sec¢ao introduziremos uma das estratégias de regqularizacao para problemas inversos,
a qual € conhecida como reqularizacao de Tikhonov [(TIKHONOV; ARSENIN, 1977), (NEU-
BAUER; HANKE; H, 1996)]. Durante essa Se¢do consideraremos A : X — Y como um
operador linear e limitado entre os espacos de Hilbert X e Y, a menos que se faca mensao em
contrdrio. Além disso, denotaremos por A* : Y — X o operador adjunto de A (que existe e é
um operador linear e limitado, sequndo o Teorema 2.4.1).

Primeiramente iniciaremos analisando o que acontece se olharmos para a estratégia de
minimos quadrados, amplamente utilizada para encontrar solucées de problemas da forma

A(f) — ¢° = 0. Isso ficard claro logo abaizo. Por enquanto, considere o sequinte lema:

Lema 4.4.1 Sejam X e Y espacos de Hilbert, A : X — Y linear e limitado, e g € Y. Entao,
existe f € X com ||Af — gl| < |Af —gll, Vf € X se, e somente se, f € X resolver a equagio
normal A*Af = A*g.

Um método para lidar com sistemas lineares finitos da forma Af = g € determinar o melhor
ajuste no sentido de minimizar o ruido ||Af — g|| em relagao a f € X para alguma norma em
Y. Se X € de dimensao infinita e A € compacto, este problema de minimizagdo também € mal
posto.

Do Lema 4.4.1, seque o sequinte resultado.

Proposicao 4.4.2 Assuma que o operador A : X — Y seja linear, limitado e compacto.

Entdao o problema de minimos quadrados
. 2
min |Af - g‘;H : (4.4.1)

com Hg — g‘SH < 6 € mal posto no sentido de Hadamard.

Demonstracao 4.4.3 Pelo Lema 4.4.1, temos que a solugao do problema 4.4.1 € equivalente a
equacdo normal A*Af = A*g°. Como por hipdtese A é compacto e A* € linear e limitado, seque
do Teorema 2.4.3 que A*A € compacto. Agora, seque de argumentos similares aos utilizados na

Proposi¢cao 4.3.2 que o problema 4.4.1 é mal posto.

A proposicao acima, em particular, implica no sequinte resultado para o problema inverso

em FEG.

Coroldrio 4.4.4 O método dos minimos quadrados (4.4.1) nao fornece uma maneira de obter

uma solucdo estdavel para o problema inverso em FEG.

Demonstracao 4.4.5 De fato, seque dos Lemas 3.2.1 e 3.2.5 que o operador A definido em
(3.2.1) € linear, limitado e compacto. Portanto, considerando a equagdo (4.4.1), o resultado

seque diretamente da Proposicao 4.4.2.
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A regularizacao de Tikhonov consiste em determinar f* € X que minimiza o funcional de
Tikhonov

Jo(f)=Af =gl +allfI? ¥V  feX. (4.4.2)

onde o« > 0 € chamado de parametro de reqularizagdo, consultar (KIRSCH, 1996).

O prézimo teorema garante que o problema de minimizacao (4.4.2) € bem posto.

Teorema 4.4.6 Sejam o > 0 e g € Y. FEntdao, o funcional de Tikhonov J, tem um unico

minimo f* € X. Este minimo f* ¢ uma unica solucao da equacdo normal
aft+ ATAf* = A%g. (4.4.3)

O prozimo teorema nos garante que a minimizacao do funcional de Tikhonov 4.4.2 ¢ uma

estratégia de reqularizacao.

Teorema 4.4.7 Seja o > 0. Entao:

(a) O operador ol + A*A tem inversa limitada. Em particular a familia de operadores R, :
Y — X definidos por Ry := (al + A*A)7'A* 1 Y — X formulam uma estratégia de

reqularizacao, conhecida como método de reqularizacao de Tikhonov.
Para dados ¢° €Y com ||g = g‘SH <9, temos que

Rog° € determinado com uma tnica solugdo f2 € X da equacio do sequndo tipo

afd + ATAf = A% (4.4.4)

Além disso, toda escolha do parametro de regulariza¢io o > 0 satisfazendo a(d) —

0(6 — 0) com 6*a(d) — 0(6 — 0), produz uma estratégia de regqularizagao.

(b) Seja g = A*z € R(A*A) com ||z|| < E. Escolhendo a(d) = ¢d/E para algun ¢ > 0, temos
a sequinte estimativa de erros entre a solugdo reqularizada para dados com ruidos ¢° € Y

e a solugao sem ruidos f € X :
1
Ifaw = I < 5(1/ve+ Vo)VE. (4.4.5)

(c) Sejau = A*Az € R(A*A) com ||z|| < E. Escolhendo a(8) = c(6/E)*? para alguns ¢ > 0

obtemos a sequinte estimativa de erro

1
120 — fll < (2_\% + c> EV352/3, (4.4.6)
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Assim, o método de regulariza¢io de Tikhonov produz tazas dtimas (com relagdo a in-
formagao a-priori sobre a solugio de f) para ||(A*)71f|| < E ou ||(A*A)71 f|| < E, respectiva-
mente (supondo A* injetor), [[NEUBAUER; HANKE; H, 1996)].

Os autovalores de A tendem a zero, e os autovalores de al + A*A sdo separados de zero por
a > 0. Deste teorema observamos que o deve ser escolhido para depender de § de tal maneira
que convirja para zero quando & tende a zero, mas ndo tdo rdpido quanto §°. De (b) e (c),
concluimos que quanto mais suave a solucdo de f for, mais lento a tenderd para zero. Por
outro lado, a convergéncia pode ser arbitrariamente lenta se, nao assumirmos a-priori sobre a
solugao de f (como (b) ou (c)).

O proximo Teorema 4.4.8 mostra que o método de reqularizacao de Tikhonov nao € dtimo
para suposicoes mais fortes de “suavidade” na solucdo f; isto €, sob o pressuposto de f €
(A*A)"(X) para algum r € N, r > 2. Por isso, iremos tratar na Subse¢ao 4.5.2 do Método

iterativo de Landweber.

Teorema 4.4.8 Seja A : X — Y linear, compacto e injetor tal que a imagem R(A) é de
dimensao infinita. Além disso, considere f € X, e assumindo que existe uma fungao continua

a:]0,00) — [0,00) com a(0) =0 tal que

I faw) — FIl672% =0 (4.4.7)

lim
—0

Para todo ¢° € Y com ||g° — Af|| <9, onde fi(&) € X resolve (4.4.4). Entao, f =0.

4.5 Regularizacao por métodos iterativos para proble-

mas lineares

Uma alternativa para reqularizagao de operadores sao os métodos iterativos de reqularizacao,
pois, eles tem a vantagem de possui propriedades auto-reqularizantes, ver (KIRSCH, 1996). Os
métodos iterativos conhecidos e bem desenvolvidos, sao amplamente utilizados para resolver
problemas bem postos. Dentre os métodos, mencionamos o método de Landweber, o método de

Newton, o método do Gradiente Conjugado.

4.5.1 Meétodos iterativos associados a estratégias de ponto Fixo

Como mencionado acima, alguns métodos iterativos poderiam ser usados como estratégias

de reqularizacdo para problemas inversos.
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Podemos pensar em um primeiro candidato para solucionar

Af)=¢° (4.5.1)

de maneira iterativa, usando o método de Newton

frrr = fe + A(f) 719" — A(f), (4.5.2)

dado um chute inicial fo. Sequndo a literatura, o método de Newton possui taxas de convergéncia
muito boas, principalmente se fy estd prorimo da solugcao. Mas, o problema com este método
estd na inversao do operador A’ na equagao (4.5.2).

Um maneira para resolver a estabilidade do método, seria aplicar a reqularizacao de Tikho-
nov na linearizacao de (4.5.1). Isto nos leva ao método de Levenberg-Marquardt (ver (GRO-
ETSCH, 1999)) que no caso linear é dado pela iteragao

Jiv1 = fo + (A"A+ ) A (g — A(fr)), (4.5.3)

em que 0S vy, SG0 NUMEros positivos.

Adicionando em (4.5.3) o termo
—(Ozk] + A*A)_lak(fk - g)

como uma estabilizagao adicional, temos o método de Gauss-Newton iterativamente regulari-
zado, ver (GROETSCH, 1999).

Srwr = fi+ (AA+ o D) A (g — Afi) — aw(fi — €)]. (4.5.4)

Tomamos, em geral, & como fy.
Embora os métodos acima sejam estratégias de reqularizagao, estes envolvem, em cada passo,
a inversao de um operador (que pode ser caro computacionalmente). Por isso, nos ateremos a

um método de reqularizacao mais simples na proxima Sec¢ao.

4.5.2 0O método de Landweber

Assim, como em (4.5.3) e (4.5.4), muitos métodos iterativos para resolver (4.5.1) sdo base-

ados na solucao da equacao normal

A(f)A(f) = A(f)'g (4.5.5)

via sucessivas iteracoes partindo de fo.
Como vimos na Proposicao 4.4.2, a equag¢ao (4.5.5) € uma condigdo de otimalidade (de

primeira ordem) para o problema de minimos quadrados, (4.4.1). Uma possibilidade para en-
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contrar uma solugdo da (4.5.5) € interpretd-la como um método de descida mdxima para o
funcional (4.4.1). Isto é dado por

fir1 = fu + YA (fi)" (g — A(fr), k=0,1,2,.... (4.5.6)

Regularizacao em que ||Al|72 < v > 0 € o pardametro de relazagdo, de forma que a iteragao

tenha a propriedade de descida. A equagdio (4.5.6) € conhecida como Método de Landweber.
Destacaremos aqui, o método de Landweber, ver (KIRSCH, 1996) que em 1951 ao estudar

equagoes integrais de primeira tipo, quando propos o método de Regularizacao de Landweber.

No caso de dados com ruidos u’°, denotando as iteracoes por

fRAAUD (9 = AR)). (4.5.7)

Como anteriormente, a iteragao comega com uma aproximacao inicial fo. No caso de termos
dados com ruido (fS = fo). No caso em que A é um operador linear, a itera¢do (4.5.7), pode

ser escrita da forma
i = J+ A (" = A(R))- (4.5.8)

Passemos agora ao sequinte funcional de Tikhonov

Jor(F) = 1Af = g7 + aullf = f2IP, en >0, (4.5.9)

chamado de Tikhonov Iterado, ver (BAUMFEISTER, 1987), (NEUBAUER; HANKE; H, 1996).

Vamos supor que o funcional de Tikhonov Iterado (4.5.9) estd bem definido. Portanto, eziste

f,fH = argmin J,, (f).

Note que a condi¢ao de otimalidade para o funcional (4.5.9) da como resultado f,fﬂ € a iteragao
de Landweber (4.5.8), com um certo peso 04,;1. Entao, podemos esperar propriedades de requ-
larizacdo da iteracao de Landweber, advindas da reqularizacao de Tikhonov. Seremos mais
especificos a sequir.

Passamos a considerar (4.5.7), em uma versio sem ruidos, como uma ilteragio de ponto

fixo da forma

frr1 = o(fk) (4.5.10)

para o operador

o(f) = f+A(f) (g — A, (4.5.11)

onde A € linear e limitado, como anteriormente. Para obtermos resultados de convergéncia

precisamos da sequinte hipotese:
Hipdtese 4.5.1 Assumiremos que A é um operador linear, limitado e que || Al < 1.

Esta hipotese nao € tao restritiva no caso linear, haja visto que o problema pode ser multiplicado
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por um fator v = sem alterar os resultados que sequem.

1
1]l
Teorema 4.5.1 Suponha que a Hipétese 4.5.1 seja satisfeita. Se g € D(A"), entdo a sequéncia
fr gerada pela iteracdo de Landweber (4.5.8) converge para Alg quando k — oo. Se g ¢ D(A),
entdo || fell = oo quando k — oo, onde Al representa a inversa generalizada de A (ver (NEU-

BAUER; HANKE: H, 1996)).

Observacao 4.5.1 O Teorema 4.5.1 nos ensina que fr gerada pela iteracao de Landweber
converge para uma solucdo de quadrados minimos da equacgdo (4.5.1) quando g € D(A!). Como,
em geral, dados perturbados ¢° sdo tais que g° ¢ D(A), entdo do Teorema 4.5.1 sabemos que a
sequéncia f} diverge, quando k — oo. Assim, temos que considerar um critério de parada, no

caso de dados com ruidos. Tal critério é motivado pelo sequinte resultado.

Lema 4.5.2 Suponha que a Hipétese 4.5.1 satisfeita. Sejam g,g° com ||g — ¢°|| < 0, fr e P

as correspondentes iteragoes de Landweber dadas por (4.5.8). Entao,
I fe — F2l < Vk6, k>0. (4.5.12)
Note que, com erros nos dados temos

1A% = £ < 1A% — fill + [1fe = £21I, (4.5.13)

esta € a estimativa fundamental para a itera¢ao de Landweber.

Percebemos que o erro total possui duas componentes, um erro de aprorimacao que diminui
lentamente e um erro nos dados que cresce a ordem, de no mdzimo, V'kd como no Lema 4.5.2.
Isso nos leva a sequinte conclusao: Para valores de k pequenos, o erro nos dados é despresivel
e a iteracdo parece convergir para a solucdo exata A'g. Quando Vké atinge a magnitude da
ordem do erro de aprorimacao, o erro propagado nos dados torna-se grande e a aprorimac¢ao
tende a piorar.

Seque que a propriedade de regularizagao por métodos iterativos para problemas mal postos
depende fortemente de um critério de parada que detecte a transicao entre a convergéncia e
a divergéencia do método. O indice da iteracao faz o papel do parametro de reqularizagcao e o

critério de parada apropriado deve levar em conta a informacdao adicional do nivel de ruido 9.

s

Lema 4.5.3 Suponha que a Hipdtese 4.5.1 satisfeita. Entdo, a norma do residuo g° — Af} é

sempre monotona descrescente durante as iteracoes.

Demonstracao 4.5.4 De fato, pela definicao da iteracao de Landweber,

9= AR =9~ Alfi + A(¢° = Afi)) = (I = A" A)(¢° — Afiy).
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Por outro lado, se g° ¢ D(A), pelo Teorema 4.5.1, a iteracdo f{ diverge para infinito. Portanto,
um residuo pequeno nao implica que a aprorimacgao para a solucao seja a melhor escolha para
tal critério de parada, ver a estimativa (4.5.13).

Uma alternativa para a escolha do critério de parada € o principio da discrepancia: a

iteragdo € parada no indice k = k(9, gs5) quando, pela primeira vez,
19° — Afrisgnll < 70, 7> 1 fizo. (4.5.14)

O prézimo Teorema garante que, enquanto o principio da discrepancia (4.5.14) nao € atingida,

a aprorimacao para a solucao mnao piora.

Teorema 4.5.5 (Monotonia) Seja g € D(A) e f denotando uma solugio de (4.5.1). Se
19° — Afrsg) |l = 76, entdo
£ = < WA= A1 (4.5.15)

Um fato de importancia vital é mostrar que o indice de parada € finito. FEste € o nosso

prozimo resultado.

Teorema 4.5.6 Seja 7 > 1 em (4.5.14). Entdo o principio de discrepancia determina um

indice de parada k(6,g°) finito para a iteragio de Landweber, com k(6,g°) = O(572).

Para obtermos tazas, € preciso fazer hipdteses sobre a solucio fi. Assim, temos:

e

Teorema 4.5.7 Seja g € R(A) e o principio de discrepancia (4.5.14) € wvdlido. Entdo, a
iteragdo de Landweber possui ordem de convergéncia k(5, g°) = O(6~Y) com a condicdo de fonte

fle R(A*A)/2,

4.5.83 Método de Landweber para o problema de EEG

Nesta subse¢cao vamos mostrar que o método de Landweber apresentado anteriormente, bem

como todos os resultados associados sao validos para o problema de FEG.

Teorema 4.5.8 Considerando a itera¢ao de Landweber (4.5.16) aplicada para o problema de
EEG descrito pela equagdo de operador (4.2.1). Temos que:

i) (Convergéncia para dados sem ruidos). Assuma que as medidas para o problema de EEG
sejam sem ruidos, isto € § = 0. Entao a itera¢ao de Landweber produz uma sequéncia {f} que
converge (em Ly) para f solugdo do problema A(f) = g.

ii) (Estabilidade para dados com ruidos). Considere que as medidas no problema de EEG
sejam tais que ||g — g‘SH < 4. Assuma ainda que a iteracdo de Landweber (4.5.16) seja parada
de acordo com o Principio da Discrepancia (4.5.17). Entdo, a sequéncia {f,f(é)} gerada pela
iteracdo de Landweber é uma sequéncia convergente em L?, quando § — 0.

ii1) Valem os resultados de convergéncia e tazas de convergéncia dos Teoremas 4.5.6 € 4.5.7.

Demonstragao 4.5.9 Seque do fato de que o operador A definido em (3.2.1) € linear e limi-
tado (ver Lema 3.2.3).
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4.5.4 Algoritmo de iteracao baseado no método de Landweber para
o problema em EEG.

0) Dado fi = fo como o chute inicial, para k indo de zero até o critério de parada.

1) Awaliar o residuo 1, = (Afy — ¢°) = (uk)|aQ — ¢°, onde ;. resolve o problema

—div(aVuy) = fr, em €

0
aink:O na Of).

2) Avaliar wy = A*(Afy, — ¢°) € L*(Q), onde wy, resolve o problema adjunto

—div(aVwg) =0 em

0
T _ r. na OS.
In
3) Atualiza¢do na iterag¢ao de Landweber
Jev1 = Ji +yws (4.5.16)

4) Critério de parada: (Principio da discrepancia) primeiro k* tal que

|Afi = ¢°| < 76. (4.5.17)
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5 NAO UNICIDADE PARA O PROBLEMA INVERSO
EM EEG

Nesta Secao queremos provar que o problema inverso em FEEG, ndao possui solu¢do unica,
além de nao ser estdvel, como mostrado no Capitulo 4. Para tal, por simplicidade reescrevendo
o problema (3.1.12) e (3.1.16), agora construindo em coordenadas esféricas. Neste Capitulo
iremos sequir o artigo (DASSIOS; HADJILOIZI, 2009) para apresentar wma caracteriza¢ao
quantitativa da nao unicidade para o problema inverso em FEletroencefalograma. Para isso, €
considerado um modelo esférico do sistema cérebro-cabeca e uma distribuicao continua da cor-
rente neural que € suportada no interior da esfera. Na primeira Secdo € identificado o suporte
singular do potencial elétrico gerado por uma corrente de dipolo dentro do modelo esférico do
cérebro. Na Sec¢ao sequinte, traduziremos a informagao obtida na Secao anterior sobre o suporte
singular em uma representacdo do tipo integral de Green para o potencial elétrico. Na ultima
Secao deste Capitulo, usando uma representacao para a corrente, chamada de representacdo
de Hansen, mostrando que dentre as trés fungoes representantes escalares, apenas duas sao ne-
cessdrias para representar o potencial elétrico observado na superficie ou no exterior da cabeca.
Isso implica, em particular, a ndo unicidade para o problema inverso em EEG.

Preferimos nao apresentar as provas dos resultados basicos do artigo (DASSIOS; HADJI-
LOIZI, 2009) pois isto iria deizar a disserta¢do longa. Preferimos nos ater apenas das provas
dos Teoremas 2, 3 e 4, que tratam especificamente do problema da ndo unicidade do problema

mverso em EEG.

5.1 O suporte singular do potencial elétrico

Vamos considerar um modelo esférico e homogéneo do cérebro, com condutividade o, (cons-
tante) e uma corrente dipolar de momento J no ponto 7. O potencial elétrico relativo ao interior,

u~, é governado pela solucao do problema de Neumann:

ocAu (r,7)=J(1)-Vé(r—7), r<a,7<a (5.1.1)
ou~

W(r, T)=0, r=a. (5.1.2)

O wvalor a estd relacionado ao raio da esfera, e § € a medida de Dirac, ver (CAVALCANTI; D,
2010). Se u~ satisfaz as equagoes acima entdo o potencial elétrico exterior u € governado pelo

problema de Dirichlet:

Au(r,7) =0, r>a (5.1.3)

u(r,7)=u (r,7), r=a (5.1.4)
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1
u(r,7) =0 <ﬁ) , T — 00. (5.1.5)
A solugao do problema (5.1.3)-(5.1.5) € dada por
1
u(r,7) = —(wi(r,7) + wa(r, 7)), r>a,1<a, (5.1.6)
Ao
onde
r—T 1
wl(r,T):2J(7-)-m:2J(7-)-Vrm, r>a, T<a (5.1.7)
6 A~
wo(r,7) = J(7) - I _gé:’t; ' r>ar<a (5.1.8)
Na expressao de wsy, a funcao F ¢é definida por
Fr,r)=r|r—7|>+|lr —7|r-(r—7) (5.1.9)

e € o vetor unitdario ao longo de r.

Nosso objetivo nessa Secao € calcular o valor da integral
Au(P) = / (Avu(r, 7))@ (r)dv(r) (5.1.10)
R3

onde ® C CF(R)3 é uma funcao teste do R®. De (5.1.7) a (5.1.9) temos que as singularidades
de u ficam no segmento que liga a posicao T do dipolo com o centro da esfera condutora. Assim,
para calcularmos a integral (5.1.10) precisamos utilizar wm processo de limite. Para tal, seja o
dominio

Q. (1) = C(7) U S(0) U Sc(7), (5.1.11)

onde C.(7) denota o interior da superficie cilindrica

9C. (1) = {r’ ER*: p=/af +2F =¢c, 0<af < T} ) (5.1.12)

S:(0) denota o interior da semi-esfera
95:(0) = {r' e R*: v = ¢, 2, <0}, (5.1.13)
e, finalmente, S.(T) representa o interior da semi-esfera
OS(r)={r" eR’: | = 7| =¢, 25 > 7}. (5.1.14)

Utilizando diferenciacdo distribucional (ver Capitulo 2), a identidade cldssica de Green,

(ver Proposi¢ao 2.6.6), a harmonicidade do potencial elétrico fora das fontes e o fato que u e
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® ambos se anulam no infinito, haja visto que u satisfaz (5.1.5) e ®F (R?)obtemos

: 0 0
Au(P) = —lim o [u(r, T)%(I)(r) — @(T)%u(r, T)| ds(r). (5.1.15)

Como a fungao wy tem uma singularidade isolada no ponto T, e a funcao wy tem singularidades
1soladas nos pontos 0 e T, bem como uma distribuicao continua de singularidades ao longo do

segmento que liga 0 a T, seque que podemos separar o lado direito de (5.1.15) como
Ao Au(P) = 1,(09:(7)) + 12(0C(T)) + 12(S(0)) + I(S(7)). (5.1.16)

Observacao 5.1.1 Onde I, € o potencial elétrico exterior ao cilindro e I € o potencial elétrico

exterior as semi-esferas.

Com relagdo aos valores em (5.1.16) temos os sequintes resultados:

Com relacao ao termo I,(02. (7)) temos que

0
L(0Q:(T)) = —li_r}ré o {wl(r, T)%q)(r) — @(r)%wl(r, 7)| ds(r). (5.1.17)
Como a fungdo wy, definida em (5.1.7), tem uma singularidade isolada em T, podemos usar
a sequnda identidade de Green ( Proposicio 2.6.6) em (5.1.17) e reescrevendo esta identidade

usando coordenadas esféricas como
L(09(7)) = =8 J(T) - V,.®(T). (5.1.18)

A prova deste resultado pode ser obtida na Se¢ao 2 do artigo (DASSIOS; HADJILOIZI, 2009).

Os trés ultimos termos do lado direito de (5.1.16) sdo calculados a partir do sequinte limite

0 0
S () = 80) s 7)] st (5.1.19)

e—0 S

I,(S) = —lim [wz(n 7)

onde S € a superficie cilindrica OC.(T), uma esfera de raio € centrada em 0 no caso S = S(0),
e uma esfera de raio € centrada em T para S = S(7).

Assim, o sequndo termo de (5.1.16) pode ser reduzido a

L(C.(7)) = ——J( / V(L (5.1.20)

onde[=FH QA +7H QT+ T3 ® 73 denota a identidade diddica. Por outro lado, os terceiro e

quarto termos de (5.1.16) sao reduzidos a, respectivamente,

5(95.(0)) = 4 - J(r)2(0); (5.1.21)
L(0S.(7) = 275 . 1(r)D(r). (5.1.22)

T
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Por fim, utilizando as expressoes (5.1.18), (5.1.20), (5.1.21) e (5.1.22) na expressdo (5.1.15)

obtemos o sequinte resultado:

Proposicao 5.1.1 A acgao da distribuicao Au na funcdo teste ® € dada por

~du(@) = 250 v,00) + T o) — a(0)
7 ) . (5.1.23)
+ ;J(T) [-7®7)- / AD(t7)dt

Assim, o suporte singular de Au, que sdo as fontes do potencial elétrico exterior u, envolve um
polo na origem, um polo e um dipolo no ponto T, e uma distribuicdo continua dos dipolos ao

longo do segmento de reta que liga o ponto T com a origem.

Observamos que o primeiro termo do lado direito de (5.1.23) representa a contribui¢do do
dipolo no ponto T que é devida ao componente wy do potencial elétrico. O sequndo termo re-
presenta a contribuicao de dois polos, um em T e um em 0, e o terceiro termo representa a
contribuicao da distribuicao continua das singularidades, todas devidas a componente ws do
potencial elétrico. Além disso, no primeiro termo do lado direito de (5.1.23) temos a contri-
buicao completa do dipolo de momento J, no sequndo termo observamos a contribuicao apenas

da componente radial de J, e no terceiro termo apenas a contribuicao da componente tangencial

de J.

5.2 Representacao de Green

Vamos expressar o potencial elétrico exterior como uma representacdao da integral de Green.
O potencial elétrico no ponto r gerado por um dipolo de momento J(1) no ponto T € dado pelas
equagoes (5.1.6)-(5.1.9). O potencial correspondente devido corrente distribuida no interior da

esfera de raio a € dada por

u(r) = u(r, 7)dv(T). 5.2.1
() /”||<a<><> (5.2.1)

Teorema 5.2.1 Se u(r) denota o potencial elétrico exterior dado por (5.2.1), entdo

u(r) = — L JT’(T/)dv r’ L & - J(r)) ,))dv r’
") /n< ) - /r'||<a )

Aor r! o Hr - 7”/H

1 _JT/('r’)
— —_— 5.2.2
+ dro /”,JHSG r||r — 7“’” 4o /W I<a T /T, senv’ ( )

0 0 . o(r
{av/(senv Jo (t77)) + 8g0’J (tT)}—”r_r,Hdtd( g

onde assumimos a sequinte decomposicao esférica da corrente:

J(r) = J.(r)F 4+ J,(r)o + J,(r)p, r<a. (5.2.3)
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O proximo teorema implica que a funcdao escalar F' nao entra na representacao do potencial
elétrico, implicando que F' nao pode ser recuperada, ou seja, nao podemos garantir a unicidade
da solucao do problema em EFEG. Podemos, portanto, afirmar que o problema € mal posto

sequndo Hadamard. Sendo assim, o potencial elétrico depende apenas das funcées J, e G.

Teorema 5.2.2 Se F' e G sao funcoes escalares angulares da decomposi¢cao de Hansen
J(r) = J.(r)f + 7 x VE(r) — 7 x (# x VG(r)) (5.2.4)

entdo, o potencial elétrico u, definido em (5.2.1), é dado por

u(r) = — 1 Jr,(rl)dv r —L QEJ/’F/ EJ/’/’/ ;dv r
() /r,“@ () ”r”@[ )+ S >] ()

Amor r Ao or’ T |l — 7|

1 2 1 [ 1
. _E/G/// . B/Gt//dt /

(5.2.5)
onde 1[0 9 1
B= o {81} (senv%) + senvﬁ_gﬂ} . (5.2.6)
Demonstragao 5.2.3 Utilizando a representagao esférica (5.2.3) na decomposi¢io de Hansen
obtemos LT oy
Jy(r) = . [%G(T) — Sem}%F(T)} (5.2.7)
5o1) = 7 |z 560 + 57 0)]. (5:2.5)

As expressoes (5.2.7) e (5.2.8) podem ser escritas respectivamente como

0 1 0

r(r) = 5,60 = o5 F ) (5:2.9)
rdy(r) = S;ﬂj%()( )+ ;}F( )- (5.2.10)

Multiplicando (5.2.9) por senv e depois derivando em rela¢io a v obtemos

% (rsenv Jy(r,v,0)) = (;9@ (SGTLU%G( ) — %F( )) (5.2.11)

pelas regras de derivacao temos que

0 0 0 0?
i (senv Jy(r,v,0)) = Em (36711)%@( )) - aUaspF(r). (5.2.12)
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Agora, derivando (5.2.10) em relagdo a ¢ e utilizando a regra de derivagdo da soma obtemos

0 0 1 0 0?
7 (rJy(r,v,0)) = 70 (senv%G(T)) + awavF(r). (5.2.13)

Somando (5.2.12) e (5.2.13) resulta em

0 (senv J,(r,v,0)) +

0 (rJy(r,v,0)) = % (senv%G( )) - 82()9690F(T)

g dp
N % (Sezviﬁ G(r)> v a:z;}F(r) (5.2.14)
= (92 (senv(%G( )) + % (S;w%(}(r)) :
Considerando que ) 5 5 L
B= o {81} <senv%) + sen’uﬁ_(p?} . (5.2.15)

Dividindo (5.2.14) por senv e utilizando a defini¢ao de B obtemos finalmente que

r 0 o
Senv [(%(SGTLU Ju(r,v,0)) + %Jw(r,v, gp)] = BG(r,v, ). (5.2.16)

Analogamente, obtemos

0 2 1
v : J(r) = EJT(T) + ;Jr(r) +
0 2 1
= EJT(T) + ;Jr(r) + T—QBG(T, v, ).

0 0
senv J,(r, v, + —J,(r, v,
o | e o)+ ) -

A ideia agora € substituir (5.2.16) e (5.2.17) em (5.2.2) para entdo obtermos a representa¢do

dada em (5.2.5). Temos inicialmente que (5.2.2) pode ser reescrito como

1 T (1) | (Vo J@)) 1 ()
= —_—_—— —d N —
ulr) = =57 /T,Hga ) =5 /nr'n@{ r—r 2=

-5 / — {ai (send! J(t? )>+6%J (t )] i ! ”dt}dv(r’).

Utilizando a expressio para V.. - J(r') dada em (5.2.17), B aplicada em G(t,v',¢’) e ainda B

(5.2.18)

aplicada em G(r',v', ") diretamente em (5.2.18) obtemos, finalmente, a expressio para u(r)
dada em (5.2.5).
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5.3 O problema inverso

O problema inverso investigado € o de obter parte da corrente neural que pode ser recuperada

das medidas do potencial elétrico na superficie da esfera. A representacao (5.2.5) implica que

Au(r) = M/| Mdv(T) + = /a BG(t, v, p)dt

3
Ir[<a T or

(5.3.1)

Au(r) =0, 7r>a. (5.3.2)
O potencial exterior tem a sequinte expansdao

A

u(r) = Z Z CZIYE:JET), r>a (5.3.3)

n=1 m=—n

e as funcoes J; e G podem ser estendidas a

T(r) =) ) irnYE), T<a (5.3.4)

n=0 m=—n

Gr)=>_ > grnY(#), 7<a, (5.3.5)

n=0 m=—n

onde a forma complexa ortonormalizada das harmonicas esféricas € dada por

R \/znz; : EZl :Z:;:P w" (cos )™ (5.3.6)

e P sgo as funcoes de Legendre associadas.

Teorema 5.3.1 Os coeficientes cI' na expansao (5.3.3) do potencial elétrico exterior sio co-
nectados aos coeficientes j'(t) e gi*(t) nas expansoes (5.3.4) e (5.3.5) das duas representacoes

em funcoes correspondentes para a corrente pela sequinte expressao:

1

o 1
= _/ )+ i
0

g

g

/ grttdt, n=12,..., m=-n,...,n. (5.3.7)
0

Para resolver o problema inverso do eletroencefalograma equivale a determinar as funcoes
gt e gt das constantes ¢ conhecidas. Assim, o algoritmo de inversao se reduz a um problema
de momento. Os coeficientes c' dados sao conectados aos coeficientes desconhecidos j," e g
de modo que essas relacoes envolvem os momentos dos coeficientes na expansao das correspon-
dentes representacoes em fungoes. Portanto, o problema inverso é reduzido a um problema de

momento.
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Como consequéncia do Teorema 5.2.2, o problema inverso em EEG ndao tem uma unica
solucao. Assim, o Teorema 5.3.1 mostra que mesmo a parte recuperdvel da corrente € obtida
apenas via os momentos de duas sequéncias de fungoes desconhecidas. Podemos ainda investi-

gar esse problema inverso se impormos a sequinte hipotese da norma minima para a corrente:

W = | J(r)||*dv(r) = minima. (5.3.8)

I7l|<a

Sob essa hipotese, o problema do momento pode ser resolvido exatamente, conforme o sequinte

resultado:

Teorema 5.3.2 Se a corrente neural J satisfaz a condi¢do da norma minima (5.3.8), entdo

J € dado pela representagao (5.2.4), onde

() = UZ Z n(2n 4+ 1)a?>"*3 + (n 4+ 1)(2n + 3)a?"+! Y (E), T <a (5:39)

F(r)=0, 7<a (5.3.10)

G (2n 4 1)(2n + 3) .
Gr)=0c)_ T D@ T (n 3 Dan T Haacn’ W r<a  (5311)

n=1m=-—n

m

e ¢ sao os coeficientes da expansao (5.3.3) do potencial elétrico.
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6 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FU-
TUROS

Varios exames sao utilizados nos dias atuais para auziliar na deteccao e no auzilio ao trata-
mento de doengas cerebrais em seres humanos. Um exame importante é o Eletroencefalograma
(EEG) que auzilia médicos e cientistas a lidar com, entre outras doencas e distirbios, a epi-
lepsia. O FEG € um exame nao invasivo que capta sinais elétricos neuronais para posterior
andlise dos dados pelos especialistas.

Nesse sentido, o estudo do EEG e dos dados cerebrais obtidos através deste exame sao de
vital importancia para um conhecimento mais aprofundado do cérebro e de seu funcionamento.
Uma técnica com consequéncias importantes para a medicina consiste em obter a drea cerebral
de um sinal elétrico neural advindo de um estimulo fisico no corpo do paciente. A andlise desse
tipo de procedimento € efetuada através da conhecida Teoria dos Problemas Inversos. Deste
modo, estudamos teoricamente o modelo fisico para FEG, tanto o Problema Direto quanto o
Problema inverso. Inicialmente propomos uma modelagem para o Problema Direto em FEG,
que foi modelado por uma equagao diferencial parcial eliptica (EDP) com condigoes de Neumann
homogénea, advindas das equagoes de Maxwell.

O primeiro resultado obtido afirma que a EDP que modela o Problema Direto esta bem
definida. Considerando o Problema Direto como uma equacgao de operadores, provamos, entre
outras propriedades, que o operador A associado a EDP é compacto, este fato € de originalidade
de nossa proposta. A compacidade de A implica que, pelo Teorema 2.3.1, o operador inverso
de A ¢ ilimitado, com isso temos que o nosso Problema Inverso € mal posto, no sentido de
Hadamard. Além disso, obtemos que A é Fréchet diferencidvel, e a EDP eliptica com condi¢oes
de Neumann nao homogénea, que é a EDP Adjunta, estd bem definida.

Verificamos que o nosso Problema Inverso em EEG apresenta dois obstaculos: a nao unici-
dade e a continuidade nos dados, nao satisfazendo, portanto, duas das trés condicoes de Hada-
mard. Para contornar este fato utilizamos o método de Regularizacao de Tikhonov e o método
iterativo de Landweber para EEG. Deste modo, obtemos teoricamente a fonte f associada ao
problema inverso.

No entanto, gostariamos de deizar claro que o estudo apresentado aqui € apenas o principio
de um grande estudo mecessdrio para entender todo o processo complexo envolvendo o exame
em EFEG. Assim, deizamos alguns pontos a serem estudados nos trabalhos futuros, os quais

listamos logo abaizo.

6.1 Trabalhos futuros

Pretende-se implementar o Problema Direto e o Problema Inverso para o problema em EEG,
levando em conta a reqularizacao de Tikhonov e o método iterativo de Landweber.

Pretende-se utilizar dados reais para as simulacoes numéricas, e para isto utilizaremos os
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softwares Matlab e Python para, entdo, fazermos uma avalia¢ao dos resultados obtidos (para os

Problemas Direto e Inverso).
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7 APENDICES

7.1 Fundamentos fisiologicos e os geradores de sinais
do FEG

A principal contribuicao do problema direto em EEG € calcular o potencial elétrico nos eletrodos
do couro cabeludo localizados na cabeca humana. Tal potencial é gerado a partir da comunica¢ao
quimica entre as células nervosas ou neuronios, a qual gera uma pequena fonte elétrica. Para
entender melhor como esse processo ocorre, € interessante destacar que cada neuronio pode
ser dividido em trés sub-partes: os dendritos, o corpo celular chamado de soma e o axonio.
A maneira como 0s neuronios tratam os sinais gerados no cérebro humano sdo: o0s sinais de
outras células nervosas mo cérebro sao captados a partir dos dendritos e transferidos para o
soma, que 0os combina e dd origem, se for possivel, a um novo sinal. Se for gerado, o axonio
envia este sinal para outros neuronios ou células musculares. Quando ocorrer de um neuronio
nao tratar nenhum sinal, € chamado de potencial transmembrana.

A sinapse consiste na transmissao de informagoes, geradas no soma, para a prozrima célula
nervosa. A parte da sinapse do lado do axonio e chamada de terminal pré-sindptico, e a parte
na célula conectada e denominada terminal pos-sinaptico. Os sinais so podem atravessar a
sinapse em uma direcao, da parte pré-sindptica para a pos-sindptica, devido ao fato de que a
célula pré-sindptica cria um transmissor quimico. Como o cérebro é separado dos eletrodos por
algumas camadas de tecido (dsseo, epitelial), que possuem uma condutividade muito baiza, um
grande numero de neuronios deve estar sincronamente ativo para gerar um campo mensurdvel
pelos eletrodos no couro cabeludo.

Portanto, nao € normal que um grande numero de neuronios vizinhos criem um potencial de
acdao exatamente ao mesmo tempo. As alteracoes nos potenciais transmembranares localizados
nas partes pos-sindpticas dos neuronios alteram o campo potencial medido pelos eletrodos em
FEG. Os campos elétricos tém de ser organizados de forma semelhante para que nao se cancelem
mutuamente. Uma classe de neuronios que podem gerar elementos mensuraveis pelos eletrodos

em EEG sdo chamadas de células piramidais, assim, sao os geradores de sinal em EEG.

Input Output
chemical Electrical chemical
Dendrites fransmission transmission transmission
l (Synapse) (Action potential) ~ (Synapse)
! -__.. - / q q
]‘ Axon
Soma
Neuron 1 Neuron 2 Neuron 3

Figura 71: Uma imagem simples da transmissdo de sinal nos neurdnios, consultar (TANZER,
2006)
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7.2 (Caso discreto

7.2.1 Discretiza¢ao para a solugao da equacgao (3.1.12), (3.1.16) por

elementos finitos
Vamos considerar a equagao diferencial parcial sequinte

—Au=f, em Q,
u=ug, em I'pC N, (7.2.1)
—OpUu = ¢, em FNC(?Q,

onde f € uma funcdo em um dominio Q C R3 com bordo Of).
Para discretizar a equagdo (7.2.1) pelo método dos elementos finitos, vamos sequir de perto
o tutorial do software FEniCS na referéncia (LOGG; MARDAL; WELLS, 2012).

Inicialmente multiplicamos essa equagao por uma funcao teste v e integramos por partes

/Vv-Vudm—/v@nudSZ/vfdx.
Q Q )

Considerando que a funcao teste v se anula no bordo de Dirichlet I'p, onde a solucdo u €

para obter

conhecida, obtemos o sequinte problema variacional cldassico: Achar u € V tal que
/Vv-Vudx:/vfdx—/ vgds, Wwev. (7.2.2)
Q Q I'n

O espago teste vV é definido por
V={veH Q) :v=0emTp},

e o espaco trial V' contém membros de V deslocados pela condicao de Dirichlet,
V={veH(Q): v=uy emp}.

Agora, discretizamos a equagao (7.2.1) restringindo o problema variacional (7.2.2) a um par

de espacos discretos: Achar u, € Vi, CV tal que
/Vv-Vuhdx:/dex—/ vgds, WYweV,cV. (7.2.3)
Q Q I'n

Notamos que a condi¢io de Dirichlet u = ug em I'p entra na definicao de Vj, (esta € uma
condi¢do do bordo essencial), ao passo que a condi¢ao de Neumann, —0,u = g em 'y, entra
no problema variacional (esta é uma condi¢ao no bordo natural).

Para resolver o problema discreto variacional (7.2.3), devemos construir um espacos Vi, e Vi,

adequados. Por ora, vamos assumir que temos uma base {¢;};, para V,, e uma base {¢;}7
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para V. Podemos entao fazer uma aproximacdo para up em termos das fungoes do espago Vy,

N
up, = Z Ujd;,
=1

onde U € R? é 0 vetor de graus de liberdade a ser calculado. Inserindo essa igualdade em (7.2.3)

e variando a func¢ao teste v sobre as funcgoes base do espaco de teste discreto Vi, obtemos
N
ZU]-/V@.wjdxz/@fdx— bigds, i=1,2,...,N.

. ~ . N .
Podemos assim calcular a solugao de elementos finitos uy, = ijl U;p; resolvendo o sistema

linear
AU = b,

onde

Ay = [ V6 V6, e
Q

bi:/qgifdw_ Ggigds-
Q Ty



	Introdução
	Resultados preliminares
	Noções sobre distribuições
	Espaços de funções teste e derivada distribucional

	Operadores lineares e limitados
	Operador linear e compacto
	Operadores adjuntos
	Topologia fraca
	Espaço de Sobolev
	Os espaços Lp
	Os espaços de Sobolev Wm, p(), W0m, p()  e  W-m, p()  

	O teorema de Lax-Milgram
	Conceito de Hadamard para problemas bem-postos
	Existência de solução fraca para EDP's elípticas
	 Princípio do máximo 

	Problema direto em EEG
	Modelagem do problema
	O problema direto em EEG
	Propriedades da solução do problema direto em EEG

	O problema direto como uma equação de operadores
	Operador adjunto
	Operador adjunto: Caso de medidas contínuas no problema de EEG

	Caso de medidas reais no problema de EEG: Sistema de operadores
	A abordagem adjunta-discreta

	Problema inverso em EEG
	Problemas inversos e mal postos
	Problemas inversos como equações de operadores
	Estratégias de regularização
	Problema inverso em EEG

	Regularização de Tikhonov
	Regularização por métodos iterativos para problemas lineares
	Métodos iterativos associados a estratégias de ponto Fixo
	O método de Landweber
	Método de Landweber para o problema de EEG
	Algoritmo de iteração baseado no método de Landweber para o problema em EEG.


	Não unicidade para o problema inverso em EEG
	O suporte singular do potencial elétrico
	Representação de Green
	O problema inverso

	Considerações finais e trabalhos futuros
	Trabalhos futuros

	Apêndices
	Fundamentos fisiológicos e os geradores de sinais do EEG
	Caso discreto
	Discretização para a solução da equação (3.1.12), (3.1.16) por elementos finitos



