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RESUMO

UM PROBLEMA DE DISPERSAO DE POLUENTES EM RIOS E CAN POR MEIO
DO METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS.

Neste trabalho obtém-se uma solucdo analitica parquacdo de adveccao-difusao
aplicada a problemas de dispersao de poluentegera canais. Para tanto, consideram-se 0s
casos unidimensionais e bidimensionais em reginasignte com coeficientes de
difusividade e velocidades constantes. A abordagdizada para a resolucdo deste problema
€ 0 método de Separacao de Variaveis. Os moddobigos foram simulados utilizando o
MatLab. Apresentam-se os resultados das simulacdes reavéeim formato grafico. Os
resultados de algumas simula¢gdes numéricas exisditeratura e puderam ser comparados.
O modelo proposto mostrou-se coerente em relagdodados considerados. Para outras
simulacées ndo foram encontrados comparativos teeatlira, todavia esses problemas
governados por equacOes diferenciais parciais, mdsmares, ndo sao de facil solucédo
analitica. Sendo que, muitas delas representanriampes problemas de matematica e fisica,
com diversas aplicacdes na engenharia. Dessa foemale grande importancia a
disponibilidade de um maior nimero de problemaetpara avaliacdo de desempenho de
formulacdes numeéricas, cada vez mais eficazesigaglucdes analiticas oferecem uma base

mais segura para comparacao de resultados.

Palavras-Chave:solucédo analitica, disperséo de poluentes, meiat@gp, separacao

de variaveis.



ABSTRACT

A PROBLEM OF DISPERSION OF POLLUTANTS IN RIVERS ANHANNELS
THROUGH THE METHOD OF SEPARATION OF VARIABLES.

In this paper, an analytical solution is obtained &n advection-diffusion equation
applied to dispersion of pollutants in rivers amémnels. Therefore, it is considered the one-
dimensional and two-dimensional cases in transgate with diffusion coefficients and
constant speeds. The approach used to solve tbidepn is the method of separation of
variables. The models were simulated usagLab. The results of numerical simulations are
presented in a graphical format. The results of esaramerical simulations exist in the
literature, and they could be compared. The praposedel showed to be consistent with the
considered data. For other simulations, existegtditire was not found; however, these
problems governed by partial differential equatjomgen linear, are not easy to analytically
solve. Being that, many of them represent imporfanblems in Mathematics and Physics,
with many applications in Engineering. Thus, itoisgreat importance the availability of a
larger number of test-problems to evaluate theoperdnce of numerical formulations, each
time more effectively, since the analytical solaggprovide a safer basis for comparison of
results.

Keywords: analytical solution, dispersion of pollutants, afici environment,
separation of variables.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Nas ultimas décadas vem aumentando consideravaragirteocupagdo mundial com
a emissao de contaminantes em rios e canais. Décacom Braga et al. (2003), a poluigcéo é
uma “alteracdo indesejavel nas caracteristicasafisiquimicas ou bioldgicas na atmosfera,
litosfera ou hidrosfera que cause ou possa causguizp a saude, a sobrevivéncia ou as

atividades dos seres humanos e outras espéci@sdaudgteriorar materiais”.

Apesar de a agua ser uma das substancias mais £oraumatureza e se encontrar
disponivel em diversas formas, principalmente nadesliquido, a disponibilidade da agua
doce no planeta é limitada. Em virtude disto, aligéb das 4guas € um tema, cuja discusséo,

cresce de forma significativa.

No Brasil, os maiores problemas ambientais reladoa com a poluicdo das aguas
surgiram na década de 70 junto com o desenvolvomiedustrial. Antigamente, a diluicdo
natural dos cursos de &gua era suficiente paraitperen manutencdo de um sistema
satisfatério, mas, atualmente, isto ja ndo é peksivna vez que ha uma crescente demanda

no consumo de agua.

De acordo com Barros (2004) séo fatores que camtnbpara a degradacado dos
corpos hidricos, a falta de saneamento basica;addicomo o maior poluidor, o langamento
de efluentes industriais tratados indevidamentejefws de irrigacdo e a exploracdo dos

recursos hidricos para fins energéticos.

A verificacdo e medicao dos parametros de qualidadggua € a principal ferramenta
utilizada para a avaliacdo da mesma, onde os paiscparametros analisados sao: oxigénio
dissolvido (OD), demanda bioquimica (DBO), e niéoig e fosforo (GARCIA, 2009).

O nivel de bactérias coliformes tem sua importanelacionada ao controle de
doencas transmissiveis e a saude publica. As coacéas de OD e DBO séo parametros que
representam o equilibrio do ecossistema aquatiacsebrevivéncia de espécies animais e

vegetais presentes no ambiente hidrico.



A eutrofizacdo é o crescimento excessivo das @aatmaticas, tanto plancténicas
guanto aderidas, a niveis tais que sejam consioei@@Mo causadores de interferéncias com
0s usos desejaveis do corpo d'’agua (THOMANN e MUERL 1987). O principal fator de
estimulo € um nivel excessivo de nutrientes nocca‘pgua, principalmente nitrogénio e
fosforo. Este problema vem se tornado mais crifieaido a presenca de tais nutrientes em
elevadas concentracdes em efluentes industriais eggeam para rios e reservatorios,

impactando esses sistemas.

A qualidade da agua esta fortemente ligada a qleaddi de agua existente para
dissolver, diluir e transportar as substancias prggudicam a saude dos seres humanos
(BRAGA et al. 2003). Os cursos d’agua possuem aadpde de autodepuracado, desde que
as cargas poluidoras respeitem o potencial depurddese manancial e permitam a
manutencdo da vida biologica. Fora destes limitegjualidade das &guas encontra-se

comprometida.

De acordo com Garcia (2009) a analise das transfgies fisicas, quimicas e
bioldgicas ocorridas no meio aquatico e a formulagatematica de tais processos, permitem
a construcdo de um modelo matematico de qualidadegda que relacione a concentracdo de
substancias e parametros desejados com as catacasrhidroldgicas do sistema em estudo.

Os parametros de qualidade e grande parte dasisaiast toxicas tém seus limites
fixados em legislacbes especificas que determinamivel de qualidade da agua em um

sistema hidrico e designam o tipo de uso da agumitmo para os locais avaliados.

Desta forma surgiu a necessidade, a nivel murakade obter um controle qualitativo
e quantitativo das aguas. Com este crescente sgterearias analises de impacto ambiental
no contexto da dispersdo de poluentes em rios aic&stdo sendo feitas confiando em

modelos matematicos e computacionais.

O desenvolvimento de modelos computacionais tern digl grande interesse na
comunidade cientifica uma vez que estes modelossaptam custos menores que os de
modelos com experimentos. Além disso, tém a vaniage se adaptar, de maneira facil e
rapida a novos problemas e situagdes. Isso implicdesenvolvimento de novas técnicas e
modelos para elaborar-se uma abordagem mais regadeionando-se complexibilidades na

formulac&o do problema que sejam de importandieafis



A estimativa da concentracdo de poluentes em rioéreegos € determinada pela
elaboracdo de modelos de dispersdo. Um modelosperdfo € uma expressdo matematica
que representa os efeitos das aguas sobre os fmsudde acordo com o0s problemas
ocasionados pela poluicdo da agua é necessaridaesitentender o processo de dispersao
desses contaminantes para prever as possiveigjoénseés de impacto da poluigdo sobre os

diversos ecossistemas.

Estes modelos mateméaticos sdo instrumentos particehte Uteis no entendimento
dos fendmenos que controlam o transporte, a dépersa transformacéo fisico-quimica dos
contaminantes imersos nos rios e canais. Tais meg@ermitem validar o nivel observado de
poluentes bem como a qualidade da agua em um detelonlugar. Podendo também,

estimar o impacto de novas fontes poluidoras.

Percebendo a dificuldade em resolver analiticamengteagdes diferenciais parciais
com coeficientes constantes, alguns autores (MACBAZD06) utilizam métodos numéricos
como sendo um caminho alternativo para a produeaeslultados aproximados. Entre estes
meétodos podemos citar o de diferencas finitas, elelmentos finitos e o de volumes finitos.

Tais métodos podem ser encontrados em Maliska J2B@#ankar (1980) e Hughes (1987).

O meétodo de diferencas finitas aproxima as derwa@arciais das equacdes
diferenciais por quocientes de diferencas de valdes varidveis incognitas escolhidos em
pontos discretos do dominio do calculo. Dependeladforma como sdo obtidas as equacdes
de diferencas, o esquema numeérico pode ser expticiimplicito. No esquema explicito, as
variaveis incognitas tém seus valores definidos,cadn ponto do espaco, em funcédo dos
valores conhecidos dos intervalos de tempos amgsriQuando isto hdo acontece, o esquema
é implicito e resultam em sistemas de equacdedraigé onde as varidveis incégnitas séo
resolvidas simultaneamente a cada intervalo dedeggralmente em uma linha de espaco

com condi¢des de contorno definidas.

O método dos elementos finitos ha uma versatilidedespresentacdo de geometrias
complexas, uma vez que possui geradores automdticosalhas triangulares e hexagonais.
Desta forma, este método permite uma variacdo martao dos elementos que compdem a

malha e as condi¢bes de contorno podem ser fadénraplementadas.



J& o método de volumes finitos esta intrinsecamegado ao conceito de fluxo entre
regides, ou volumes adjacentes, onde o fluxo de gnaradeza, como massa ou energia, é a
guantidade dessa grandeza que atravessa uma tet@amionteira ou volume de controle. A
aplicacao fisica direta resultante da aplicacadatienétodo, bem como a possibilidade de
aplicad-lo diretamente sobre malhas com espacamer@osuniformes sdo duas de suas

vantagens.

Porém ambos os métodos tendem a ter um custo caommal alto, dependendo da
complexibilidade do modelo matematico, devido andeaquantidade de memdéria e ao

elevado tempo de processamento.

Machado (2006) utilizou o meétodo de volumes finitggara modelar
tridimensionalmente a dispersdo de poluentes esa Neste estudo, o método foi utilizado
para aproximar as equagOes de massa, de consemagdiwantidade de movimento e de

espécie quimica.

A propagacao de poluentes na agua é um problenca tie transporte advectivo-
difusivo para o qual a utilizacdo de métodos anabte hibridos é particularmente vantajosa
em relacdo as formulagcbes numeéricas, possibilitaendabtencdo de solugcdes em forma
fechada, desde que o campo de velocidades do tddpco em estudo seja previamente
conhecido. Nestes casos, o0 poluente ndo afeta gartamento fluido-dinAmico do

escoamento.

1.1 Estrutura do Trabalho

A presente dissertacao esta estruturada em seteloapNo Capitulo I, é feita uma
revisdo bibliografica. Sdo apresentados traballkésrentes a modelagem de dispersdo de

poluentes em meio aquatico.

No Capitulo II, apresenta-se uma breve revisaofdoedamentos tedricos tanto da
equacao de adveccao-difusdo, a qual modela o fer@dme dispersdo, como também do

método de Separacao de Variaveis, utilizado paea@ucdo da equacéo.



Em seguida, no Capitulo I, é formulado o casaliménsional tanto para a hipotese
da difusdo pura quanto para a de difusdo e adveloluente. Nesta ultima hipotese é feita

uma reducdo ao problema de difusdo pura atravéemdeescolha adequada de variaveis.

O caso bidimensional em regime transiente € apiader® resolvido no Capitulo IV.
Neste caso, novamente, mediante uma escolha adedeadriaveis e condi¢cdes iniciais e de

contorno, conseguimos reduzir nosso problema andmslifusdo pura.

A validacéo dos resultados, bem como a comparag@ootitras técnicas encontram-

se no capitulo V. Resultados gréaficos sdo apredesta

As conclusdes e sugestdes para trabalhos futuncspsésentadas no Capitulo VI.

1.2Revisédo Bibliografica

Varias solu¢gbes numéricas da equacao de advecdtédalipodem ser encontradas na
literatura. Todavia, a busca de solu¢cbes analitpms este problema ainda € uma das
principais dire¢des de pesquisa nesta area, pids tos parametros aparecem explicitamente

na solucédo, permitindo a investigacao de suasénfias.

Sendo assim, nesta secdo, € apresentada uma sloteseodelos de dispersao de
poluentes aquaticos, bem como uma revisao biblicgréle trabalhos envolvendo solucdes
numericas, hibridas e analiticas da equacédo degdlvalifusdo aplicadas em rios e canais.

Esses trabalhos foram desenvolvidos através dediés técnicas e métodos de solucgéo.

Modelos unidimensionais para a solucdo da equaedaddeccéo-difusdo tém sido
extensivamente usados, de forma a obter a soludiiea destes modelos. Na sua maioria,
assumem perfil de velocidade e coeficientes cotestaibe acordo com Porto et al (1991)
uma das maiores contribuicées para o estudo dz@&guie adveccao-difusdo de poluentes foi
a introducdo do conceito de dispersao longitudigak busca o uso de equacdes mais

simples, com formulag&o aproximada.

Modelos unidimensionais sédo utilizados quando opterpos o lancamento de um
poluente é suficientemente grande. Mas para gaeoigirra € necessario um conhecimento

prévio da estimativa do tempo necessario para gukejetos se distribuam uniformemente ao
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longo das direcOey (transversal) ez (vertical). Desta forma, modelos unidimensionais

podem ser Uteis para uma primeira estimativa.

Gandolfi et al (2001) utilizou um modelo unidimemsal de dispersdo, advecgéo e
decaimento com coeficientes constantes para opiveiesde solutos em um rio, formulando
um problema com uma fonte pontual variavel no temgsolvido analiticamente através do

uso da Transformada de Laplace.

Dias (2003) mostrou seus estudos, para um modeatthimansional, na obtencédo de
uma solucdo analitica da equacdo de adveccdo-difted decaimento de primeira ordem
pelo método da transformacédo de similaridade gérada. O método proposto proporciona
uma forma sistematica de encontrar as variavesirdgaridade que reduzem o problema a
uma equacao diferencial ordinaria com solucdo andhe o que completa a obtencédo da

solugéo desejada.

Muito embora o modelo unidimensional seja bastamiézado devido a sua
simplicidade e habilidade em se obter resultadtisfa@rios, ele é bastante limitado. Em
situacbes mais criticas, como o lancamento de umepi® quimico antes do local onde o

processo de dispersdo comece a ocorrer, a fornoulegdimensional torna-se inadequada.

Outro aspecto a ser considerado é que modelostudintais unidimensionais nao
devem ser aplicados para simular o processo irdeialescarga de um poluente em um canal.

Nestes casos utilizam-se com mais frequéncia msdelm duas ou até trés dimensdes.

O tipo de fonte poluidora também é levado em camaifio para se determinar qual
modelo de dispersdo deverd ser utilizado. Existasichmente trés tipos de fontes, a plana,

linear ou pontual.

A forma dessas fontes poluidoras tem importanciaddmental nos estudos de
impacto ambiental. As fontes pontuais sdo as duogeah o aquifero através de um ponto. O
exemplo mais comum deste tipo de fonte é o dasirids. Estas fontes sédo responsaveis por
poluicBes altamente concentradas na forma de pluddaas fontes lineares sdo provocadas
pela infiltragcdo de &guas superficiais de rios masacontaminados. A possibilidade desta
poluicdo ocorrer dependera do sentido do fluxoduilito existente entre o curso d’agua e o

aquifero subjacente. Por fim, as fontes planas ifusats sdo as que contaminam areas
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extensas. A poluicdo proveniente das fontes difusascteriza-se por ser de baixa
concentracdo e atingir grandes areas.

As aplicacdes de modelos bidimensionais e tridinoeass dependem, também, da
configuracdo geomeétrica do rio, do trecho no gealeseja analisar e das razdes de aspectos
entre a profundidade e a largura (BARROS, 2004).

Trabalhos com modelos bidimensionais podem serngramos na literatura, estes
modelos podem ser divididos em processos de tresespode sdo considerados o transporte
no planox (dire¢éo longitudinal) g (direc&o transversal) e processos com transporpdamo
x (direcao longitudinal) e (direcao vertical). A escolha destes dois modd&gsende do tipo

de fonte poluidora e da ordem de grandeza dosdldKasivos.

Modelos bidimensionais para o caso de direcdesitlatigais e transversais s&o
utilizados para rios muito largos e/ou para os £amo que o fluxo difusivo na direcao
vertical € muito menor que o fluxo na direcédo tvansal. Este tipo de modelo assume que o
poluente ao ser despejado no rio se difunde irstaatmente para o leito do rio.

Trabalhos como o de Vilhena et al (1985) apresendarsolucdo para modelos
bidimensionais. Neste trabalho experimental, comolgetivo de validar o modelo
bidimensional tedrico, a equacdo abordada apresemticientes constantes, velocidade e
coeficiente de difusdo turbulenta uniformes e aité& empregada foi a Transformada de

Laplace.

A hipotese para o modelo bidimensional, na dirdgdidzontal, de que haja mistura
completa do poluente na secao transversal, sdidav@lando a razdo de aspecto da largura
pela profundidade seja grande e que o efeito dakldigdo de velocidades na direcéo lateral

seja mais significativo que o efeito do perfil ddocidades na profundidade (BASHA, 1997).

Zabadal et al (2006) apresentaram resultados pabéemas difusivos bidimensionais
em regime permanente, utilizando meétodos hibridms, meio aquatico. Esses meétodos
aplicam variaveis complexas a fim de executar nrape#os sobre a equacédo diferencial a ser
resolvida bem como sobre o dominio consideradoaf@eaimento sobre a equacgéo diferencial

converte o operador laplaciano bidimensional em derevada cruzada de segunda ordem na



variavel espacial. O mapeamento do dominio tramsfpicom eficacia, regides de formato

complexo em regides retangulares.

Poffal (2005) estudou dois métodos analiticos jpétancdo de solucbes, em forma
fechada, da equacao advectivo-difusiva em coor@daneartesianas que descreve problemas
de dispersao de poluentes tanto na agua quantonaafara. Um dos métodos esta baseado
em regras de manipulacdo de exponenciais de opesadiferenciais, e 0 outro consiste na
aplicacdo de simetrias de Lie admitidas por umaagiu diferencial parcial linear. Nas
aplicacdes referentes a dispersdo de poluentegyue &solve-se a equacdo advectivo-
difusiva bidimensional com coeficientes variaveealizando uma mudanca de variaveis de
modo a reescrevé-la em termos do potencial veldeigada funcdo corrente correspondentes
ao respectivo escoamento potencial, estendendolugdsopara dominios de contornos

arbitrarios.

Fernandez (2007) mostrou estudos utilizando asfoanacdes de Béacklund, essas
transformacdes produzem mapeamentos entre soldeddsas equacdes diferenciais. Se a
solucéo exata de uma equacdao diferencial, denomieqdacao auxiliar, € conhecida, torna-
se possivel transforma-la em solucdo de uma ogtragéo diferencial, denominada equacao
alvo, pela aplicacado de operadores diferenciaisi@ua equacao auxiliar e a equacéo alvo
sao idénticas, este procedimento € denominadddrams;ao auto-Backlund. Neste trabalho,
solucbes exatas da equacédo advectiva-difusiva bidimanal em regime estacionario foram
obtidas pelo emprego de transformacgfes auto-Bagkburdim de simular a dispersao de

poluentes em corpos hidricos.

Ribeiro et al (2009) apresentaram um nova formolagéalitica para a resolucao de
problemas de poluicdo aquética. O método aplicadedva-se no emprego da transformada
de Fourier, onde condi¢des de contorno de seguwspie eram incluidas na formulacdo a
fim de que pudessem ser obtidas distribuicbes deettracdo e substancias quimicas em
corpos hidricos com formato complexo. Neste trab#th elaborado um algoritmo hibrido
que utiliza a Transformada de Fourier na obtengéosalucdes aproximadas em forma

analitica para a equacéao de dispersdo em duassiiesen

Ribeiro et al (2010) apresentaram um novo métoauitaoo, utilizando reducéo de

ordem, para a resolucdo de problemas em poluigdatiaa. O método realiza a simulacao
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utilizando duas restricbes diferenciais de primenmdem, a partir das quais sao encontradas
transformacdes auto-Backlund para a equacdo adaeatifusiva bidimensional em regime

estacionario.

Buske et al (2010) apresentaram uma solucdo aaatii equacdo bidimensional de
adveccéao-difusdo no plano longitudinal e verticalregime permanente para a dispersao de
contaminantes na agua. Neste estudo, foi aplicatérrdca GILTT (Generalized Integral
Laplace Transform Technique).

Habitualmente, costuma-se utilizar modelos tridisi@mais proximos a fonte
poluidora, uma vez que o poluente se difunde pai@ndo e no decorrer do processo ele
espalha-se na direcdo transversal do rio devidgpracesso de difusdo que suaviza 0s

gradientes de concentracao.

Um modelo que inclua informacdes sobre a variagicaimpo de velocidades é de
grande interesse. Neste sentido, alguns trabatbasy por exemplo, o de Wang et al. (1978)
ja tém apresentado modelos que incluam essa nfimmitdade na velocidade. Porém, ainda é
escasso na literatura modelos que incluam variat@eém no campo da difusividade
turbulenta em modelos para rios rasos. Neste easstrutura turbulenta do fluxo de agua em

rios rasos € caracterizada pela existéncia deléntia.

Barros (2004) estudou modelos multidimensionaia padispersdo de contaminantes
em rios e canais através de solucdes hibridaggusformacéo integral. Em seu trabalho foi
utilizada a técnica GITT (Técnica da Transformadadgral Generalizada) com um regime

permanente de disperséo.

Dependendo das caracteristicas fisicas do rio ansdisada, o trecho imediatamente a
jusante do lancamento do poluente pode definir mpootamento dispersivo do poluente.
Normalmente, o processo de dispersdo nestes gaso$iechos iniciais, tem caracteristicas
tridimensionais. Esse processo tridimensional pseleestender por quildbmetros até que se
torne bidimensional e subsequentemente unidimeaisidveste caso, devem-se empregar

modelos matematicos que contenham informacdes tmdae as direcbes espaciais.

Garcia (2009) apresentou solucdes exatas, para atelandifusivo de disperséo de

poluentes, baseado na equacdo KDV (Kortweg-de Vri@anétodo utilizado baseia-se em
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trés restricoes diferenciais de primeira ordem atirpalas quais sdo encontradas
transformacdes auto-Backlund para a equacédo adaatifusiva tridimensional em regime

estacionario.

Feita a revisdo bibliografica foi possivel concl@spectos importantes para o
problema de dispersao de poluentes em rios e cdirdie eles podemos citar que resultados
experimentais, encontrados na literatura, indicam® gs coeficientes de difusdo variam na
direcdo longitudinal do escoamento assim como rec@ld vertical e transversal. Nao ha
uniformidades no campo de velocidade, uma vez glistidbuicdo da velocidade ao longo de
uma margem para a outra podem apresentar assimeti@o a topologia do rio ou canal, e
pode existir a variacdo no perfil de velocidade, eemtos trechos do canal onde a

profundidade varia.

Portanto, no presente trabalho, o procedimento deetagem do problema de
dispersao de poluentes em rios e canais segusggamtes etapas. A partir do problema real
um modelo fisico sera idealizado e através delétéges serdo discutidas para adicionar a
complexibilidade necessaria para se obter resudtats realisticos que contribuam com o
problema real inicial. Ap0s esta etapa o0 modelxdisera traduzido em equacbes que
descrevem o fendbmeno, que neste caso é a equacdvetzdo-difusdo. O método utilizado
para a solucdo das equacdes sera o de separagagageis, ja citado anteriormente, seguido
da implementacdo do algoritmo computacional utildma a linguagem de programacao

MatLabh. Finalmente os resultados serdo comparados cgéreasstentes na literatura.

1.30Objetivos

Devido a importancia do problema em questdo, pdeteise, nesta dissertacéo,
estender a aplicacdo do método de separacdo deveiaripara modelar a dispersao de
poluentes em rios e canais. Desta forma, sera demasio um problema de uma central

energética dispersando seus contaminantes em uamatisado aqui, com perfil retangular.

Pretende-se neste trabalho obter uma solucéo paruacdo de adveccao-difusao
tanto para o modelo unidimensional quanto para aimansional, ambos em regime

transiente, apresentando perfil de velocidade Boteretes de difusdo constantes.
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Apresentam-se duas formulagbes para o modelo uvandiimnal. O primeiro caso trata
de um problema cujas condi¢bes de contorno, ndmfpéneas, sdo constantes. Este caso
serve para validar o método de solucéo ja queesrtistsultados na literatura que permitem a

sua comparacao.

Ja os demais casos, cujos resultados ndo foranmteswbos na literatura, representam
novas recomendacdes que podem ser usadas naaggrifide modelos numéricos. Portanto, o
segundo caso unidimensional mostra um problemas cofndicbes de contorno tém

caracteristicas lineares.

Para as formulagdes do modelo bidimensional tang&mapresentados dois casos. O
primeiro trata de um problema cujas condi¢des agocno, ndo homogéneas, sao lineares e o
segundo caso possui condicdes de contorno de fogoer a concentragdo varie

parabolicamente.

Desta maneira, apresentamos solu¢des analiticasapancentracdo de poluentes em
meio aquatico. Estas expressdes analiticas forgteinentadas no softwaMatLab, cujas
vantagens encontram-se no seu baixo custo compoghciem virtude das inumeras

bibliotecas oferecidas pelo programa.
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CAPITULO I

FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo apresenta-se uma breve revisdo wuodarhentos tedricos para a
equacao que modela a dispersdo de poluentes em cisegos bem como para o método de
separacdo de variaveis que € usualmente utilizada msolver problemas com equacgdes

diferenciais ordinarias e parciais.

2.1 Disperséao de Efluentes

A dispersdo é definida como o fenbmeno de transpadet efluentes causado pela
ocorréncia conjunta de difusdo molecular e/ou teriia e da conveccédo (também chamada
de advecc¢do). O transporte difusivo ocorre quarslmaléculas do efluente se dispersam
entre as camadas do fluido devido ao gradienteodeentragcédo existente entre as diferentes
regides do escoamento. Os parametros que levanoresideracédo a difusdo do efluente sado

chamados coeficientes de disperséo.

Ja a dispersao convectiva ocorre devido as compemee velocidades existentes. A
conveccao ocorre, por exemplo, em regimes turbegedévido a existéncia de velocidades
paralelas, mas pode existir no regime laminar tamdémbora estes fenbmenos estejam
sempre presentes durante a dispersao dos efluexistem situacbes em que apenas um

predomina.

2.2 Descricéo dos Modelos

Os problemas de maior interesse em poluicdo aqudio divididos em dois
conjuntos de cenarios tipicos de dispersdo de pseO primeiro conjunto de cenarios
descreve problemas de deriva de mancha, isto érigsrtransientes nos quais um despejo

instantaneo é efetuado em um determinado locabdwochidrico, produzindo uma mancha
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que é transportada pela correnteza, sofrendo sinadmente difusdo e eventualmente

degradacéo, evaporacgao ou precipitacao.

Segundo Garcia (2009) os modelos transientes si@zadbs em derramamentos de
poluentes advindos de acidentes no transporte eotddroviario, e em rompimentos de
tubulacbes, de tanques de armazenamento de subastapgmicas e de estacbes de
tratamento de efluentes liquidos. Além de estimaometa duracdo de uma emergencial
interrupcdo da captacdo das &guas de um corpocdidtingido por derramamentos
acidentais, haja vista os transtornos da pura elesmsuspensdo do abastecimento, os
modelos matematicos para descargas acidentaisssénceis a analise de riscos de fontes

potenciais de degradacdo ambiental, para defimiganelhores medidas de salvaguardas.

O segundo conjunto de cenarios é descrito por @mudn tipicamente estacionarios
nos quais dutos de esgoto e de transporte de sulest&uimicas efetuam o langamento de

carga continua num determinado local do corpoduddgiroduzindo uma pluma.

Os modelos estacionarios sdo empregados nas sfua@® que o campo de
velocidades pode ser considerado permanente. Neases, € possivel resolver a equacgao de
adveccao-difusdo sem o termo de variacdo temparalodcentracdo. Obtendo-se assim a
solugéo da equacéo de transporte de massa resukgnésentada pela distribuicdo espacial
de concentracdes das substancias de interesseniniadgorrespondente.

Em ambos os casos se faz necessario que as sotig@egiacido advectivo-difusiva
contenham apenas uma funcdo arbitraria de um arganespecifico. Isto ocorre por que
nestes cenarios a equacao advectivo-difusiva ef#asa duas condi¢cdes de contorno, sendo

que apenas uma delas especifica a funcéo arbitraria

A primeira condicdo de contorno, de primeira esgpédescreve a conformacéao
aproximada de um despejo instantdneo no caso éeiagmenvolvendo acidentes com cargas
toxicas, ou a conformacdo da secdo transversallidaapque descreve um langcamento
continuo em regime estacionario. Essa condicadmamo particulariza a funcao arbitraria

presente na solucéo.

A segunda condicdo de contorno especifica 0 mavange propagacao do poluente

junto as margens do corpo hidrico, e correspondecondicdes de segunda ou terceira
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espécie, conforme o tipo de interface &gua-solsiderado. Essa condicdo de contorno
especifica apenas constantes arbitrarias que elsmnte figurem na solucao obtida.

2.3 A Equacéo de Adveccéao-Difusao

O problema estudado é abordado pelo principio daetgacdo de massa do poluente
transportado, e 0s escoamentos de maior interesaep pesquisadores em geral tém carater
turbulento, como é o caso de canais, oceanos &.|dgstes casos € necessario que se
obtenha uma equacédo que governe o processo deardstpoluente com o meio.

O escoamento turbulento tem por caracteristicagguilaridade, a difusividade, altos
nameros de Reynolds, a tridimensionalidade da cideile, a dissipacdo, o escoamento
continuo e caracteristicas do escoamento (MOLLER.¥ESTRINI, 2004). Uma vez que 0
processo de transporte de massa ocorra em um esuoatarbulento as distribuigbes tanto
para a concentragao do poluente quanto para aidafiecsao irregulares. Essa irregularidade
dificulta o célculo exato e instantaneo do potdrfezendo com que seus valores de instante a

instante oscilem muito em torno de seus valoresaséd

Em virtude deste problema, Reynolds (MALISKA, 200gjopés um modelo
conceitual em 1985 com uma abordagem estatistiptaamante utilizada até os dias de hoje.
O conhecido Numero de Reynolds permite avaliar pp tile escoamento, ou seja, a
estabilidade do fluxo, ou seja, ele € um parammdra mensurar a relagdo entre for¢ca motriz
(adveccao e gradiente de concentracdo) sobre easfatiscosas. Este numero pode ser

deduzido por:

VL
=

Re:

Onde:

V é a velocidadgm/s) ;

L é a dimensao caracteristica (m) ;
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V é a viscosidade cinemati¢em?®  /s)

Para o caso especifico de dutos e canais o0 esctiageito laminar se 0 nimero de
Reynolds for menor que 2000 (Re < 2000) e é ditoulento se este numero for maior que

2300 (Re > 2300)(SCHILICHTING, 1979).

Desta forma, utiliza-se o principio de conservagaanassa para prever o transporte
de contaminantes em corpos de agua. Este pringgule ser descrito conceitualmente como
“a variagdo por unidade de tempo de massa de congarté dentro do volume de controle, é
igual ao fluxo de entrada menos o fluxo de saidaisra massa resultante das reacdes de

producdo ou consumo no interior do volume na uneddd temph (DE ALMEIDA et al.,

1997).

Em linhas gerais, assumindo um caso transientenbitiional, o balan¢co de massa do
contaminante é representado pela seguinte equag@erngnte de adveccdo-difusdo
(BARROS 2004):

0C 0C oC o0 0C 0 oC
- - = - —_ — |-AC.
ot +u(xy) ox +vxy) dy 0Ox {gx (xy) ax} ¥ oy {gy (xy) Gy} c

Onde:

C é a concentracitkg/m? ;)

x é a distancia na direcao do fluxm) ;

y € a disténcia na direcdo transversal (m) ;

t € o tempo decorrido desde a emisséo do contareingnt
u(x,y) é o perfil de velocidade do fluxo na diregadm/s) ;
v(x, y) € o perfil de velocidade do fluxo na diregadm/s) ;

£.(x,y) é o coeficiente de difuséo lateral na direggm? /s);
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£,(x,y) € o coeficiente de difus&o lateral na direggm? /s);

)\ é a constante de decaimer§d" . )

A propagacao do poluente pode ser dividida em dupsertantes fases do transporte
de massa. Do lado esquerdo da equacéo, o segunidooeiro termos descrevem o transporte
devido a adveccdao. Isto €, o0 movimento das paasalévido ao movimento global do fluido,
onde as particulas sdo carregadas pelo proprionneow® do escoamento. Ja no lado direito,
0 primeiro e 0 segundo termos representam a diftislalenta, ou seja, € o movimento de

particulas devido a diferenca do gradiente de curamgio molecular.

2.4 O Método de Separacdo de Variaveis

O problema central das equacfes diferenciais, ean fetma mais simples, é
determinar qual € a funcdo cuja derivada € conhedigste sentido, alguns métodos sao
utilizados para resolver este problema, porém elés aplicados de acordo com as

caracteristicas de cada equacao diferencial.

A metodologia empregada neste trabalho para restdweo o modelo matemético
unidimensional quanto o modelo matematico bidinmrai para a dispersdo de

contaminantes em rios e cOrregos € o Método der&gHade Variaveis (MSV).

Este método é de grande utilidade para resolveslgmras de valor de contorno no
campo da fisica-matematica para problemas homogémdoi detalhadamente descrito em
Ozisik (1993).

Tal método foi formulado com base nos conceitosegssos fisicos que governam o
fenbmeno e é valido para perfis de velocidaded$usididade constantes tanto para o modelo

unidimensional quanto para o modelo bidimensional.

De acordo com Leithold (1994) este método podeesermido da seguinte maneira: o
Método de Separacdo de Variaveis substitui a fungéal, antes dependente de duas
variaveis, por um produto de duas novas funcOels uma delas dependente somente de uma

variavel. Assim a funcéo do problema central destedo pode ser representada por:
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Clxt)= X()T(t).
A estratégia para aplicar o método da-se da seguiaheira:

1. Se Q=(ab)x(cd) e (xt)IQ, entdo procuraremos solugdes classi€asC(x,t),

nao nulas do tipo:
Clx y)=Xx(x)T(t),

tal que X:(a,b) -~ 0 eT:(c,d) — O séo fungdes com a mesma classe de diferenciatslida

que a equacao diferencial parcial (EDP) requer.
2. Deveremos determinar as funcdesT.
3. Apds determinarmos as funcdée T obteremos uma solucao classica para a EDP.

4. O método pode ser aplicado independente do numergadaveis independentes
envolvidas e dessa forma funciona para problemas wma, duas e trés variaveis

espaciais, podendo inclusive ser generalizadamaigavariaveis.

Entre as condicfes necessérias para a aplicacddSib exige-se a linearidade da
equacéao diferencial parcial e a homogeneidade oadigbes de fronteira. Entretanto, esta
ultima condi¢do pode ser contornada, contanto guadiione uma nova funcao auxiliar que

se responsabilize pela obediéncia as condi¢cdelaréiogéneas.

A partir do emprego deste método, estamos buscamdosolucdo analitica para a
equacao de adveccéao-difusdo do problema de dispeisdpoluentes em rios e canais,
ressaltando que as componentes de velocidadefasividiade sejam constantes, bem como
os coeficientes envolvidos.
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CAPITULO IlI

MODELO UNIDIMENSIONAL EM REGIME TRANSIENTE

3.1 Caracterizacdo do problema unidimensional

Modelos unidimensionais s&o usualmente empregad@s qgbtencdo da solucdo da
equacdo de adveccao-difusdo quando o tempo ap@nganhento de um poluente é
suficientemente grande. O lancamento dos dejessapde caracteristicas tridimensionais, no
inicio do processo de dispersdo, e pode estendpossauildmetros, passando para um
modelo bidimensional até chegar a um modelo unidgiomal (BARROS, 2004).

Todavia os modelos unidimensionais sdo bastante giéea uma primeira estimativa

em virtude de sua simplicidade e habilidade embser sesultados satisfatorios.

3.2 Modelo Unidimensional em Regime Transiente

Consideremos o modelo de dispersdo de poluentedimarisional em regime

transiente e sendo os coeficientes de difusividanlele velocidade constantes.

De acordo com Ozisik (1993) a equacéo de adveafd@sad que modela a dispersao

de poluentes é dada por:

aC aC _ a°C
+U =&

—_— — -AC. 3.1
ot oX ox? 3.1)

As condic¢des iniciais e de contorno de nosso ingereerao:

. C(x,0)=0, parad< x< L (3.2)
. c(ot)=C,, parat > 0 (3.3)
. C(L,t)=0, parat > 0 (3.4)

Este é um caso geral, com condicbes de contornchodmgéneas, da equacdo de
adveccéo-difusdo para um modelo unidimensionaha Pauacionar a solugéo desse problema,
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vamos dividi-lo em problemas mais simples cujasg®s conduzem a solug¢édo do problema

aqui posto.

3.3 Equacéo Unidimensional para a Difusdo Pura

Nesta secao trataremos de problemas com condigdesrdorno homogéneas e de
problemas com condi¢bes de contorno ndo homogé@eadjetivo aqui € mostrar que o
problema cujas condi¢des de contorno sdo ndo hameagéode ser reduzido ao problema

com condi¢cdes homogéneas.

3.3.1 Condic¢bes de Contorno Homogéneas

Para o caso de um modelo unidimensional de difpsé® a equacédo ndo apresenta o

coeficiente de adveccdao, logo passa a ser esorita:c

aC _ 0°C
S B
A equacao (3.5) estéa sujeita a condicao inicial:
. C(x,0)= f(x), para0< x< L (3.6)
e as seguintes condi¢cBes de contorno:
. C(O,t) =0, parat> 0 (3.7)
. C(L,t)=0, parat> 0 (3.8)

Para esse problema a solucéo é classica encopwa@@urier (FIGUEIREDO, 1987)
para o problema da conducdo de calor numa barraodg@ma. Vejamos seu

desenvolvimento:
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Mediante o processo de separacao de variaveis (B21993) podemos reescrever a
funcéo de concentracdo do poluente como o proauthuds fungdes provenientes do método,
a saber:

C(x,t)=X(x)T(t). (3.9)

Substituindo (3.9) em (3.5) e dividindo ambos atotada equagdo palX (x) T (t)]

teremos:

T() _Xx"(x) (3.10)
eT(t) X(x)
Considerando que a razdo acima seja uma constamies que:
T'(t) _ x"(x)
= = 3.11
eTh)” X() P (.11)
de onde tiramos:
T'(t)
=p0: 3
cT0) " ” 1)
X"(X)
=p. 3
X(x) P 13)
De (3.12) implica em:
T(t)=e"". 13)
A partir de (3.13) estamos interessados na solngédrivial, que satisfaca:
« X"(x)-px(x)=0 (3.15)
« X(0)=x(L)=0 (3.16)
Podendo, desta forma, considerarmos trés possithdil
) p=0
Para este caso terem¥$x) =0, a solugao trivial que n&o nos interessa.
i) >0
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Supomosp = A%, entdo substituindo em (3.15) temos:
X"(x)-2X(x)=0. (3.17)
A solucéo geral para este caso &
X(x)=A e +A e, (3.18)
De (3.16) implica queA, = A, =0. Mais uma vez obtemos a solugao triv)'eﬂx) =0.
i) p<0
Facamosp = —A°. Substituindo novamente em (3.15) temos:
X"(x)+ A2X(x)=0. (3.19)
A solucédo geral para este caso € dada por:
X(x) = A codx) + A, ser{Ax). (3.20)
Aplicando as condi¢des de contorno teremos:
- Xx(0)=A=0 (3.21)
« X(L)=A serfiL)=0 (3.22)

Para que isto ocorra precisamos q;eq{)lL) =0, de onde resultara que:

AL =nn (3.23)
isto é,
nm
A :T (3.24)
ou seja,
= _[nTﬂjz_ (3.25)
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Assim:
X, (x)= A, ser{%) paran=123... (3.26)

Portanto a solucéo geral para o problema (3.5giteup condicdo inicial (3.6) e
condi¢des de contorno (3.7) e (3.8) é:

o -n2mlet
Clxt)=Y A& © E‘sen?. (3.27)
n=1

Para que seja satisfeita a condig&o inicial (8l€yemos ser capazes de determinarmos

os coeficientesA, de modo que:

f(x)=C(x0)=>" A, ser{%) (3.28)
n=1
que de acordo com a ortogonalidade das funcOeslviie® fornecerd os coeficientes
A,como:
27 n7x
A, :Ej f(x)senT dx. (3.29)

3.3.2 Condic¢des de Contorno Nao Homogéneas

O caso em estudo, supondo a difusdo pura, corsistem problema com condi¢cbes
de fronteira ndo homogéneas, desta forma, deveethgirlo ao caso ja conhecido com
condicOes de fronteira homogéneas.

Para isso consideremos o0 problema pfa(mt) cujas condicdes de contorno sdo nao

homogéneas:
oC 9°C
—=&— 3)30
ot ox* ®)
. C(0,t)=h,(t), emt >0 (3.31)

22



. C(L,t)=hy(t), emt >0 (3.32)

. C(x,0)= f(x), para0< x<L (3.33)

Consideraremos uma fungédx,t) gue possua derivadas parciais continuas em
relacdo ax até a segunda ordem e derivada de primeira ordatinca em relacéo e que,

além disso, satisfaca as condicdes de fronteigd ) &. (3.32), isto é:

. v(0,t)=hy(t), emt > 0 (3.34)
. v(L,t)=h(t), emt> 0 (3.35)
A partir disso definamos a funcao:
w(x,t) =C(x,t)-v(x,t). (3.36)
Nesse caso teremos:
0°w _ 9°C d*v
£ =< -& : 3.37
x> ox®  0x° (3:37)
M 2 o 539)
ot ot ot

Da equacao (3.30) resulta que a fungvd(x,t) sera solucédo da equacéao diferencial

parcial:
2 2
M _ W, OV O (3.39)
ot 0X ox- ot
%/_/
g(xt)
sujeita as condic¢6es de fronteira:
. w(0,t)=C(0,t)-v(0,t) =hy(t) —hy(t) =0, emt > 0 (3.40)
(3.41)

. w(L,t)=C(L,t)-v(L,t)=h(t)-h()=0,emt> 0

e a seguinte condic¢&o inicial:
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w(x,0) = C(x,0)-(x,0) = f(x)-vx,0). (3.42)

Quando a proépria fungév(x,t) € também uma solucéo da equacéo diferencial parcia

(3.30), sujeita a condicéo inicial:
vx0)=F(x) (3.43)

entdog(x,t)=0 e w(x,t) é a solugéo do problema homogéneo fundamental:

ou _ o
i £ Ve (3.44)
. u(ot)=0 4B)
. U(L,t)=0 48)
. U(x,0)= f(x)-F(x) (3.47)
isto é:
. -n%rPst n7K
U(xt)=wxt)=> A sen—— (3.48)
=1
sendo que os coeficientdy sdo dados pela integral:
L
A = %J'[ f(x)-F (x)]sen? dx. (3.49)

0

Isso significa que conhecemos a fung&(x,t). Como assumimos ser conhecida a
funcéo v(xt), a funcdoC(x,t)=v(x,t)+w(x,t) serd a solugdo procurada para o problema

(3.30), sujeito as condicdes de contorno (3.3B)&2) e a condicao inicial (3.33).

Porém ndo é uma tarefa simples determinar uma dun{&t) que satisfaca as
condi¢cdes de contorno (3.31) e (3.32) dadas em afcanbitraria e que ainda por cima
satisfaca a equagcao diferencial parcial (3.30). paa certos tipos de funcdhg(t) e h(t),

pode-se solucionar o problema de forma até cemtopelementar. Vejamos uma formulacao

que abrange diversos casos de condi¢cdes de contorno
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Assumindo queg(x,t) # 0 facamos:

xt)= [hl()L ()]x+h() (3.50)
e teremos:

c;\t/ [hl()L o s vy ) (3.51)

272\2,20 (3.52)

Substituindo (3.51) e (3.52) em (3.39) teremos:

ow _ [y (t) - o t)]
p _gaxz { : x+ h (t) (3.53)
Uma vez que estamos considerando g(»et) # 0, procuramos por:
g(x,t) = i gn(t)sen? (3.54)
n=1

€ escrevemaos:

w(x,t) = iwn (t)sen? (3.55)

inspirados na solucéo (3.27) do problema fundarmé®®), (3.7) e (3.8). Na equacéo (3.27)

as componentew, (t) s&o as fungdes exponenciais acompanhadas dosieokfs A, .

Assim:
%—\:V =ivv;(t)sen? (3.56)
n=1

—C0S— (3.57)
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Substituindo (3.56), (3.58) e (3.54) em (3.39) temo

0°w
x>

00

n=1

0 2
=->w, (t)(ﬂj sen %
n=1 L L

Das relagbes de ortogonalidade temos que:

ou seja:

Usando o fator integrante -

n?met

0= wt) 0,0).

n?ret

n?met n?met

e ¥ g,t)=e ¥ w)+e *

E 0 mesmo que dizer que:

Integrando ambos os lados, degde0 atér =t, como segue:

Teremos:

t  nérPer

Je

td nmler
gn(r)dr:ja e U w,

0

teremos:

(r)}dr.

00 2 oo
>w, (t)sennTnX =-£> W, (t)(nTﬂj sen? +>9, (t)sennTm .
n=1 =1

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)
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Portanto
t  ne(r-t)

w,(t)=[e © g,(r)dr. (3.66)

0

Buscamos, agora, quem sao os coeficientes da é@ans

g(x,t):wx-hg(t):Zgn(t)sen%. (3.67)

Utilizando o método de projecdes ortogonais, quemjie obter cada um dos
- ~ o 17K I
coeficientes da expansdo, multiplicaremos a equég&y) por ser{Tj, comi fixo de

ambos os lados, e teremos:

l’{wx—hg(t)}serf%ujdx:Zgn(t)Jisen?seniﬁdx (3.68)

L

axtb L
2

PLh- (4 ]- 2 -1y =0 0% (3.69)

(t)= 2{%[1— (-1) -%(-1)} (3.70)
Portanto

0.(0)=-2{-r ) + -0} @71

Assim:

¢ i)

)=e 2L () e n)- o (3.72)

Logo a solucdo do problema (3.30), sujeito as cgiedi de contorno (3.31) e (3.32) e
com condicao inicial (3.33) passa a ser:
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c(x,t):[*H(LLW)]MO@)&W“@)SW?, (3.73)

n=1

v(x1) w(x.t)

ondew, (t) é dado por (3.72).

3.4 Equacao Unidimensional Difusiva-Advectiva

Nesta secdo abordaremos o caso mais geral do pr@hileidimensional, no qual ha o

termo advectivo da funcdo de adveccao-difusao. i@erssemos, portanto, a equacao:

dC aC _ d°C
+U &

S tUG TEa TAC (3.74)
sujeita as condigoes:
. C(x,O) =0, paraO<x<L (3.75)
. c(ot)=c,, parat > 0 (3.76)
. C(L,t)=0, parat > 0 (3.77)

Sera mostrado que esse problema pode ser reduaigwohlema de difusdo pura
mediante uma escolha adequada de variaveis e cowicdes iniciais e de contorno

adequadas.
Para isso considera-se a equacao:
C,=KC,+MC,_ +NC (3.78)
ondeK, M e N s&o constantes.
Introduz-se uma nova fung&&(x,t) relacionada com a fungib(x,t) pela equacéao:
C(x,t) = e g(x,t), (3.79)
na qualu e y sao constantes a serem determinadas.
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Substituindo-se (3.79) em (3.78), obtemos:
B, = Ko+ (M +24K)p, +(N+Mu+ Ky = y)p. (3.80)

Esta equacéo, por sua vez, se reguz K¢,,, pela escolha adequada gee y, a

saber:

M _4KN-M?2
ey= .
2K 4K

H=- (3.81)

Portanto, o problema (3.74) de adveccéao-difusace @&d reduzido ao problema de
difusédo pura considerando,

(3.82)

Quanto as condicdes de fronteira (3.76) e (3.7T3ds eserdo satisfeitas por

C(x,t)=e*"*g(x,t) se e somente se:
c(o,t)=e"g(0,t)=¢,, ou sejag(0,t) =e"g,, (3.83)
C(L,t)=e*"¢(L,t)=0, ou sejag(L,t)=0. (3.84)

Deve ser ressaltado que o problema, com as coasiks descritas acima, foi
transformado num problema matematicamente mais lesmge tratar, semelhante ao
problema de difusdo pura, mas no qual as cond@é&onteira ndo sdo homogéneas e ainda
dependentes do tempo, embora seja homogénea aa@oridicial. A literatura consultada
(FIGUEIREDO, 1987) também aborda essa formulacdondeeira satisfatoria e podemos

resolver esse problema ainda mediante a técnisagiracao de variaveis.
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CAPITULO IV

MODELO BIDIMENSIONAL EM REGIME TRANSIENTE

4.1 Caracterizacado do Problema

Modelos bidimensionais podem ser divididos em nuslebm planos longitudinal e

vertical e modelos com planos longitudinal e transal.

4.1.1 Modelo Bidimensional no Plano Longitudinal &ransversal

Neste caso os fluxos de massa sdo maiores nadiregiversal do que na direcao
vertical. Modelos bidimensionais horizontais saontas usados, uma vez que 0s modelos
bidimensionais verticais assumem uma homogeneitiddel, perdendo assim informacao

geralmente relevante do processo de dispersasm ri

Os modelos bidimensionais horizontais sao utilizsadom bastante frequéncia na
engenharia ambiental e a escolha desse modelaaiseseia constatacdo de que o poluente
despejado tende a se distribuir de forma muito mapgda na direcdo vertical do que na

horizontal.

4.1.2 Modelo Bidimensional no Plano Longitudinal &ertical

Este € um modelo bidimensional de transporte nonewde utilizado para rios ou
canais cuja profundidade tem um papel relevangrocesso de difusdo e advecgédo da massa.
Estes modelos podem ser usados para rios eseegii@sundos cuja difusao turbulenta lateral
€ muito menor que a vertical dependendo, obviameotépo de fonte poluidora (BARROS,
2004).
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4.2 Modelo Bidimensional em Regime Transiente

O modelo de dispersdao de poluente bidimensionéitadd serd o longitudinal e
transversal e serd aplicado em regime transiemesiderando tanto os coeficientes de

difusividade quanto os de velocidades constantes.

A equacdo de adveccao-difusdo que modela a digpelsdoluentes € dada por
(OZISIK, 1993):
oC odC  oC 9°C 9°C
a)__

—HU—HV— =+
ot ox dy  ox° ay®

AC. (4.1)

O caso geral para a equacdao de um modelo bidimmesde adveccao-difusao
apresenta condi¢cdes de contorno ndo homogéneasedecionar a solugcéo desse problema,
vamos, assim como no modelo unidimensional, sdpagf problemas mais simples cujas

solucdes conduzem a solucao desse problema adai pos

4.3 Equacéo Bidimensional — Difuséo Pura

Nesta secao trataremos de problemas com condigdesrdorno homogéneas e de
problemas com condi¢cdes de contorno ndo homogéQeadjetivo aqui € mostrar que o
problema cujas condicdes de contorno sdo ndo hameagéode ser reduzido ao problema

com condi¢cdes homogéneas.

4.3.1 Condicédo de Contorno Homogénea

Sera seguido o mesmo procedimento adotado no mag@kiimensional para
encontrar a solugao do modelo bidimensional purgengifusivo com condigdes de contorno

homogéneas.

A equacdo que representa este modelo é dada por:
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oC _ 9°C . 0°C

a5 & PV a)ayz (4.2)

Sujeita a seguinte condicao inicial:

. C(x,y0)= f(x,y), para0< x<L e 0< y<I (4.3)
e com as seguintes condices de contorno:

. C(O, y,t) =0, parat > 0 (4.4)

. C(L,y,t)=0, parat > 0 (4.5)

. C(x,O,t)=O, parat > 0 (4.6)

. C(x,l,t):O, parat > 0 4.7)

Considera-se aqui quee « sdo constantes iguais. De tal forma que a equaasse

a ser escrita como:

(4.8)

ac _ (9%C a%C
—=¢ + .
ot x> oy’

Mediante o processo de separacdo de variaveis, saedido na resolucdo do
problema em uma dimensao espacial, escreve-se:
Clx,y.t)= X(x)Y(y)T(t). (4.9)
Substituindo (4.9) em (4.8) tem-se:
X(X)Y(y)T'(t) = [ X" ()Y (y)T(t)+ X (x)Y"(y)T(t)]. (4.10)

Dividindo ambos os lados da equagéo (4.10)4[N(X)Y(y)T(t)] resultara:

X0 0 @1

Também aqui, pelas mesmas razfes expostas no c@smansional, deve-se ter a

razao acima constante. Portanto, seja:
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T X", Y'(y)

70" X0 V) 7 e
Entdo:
T'(t)-£pT(t)=0 (4.13)
implica queT(t) = e*'.
Da mesma raz&o tiramos que:
X' _ ,_Y'y) (4.14)

também é uma constante que designaremog ptsto é:

é(()f)) = p—%(yy)) =y. (4.15)

Desse modo teremos:
« X"(x)-yXx(x)=0 (4.16)
« Y'(y)-(e-y)¥(y)=0 (4.17)

que sdo equacOes diferenciais ordinarias lineapessetjunda ordem com coeficientes

constantes. De modo analogo ao caso unidimenstanahém aqui se prova que:
i) N&o podemos tey [1C;
i) N&o podemos tey 10 comy =0;
i) Necessariamentg 1] e y < 0.
Por razdes similares:
) N&o podemos tep -y IC;

i) N&o podemostep—-y 0 comp—-y= G
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i) Necessariamentg -y e p—-y <O0.
Designandoy =-A* e p-y=p+A* =-1°.
Com essa notacao, as equag0des diferenciais oainéril6) e (4.17) escrevem-se:
o X"(x)+2X(x)=0 (4.18)
o Y'(y)+u?Y(y)=0 (4.19)
Dessas consideracdes resultara que:
X(x) = A codAx)+ A, ser{x) (4.20)
Y(y) = B, coduy)+ B, ser{uy) (4.21)

Para que as condi¢Bes de contorno (4.4), (4.9) é4(4.7) sejam satisfeitas deve-se

ter:
c(oy,t)=0 = X()Y(y)T{t)=0 Oy,t -~ x(0)=0 (4.22)
ou equivalentemente:
X(0)= A codA0)+ A, sef10)=0 - A =0. (4.23)
Analogamente:
C(L,y,t)=0 = X(L)Y(y)T{t)=0 Oy,t = X(L)=AserfiL)=0
(4.24)

Como nédo podemos teA, =0, pois isso nos levaria a solugao triviXI(x):O,

necessariamente deve ser satisfeita a condicéo:
AL =nn. (4.25)
Por razdes inteiramente analogas, chega-se a sandtie que:

C(x0t)=0 < X(x)Y(0)T(t)=0 Oxt < Y(0)=0 (4.26)
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ou equivalentemente:
Y(0) = B, codu0)+ B, se{u0)=0 - B, =0 (4.27)

de onde segue a raz& # 0. Logo:

B,se{ul)=0 - ul =mm. (4.28)
Desse modo:
/1=”T” eu=¥. (4.29)

Isso significa que as constantes de separacd@ satisfazem as relagdes:

2 2 2
y:—/]Z:—nisz ep:—¥+¥ ) (@_)3
L L I
Dessa forma para cada par de inteir@sn tem-se:
A (% Y:t) = X, ()Y, (¥) T (t) (4.31)

como solucdo da EDP com condi¢cdes de fronteira gémeas. Mediante o Principio de

Superposicao a solucdo do problema € a série:

C(x,y,t)= iie_{hj {Tj } A, E‘sen%Tx E‘senml—ﬂy. (4.32)

n=1 m~=1

Para que seja satisfeita a condi¢éo inicial (4l@ye-se determinar os coeficients,

de modo que:

f(x,y)=C(x,y,0)= ii A, ser{ nliuj ser{ mnyj (4.33)

n=1 m=1 l

que de acordo com a ortogonalidade das funcOeslvie® fornecerd os coeficientes

A,,,como:
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A =2
Am =10

Oy ™

|
J'f X, y Eten—xESenl— ydydx. (4.34)
0

Porém, o problema em estudo possui condi¢ces déeira ndo homogéneas, desta
forma, assim como no modelo unidimensional, deveresgtuzido ao caso apresentado com

condicdes de contorno homogéneas.

4.3.2 Condigéo de Contorno Nao Homogénea

Nessa sec¢éao resolveremos o problema:

%—Ct: = 5@1? + ZZEJ (4.35)
no retangulo:
Q:={(x y)00% 0<x<L e 0<y<I} (4.36)
com condic¢des de fronteira:
. C(O, y,t) = A(y,t), parat >0 (4.37)
« C(L,y,t)=B(y,t), parat > 0 (4.38)
« C(x,0t)=D(xt), parat> 0 (4.39)
e C(x,1,t)= E(x,t), parat > 0 (4.40)
e com condi¢ao inicial:
. C(x,y,O) = f(y,t). (4.41)

Supondo que//(x, y,t) seja uma funcdo que satisfaca as condi¢cbes deeifi@rdo

problema acima, isto é:

. <//(O, y,t)= A(y,t), parat > 0 (4.42)
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« o(L,y,t)=B(yt), parat >0
. t//(x,O,t) = D(x,t), parat > 0
o @(x,),t)=E(xt), parat> 0

A partir disso defini-se a fungae(x, y,t) onde:

w(x,y,t)=C(x,y,t) - (x y,t).

Sujeita as seguintes condi¢des de contorno:
+ woy.t)=C(0y.t)-¢(0y.t)= Aly,t)- Aly.t)=0
« wLyt)=c(Ly.t)-¢(L y.t)=B(y,t)-B(y,t)=0
o wW(x0,t)=C(x,0,t)-¢(x,0t)=D(x,t)-D(xt)=0
o wx,l,t)=C(x,I,t)-g(x,I1,t) = E(xt)- E(x,t)=0

e condic¢éao inicial:

« w(x,y,0)=C(x,y.0)-(x,y.0) = f(x,y)-¢(x,y.0)

e as seguintes propriedades:

a2w 92w\ _ (a2C a*C) (o o
£l + =g + -£ +
x> oy’ ox> oy’ ox> oy’

de onde decorre que:

2 2 2 2
w_ (otw o*w), (0% o) oy
ot x> oy? ox> ay* ) ot

g(x.y.t)

(4.43)
(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
(4.48)
(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)
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Quando a propria fungé¢(x, y,t) € também solucédo da equacéao diferencial parcial

(4.35) sujeita a uma condicao inicial:
w(x,y0)=F(xy). (4.55)

Entdo g(x,y,t)=0 e w(x,y,t) é a solugdo do problema bidimensional homogéneo

fundamental. Isto é,

wxy1)=3>Y e_{mﬂJ V) }

n=1 m=1

(A E‘sennTﬂ X E‘sennl]—ﬂ y (4.56)

sendo os coeficiented,  dados pelas integrais:

4

An=1T7

Oy

|
J'[ f(x,y)- F(x, y)] E‘Ben%Tx E@Bennl]—” ydydx. (4.57)
0

Portanto, conhecendo a fungés(x,y,t) e assumindo ser conhecida a fungéo

w(x,y,t), afungéo

C(x,y.t)=g(x, y,t)+w(x, y,t) (4.58)

sera a solucdo procurada para o problema (4.3)itcsids condicdes de contorno (4.37),
(4.38), (4.39) e (4.40), e a condicao inicial (4.41

43.2.1Caso1

Vejamos um problema formulado para simular a ddw# determinado poluente para

a situacdo em que as condi¢des de contorno vanearinente.

Vamos considerar uma nova fungé‘xﬂx, y,t) cujas condicdes de contorno sdo nao

homogéneas:

2 2
aC _ (a c,o Cj (4.59)

— =g
ot x> oy’
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. c(oy,t)= a+@ y , parat >0 (4.60)

. c(L,yt)= b+@y, parat > 0 (4.61)
. C(x0t)=a+ (bla)x, parat > 0 (4.62)
. C(x,l,t)=c+ (d EC) X, parat > 0 (4.63)

sujeita a seguinte condicéo inicial:
.« Clxy0)=F(xy). (4.64)
Sejay(x, y), independente do tempo definida por:

(d-c)-(b-a)
L

t//(x,y)=a+(b;La)X+|—y{

x+c—a] (4.65)

Percebe-se que por ser independentg, (%‘tﬁ =0. Além disso, claramente temos:

2 2
0¥ -0e%¥ -0 (4.66)
0X oy
e portanto:

'y Oy _

o a0 (4.67)
Além disso:
« y(x0)=a+ (bla) x=C(x,0,t) (4.68)
e plxl)= o EC)X:C(X,I,t) (4.60)
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. ploy)=a+L - Ay = cloy.) (4.70)

(d-b)

— Y= c(L.y.t) (4.71)

« y(Ly)=b+

Ou seja, sao satisfeitas as mesmas condi¢des teramao problema formulado para

C(x,y,t). Assim:

w(x,y,t) = C(x,y,t) =(x, y.t) (4.72)

satisfaz o Problema Homogéneo Fundamental. Portanto

Clxy.t)=a+ (b;a)x+|—y[(d_C)l(b_a)x+c—a}+

o AT o O

com

+X{(d _C)_(b_a)x+c—a}H B;en%Tx Bsenn:—ﬂydydx (4.74)

sera a solucao procurada para este problema bigiometh

4.3.3 Equacéo Bidimensional — Difusdo Pura Ndo Horgénea e Contorno Homogénea

Chamaremos de problema de difusao pura ndo homagerendicbes de contorno

homogéneas a EDP:

ow 0°w  0%w
— = ¢ + + gix,Vy,t 4.75
o (axz ayzj g(x,y.t) (4.75)

sujeito as condi¢cbes de contorno homogéneas:
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« w0,y,t)=0, parat >0 (4.76)

. vv(L,y,t)=O, parat > 0 4.77)
« w(x,0t)=0, parat > 0 (4.78)
. vv(x,l,t)=0, parat > 0 (4.79)

e a condic¢do inicial:
o wxy0)= f(xy). (4.80)

Se néo houvesse a presenca do tegqu y,t) na equacgao diferencial, pela secéo

anterior saberiamos que a solucao seria:

W(x,y,t):Zie

n=1 m=1

A, E‘senTxE‘senl—y (4.81)

Isso conduz a pensar na solugao do problema cardo tseforma:

w(x, y,t) = iZan(t)B;ennTnx B;enrr:—ny. (4.82)

n=1 m=1

Isso leva naturalmente a pensar na expansao esn Sefri

(x y,t ) ii gnm( )B;en—xﬁsenrr:—ny (483

n=1 m~1

Admitindo-se paravv(x, y,t) as condicfes segundo as quais € permitida a daadva
termo-a-termo da série que a define e que esmd@iderivadas converge para a respectiva

derivada da fungae(x, y,t), obtém-se:

oW & Nnir m7T
ow _ hr 4
™ ;; W, ()E:osTxE‘senl—y g4)
2 © oo 2
gxgvz_zz[”{j o {)cser ™ xrsen™ (4.85)
n=1 m=1
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a_vyv =ii¥wnm(t)ﬁsennTnx Eo#y @)8
n=1 m~1
2 o o 2
4 e —ZZ(ET] w,,,(t) Ben L xsen 2 y (4.87)
ay n=1 m=1 I L I
%_\:v = iiw;m(t)ﬂsen%x E'Bennl]—ﬂy. (4.88)
n=1 m=1

Dessa forma:

g(gxw 6Wj gii(nzﬂz m2ﬂ2

n=1 m=1

jm%m&ﬁﬁe#¥zx@eﬁ%zy (4.89)
e pela ortogonalidade das funcoes:
sennT]2 X e sen¥ y (4.90)

obtém-se, para cadee m:

Wy (t) i (t) = W (t) (491

(nzﬂ2 mzan

L? |2

a qual € uma equacao diferencial ordinaria lindara vez que para=0 tem-se:
w(x,y.0)=> > w,,(0) E‘aennTﬂx E‘senn:—ﬂy (4.92)

n=1 m=1
vale a condicao inicial:

A4

|
) I F(xy) E’sennTﬂx E’sennl]—” ydydx (4.93)
0

W,,(0) =

O t—yr—

conforme ja se sabe da expanséd:(ﬂx: y) em Série de Fourier.

Isso da o apanhado completo sobre o0 método de agmrdao problema de difusdo

pura ndo homogénea, mas com condi¢cdes de contomogéneas.
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4.3.3.1 Caso 2

Aqui formulamos um problema que pretende simuladifasdo de determinado
produto poluente em um canal muito longo, mas tarngura ndo pode ser desprezada. Ha
uma fonte poluidora localizada no inicio do rio,egioga para o leito do rio produtos
poluentes com uma concentrac&fx,y,t). A concentragdo varia parabolicamente com a
posi¢ado e o produto é periodicamente langado tmdei rio com 16 horas entre uma emisséo

e outra. Nessas condi¢des podemos formular o pnabdia seguinte maneira:

a—C=g(62(23+azfj (4.94)

at o dy

sujeito a:
- cloyt)= qo(t)l—y(l—l—yj (4.95)
. C(L,y,t)=0 (4.96)
. C(x,0,t)=0 (497
. C(x,1,t)=0 (4)98

e condicao inicial:

. C(x,y,0)=0 (4.99)
na qual:
@t) =0 para0<t < 28800 (4.100)
dt) = —se{ij para28800<t < 57600 (4.101)
28800
#t) =0 para57600<t < 86400 (4.102)

Conforme a sec¢dao anterior, definindo:
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w(x y,t)= —se{%}l—y(l—l—yj[l—%) (4300

tem-se:
ceeh Y[ Y)L
V= Se'{zssooj | (1 | jL (4.104)
W, =0 (4.105)
—_ moY,_x|1_2y
4= Se'{zssooj(l Lj(l |2j (4.108)
2
v, :I—Zser{%)j(l—%j (4.107)
w =——" co{ n jl(l—ij(l—lj (4.108)
‘28800 (28800 | | L
Facamos:
oy ) 0
a(x, y,t)= g( axlé/ + ayléjj_ 64t[/ . (4.109)

Explicitando-as temos:

b= ol st
| 28800 L/ 28800 28800/ | | L

(4.110)

Portanto, pelas consideracdes da secdo anterimemids resolver a equacao

diferencial parcial:

0°w  0%w ow
£ + +o(x yt)= — 4.111
(axz ayzj g(x y.t) p (4.111)

sujeito a:
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. w(0,y,t)=0 (4.112)

. w(L,y,t)=0 (4.113)
. w(x,0,t)=0 (4.114)
. w(x,1,t)=0 (4.115)

e condicgéao inicial:
w(x,y,0)=0. (4.116)

Para resolvé-la deve-se expressar a fung@q y,t) como uma Série Dupla de

Fourier, isto é:

2|izs 'ﬁzssooj[ %} 28800 {zggoojTy(l_Tyj[l_%j -
AN

Utilizando o método de projecdes ortogonais, quempe obter cada um dos

(4.117)

coeficientes da expansdo, multiplicaremos a equétad?7) porser{%), comi fixo de

ambos os lados e teremos:

[2% Se'{ fz;%ooj[l_%) ' 28;[0000{ zggoo]l_y['l_l_y}(l_%ﬂ se'ﬁiij )
“ZE a0 Tt 1) T

Integra-se a equacao (4.118) na varidvde 0 até., no lado esquerdo da equacéo

(4.118)

resultara:
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L .
2;9 ser{ i co{ i Ji(l_zj j(l—ijser{ﬂj dx
| 28800 28800 28800/ | )] L L

L

i

(4.119)
" i 7
[ olx y,t)ser{—jdx =
5 L
L ngeyE U j+ T CO{ m JX(]_—XJ . (4120)
Tl 12 28800/ 28800 28800/ | |

A mesma operacao de integracdo no intenox < L, no lado direito da equacao

(4.118) resultaré:

S5 6.0 s 2 sz

n=1| m=1

L
2

Analisando a integral presente na equacao (4.p21t¢ebe-se que ela se anulara toda

vez quen # i, gracas a ortogonalidade das funcdes

se{%j e ser{iﬁj. (4.122)
L L

Uma vez quen € o indice da série de senos na variawel foi fixado, em algumas

. . : ~ L
oportunidades teremas=1i e, portanto o resultado da integracéo sezra:

Juntando os resultados das equaces (4.118), J4£X20L21) resulta:
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> i s e 171
—|—-se + co =1-=||=
Yl 28800/ 28800 28800/ | I

= %mi:‘i 9, (t) se{@}

Relembrando o processo de projecdo ortogonal segratth componente senoidal da

(4.123)

Série de Fourier, sera realizado esse processoneove. Para isso, agora multiplicaremos a

equacao (4.123) porer{ JllTyj e integraremos na variayetle O atd.
No lado esquerdo da equacéao (4.123) resultara:

| . | .
,252 ser{ 4 jJ' ser{ﬂjdy+ L co{ 4 jji(l—ijser(ﬂjdy
i 7t 28800/, I 28800 28800/, | I I
]

st 2o

(4.124)

un2| ] {28800} 144001 3;73 ] {28800]
(4.125)

No lado direito da equacgéo (4.123) resultara:

Zg.m jse{ j {Jlnyj (4.126)

m—l

0 sem# j eli sem=j

|
79 (t) (4.127)

Juntando os resultados das equacdes (4.123), @1(25)27) tem-se:

2¢ m _
[1_( 1) [u 7l e'(zssooj 144001 T 28800)}_49” ()

(4.128)
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ou ainda mais explicitamente:

[1 ] ser{ n j j
ij 7l 28800 3600]3772 28800

(4.129)

Dessa forma, para determinarmos a soluv;éxx y,t) em forma de Série de Fourier

devera ter seus coeficientes, dependentes apemnasatisfazendo a EDO:

i2 j2
(O] o+ Iz w0
i1 8¢ m '
=[1-(-1) se
[ ( ) ]LJ ml? '{28800j 36001 3772 28800)}
(4.130)
Para resolvé-la, multiplicamos pelo fator integeant
e[%+j—§]n2r
e'" ! (4133

££+j—2 7T
_fi- () [e .zJ o of 1), )
-0k szﬂzse 28800 360013772 28800

(4.132)

(4.133)
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(4.134)

Designando, para facilidade de escrita:

ped i egs T (4.135)
' L2 12 ©2880(° '

Entao:

t i[eﬂfwi. (r)]dr = [1 ]I e’ serlfr) dr +
{ dr ij 7l I (4.136)

I [ ]j e’ coddr)d

" 3600] 772

As integrais sao elementares e depois de resolkedatiarao em:

e (7)1 =€ w (t)-w; (0)=

=fi-(-1) }{ij = Veﬁser(ﬂ)ﬂ: ie;com) + ﬂ '

|2 [&ﬂsedm)+ pe* cod6t) - /3}}

3600 *7° B2+ 62

(4.137)

Portanto tem-se:

[1 }{ 8¢ {ﬁ’selr(é’t)—49(;()5(6t)+ee_[ﬁ } )

ij 77l [ +6°

|12 {Hser(é't) + Bcod6t)- pe }}

+
3600j *7° [+ 07

(4.138)

49



Conforme exposto nas colocacfes das secbes aei;erirsolugéoc(x, y,t) do

problema:

ac _ (92C o%C
—— =g +
ot x> oy’

sujeito a:
. o y,t)=¢(t)|—y(1—|—yj

. C(L,y,t)=0

0

. C(x,O,t)

. c(x,I,t)=0
e condicao inicial:

. C(x,y,O) =0
é a funcao:

C(x,y,t) = w(x, y,t) +(x,y.t)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)

onde w(x,y,t) é uma dupla Série de Fourier de senos cujos temtis s&o oW (t) e

l/I(X, y,t) € a funcéo auxiliar ja definida anteriormente.

4.4 Equacéo Bidimensional — Difusdo-Adveccao

Nessa secdo mostraremos que o estudo do fenOmenpresenca de adveccéo pode

ser reduzido ao estudo do modelo de difusdo puoa, yma mudanca adequada de

coordenadas, desde que sejam constantes as corgsodenvelocidade e de dispersdo no

modelo advectivo-difusivo.
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A equacao que descreve o modelo bidimensional fis&ti-advec¢do em regime
transiente € dada por:

9C _ aC _ aC _ 9°C . 9°C _

i MR VRl vy AC. 146)
sujeita as condic¢des:
« C(x,y,0)=f(yt) (4.147)
« C(0,y,t)=A(y,t), parat >0 (4.148)
. C(L,y,t) = B(y,t), parat > 0 (4.149)
« C(x,0,t)=D(xt), parat> 0 (4.150)
e C(x,,t)= E(x,t), parat > 0 (4.151)

Como no modelo unidimensional precisamos reduté goblema a um problema de
difusdo pura mediante uma escolha adequada deveigri@ com condicdes iniciais e de

contorno adequadas.

Portanto considere que

2 2
a—C:KaC2:+MaC2:+Na—C+Pa—C+QC (4.152)
ot 0X ay 0X ay

ondeK, M, N, P e Q sdo constantes.

Introduzimos uma nova funcég(x,y,t) relacionada com a funga6(x,y,t) pela

equagao:
C(x,y,t) = e [(x, y,t) (4.153)

na qualy, y e 8 sdo constantes a serem determinadas. Substitsn@-153) em (4.152)

obtemos
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ap _, 0°C ., 0°C oC oC

= +M +(2KA+N)—+(2Mu+P)—+
ot ox? oy’ ( ) ox (2Mps-+ ) oy (4.154)
+(K)l2 +Mu? +NA + P,u+Q—6?)C
2 2
Esta equacéo, por sua vez, se redu%_%a: Kg—f+ M g f , pela escolha adequada
X y

de u, y e 6, asaber:

_-N __-P
ﬂ__l

N2 P2
2k T 2am B

0=Q-————.
Q4K 4M

185)

Portanto este problema pode ser reduzido a um emablde difusdo pura

considerando:

y=— eg=-4-L -V (4.156)

_u
K="~ %20 A 4w

Quanto as condi¢cbes de contorno (4.148), (4.14R150) e (4.151), elas serdo

satisfeitas poC(x, y,t) = e”#*% [#(x, y,t) se e somente se:

. c(0,y,t)=e”?Ax,y) (4.157)
. C(L,y,t)=e""%B(x,y) (4.158)
. C(x,0,t)= e 4D(x,y) (4.159)
. C(x,1,t) = e 4E(x,y) (4.160)

Novamente deve-se ressaltar que o problema, cosidavacfes descritas acima, foi
transformado num problema matematicamente mais lesmge tratar, semelhante ao
problema de difusdo pura. Porém as condi¢cdes deefra ndo sdo homogéneas e ainda
dependentes do tempo, embora seja homogénea g@omucial.
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CAPITULO V

RESULTADOS E ANALISES

Uma vez obtidos os modelos propostos, o preseriéula tem como objetivo
apresentar resultados gerados através da computagdmlica. As simulacdes foram
realizadas no softwarklatLab Posteriormente apresentaremos algumas comparagQdes

resultados existentes na literatura.

5.1 Computacao Simbdlica

De acordo com COTTA ET AL. (1997), a ciéncia da patacao foi fortemente
marcada com o desenvolvimento da computacdo sicab grande vantagem do uso da
computacdo simbolica € que a mesma utiliza simlpacs representar objetos mateméticos e
as suas computacdes sdo exatas de acordo conrass akgggbricas. Em outras palavras, esta
avaliacdo automatica de expressdes simbolico-@aslié de grande importancia, pois fornece
uma imensa reducdo de esfor¢o dedutivo humano.rédtgdo torna-se possivel através da
linguagem simbdlica presente no softwit@lLab (MOLER, 2004).

5.2 Resultados do Modelo Unidimensional
5.2.1 Caso 1 — Difusao Pura

Vejamos um problema formulado para simular a ddu$& um determinado poluente
para uma situacdo em que as condicbes de cont@aon&o homogéneas e com

caracteristicas constantes.

DadaC(x,t) temos:

0C 0°C
g .
ot ox? »
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. C(0,t)=hy(t) = B, (constante), ent > 0 (5.2)

. C(L,t) = h,(t) = B, (constante), em> O (5.3)

. C(x,0)= f(x), para0< x< L (5.4)

De acordo com as consideragcdes do capitulo libl@cd&o do problema, com difusédo

pura, é dada por:

-n?rPet

C(xt)=B, +(|31;L80)x+i Ae v sennTm (5.5)
) 3
na qual:
7% 4x &p.

083t

Esse primeiro caso teste consiste numa descargalwente no inicio de um rio. Esta
descarga € considerada continua e constante. €oasiel ainda que no final deste rio ndo

haja mais concentracdo de poluente. O coeficiemtdifdsividade na direcdo longitudinal é

considerado constante e os dados de entrada eftdidak na tabela 1:

Dados de Entrada

B, (m/s) 1
B, (m/s) 0
L (m) 10
£ (m/s) 1

Tabela 1: Caso 1 — difusé@o pura

O gréfico abaixo ilustra os resultados obtidos pareoncentracdo do poluente em

instantes de tempo arbitrariostdd,0 s €=10,0 s.
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Figura 5.1: Gréfico de comparacao de resultados paro modelo unidimensional - difuséo pura

Verifica-se que ha uma boa concordancia com ostaeeis graficos encontrados por

Dias (2003), como mostra a figura 5.1.

5.2.2 Caso 1 — Adveccéao-Difuséo
Vejamos 0 mesmo problema acima, mas agora conmo tea adveccao.

DadaC(x,t) temos:

C aC _ d°C
+U &

o e, T -C (5.7)
. C(0,t)=h,(t) = B, (constante), ent > 0 (5.8)
. C(L,t) = h(t) = B, (constante), em> 0 (5.9)
. C(x,0)= f(x), para0< x<L (5.10)

De acordo com as consideracdes do capitulo liblegdo do problema, com difusdo

pura, é dada por:
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C(x,t) = e {BO +(B¥LB°) x}e“’t + iwn (t)sennTnX (5.11)
-

v(x,t) W(x,t)

na qual:

()=—2re - e[y - ]t—l. (5.12)

Para o caso do problema com adveccéo temos as seanaateristicas do problema

de difusdo pura, sendo acrescentado para esseocpsedil de velocidade. Os dados de

entrada estdo definidos na tabela 2:

Dados de Entrada

B, (m/s) 1
B, (m/s) 0
L (m) 10
g (m/s) 1
u (m/s) 1

Tabela 2: Caso 1 — adveccao-difusédo

O grafico a seguir ilustra os resultados obtidos @aconcentracdo do poluente em

instante de tempo arbitrario t€10 s.
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t=10% Dias 2003

Cixt)

Figura 5.2: Gréfico de comparacao de resultados paro modelo unidimensional - adveccao-difuséo

Verifica-se que ha uma boa concordancia com odtaess graficos encontrados por
Dias (2003), como mostra a figura 5.2. A inclus&onghis termos na série atenuaria ainda

mais as oscilacdes existentes no presente resultado

5.2.3 Caso 2 — Difusao Pura

Agora formularemos um problema que simule novamartspersdo de um poluente
sob condi¢cdes de contorno ndo homogéneas, poréa des vamos fazer com que essas

condicOes de contorno variem linearmente com o éemp

DadaC(x,t) temos:

Liog eazf (513
ot ox
. C(0,t)=hy(t) = At +B,, emt >0 (5.14)
. C(L,t)=h(t)= At+B,, emt> 0 (5.15)
. C(x,0)= f(x), para0< x< L (5.16)
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Mais uma vez, conforme as consideracfes do cagltuld solucdo para o problema

acima é dada por:

Clxt)= At+B, + (AL B)=(AL+ B

L
(5.18)

o s
+gx)+> AR E‘sennTnX
=1

Onde qi(x) € uma correcao a fungéz(x,t) de modo que satisfaca as condicbes de

fronteira.

Portanto a fungég(x) é definida por:
#x) :M(x2 = Lz)x+i(x— L)x. (5.19)
Como C(x,0) = f(x) os coeficientesh, s&o definidos por:
_EL _ _(Bl_BO) _ } n7x
A= Lﬂ f(x) B, T X qo(x) seanx. (5.20)

O segundo caso teste a ser analisado consisteneat@ numa descarga de poluente
no inicio de um rio. As condi¢des de contorno t&mgortamento linear. Considera-se ainda
que no final deste rio ndo haja mais concentragdpotlente. O coeficiente de difusividade

na direcao longitudinal € considerado constantes elawlos de entrada estdo definidos na

tabela 3:

Dados de Entrada

A, 1
A 0
B, 1
B, 0
L (m) 10
t © 10

Tabela 3: Caso 2 — difuséo pura
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Os gréficos abaixo ilustram os resultados obtidasa pdiferentes coeficientes de

difusdo em instantes de tempo arbitrarios que wadet=0 s até=10 s.

—o

T8 |
|— 10

Figura 5.3: Modelo unidimensional de difusédo
pura para € =0.05 m/s

—o

T8 |
|— 10

Figura 5.4: Modelo unidimensional de difusédo
pura para £€=0.3 m/s

—o

|—s
1 — 10}

Figura 5.5: Modelo unidimensional de difusédo
pura para £=0.7 m/s

Figura 5.6: Modelo unidimensional de difuséo
pura para £=1.0 m/s

Com esses resultados graficos podemos percebeyugueo maior o coeficiente de

difusdo maior é a difusdo do poluente no meio auad que corrobora a afirmacao de que

o coeficiente de difusividade representa a faadkdaom que cada soluto em particular se

move em um determinado solvente.
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Considerando o comportamento da dispersdo de uuoemtel para o coeficiente de
difusividade da figura 8, podemos agora constroirproblema fisico com um rio de 200 m

de comprimento e 5 m de largura e ainda com osrdeguwlados de entrada:

Dados de Entrada

A 1
A 0
B, 1
B, 0

g (m/s) 1.0
t 3600

Tabela 4: Caso 2 — difuséo pura

O grafico abaixo ilustra o resultado gerado patareentracdo de um poluente de

acordo com os dados acima:

50
12500
=
5
= 12000
é 100
5 11500
L
150
200
0 1000 2000 3000
Tempo

Figura 5.7: Concentracdo do poluente durante 1h
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5.2.4 Caso 2 — Adveccgéao-Difuséo
Vejamos 0 mesmo problema acima, mas agora conmo teée adveccao.

DadaC(x,t) temos:

ocC . oC 9°C
+

ot ok T fae ¢ &2
. c(0t)=h,(t) = At+B,, emt >0 (5.22)
. C(L,t)=h(t)=At+B,emt> 0 (5.23)
. C(x,0)= f(x), para0< x< L (5.24)

De acordo com as consideracdes do capitulo libl@cd&o do problema, com difusédo
pura, é dada por:

C(xt) = e {AOHBOJr[AlHBl—(AbHBO)] } M +ZW ()Sen_

L
v(xt) w(x.t)
(5.25)
na qual:
)
_n’et [2’725 ] e - -1
-2 v 1-pt+1 1
w(0)= enn : n[znz};( ey ] 2 2 (5.26)
_ n*me
: S

Novamente para o caso do problema com adveccac tammesmas caracteristicas
do problema de difusdo pura, sendo acrescentadogsae caso o perfil de velocidade. Os
dados de entrada estdo definidos na tabela 5:
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Dados de Entrada

A 1
A 0
B, 1
B, 0
L (m) 10
g (m/s) 1.0
u (m/s) 0.17
t 10

Tabela 5: Caso 2 — adveccao-difusédo

Os graficos abaixo ilustram os resultados obtida pliferentes valores da constante

de decaimento em instantes de tempo arbitrariovaugm det=0 s até=10 s.

L] R R R e PR ERPPTERs 2 L] R R R R T L PP LTS P T P E TP SEPPPEIPPRERS 2
4 4
8 ............................................................ 6 8 ............................................................. 6
_ —s3 _ —s3
B_{ 6 ........................................................... — 10 B_{ 6 ............................................................ — 10
[ [
AL pe e T e T N AL pee e T e R R
2_ ....................................................................... 2 ....................................................................
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
Figura 5.8: Modelo unidimensional de advecc¢éao- Figura 5.9: Modelo unidimensional de advecc¢éao-
difusdo para 1=0.2s™ difuséo para A=0.5s™
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B_{ 6_ ........... —10
o ; :
Qb T ..........................
Db ....................
0 ;
0 2 4 3] g 10

Figura 5.10: Modelo unidimensional de advecc&o-dis#o parad=1.0 s

Os resultados apresentados para diferentes vabtaesonstante de decaimento
confirmam a definicdo de que a constante de dec&imedica a velocidade com que o
material organico é degradado em meio ao rio. Quauatior o valor da constante mais rapido
o material organico é degradado e, consequentenreethor € o desempenho do processo
(COSTA et al 2007).

Fixando a constante de decaimento &m 1.0s™ e assumindo os mesmos valores da

tabela 5, os graficos abaixo ilustram os resultadbsdos para diferentes valores de

velocidade, novamente em instantes de tempo atbgrdue variam de=0 s até=10 s.

12
—0
L] R R R R R TP T T PP b P E P PP EER P SERPPPEIEPPRERS 2
s

Figura 5.12: Modelo unidimensional de

Figura 5.11: Modelo unidimensional de )
adveccéo-difusdo parai=0.5 m/s

adveccéo-difuséo parai=0.17 m/s
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0 ;
0 2 4 6 8 10

Figura 5.13: Modelo unidimensional de
adveccao-difusdo parai=0.8 m/s

5.3 Resultados do Modelo Bidimensional
5.3.1 Caso 1 — Difusao Pura

DadaC(x,t) temos:

ac _ (9%C a%C
— =g +
ot x> oy’

. C(O,y,t):a+@y,parat>0

. C(L,y,t):b+wy,parat> 0

. C(x,O,t)=a+(b;a)x, parat > 0

. C(x,l,t):c+(d|jc)x,parat> 0

sujeita a seguinte condicéo inicial:

Cix)

140 T
120t S LRI EE PRI ...........................
100 S AU ..........................
6 5
80__8 .............................. ............................
—10 g
B bt ..........................
QO b ...........................
L ERRRRE I i B .............................
0 ;
0 2 4 B g 10

Figura 5.14: Modelo unidimensional de

adveccao-difusdo parai=1.0 m/s

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)
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. C(x,y.0)=F(x,y).

(5.32)

De acordo com as consideragcdes do capitulo IV|ug&o do problema, com difusdo

pura, é dada por:

Clxy.t)=a+ (b;a)x+l[(d_C)l(b_a)x+c—a}+

na qual:

(5.33)

(5.34)

Este primeiro caso teste do modelo bidimensioa# thovamente de uma descarga de

poluente no inicio de um rio. Esta descarga € derasila continua e regida linearmente. Os

coeficientes de difusividade nas direcdes longialdie transversal sdo considerados

constantes e os dados de entrada estao definidabela 6:

Dados de Entrada

a 1
b 0
C 0
d 0
L (m) 15
I (m) 4

Tabela 6: Caso 1 — difusé@o pura
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Os gréficos abaixo ilustram os resultados obtidesa pdiferentes valores do

coeficiente de difusividade.

2.1

Ciy

Figura 5.15: Modelo Bidimensional de Difusédo
Pura para £=0.05m? /s
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: : 2
0.4 ....................... .......................... ...........
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::HO.S ...................... .......................... .......... H
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L — 10
Z
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D o o ....................... ...................
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Figura 5.16: Modelo Bidimensional de Difusédo
Pura para £=0.3m?/s
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Figura 5.17: Modelo Bidimensional de Difuséo
Pura para £=0.7 m? /s
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Figura 5.18: Modelo Bidimensional de Difusédo
Pura para =1 m?/s
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5.3.2 Caso 2 — Difusdo Pura

DadaC(x,t) temos:

a_C:g(azf+azfj (5.35)
ot ox= oy
sujeito a:
- cloyt)= qp(t)l—y(l—l—yj (5.36)
. C(L,y,t)=0 (5.37)
. C(x,0t)=0 (5)38
. C(x,1,t)=0 (5)39
e condicao inicial:
. C(x,y,0)=0 (5.40)

De acordo com as considera¢cdes do capitulo IV|ug&o do problema, com difusdo

pura, é dada por:

Cleyt)= _Se'{zssoojTy(l_Tyj(l‘%j + 202 Win(1) Sen x[sen y
(5.41)
na qual:
L e
(5.42)
|2 gser{6t) + Bcodét) - Se”
3600nm°*77° [+ 62 :
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O segundo caso teste do modelo bidimensionaldeatana fonte poluidora localizada
no inicio do rio, a qual joga para o leito do rfogutos com uma concentragé}ﬂx, y,t) de

um determinado poluente. A concentracao varia péicamente com a posicéo e o produto é

periodicamente langado no leito do rio com 16 herdse uma emissédo e outra.

Os coeficientes de difusividade nas direcoes lodgal e transversal séo
considerados constantes e os dados de entradafgsiidab na tabela 7:

Dados de Entrada

L (m) 200
I (m) 5
t(s) 720

Tabela 7: Caso 2 - difuséo pura

Os gréficos abaixo ilustram os resultados obtidasa pdiferentes valores do

coeficiente de difusao.

Cly .t Clxy )

50

100

Comprimento
Comprimento

150

200
0 200 400 500 0 200 400 500

Tempo Tempo

Figura 5.20: Modelo bidimensional de difusédo

Figura 5.19: Modelo bidimensional de difusédo
pura para £€=0.01m?/s

pura para £=0.00Im? /s
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Figura 5.21: Modelo bidimensional de difusédo
pura para €=0.1 m? /s

Clxyt -

50

100

Comprimento

150

200

0 200 400 600
Tempo

Figura 5.22: Modelo bidimensional de difusédo
pura para €=1.0m? /s

Novamente esses resultados graficos mostram quetogquaaior o coeficiente de

difusdo maior é a difusdo do poluente no meio am&D que corrobora a afirmacdo de que

o coeficiente de difusividade representa a faalédaom que cada soluto em particular se

move em um determinado solvente.

Outro aspecto importante € verificar como compséta@ concentragdo do poluente em

relacédo ao tempo. Os dados de entrada sédo defimidiadela 8:

Dados de Entrada

L (m)

200

I (m)

5

£ (m?/s)

1.0

Tabela 8: Caso 2 - difuséo pura

Os graficos abaixo ilustram os resultados obtidwa giferentes valores de tempo.
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Figura 5.23: Modelo bidimensional de difuséo

Comprimento

pura para t=14400 s
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Figura 5.25: Modelo bidimensional de difusédo

pura para t=43200 s
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Figura 5.24: Modelo bidimensional de difusédo
pura para t=28800 s
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Figura 5.26: Modelo bidimensional de difusédo

pura para t=57600 s
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Figura 5.27: Modelo bidimensional de difusédo Figura 5.28: Modelo bidimensional de difusédo
pura para t=72000 s pura para t=86400 s
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Figura 5.29: Modelo bidimensional de difusédo pura gra t=2 dias
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Os resultados graficos acima mostram o comportandaiconcentracdo do poluente

para um periodo inteiro de dois dias. Neste seqatemos perceber que a concentragdo do

poluente fixa-se proximo a fonte, uma vez que B&ws o0 termo de adveccao.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

Este capitulo resume as principais conclusfes adbtidtravés dos resultados
apresentados no capitulo V. O trabalho propostvaisim maior entendimento do problema
de dispersédo de poluentes em rios e canais por deeinétodo de separacdo de variaveis,

suas aplicacdes e restricoes.

Utilizamos tal método para resolver os modelos iomedsionais e bidimensionais
para a dispersao de poluentes em rios e canags msidelos foram desenvolvidos para perfis
de velocidade e difusividade constantes. Os remgdtapresentados foram gerados a partir de

formulagGes em regime transiente.

O método de separacdo de varidveis se mostrowz efi@aobtencdo das solugdes
apresentadas nos capitulos Il e IV. Tal métodsipdgou a obtencéo de solugcdes robustas
gue contornam 0S custos computacionais associaduodalos puramente numéricos. Estas
solugdes foram implementadas pelo uso da computagébdlica através do software
MatLab que reduziu de forma consideravel o tempo de psaceento para obtencdo dos

resultados gréficos.

A principal limitacdo do método proposto reside fato de ndo ser um método
aplicavel a modelos de dispersao com perfis decidadde e de difusividade variaveis. Nestes

casos novos métodos ja vém sendo desenvolvidasneoapdos.

O objetivo deste trabalho foi propor um método itical como solucdo ao problema
em questdo. Com os resultados do capitulo anteriorétodo se mostrou adequado e com
resultados satisfatorioQs resultados provenientes do cédigo computacimradtruido para
o casol do modelo unidimensional foram verificagoaficamente, além de verificados

através da comparacao com resultados ja existeatésratura.

Portanto, podemos perceber, através do modelonandional, a eficacia do método

utilizado por meio de uma boa aproximacgéo com tadas existentes na literatura e expandir
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essa aplicacao para o modelo bidimensional, obtaesdion novos resultados que podem ser

usados na verificacdo de modelos numéricos.

Pretende-se dar prosseguimento ao presente walwalhcluindo os resultados
bidimensionais com presenca de adveccdo e consdieras modelos apresentados em
regime estacionario. Outra extensao natural dedtedle@ € a consideracdo de um modelo
tridimensional de dispersédo de contaminantes @mtoegime estacionario quanto em regime

transiente.

Posteriormente, outras consideracdes relevanteassgae dizem respeito aos perfis
de velocidades e de difusividades serem variaveendo assim qual seria o0 melhor método a

ser empregado.
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