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Abstract

In this work we formulate two spin-1 integrable models of particles with size. In stochastic
version, the first model describes the dynamics of diffusion and reaction of a single species of
molecules in a discrete one-dimensional lattice, where the size of the molecules is an integer
multiple of the distance between the sites of the lattice. The second model describes the diffusion
of two distinct types of molecules not necessarily equal in size. For the exact solution of the
models, we use the so-called matrix product ansatz that is a new formulation of Bethe ansatz.
We also present in this work a brief review of Ising Model, Heisenberg and Hubbard models,

the Bethe ansatz and the matrix product ansatz.



Resumo

Neste trabalho formulamos dois modelos integraveis de spin-1 de particulas com tamanho.
Na versao estocastica, o primeiro modelo descreve a dinamica de reagao e difusao de uma tinica
espécie de moléculas em uma rede unidimensional discreta, onde o tamanho das moléculas é um
multiplo inteiro da distancia entre os sitios da rede. J& o segundo modelo, descreve a difusao
de dois tipos distintos de moléculas com tamanhos nao necessariamente iguais. Para obter a
solugao exata dos modelos, usamos o chamado ansatz do produto matricial que é uma nova
formulacao do ansatz de Bethe. Também apresentamos neste trabalho uma breve revisao dos

modelos de Ising, Heisenberg e Hubbard, do ansatz de Bethe e do ansatz do produto matricial.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo principal deste trabalho é a formulagao de modelos integraveis de spin-1 de
particulas com tamanho. Para obter a solucao exata dos modelos usaremos o chamado ansatz
do produto matricial que é uma nova formulagdo do ansatz de Bethe — BA (que podem ser
vistos como uma generaliza¢ao nao-linear da série de Fourier). Antes de iniciar a descrigao dos
modelos e do ansatz do produto matricial — MPA, é importante explicar o termo “modelos
integraveis” que tem origem no estudo de modelos de teorias de campo em 1+ 1 espago-tempo
dimensoes. Este termo se refere a uma familia particular de equacoes diferenciais exatamente
soliveis cuja solugao pode ser obtida por meio da versao quantica do método de espalhamento

inverso. O exemplo mais famoso de modelo integravel é a equacao Sine-Gordon
[hp(x,t) + m?sin(x,t) =0 (1.0.1)

para campos escalares \(x, t) relativisticos, onde 0 = V? — éat. Por outro lado, o BA foi de-
senvolvido primeiramente em um contexto diferente. Descrevemos abaixo a sequéncia historica
do desenvolvimento deste ansatz assim como do novo ansatz do produto matricial.

A histéria do surgimento e desenvolvimento de sistemas exatamente soltuveis, contendo mui-
tos corpos em interacao, teve origem em diferentes areas da Fisica. Como por exemplo, no
estudo de redes de spins unidimensionais iniciado por Bethe nos anos 30, nos trabalhos de
Onsanger e Baxter em mecanica estatistica classica em duas dimensoes, e na teoria de espa-
lhamento de muitos corpos com matriz S fatorizavel (veja, por exemplo, | ]). Embora
estes modelos exatamente soliveis sejam de natureza distintas, todos eles podem ser descri-
tos por um ansatz apropriado. Este ansatz é tradicionalmente chamado de ansatz de Bethe,
desde sua formulagao original por Hans Bethe em 1931 | ]. Este ansatz foi posterior-
mente generalizado por Hulthen, Yang e Yang, Lieb, Sutherland, Baxter, Gaudin, e outros
[ ; ; ; |. Um sistema de muitos corpos é considerado exatamente soltivel
ou integravel, se seu Hamiltoniano tém um ntmero infinito de cargas independentes conservadas
(para um modelo de rede de spins uni-dimensional) ou na matriz de transferéncia (associada

a um modelo bi-dimensional da mecénica estatistica). Enquanto modelos nao interagentes sao



trivialmente integraveis, pois neste caso a dinamica de muitos corpos se reduz a dinamica de um
unico corpo, os modelos de muitos corpos interagentes nem sempre tém solucao exata. Com o
ansatz de Bethe os modelos interagentes exatamente soluveis se reduzem a um problema de dois
corpos interagentes. Isto significa que a matriz de espalhamento de muitas particulas é igual
ao produto de matrizes de espalhamento de duas particulas. Este fato leva a necessidade de
satisfazer uma relacao de auto-consisténcia para a matriz de espalhamento de duas particulas.
Esta relagao é conhecida como equagao de Yang-Baxter | |, sendo o ponto fundamental
para a exata solubilidade desses modelos.

Em desenvolvimento paralelo, o método do espalhamento inverso quantico foi construido
em | ; ; |. Este método relaciona o ansatz de Bethe a teoria das equagoes
diferenciais completamente integraveis. Estas equagoes diferenciais, chamadas de equacoes de
solitons, podem ser resolvidas através do método do espalhamento inverso classico, que por
sua vez pode ser visto como uma generalizacao nao-linear da transformada de Fourier. No
método do espalhamento inverso quantico surge um objeto mateméatico, chamado de matriz
R, que desempenha um papel fundamental no estudo dos modelos exatamente soliveis. Uma

importante propriedade da matriz R é que ela satisfaz a equagao de Yang-Baxter:

Riz2( — V)Ri3(1)Ras3(Vv) = Ras(v)Ryz(H)Ria(p — V), (1.0.2)

onde os objetos Rqp sao operadores lineares no produto tensorial de trés espacgos lineares Viag =
Vi®V,o® Vs, e os parametros W e v, chamados de parametros espectrais, sao niimeros complexos.
O operador Rqp é 0 embedding canonico de um operador ﬁab que atua em Vg ® Vi, em Vo3
(por exemplo, Ry = Rys ® I5, onde I3 é o operador identidade em V3). Para uma revisio sobre
as solugoes da equagao de Yang-Baxter (1.0.2) veja, por exemplo, | ]. E ainda importante
mencionar que a matriz R é um gerador de modelos exatamente soliveis. Isto porque, dada
uma representagao para a matriz R, é possivel construir um modelo de vértice da mecanica
estatistica exatamente soltvel. Com esta técnica muitos modelos foram formuladas e exatamente
resolvidos (veja, por exemplo | ]). Além disso, baseado neste método foi formulado o
ansatz de Bethe algébrico. Este ansatz também esté relacionado a teoria da matriz S fatorizavel
de Zamolodchikov | |; & teoria dos modelos de redes exatamente soliveis da mecanica
estatistica (veja, por exemplo, | : : : ]); e a teoria de campos conforme
[ ; |. Esta relacao entre modelos integréveis da teoria de campo (relacionados
a equagoes diferenciais com solugoes exatas) e modelos de redes bi-dimensionais da mecénica
estatistica (relacionados a um problema de auto-valores de uma matriz de transferéncia T) é
obtida a partir da discretizagdo do espago-tempo | ; ].

Desde o trabalho pioneiro de Bethe | | para a resolu¢ao do modelo Heisenberg, o ansatz
de Bethe, assim como suas generalizagoes em diferentes formulages (coordenada e algébrico),

provou ser uma ferramenta muito eficiente para a descricao dos auto-vetores de um grande



numero de cadeias quanticas unidimensionais, e matrizes de transferéncia bi-dimensionais para
problemas muito mais complexos do que o do modelo de Heisenberg (para uma revisao veja,
por exemplo, | : : : | e também | : ]). Por outro lado, apesar
de todo o sucesso do ansatz de Bethe na resolucao desses problemas, um grande niimero de
modelos de interesse fisico nao podem ser tratados de forma exata. No entanto, a partir de
meados dos anos 80 | ; ; ; |, descobriu-se que varios modelos nao
exatamente soluveis tém a auto-func¢ao do seu estado fundamental (auto-vetor com menor auto-
valor) exatamente descrita através de um ansatz chamado de ansatz do produto matricial. E
importante salientar que, diferentemente do ansatz de Bethe, que descreve auto-vetores em
geral, no caso desse ansatz do produto matricial, apenas o estado fundamental do sistema pode
ser exatamente descrito. Neste ansatz, as amplitudes do estado fundamental sao expressas em
termos de um produto de matrizes, ou mais geralmente em termos de um produto de geradores
de dlgebras quadraticas | ]. Em um contexto distinto, este ansatz do produto matricial
também foi aplicado com sucesso no calculo da solucao exata para a distribuicao estacionaria
de probabilidades de alguns modelos estocésticos uni-dimensionais | |. Tsto foi possivel
gragas a similaridade entre a equagao mestra, que descreve as flutuagoes temporais desses
modelos, e a equacao de Schrodinger com tempo Euclidiano. Tal similaridade permite associar
um Hamiltoniano quantico a esses processos estocasticos. O exemplo mais simples de um desses
processos estocasticos é o problema de difusao assimétrica de particulas excludentes em uma
rede discreta unidimensional, onde o operador de evolugao temporal, que governa as flutuacoes
temporais do modelo, coincide com o Hamiltoniano anisotréopico do modelo de Heisenberg
[Der; : : |, também chamado de modelo XXZ anisotrépico. Este modelo de
exclusao assimétrica é exatamente soluvel pelo ansatz de Bethe, devido a sua relacao com o
modelo de Heisenberg.

Do estudo dos processos estocdsticos unidimensionais, surgiu recentemente uma formulagao
diferente de um ansatz do produto matricial, chamado de ansatz do produto matricial dinamico
[ ; |. Diferentemente do ansatz anterior, para os modelos onde ele pode ser aplicado,
este ansatz permite escrever as distribuicoes de probabilidades, para tempos arbitrarios, em
termos de um produto de matrizes dependentes do tempo. Este ansatz do produto matricial
dindmico mostrou-se inicialmente valido no problema de difusao assimétrica de particulas na
rede | ; ; ], e mais recentemente | ; | sua validade foi também confir-
mada para os casos do modelo exatamente integravel de difusao assimétrica de duas espécies
de particulas na rede.

A validade deste ansatz para sistemas exatamente soliveis, descrevendo auto-estados quais-
quer em termos de um produto de matrizes dependentes do tempo, motivou a conjetura de
que todos os Hamiltonianos unidimensionais e matrizes de transferéncias bi-dimensionais exa-

tamente soltveis, relacionados ou nao aos processos estocasticos, poderiam também ser resolvi-



dos por um ansatz do produto matricial | ; ; ; | apropriado. Neste ansatz,
diferentemente do ansatz do produto matricial dinamico, as matrizes nao dependem do tempo
e sua validade é esperada para todos os modelos soliveis pelo ansatz de Bethe, descrevendo
assim, quaisquer auto-funcoes em termos de produtos de matrizes. Usando este novo ansatz
foi possivel derivar resultados previamente obtidos através do ansatz de Bethe para um grande
numero de redes quanticas com uma ou duas leis de conservagao globais, como por exemplo,
o modelo XXZ; o modelo de spin-1 de Fateev-Zamolodchikov; o modelo de Izergin-Korepin;
o modelo de Sutherland; o modelo t-J; o modelo de Hubbard, e outros [ : ]; as-
sim como a solugao exata do problema estocastico de exclusao assimétrica de particulas com
tamanhos arbitrarios | | e generalizagoes; e modelos de vértices com a solugao exata da ma-
triz de transferéncia do modelo de seis-vértices definido na rede quadrada [J07]. Neste ansatz
do produto matricial, as componentes das auto-fungoes dos modelos exatamente soluveis, que
de acordo com o ansatz de Bethe sao normalmente dadas por uma combinacao nao linear de
ondas planas, agora sao descritas por produtos de operadores, ou matrizes, com propriedades
algébricas apropriadas. Estas propriedades algébricas das matrizes que definem o ansatz sao
fixadas impondo a validade da equagao de auto-valor para o operador do modelo integravel.
A maior vantagem do ansatz, na solucao e na busca de novos modelos exatamente soltuveis,
¢ sua simplicidade de ser implementado de forma unificada para os mais diversos problemas
[ ; ; ; J-

Neste trabalho faremos uma revisao de alguns modelos integraveis, do ansatz de Bethe em
sua formulacao original (chamado de anstaz de Bethe coordenada), e do novo ansatz do produto
matricial. Além disso, formulamos modelos integraveis de spin-1 de particulas com tamanho. No
capitulo 2 sao apresentados os modelos de Ising, Heisenberg e Hubbard. O capitulo 3 é dedicado
a obtencao da solucao do modelo de Heisenberg pelo ansatz de Bethe coordenada. O solucao
do modelo de Heisenberg anisotrépico com exclusao de longa distancia, obtida pelo ansatz do
produto matricial, é apresentado no capitulo 4. No capitulo 5 formulamos os modelos de spin-1
de particulas com tamanho e obtemos suas solucoes através do ansatz do produto matricial.

Finalmente, no capitulo 6 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Os Modelos de Ising, Heisenberg e Hubbard

Neste capitulo vamos fazer uma revisao de trés modelos unidimensionais muito importantes
para a fisica do Estado Sélido. Sao eles, os modelos de Ising, Heisenberg e por fim, o modelo de
Hubbard. Discutiremos a Hamiltoniana para cada um dos trés modelos. A partir da formulacao
da Hamiltoniana do sistema estudado, extrairemos propriedades termodinamicas dos modelos.
Estamos ainda interessados em casos particulares onde esses modelos possuem solucao exata.
Para que isto acontega, os modelos quanticos em rede discreta (Heisenberg e Hubbard) devem
ser unidimensionais, e os modelos cldssicos em rede discreta (Ising), devem ser em uma ou duas
dimensoes. Além disso, nos modelos que estudaremos, vamos considerar apenas interagoes entre
primeiros vizinhos. Vale a ressalva de que, modelos com dimensao maior tornam o estudo muito
complexo, e nao tem como resultado uma solucao analitica, sendo necessario o uso de métodos
aproximativos, campo médio ou solucoes numéricas.

Inicialmente, estudaremos o Modelo de Ising. Este modelo de spins clédssicos foi o primeiro
modelo proposto para se estudar o ferromagnetismo. Veremos como a FEnergia do modelo é
construida através dos spins dos seus constituintes e, em seguida, como é possivel obter quan-
tidades fisicas, tais como: Calor Especifico, Energia Livre, e propriedades magnéticas como a
susceptibilidade magnética e o comportamento da magnetizacao do objeto estudado. Em se-
guida, mostraremos como lidar com o Modelo Quantico de Heisenberg, introduzindo o modelo
isotropico XXX e o anisotrépico XXZ, apenas introduzindo uma constante de anisotropia A.
A base matemadtica para a construcao desses modelos é a algebra do grupo SU(2), conhecida
como a Algebra do Momento Angular. Em suma, abordaremos um pouco a respeito do modelo
de Hubbard, este que surgiu na tentativa de explicar a transicao Metal-Isolante e o comporta-
mento magnético dos metais de transigao. O modelo de Hubbard também é muito utilizado ao

tratarmos de materiais supercondutores em altas temperaturas.

2.1 O Modelo de Ising

O Modelo de Ising, proposto pelo fisico e matemadtico alemao Ernest Ising (1900-1998) foi a
primeira tentativa de explicar o fendomeno do Magnetismo através de uma teoria microscopica.

Curiosamente, o estudo foi sugerido pelo seu orientador, também alemao, Wilhenlm Lenz (1888-
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1957). O modelo unidimensional foi resolvido na sua tese de Doutorado, em 1924. Modelos em
duas dimensoes sao, no geral, mais dificeis de serem solucionados, devido justamente a sua
complexidade. Neste caso, a solucao levou exatos 20 anos para ser obtida pelo fisico Lars Onsa-
ger, vencedor do prémio nobel de quimica, em 1968. Onsager mostrou que em duas dimensoes,
existia uma temperatura critica tal qual, abaixo dela o modelo estudado era magnetizado. Em
1924, os resultados tedricos mostravam que o modelo unidimensional apresentava uma fase fer-
romagnética apenas a temperatura nula, falhando na descricao do magnetismo dos materiais.
Na época nao se sabia que a auséncia da fase ferromagnética era um efeito da baixa dimensao
do modelo (unidimensional).

Muitos modelos na fisica da matéria condensada podem ser vistos como uma extensao direta
do Modelo de Ising. Veremos na proxima seccao que o modelo de Heisenberg sera uma extensao

do modelo aqui estudado. Existem outros casos que evidenciam isto, porém nao trataremos
aquif Il J
2.1.1 Consideracgoes Gerais do Modelo

O modelo é o de um magneto. Assumimos que um magneto é composto por moléculas
que estao vinculadas em sitios numa grade regular. Cada molécula possui o seu magneto mi-
croscopico, uma espécie de agulha magnética, que ird se orientar sobre um certo eixo prefe-
rencial. Por simplicidade, Ising considerou que cada i-ésima molécula possui-a duas possiveis
configuragoes, denominada pela varidvel classica de spin oy, "up”(+1 paralelo ao eixo) ou

”down” (—1 anti-paralelo ao eixo), tal que:
o={oq,...,on}, (2.1.1)

seja o conjunto com todos os N spins do sistema. Vale ressaltar que no modelo quantico Hei-
senberg mudou esta variavel ’classica’ por operadores de spins.

O nosso interesse é o de extrair informacao fisica do modelo estudado. Para isso, precisamos
construir a Hamiltoniana que, obviamente, sera funcao dos spins ¢’s. Costuma-se construi-la

em duas partes
E(o) = Ey(0o) + Eq(0), (2.1.2)

sendo que, Eq(0), advém das forcas intermoleculares dentro do magneto. Ja E;(0) é resultado

da interacao entre os spins individuais e o campo magnético externo aplicado, ou seja
Ei(o)=—H) o, (2.1.3)
i

de tal maneira que H é proporcional a componente do campo Magnético na direcao do eixo pre-
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ferencial antes citado. Portanto temos que realizar esta soma sobre todos os sitios. Ressaltamos
que 0; ¢ o momento magnético da molécula 1. Outro fato interessante é que, fisicamente, o mo-
mento magnético de uma molécula ird apontar para qualquer dire¢ao, nao apenas up or down.
Estudaremos em seguida um modelo mais geral, e com spin quantico, o Modelo de Heisenberg.

Devido toda esta discussao, podemos escrever a funcao de particao como sendo:

Z(H,T) :Zexp{— [EO(G)—HZGi] /kT}. (2.1.4)

o

Finalmente, o termo Eq(0) da Hamiltoniana (2.1.2) é devido a interacao dos spins na grade.

Define-se, no caso mais simples, com interacao entre dois sitios por
Eo(0) =] ) oi0j, (2.1.5)
L,j

onde a constante J define o tipo de interacao, isto é, se for positivo, temos um modelo ferro-
magnético. Pois o estado de menor energia ocorre quando todos os spins apontam na mesma
direcao. Neste caso a interacao ferromagnética tende a alinhar os spins do sistema ao campo
aplicado. Se o valor for negativo, teremos o caso anti-ferromagnético. Para J nulo, nao ha

interacao entre os spins.
2.1.2 A Obtencao de Propriedades Fisicas

A energia livre de um sistema termodinamico é sempre proporcional ao tamanho do sistema.

Espera-se portanto, que o limite

f(H,T) = —kT lim N~'InZy(H,T), (2.1.6)

N—o0

onde f(H, T) é a densidade por sitios da energia livre, exista. Ja a energia interna por sitio pode

ser obtida a partir de (2.1.6) como:

0 [f(H,T)
. S
u(H, T)=-T 3T { T ] (2.1.7)
Portanto o calor especifico por sitio é dado por
CH.T) = (M, T) (2.1.8)
9 - a—l— 9 . 1.

Analisando o comportamento do calor especifico para dimensdes maiores ou iguais a dois,
verifica-se que mesmo a campo magnético nulo, mesmo em uma aproximagao | | o calor
especifico é descontinuo para uma certa temperatura chamada de temperatura critica. Diferen-

ciando a fungao de particao com relagao ao campo magnético e usando a expressao para energia
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livre, mostra-se que:

M(H,T) = —%f(H,T), (2.1.9)

e como a Energia nao muda ao trocarmos a orientagao dos campos e magnetizacoes e as fungoes

de particao e energia livre sao funcoes pares de H, temos que M é uma funcao impar
M(—H,T) = —M(H, T). (2.1.10)

Conhecida a Magnetizacao M(H, T), temos que:

IM(H,T)

H.T) =
x(H,T) M

. (2.1.11)

2.1.3 O Modelo de Ising Unidimensional

Consideramos por simplicidade, uma grade unidimensional com N sitios, j = 1,..., N, com

interacao apenas entre os spins vizinhos. Neste caso a funcao de particao é dada por:

Zn ZZeXp{KZGjO'j+1+hZ a]}, (2.1.12)
o j j

onde definimos K = J/kT e h = H/kT. Devido a interagdo apenas entre primeiros vizinhos, a
exponencial da funcao de particao pode ser fatorada em termos envolvendo apenas dois spins

proximos, portanto

Zn =) V(01,05)V(0s,03)V(03,04)...V(on, 01), (2.1.13)

onde
/ / 1 /
V(o,0') =exp {KO‘O‘ + §h(0+ o), (2.1.14)
sao elementos de uma matriz simétrica V, tal que
V(o,o') =V(0’,0). (2.1.15)
Desta forma, a funcao de particao pode ser reescrita como:

Zn = Trace VY, (2.1.16)
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tal que V corresponde a soma sobre todas as configuragoes dos sitios com a rede. Esta matriz
é conhecida por matriz de transferéncia.
Seja, X1 e X, auto-vetores de V, e P uma matriz dois-por-dois que diagonaliza o sistema,

podemos mostrar que:
In =M+ AN, (2.1.17)

onde escolhemos A; como sendo o maior dos auto-valores, ou seja, |[A;/As] > 1, resolvendo a

equacao de auto-valores e auto-vetores, obtemos que
f(H,T) = —kT In[eX cosh(h) + (e¥ sinh?(h) + e~ 2¥)z]. (2.1.18)

Assim, a Magnetizacao sera:

Ksinh(h
M(H,T) = —— h) (2.1.19)
[e2K sinh*(h) + e—2K]2
que é uma funcdo analitica | | dependente de qualquer valor real de H e temperatura posi-

tiva. Porém, uma func¢ao analitica nao possui derivadas descontinuas. Portanto, nestas condigoes
T > 0, nao havera transicao de fase, pois se h = 0 temos M(0, T) = 0. S6 havera magnetizacao
por sitio nao nula quando T = 0, o que ¢ inconsistente para descrever o ferromagnetismo a
temperatura nao nula.

Podemos calcular o valor médio da interagao entre quaisquer dois sitios como sendo
(0105) = Z\ ' TraceSVI SV, (2.1.20)

onde S é uma matriz diagonal e a condigao 0 <j —1 < N seja satisfeita. O mesmo vale para

B TraceSVN

(o) 7. (2.1.21)

sendo que vale ressaltar a invariancia sobre translacao que ¢é explicitamente mostrada nas ex-

pressoes acima. Surge uma nova forma de calcular a magnetizacao do sistema, visto que

M(H,T) = (ov). (2.1.22)

2.2 O Modelo de Heisenberg

E convencional introduzir as bases matematicas aqui utilizadas antes de prosseguir com o
estudo do Modelo descrito na préxima secao. Trataremos com elementos de um certo espago

vetorial U, cujos elementos sao obtidos a partir do produto Tensor U ® U.
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Define-se as matrizes
tal que {A, B} € V. Algumas propriedades do produto tensor sao:

(A®B)(C®D) = AC®BD,
(A®B)! = A leB (2.2.2)
(AB)T = AT@B".

Vamos usar as matrizes de Pauli, mais a identidade, que juntas formam uma base para as

matrizes 2 X 2. O produto tensor de A ® B sera entdao uma matriz de dimensao 4 x 4. Assim,
a;; a
A= G @) (2.2.3)
Q21 Qg2

by b
B=| " |, (2.2.4)
b21 b22

o produto tensor A ® B é definido como:

dado as matrizes

e também

a;pbi apbie apby; apbi

a a b b a; b a; b a;ob a;ob
11 12 2 11 12| _ 11021 11022 12021 12022 ' (2'2'5)
Qg1 Qg2 bar ba az1bi; ag by axbir axnbis

Q2:1ba1  ag1boe  ageba;  axba

2.2.1 Algebra do Grupo SU(2)

Este grupo nada mais é do que o grupo que define a algebra do momento angular, dada por
[Ji, J51 = thegi, (2.2.6)

de modo que J*, e J* sdo os geradores desta algebra. Outras relacoes satisfeitas sao:
071 =25 [J5]5] =4 (2.2.7)

Mais a respeito d& algebra SU(2) e da matemética aqui descrita pode ser vista em | .

O Modelo de Heisenberg, cuja fundamentacao matematica é a algebra do grupo SU(2), nada
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mais é que uma versao quantica do modelo de Ising para explicar o fenomeno do magnetismo.
Estudaremos o caso unidimensional, caso este que deu origem a uma &area de estudos chamada
de sistemas integraveis quanticos.

Consideramos que cada sitio de uma grade unidimensional possui uma agulha magnética
quantica de spin %, livre para rotacionar. Representamos o espaco local de auto-estados do
sistema por C? com base na direcao de z composta pelos vetores de estado que possuird as

componentes de spin 1) e |}) dada por

1) = (3) )= (g) (2.2.8)

A dimensao total W do espaco é proporcional ao produto tensor de spins consistindo em

um nimero N de sitios
W=CeC- - o C% (2.2.9)
Os operadores de spin sao representados, para cada sitio, como:
N 2.2.10
i _§O—i7 Ere{x7y7z’}7 ( . )

onde as matrizes de Pauli sao dadas por

. (10
0" = .
0 —1

A Hamiltoniana do modelo de Heisenberg vem do produto escalar de dois magnetos (aco-
plamentos de dipolos magnéticos), considerando apenas a interagdo dos vizinhos préximos.

Portanto:

H=Y (JuoTol,, +Jyo¥o?,, +J.0%0%,,), (22.11)

1
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onde o acoplamento Jg é tido como constante sobre a grade. Este é o modelo XYZ (Quando
Jx #Jy #J- ). Quando Jx = J, # J. temos o modelo XXZ, e quando Jx = J, = J. temos o
modelo XXX. Em seguida, apresentaremos outro caso.

Novamente surge a importancia das condicoes de contorno para a grade. Tais condigoes
podem ser justificadas pelas interacoes dos elementos da grade com as bordas. Entao, sempre

que necessario, faremos:
x+ N =q«, (2.2.12)

conhecida como condicio periédica de contorno.

2.2.2 0O Modelo XXX

O Modelo XXX ¢é o caso isotrépico de (2.2.11) quando Jx =], =], = —%. Para isso, vamos

reescrever a Hamiltoniana em termos das matrizes 071 = 0 ® I; e também oy =1 ® 0. Assim:

0010
0 1 10 0001
Y = ® = , (2.2.13)
10 01 1000
0100
00 —i 0
0 —i 10 00 i
oY = Y - ‘. (2.2.14)
i 0 01 10
0 1
10 0 0
10 10 01 0 0
0% = ® - (2.2.15)
0 —1 01 00 —1 0
00 0 —1

Por outro lado:

'Em um elemento de um determinado material, os 4&tomos nos extremos opostos (bordas) devem ser consi-
derados interagentes. As propriedades Termodinamicas do sistema independem destas condicOes para sistemas
finitos, entretanto, tais consideragoes geram importantes resultados realisticos que sao medidos em laboratorio.
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N
a
Il 2R
— I
o = _
o =
—_ O
® N———
P ®
e O
— o
-

) S =
\/ v
Il I
° <9 -2 o o = o

. (1o 1 0
0-2 - ® =
01 0 —1

o O O =

o O O

- o o o _ o O O

o = O O

o = O O

—1

Entao, a Hamiltoniana de dois sitios pode ser escrita como:

1
_ X X Yy Yy z Z
Hi; = —= (0703 + 0{ 035 + 0703),

2

(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)

(2.2.19)

onde foi escolhido o sinal negativo para J. Neste caso, a Hamiltoniana descreve a interacao

1

ferromagnética de dois magnetos com spin 5.

Podemos ainda reescrever essa hamiltoniana (2.2.19) como

1
ng - 5]1—?,

(2.2.20)

onde P é o operador que permuta a configuracao entre os sitios 1 e 2, chamado de Operador de

Permutacao, dado na forma matricial por:

o O O =
S = O O
o O = O
_ o O O

O Operador Coproduto 6 é definido por:

§(X) =X+ X=X RI+TRX,

(2.2.21)

(2.2.22)
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onde X € {o%F, 67}. O caso mais geral, para N particulas sera:

SN =) Xi=IeIe - eXele - ®L (2.2.23)

O coproduto comuta com a Hamiltoniana, visto que o argumento é fungao das matrizes de

Pauli. Este fato advém da simetria da algebra su(s). Ou seja,
[H, 8™ (20)] =0, (2.2.24)
onde para o caso de N sitios

H=2 3 (ofol, +o¥ol,, +ofol.,). (2.2.25)
i
o caso mais geral (exatamente soluvel). A comutac¢do da Hamiltoniana com AMN) significa que

a mesma conserva o nimero total de spins para cima.
2.2.3 O Modelo XXZ

Temos o modelo XXZ ao introduzir uma anisotropia no sistema na direcao de z. Isto ocorre

quando temos uma interagao J, diferente das outras componentes. Vamos escolher por simpli-

_A
2

XXZ é também chamado de Modelo de Heisenberg-Ising. A Hamiltoniana desse modelo é dada

cidade, Jx = Jy = —% e, = onde A é chamado de parametro de Anisotropia. O modelo

por:

H= 3 Z (o¥o},, +oYol, +Acfol,,). (2.2.26)
i

A expressao (2.2.26) estd definida no espago de Hilbert, cuja dimensao é a mesma dada pela
equagao (2.2.9). Para descobrirmos o comportamento exato deste modelo anisotrépico, devemos
analisar o sistema sob ponto de vista da constante de acoplamento A. Devemos levar em consi-
deragao as condiges de contorno (2.2.12) nos sitios. Esperamos também que a teoria descrita
pelo modelo XXZ, bem como o XXX, seja invariante ao atuarmos o operador de translacao.

O caso A # 1 foi resolvido em 1931 pelo fisico, vencedor do Prémio Nobel de Fisica de de
1967, Hans Bethe. Surge entdo o famoso Ansatz de Bethe. Sendo que, para A = 1, voltamos
para o modelo de Heisenberg XXX. Ou seja, a interagao dos spins de vizinhos na grade se da
de forma isotrépica (Mesmo comportamento em todas as diregoes.). Existem outros casos para
a constante de acoplamento, se A — 0, o modelo é chamado de XY, pois a componente z dos

spins nao contribuird para a energia. Quando analisarmos os extremos A — 400, voltamos
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para o Modelo de Ising. Para verificarmos isto, basta tomar:

_ H
iy =l 3

1
- 75 Z 070711
i
1
= - D Tt (2.2.27)
i

de forma que T = £1 (Spin). Dizemos, devido a este limite, que o modelo XXZ é o Modelo de

Heisemberg-Ising. Definimos o operador total de spin o®

5(c)=0"=> of, (2.2.28)

andlogo ao visto em (2.2.23). E possivel mostrar que, dada esta definicao, a relacao de comutacao
[H,0%] =0, (2.2.29)

¢é sempre valida. Esta comutagao é consequéncia da conservagao do spin total do sistema pela
Hamiltoniana. Temos que ressaltar a importancia da terceira componente da construcao de

(2.2.26), devido a interagao A. Esta componente terd um espectro de valores dado por

NN 1 N +2 N +1 N
272 2 T2 T2
Vimos o caso em que o modelo XXZ retorna para o modelo de Ising A — +o00. Se A é muito
grande,
H 1 _
1=3 Z TiTiv1 + O(A™Y), (2.2.30)

construimos os seguintes estados do sistema:

... 1) = ((1]) ® (é) ® - ® (é) (2.2.31)
o= (o (Voo (7). o2

Isto significa que todos os spins estao alinhados para cima ou para baixo, sendo a interagao

ferromagnética A > 1.
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Se A < 1, ocorre justamente o oposto. Os spins antiparalelos sao favorecidos e o modelo serd
anti-ferromagnético. Outros valores da constante de acoplamento torna o sistema nao trivial.
Como exemplo dessa nao trivialidade, vamos olhar para a Hamiltoniana de dois sitios, temos

que
His = —(0"® 0+ 0¥ ® 0Y + Ao” ® 07) (2.2.33)

mas, calculando separadamente termo a termo, obtemos:

0 0 01
0O 010
X ®o* = 7 (2.2.34)
01 00
1 00O
e também
0 00 —1
0 01 o0
oY ®aoY = ) (2.2.35)
0 1 0
-1 00
e
A 0 0O O
0O —-A 0 0
Ao* ® 0% = (2.2.36)
0O 0 —-A 0
0 O 0 A
Portanto
—-A 0 0 0
0 A -2 0
Hy = . 2.2.37
2 0 -2 A 0 ( )

O Conjunto de auto-valores p(A) sao extraidos ao calcularmos

P(A) = det(H;p — Al),
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logo temos que calcular

—A—A 0 0 0
0 A=A =2 0
det = 0. (2.2.38)
0 —2 A=A 0
0 0 0 —A—A

O resultado do determinante acima é
(A —=A)2(AZ—20A + 722 —4) =0 (2.2.39)

e asraizes sao A = —A, A=A —2e A=A+ 2. Se A > 1 o estado fundamental do sistema
possui energia E = —A| sendo a energia correspondente aos auto-estados [11) e [|l), ou seja,
o caso ferromagnético. A magnetizagao é equivalente ao Spin total S*. Este resultado pode ser
generalizado para qualquer valor para o nimero de sitios.

Quando A < 1, o auto-estado correspondente a menor energia E = A — 2 serd

W) =111) + 1)

e a magnetizagao é nula. Neste caso temos um estado anti-ferromagnético. O estado fundamental
¢ duplamente degenerado quando A = 1. Neste caso temos o que é conhecida como uma
transicao quantica de fase, ou seja, uma transicao que nao ocorre devido a flutuagoes térmicas
e sim ao variarmos os parametros na construcao do Hamiltoniano. A introducao do parametro
anisotropico A nos possibilita distinguir a fase magnética do sistema, pois o comportamento seja
ferromagnético ou anti-ferromagnético depende unicamente de como funciona o acoplamento
dos spins da rede. Portanto, se A > 1 o estado do sistema sera ferromagnético, A < 1 anti-

ferromagnético e quando A = 1 teremos um estado multi-degenerado.

2.3 O Modelo de Hubbard

O Modelo de Hubbard é um dos modelos mais importantes da fisica da matéria conden-
sada. Trata-se de um caso especial da interagao de elétrons com forcas de curto alcance em
uma dimensao. Este modelo foi introduzido na tentativa de explicar a transicao Metal-Isolante
(Transi¢ao de Mott) e o magnetismo dos chamados metais de transicdo. O modelo também
descreve o comportamento dos materiais que possuem correlagoes entre os elétrons com bandas
estreitas. Um exemplo disso sdo os materiais supercondutores em altas temperaturas | ].
Neste caso, os elétrons de conducao estao situados em sitios discretos em uma grade, podendo
saltar de um sitio para um vizinho proximo. O modelo foi extensivamente estudado por Yang
e Gaudin, e também por Lieb e Flicker em 1967. Em seguida alguns avancos foram obtidos por
Lieb e Wu, em 1968.
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No modelo de Hubbard, os elétrons encontram-se em sitios discretos em uma grade, e os
elétrons se movem pela grade seguindo uma dinamica descrita por um Hamiltoniano com in-
teragoes envolvendo apenas os vizinhos préximos. Se duas particulas (elétrons) estiverem no
mesmo sitio, sua energia de interacao é dada por uma constante U > 0. Logo esta energia
potencial sera proporcional a ao nimero de sitios duplamente ocupados. A energia potencial do
sistema serd o produto da energia de interacao U pelo niimero de sitios ocupados. Por exemplo,
se duas particulas estao no mesmo sitio a energia de interacao U sera sempre maior ou igual
a zero. Contudo, temos que levar em consideracao sempre que, pelo Principio da exclusao de
Pauli, particulas com o mesmo spin estao proibidas de ocuparem o mesmo sitio. Entao, estas
interacoes serao dadas somente pelas particulas de spins opostos.

De acordo com | |, os estados semi-cheios chamados na literatura por ”half-filled” (um
elétron por sitio), sdo sempre estados de um material isolante se U > 0. A transicao de Mott
de metal para isolante ocorre quando U = 0. Existe uma energia de ”gap” que se opoe a adicao
de uma nova particula ao sitio. Ou seja, a continuidade das excitagoes das ondas-de-spins nao
possuem essa energia de gap, o que confirmou a hipotese dos autores de que a dinamica de baixas
temperaturas (caso em que um elétron ocupa cada sitio) refere-se a um isolante ferromagnético
de Heisenberg, composto por particulas de spin %

Dada as auto-fungoes e auto-valores de uma Hamiltoniana geral envolvendo elétrons, ou
seja, férmions de spin %, costuma-se escrever, em termos dos operadores criagao e aniquilagao

de particulas, o seguinte:

H:—tZ Z a;rH?Ga]—’G+U(n1,n2,...,nN), (231)
joo=t4{

sendo o numero total de particulas dado pela soma
n =al.a++al q (2.3.2)
j it SRR P e

e todos os niveis de energia do Hamiltoniano irao depender do spin total do sistema. Do
principio de Pauli, os niveis de energia dependem do spin S que assume os seguintes valo-

res (%N7 %N —1,..., %, 0). Os resultados dos estudos de Matthesis em 1961 em alguns casos
1

unidimensionais com um nimero finito de férmions mostrou que, para 0 ou S = 3,

possui-a tendéncia antiferromagnética. Recentemente, os estudos de Aizenman e Lieb em 1990

L
kT

o modelo

mostrou que a magnetizacao a uma temperatura = e campo magnético h, sendo N o

nimero de particulas, satisfaz
0 < M(B,h) < Ntanh(fh) (2.3.3)

onde a magnetizac¢ao é menos que o nimero de spins livres (menor que um gés fermionico inte-
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ragindo com energia cinética nula). Usando a nomenclatura bastante conhecida na literatura,
junto ao principio de Pauli, dois ”spinless fermions”em uma rede nao ocupam o mesmo estado
quantico, e ao introduzirmos uma interacao entre vizinhos proximos U, a Hamiltoniana pode

ser construida da seguinte forma:
N
%(t, U) =—t Z Z CJ{UC]'G + C;rdcig + U Z MNi4MNyy . (234)
(ij) © i=1

Outras formulagoes deste modelo podem ser vistas em | |, onde a Hamiltoniana possui
mais termos. Neste caso aqui citado, o Hamiltoniano define um problema de muitos corpos nao
trivial, porém continua sendo um modelo integravel.

Finalmente, apresentamos esta pequena revisao do modelo de Hubbard pois introduziremos,
no capitulo 5 deste trabalho, uma Hamiltoniana de spin-1 com duas leis de conservacao que
pode ser vista como um caso particular do modelo de Hubbard no limite U — oco. Neste caso
as configuracoes da grade onde temos ocupacao dupla ficam inacessiveis, resultado em apenas

trés configuragoes permitidas para cada sitio da rede (spin para cima, spin para baixo e vazio).



Capitulo 3

O Ansatz de Bethe

3.1 Introducgao

Junto as descobertas dos fisicos P. Dirac e W. Heisenberg a respeito da formulacao da
Mecanica Quantica, Hans Bethe, em 1931, obteve um resultado importante que estava em
aberto ao obter a solucao exata do modelo de Heisenberg. A importancia deste modelo vai
do tratamento de materiais super-condutores até teorias mais distintas envolvendo a Mecanica
Quantica. Na tentativa de descrever a fisica dos materiais ferromagnéticos, Heisenberg propos
uma modificacdo ao modelo de Ising. Esta, se deu através da alteracao das varidveis de spin
classicas por spins quanticos. Hans Bethe obteve a solucao exata desse modelo a partir de um
Ansatz conhecido atualmente como Ansatz de Bethe.

O chamado Ansatz de Bethe | |, inicialmente, propiciou a obtencao exata dos auto-
estados e auto-valores da versao unidimensional do modelo de Heisenberg para a interacao dos
spins de um material sélido. Suas contribuicoes foram de suma importancia no desenvolvimento
da fisica moderna, em especial da fisica do estado solido e da mecénica estatistica. Hans Bethe
obteve seu Phd. em fisica teérica na Universidade de Muniche, sob orientagao do extraordinario
professor Arnold Sommerfeld, em 1928. Seu artigo (1931), foi publicado na revista Zeitshrift
fiir Physik, num momento revolucionéario no cenario da teoria quantica.

No modelo de Heisenberg os momentos magnéticos efetivos (dtomos, elétrons) estao dispos-
tos em uma rede cristalina ordenada. A interacao entre esses momentos magnéticos quanticos
da-se pelo produto escalar Jj; S: - §j, onde S; é o operador de spin do momento magnético do
sitio 1 da rede. E também, Ji;, que é a constante que representa a intensidade da interacao
entre momentos magnéticos distintos. O Ansatz de Bethe é um método exato para a obtencao
dos auto-valores e auto-vetores resultantes do estudo de um modelo quantico de muitos corpos.
Temos a vantagem de conseguir distinguir os auto-estados, e caracteriza-los (dado um conjunto

de nimeros quanticos) de acordo com alguma propriedade fisica.

20
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3.2 Aplicagcao do Ansatz ao Modelo de Heisenberg

A Hamiltoniana do modelo de Heisenberg, ou modelo XXZ para uma rede unidimensional

de spins S;;, N sitios e nimero quantico s = %, e interagao apenas entre os vizinhos proximos,
é

H=—

DO [ ~—

N
Z [(GTGIH + 0-;0-;1) + ZGiZGiZH} ) (3.2.1)
i=1
onde vale as condigoes periddicas de contorno
ON+1 = 01 (3.2.2)

Os operadores levantamento e abaixamento dos spins sao dados por

+ _
0, =

(of £ioY), (3.2.3)

N | —

de modo que 0*, oY e 0% sao dados em termos das matrizes de Pauli. Também ressaltamos a
validade das seguintes relagoes de comutagao (constante h = 1)
(0%, 05] = 405800, (07,0, =20%8 00 (3.2.4)
A Hamiltoniana (3.2.1) atua no espago de Hilbert, cuja dimensao ¢ 2N dado uma base de
spin escrita |01, ..., on). Como consequéncia das relagoes de comutagao, os operadores de spin
(3.2.3), junto ao 0%, respeitam as seguintes regras — sobre atuagao nos vetores: ot [... 1...) —
O,0t..)..)=>[.. 1. 0,0 ]..4..0 =00 ..1...)=>|..}..),0%l...L..) =
—lyedf oty s L),
Em sua formulagao original, o Ansatz de Bethe, aplicado ao modelo de Heisenberg, requer
a chamada simetria de rotacao. Esta, que diz respeito a simetria sob rotagao com respeito ao

eixo z do espaco dos spins. A componente total de spin em z

N
z __ § z
0T = 0L,
n=1

é uma quantidade conservativa e comuta com a Hamiltoniana (3.2.1). Veremos que a atuacao
da Hamiltoniana sobre a base |0y,) resultard numa combinagao linear dos vetores da base,

envolvendo estados representados pelo nimero de spins down, dado por r. Escrevemos

N
of =5 - (3.2.5)

Podemos ainda mostrar que a Hamiltoniana de Heisenberg comuta com o operador de
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permutacao de Spins dado por

1 — —
Py = é{cri ® 05 + 1}, (3.2.6)
para isto basta mostrarmos que
[Jotoj +Joio] + Jotof, Pyl =0. (3.2.7)

Ou melhor, escrevendo separadamente da seguinte forma:
J[O—?O—;{a Pij] + ][U? 0—?7 Pyl + ][Uizﬁjz, P;] = 0. (3.2.8)
Contudo, faz-se necessario utilizar a seguinte identidade da comutagao:
[AB,C] = A[B,C] + [A, C]B. (3.2.9)

Se usarmos essas relacoes, obteremos:

J{o} [O-J?Ca Pyl + [0, Pij]o‘;} + J{o? [ij, Pyl + (o7, Pij]G}J}
+ J{ofloF, Pyl + [0%, Pylof} =0 (3.2.10)

E facil ver que a expressao acima ¢ igual a zero, visto que, sempre aparecera na multiplicacao

um termo equivalente a zero, do tipo

£ £ . .
lo7,071=0, i#], (3.2.11)
pois diferentes sitios comutam com os outros demais. Aparecerao outros termos do tipo [Gf, O'f/],

que nao necessariamente serao nulos. No entanto, esses termos aparecem em pares com sinais
diferentes, cancelando-se. Uma consequéncia importante da comutagao da Hamiltoniana com
o operador de permutacao é que os auto-estados da Hamiltoniana também serao auto-estados
do operador de translagao, quando impomos condigoes periddicas de contorno. O operador de

translacao é
T — PNfl,N PN72,N71 [P P273P172. (3212)

O estado do sistema em que v = 0, ou seja, todos os spins apontam para cima, correspondera

a um unico vetor

A) =111 ... 1),

de modo que, a equagao de auto-valores H\p) = Ey [p), nos d& diretamente o valor da energia
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do estado fundamental se | > 0,
N
Ey = —I—. (3.2.13)
4
Se r = 1, teremos que diagonalizar a Hamiltoniana em um bloco cuja dimensao serda N x N,

primeiramente fazendo

1 ikn
) = N g e n), (3.2.14)

onde (3.2.14) sdo também auto-vetores do operador de translacdo, tendo como auto-valor e'*,

onde

) = .. L ), (3.2.15)

sendo n a posi¢ao do spin para baixo.
Para verificar que (3.2.14) é auto-vetor do operador de translagao, vamos comegar com uma

combinagao geral dos vetores de base n),

N
W) = \/Lﬁnz_la(n) n), (3.2.16)
Observando o caso em que N = 4, temos:
W) = a ) + s ) + as 1) + a1 (3.2.17)

Porém, o operador de Translagao, faz a seguinte operacao:

T =11, Ty = —1), (3.2.18)

ou seja, translada a grade por inteira em uma unidade a esquerda. Se aplicarmos o operador T

em (3.2.17), teremos:

Thp) = ar 111 + ax L) + az [T + ag [1141) (3.2.19)
onde usamos a condicdo periédica de contorno. Seja e'* o auto-valor do operador translacio,
entao:

Thp) = et ), (3.2.20)
portanto,

ar TP + aa TP + as 1) + aa 14 = e™(a [111) +
g AT + ag 1) + aa [1114). - (3:2:21)
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Que tem como solucao a; = e**ay, ay = e*a;, ay = e**ay, as = e*ay e a, = e**a3. Logo

temos que:

apn=e™ " kn="— m=0,1,..,N—1. (3.2.22)

e também que e™*™N = 1. Se olharmos para a aplicagao da Hamiltoniana (3.2.1) em [n), dado

uma base com um spin down apenas (3.2.15), teremos:

I\/]z

Z Ul 1—0—1 |T\. =

0507, 1. Tt A1)

i=1
1
= 0l Il 14 Dy
1
= Z(n—2—2+N—n)!n>
1
= Z(N—4)In>, (3.2.23)

e também que

N
Y ooty = Y orof, Mt )
i=1 i
= In— 1> )
N
Y oforaln) = Y ofon M.t )
i=1 n
= n+1), (3.2.24)
onde usamos a condicdo periédica de contorno [0) = [N) e [N 4+ 1) = [1).

Com todos estes dados, obtemos a partir de uma equacao de auto-valores usando os auto-

estados (3.2.14), uma expressao para a energia, dada por

N —4

Eia(n) = —% <a(n— +an+1)+2 (T) a(n)) ,

portanto
E; = —Jcoshk + E,. (3.2.25)

O real Ansatz comeca a surgir quando olhamos para o caso em que v = 2. Bethe determinou

uma expressao andloga a (3.2.16), do tipo:

Wy= Y aln,m)ng,mn), (3.2.26)

1<T11<T12<N
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e seu Ansatz para os coeficientes a(ng, ny) foi uma combinacao nao linear de ondas planas
a(ng, ny) = Aetlkimitkena) 4 aveilkainatkeni) (3.2.27)

pois A e A’ sao funcoes de diferentes parametros espectrais k; e Ks.

A equacao de auto-valor que temos que resolver, neste caso, sera

H ) = Es 1), (3.2.28)

e a mesma nos dard trés tipos de relacoes para as amplitudes para os coeficientes a(n;,ny). A
primeira quando 1 < nq, Ny < N com n; + 1 < ny, nos fornecem as relagdes que fixam a forma
do auto-valor. A segunda relagao, quando 1 < ny, ny < N com n, = ny + 1, fixam a relagoes
entre as constantes A e A’. Finalmente, as relagbes onde n;y =1 ouny = L (L é a dimensao da
rede), fixam os parametros espectrais k; e Ko. Vamos considerar inicialmente o primeiro caso.

Se analisarmos uma base de spins r = 2 do tipo

I mg) = [ A L Y, (3.2.29)

ao aplicarmos a Hamiltoniana (3.2.1), resultarao seis termos. Os dois primeiros sendo resultado
do primeiro operador de spin 070, e 0s outros do 0~ 0. O resultado, olhando apenas para a

atuacao nas bases, sera

N
Y ofor, nime) = M+ 1n)+ngny+ 1)

i=1

N
Z 0, 07 M, me) = Ing —1,ng) 4+ ny,ne—1). (3.2.30)
i=1

. . . . -
O atuagao do operador 0707, ;, no caso em que os spins satisfazem a condicao ny, > n; +1,

resultard em :

N
D ofot, i) =

i=1

(n1—2—2+(n2—1)—(n1—|—1)—2—|—N—n2)ln1,n2)

(N —8)ni,mny). (3.2.31)

B ] e
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Portanto, aplicando o Hamiltoniano na (3.2.26) obtemos

2[E — E¢la(ny,ny) = J4a(ny,ny) —a(n; —1,ny)

—a(n +1,ny) —alng,ny —1)

—a(ng,ny +1)], ny >n; +1. (3.2.32)
Ja para o caso ny, =ny + 1, teremos:
= 1
D SiSTalumg) = (414 =1l —14 ot 141, ny)
i=1
1 / /
= Z(nl —2—14+N—ng)|ny,ny)
1
e também
N
Z oo I, +1) = ng,ny+2)
i=1
N
Y orof, 41 = ny—Ln+1), (3.2.34)
i=1
Sendo assim, uma equagao de auto-valor Hp) = E[); para (Ey = %), nos dara
2[E — Egla(ny,ny) = J2a(ng,ny)
— Cl(Tll — 1,T12) — a(nl,ng + 1)], n, =n; + 1. (3235)
Do primeiro conjunto (3.2.32), obtemos a energia usando (3.2.27)
E—Eo=] ) (1—coskj), (3.2.36)

j=1,2

ja o segundo, se subtrairmos do primeiro, tomando ny, = n; + 1, obtemos que
2a(ny,n; +1) =ang,ng) +ang +1,ny +1). (3.2.37)

Usando agora a (3.2.27) na (3.2.37), conseguimos uma expressao que relaciona os coeficientes
de (3.2.27) escrita da seguinte forma
A etlki+ksa) 11— 2eik1

E — _ei(lirkg) + 1 — QeikQ = S(klakQ)' (3238)
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Olhando para um numero qualquer de T, generaliza-se a expressdo dada em (3.2.26) da

seguinte forma:

) = Z a(ng,...,n) g, ...,ny), (3.2.39)

I<ny<---<n,<N

Considerando um conjunto A = {1,2,...,7} de modo que as permutacoes Py, P, ..., P; € A,
ou seja, (1,2)(2,1),(2,3)(3,2) ..., tem-se que as amplitudes em (3.2.39) s@o

a(ni,...n) = > Apgp,.p, exp (iZkfpjnj) (3.2.40)
j=1

Pef{l1,2,...,r}

Onde Ay, 5, p, sao constantes e a soma corre sobre todas essas permutacoes dos elementos do
conjunto { 1, 2, ..., r }. Para r = 2, por exemplo, retornamos & expressao (?7). Uma extensao

dos casos ja estudados, para qualquer valor de r, serda

2[E — Egla(ng,...,n;) :]ZZ[a(nl,...,nT) —a(ng,...,ng+o,...,n.)l,

i=1 o+l

I<nyn., <N, np>n+1, j=1,...,r, (3.241)

e também, que:

2[E —Egla(ng,...,n.) =] Z Z[a(nl,...,nr)—a(nl,...,ni—l—c,...,nr)]

(iFa)jatl oFl

+ ]Z[Qa(nl, coony)—ang, .oy —1Lny 4, ny) —anyg, .y, g+ 1L )]
x
Ny, +1 =Ny, + 1, 1<my,n. <N, Ny >Ny + 1, j 7& Yo (3242)

Andlogo ao procedimento anterior, a expressao para a energia é obtida da (3.2.41) usando
a (3.2.40)
T
E—Eo=J) (1—cosk), (3.2.43)
j=1
e a expressao para a relagdo entre os coeficientes (3.2.40) é obtida substituindo (3.2.43) nos

termos da equacao de auto-valores quando nj; =n; +1

2a(ny,...,ny,ny+1,...,n) =a(ny,...,ny,ny,...,ny)

+ a(nl, ey + 1,11]' + 1, NN ,TLT), (3244)

de onde obtemos
= —S(ki, k5)A 51, (3.2.45)
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fixando a relagao entre os coeficientes A _;

ei(ki—ij) + 1 _ 2€iki

S(ki, k) = T 11— 265 (3.2.46)
Usando este fato, temos parat =2, Ajs = A e Ay = A’
A = —S(ky, ko)A, (3.2.47)
com
S(ki, ko) = e 12 (3.2.48)

_ei(k2+k2) + 1 — 2¢tke ’

Finalmente, analisando o caso n; = 1 ou ny < L, teremos da equacao de auto-valor
E2(]—7n’2) = _]a(n27 L) _ Ia(27n2) - Ia(lanQ + 1) _ Ia(17n2 - 1) + 4ha(]-7n'2)7 (3249)

sendo que o termo diagonal, multiplicado por h, envolve a constante ] e também a energia Ey,
e fazendo uso das expressoes (3.2.36), (3.2.38) e também da condicao (3.2.48), junto a (3.2.49),
mostramos que:

et = —S(k;, ko),

e também que:
et = —S(ky, k).

Ou melhor,
et =Sk, ki), j=12 1=1,2 j#1L (3.2.50)

Generalizando para qualquer r, obtemos a chamada equacao de Bethe
T
et =—J[Sk.k), j=1....7 (3.2.51)
L#j

que é um conjunto de r equacgoes algébricas nao lineares.

Counsiderando a invariancia translacional devemos ter

amy,ng,....,ny)=e ™an; +mny+m,....,n, +m),
pois [¥) também & auto-vetor do operador translacio, e e'” com P = 2% sendoj = 0,1,...,N—1

sao os auto-valores do operador translacao. Devido a (3.2.40) obtemos

T 2 .
P=Y ki P:%, j=0,1,...,N—1. (3.2.52)
i=1
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Finalmente, os parametros espectrais ki,...,Kk, e consequentemente os auto-valores e auto-

vetores, sao fixados pelas solugoes da equagao de Bethe (3.2.51) para cada momento P.

3.3 A analise da Equacgao de Bethe

A equacdo de Bethe (3.2.51) é um sistema algébrico nao linear de 1 varidveis complexas.
Precisamos resolver este sistema para fixar os valores dos parametros espectrais e obter, assim,
os auto-valores do sistema. Precisamos dos auto-valores para obter a termodinamica do modelo.
Apesar de complexo, esse conjunto de equacgoes nao lineares pode ser resolvido analiticamente
no limite termodinamico (r — oc0), mas para isso a equagao de Bethe precisa ser rescrita de
forma mais adequada. Vimos que a relacao entre as amplitudes da funcao de onda do Ansatz
de Bethe ¢ dada pela expressao S(kj, ki), e mais a frente veremos como se dd o comportamento
do parametro anisotrépico A para o caso nao trivial, ou seja, diferente de um. Veremos que

neste caso, é possivel escrever:

ei(ijrk],) + 1— 2Aeik1 ’

S(kj, ki) = — (3.3.1)

o que nada mais é que relagoes de fases de espalhamentos complexos. Essa relacao entre as

amplitudes da fungao de onda do ansatz de Bethe pode ser reescrita como | ; ; ]
S(kj, ki) = et©kik) (3.3.2)

e sendo assim, da equacao de Bethe, ao tomar o logaritmo, pode ser reescrita da seguinte forma

[ J:
KL = 27A; — Z O(kj, ki), (3.3.3)
-1

sendo Aj nimeros quanticos que podem assumir valores inteiros ou semi-inteiros (tais valores
definem o auto-estado do sistema). Para lidar com a expressao isto, precisamos ainda utilizar
uma reparametrizacao kj — x;. A parametrizacao mais adequada depende do valor de Delta
(para detalhes de céalculo veja o livro | ]). O sistema ¢ ferromagnético para A > 1, anti-

ferromagnético para A < —1 e paramagnético para —1 < A < 1).



Capitulo 4

O Ansatz do Produto Matricial

4.1 Introducao

As solugoes exatas de modelos quanticos envolvendo Hamiltonianos podem ser obtidas utili-
zando o Ansatz de Bethe — BA, em suas diversas formulacoes. Na formulagao original proposta
por Bethe, chamado de Ansatz de Bethe Coordenada, as amplitudes das auto-funcoes sao da-
das por um somatério de ondas planas. Aqui, utilizaremos uma formulacao diferente do BA, o
chamado Ansatz do Produto Matricial MPA.

Ao longo dos anos, foram propostas na literatura especializada diversas formulagoes para
o MPA. O MPA surgiu na tentativa de resolver problemas envolvendo redes quanticas nao in-
tegrdveis, um exemplo sao os modelos sélidos de valéncia | Il Il 11 ].
O MPA também apareceu como uma formulacao extremamente eficiente envolvendo uma vasta
gama de problemas: Tal como no calculo da distribuicao de probabilidade estaciondaria para mo-
delos estocdsticos unidimensionais[335]| I ], na distribuigao de probabilidade de-
pendente do tempo aplicado a sistemas integraveis (extensao dinamica do MPA)| 1 ]
[ |, na técnica de Matrizes de Transferéncia | 1 | e na evolugao temporal de
operadores que descrevem sistemas estocasticos | ).

O MPA introduzido neste capitulo | | relaciona as amplitudes das auto-func¢oes como
sendo dado por um produto de matrizes. Diferente do BA, onde os parametros espectrais junto
as amplitudes das ondas planas sao obtidos pelas equacoes de auto-valores do Hamiltoniano,
no produto matricial, estas equagoes de auto-valor fixam as relagoes de comutacao das matrizes

dadas no modelo.

4.2 O Modelo de Heisenberg Anisotropico com Exclusao

O modelo de Heisenberg com exclusao é uma generalizacao do modelo original onde spins
up nao podem estar a uma distancia inferior a s = 1, 2, .... Identificando spins down como sitios
vazios e spins up como sitios ocupados, o modelo descreve, em sua formulacao estocastica, a

difusao de particulas (ou moléculas) com tamanho s em uma rede discreta.

30
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A Hamiltoniana do Modelo XXZ com exclusao é escrita da seguinte forma:
L
1 X X y .y z .z
H, :—@S§Z{Gidi+l+ai of,, +Acio, } Z, (4.2.1)
i=1

de modo que o parametro A define a anisotropia do sistema. O projetor &, assegura que, no
espaco de Hilbert em que estaremos trabalhando, nenhuma configuracao tal que a distancia
entre dois spins up da rede for menor que s sera considerada.

Considerando os operadores levantamento e abaixamento ot e o, verifica-se que, exceto

por uma constante, a expressao (4.2.1) nada mais é que um caso particular de:

L
_ A
Ho=-2, {€+Gi 0yy1 +eof oy, + S (ofo, - 1)} P, (4.2.2)

i=1

quando os parametros e = €, = 1. Para €, + €. = 1 com A = 1 o Hamiltoniano (4.2.2)
descreve a matriz estocastica do processo de difusao de particulas onde a particula move-se para
direita com probabilidade €., e para a esquerda com probabilidade €_, se os sitios vizinhos
estiverem vazios.

Junto a expressao (4.2.2), utilizaremos as mesmas condigoes de contorno periédicas. Ou-
tro aspecto fundamental é a conservacao de spin e invariancia translacional. Devido a essas
simetrias, as auto-fungoes [V, p) podem ser escritas em termos do nimero n de spins up e dos

auto-valores de momento P. A forma desta auto-funcao sera:

’\yn,P> = Z f(Xl, R 7Xn) ’Xl, Ce 7Xn> , (423)

{X1,00%Xn}

em que o conjunto {(xi,...,xn)} denominara a localizacao dos n spins up considerados no
modelo. Tal como no Ansatz de Bethe, faz-se necessario a insercao de um Ansatz para os

coeficientes f(xq,...,xn). Segundo o MPA | |, considera-se
f(x1,...,xn) = Tr[EXTABIExe =1 Als)  pxa—xna—lASEL=Xn ] (4.2.4)
de forma que sempre seja respeitada as seguintes restrigcoes para as posigoes dos spins na rede.
Xipr =2xi+s, i=1,....N—1, x;>1, s<x,—x;<L—s. (4.2.5)

Vimos que o Ansatz que Bethe consiste em escrever a funcao de onda como sendo uma
combinacao de ondas planas, aqui faz-se o uso do trago do produto de matrizes, ou operadores,

E, A) e Qp. Para lidar com este Ansatz, precisamos saber qual ¢é a Algebra destes. O operador
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translacao desloca o spin em uma unidade, portanto se 1 < x; < L,
Tlxi) = e [xg — 1),

ou seja
TrEXTABIEE 1 Q0] = e PTr[EX 2ABEE M+

Portanto, fazendo uso das propriedades ciclicas do traco, reescrevemos a expressao acima da

seguinte forma:
TrEX2AGEE™ M QLE] = e PTr[EM 2ABEL M EQ,],

logo, obtemos que:
EQp = e PQpE. (4.2.6)

Outra relacao de comutacao que obtem-se proveniente do mesmo resultado, quando x; = 1 e
xn = L é a seguinte
AIQp = e PQRA), (4.2.7)

Dado o ansatz para os coeficientes da expressao (4.2.3), junto as relagdes de comutagao

(4.2.6) e (4.2.7), queremos resolver uma equagao de auto-valores e auto-vetores do tipo
Hs ’Wn,P> =€n ’\yn,P> ) (428)

sendo usada a Hamiltoniana (4.2.2) para os valores de n que veremos a seguir.

4.3 A Aplicagao do MPA

Primeiramente, no caso mais simples em que n = 1, ou seja, apenas um spin up, a equacao

de auto-valores para 1 < x; < L nos fornece as relagoes:

ElTT[EX171A(S)EL7X1QP] _ _€+TT[EX172A(5)EL7X1+1QP]
—e Tr[EABEE 1 Qp] + ATrE TABIEE 1 Qp). (4.3.1)

Analisando a condigao de fronteira x; = 1, temos:

e TrABENTQp] = —e, TrEFTAI Q)]
—e Tr[EACEL2Q5] + ATHAFENQp), (4.3.2)
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mas, das propriedades do trago, e da relagao de comutacao (4.2.6), reescrevemos

TrETANQp] = e UTABESQp),
TrEABEE2Q5] = ePTrIABEN Q).

Sendo assim

€1TT'[A(S)EL71QP] et _€+eiP(L71)TT’[A(S)EL71QP]
—e_e"TrACES1Qp] + ATTACE Q) (4.3.3)

porem, usando (4.2.6) na expressao (4.3.1), é possivel a seguinte expressao para energia
g1 =—€.e T —e eP+A. (4.3.4)
Fazendo uso do resultado acima, temos:

e e P — e, ePEUTrAGEIIQ,] = 0.

Logo e '* = eP(L=1) entdo e'Pt = 1. Portanto o momento é dado por P = Z2, sendo
j=0,1,...,L—1.
De acordo com | ], uma outra maneira de resolver a expressao (4.3.1) consiste em

escrever a matriz A) em termos de uma nova matriz A,&S),
Al = ASE?s, (4.3.5)

onde k é um parametro complexo. A relacao de comutacgao entre os elementos E e A](:’) ¢ dada

sem perda de generalidade, pela relagao de comutacao
(s) _ _ika(s)
EA, =e"A_ L (4.3.6)
Substituindo (4.3.5) em (4.3.1), temos que

(&1 — A)TrEX TATE B 1 0p] = —e Tr[EM 2A B> EL 0 10p)
—e_Tr[EMAPEZSEL 10y (4.3.7)

Do trago, escrevemos

(81 o A)TT.[EX1—1A](<5)EL—X1—5+2QP] — —€+TT[EX1_1A](<S)EL_XI_S+2+1QPE_1]
—e_Tr[ETAMEZSEL s H2- 10 F] (4.3.8)
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agora usando a relagoes (4.3.6), obtemos a energia:
g =—€,e F—e et +A (4.3.9)

Vemos que a equacao de auto-valor fixa o parametro espectral k = P e nos fornece a expressao
para a energia do sistema.
Agora analisando o caso em que n = 2, da expressao (4.2.8), obtem-se, para o caso em que

os spins obedecem xo > X1 + 8, X1 #1lexy #L

e, Tr[EX A pre I ASIEL 2 () ] — _¢ Tr[Ea2ABI XA ELx 2,
—e Tr[E A pre a2 A (SJgb—etl

e Tr[Ev Al pre 2 SIEL>e

—e Tr[Ea AP pA I ELx-10,
F2ATrEM A pe I ABIEL 2 0] (4.3.10)

]
]
]
]

e das propriedades do traco, rearranjando os termos teremos que

(e —2AEAB P2 IAGIE} = —¢ ABEe M ABIE ¢ E2ZALIEX2 X278
—e EAGIEe 27080 g2 ¢ FAIEX2 ™A (4311)

Para resolver esta tltima equacdo é necessario reescrever a matriz A') em termos de duas

novas matrizes Ay, e Ay,, dependente dos parametros espectrais k; e ko da seguinte forma:

2
A(S) — ZAS)E%S
i=1

= (A, +A)ETS. (4.3.12)

Note que, como k; sdo parametros livres (até agora), a relacao de comutagao entre as matrizes
Ee A](fi] sao gerais. Essas comutagoes serao fixadas, junto com os parametros k; pelas equacoes
de auto-valor.

Substituindo em (4.3.11)

(e — 2ANE(Ay, + Ay, ) B> SEX2 1A + A,)E* B} =

—e (A, FALETSER T (AL + A )EPTSE

—e B*(Ay, + A )EP B2 2 (AL + Ay, )EPTSE

—e, E(Ay, + A )EZSEX2 M2 (AL + Ay, JEXSE?
—e_E(Ay, + A ) EZSER M (A + A, )ETS, (4.3.13)
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fazendo uso de

obtemos:

(8 - 2A)61k1 elk2(2fs+xQ7x1)AklAk2 + (8 o 2A)elk26lk1(275+X27X1)Ak2Ak1
+(€ o 2A)elk1 elk1(2fs+xzfx1)AklAk1 + (8 o 2A)elkgelk2(27S+X27X1)Ak2Ak2
— _€+eik2(2fs+xz*x1)Ak Ak — ¢ eQik1 eik2(27s+xQ7X1)Ak Ak

1 2 - 1 2

_€+elk1 e—‘LkQ elk2(2—S+X2—X1)Ak1 Ak2 _ €_€ik1 eikz eikz (2—S+X2—X1)Akl Ak2
_€+eik1 (2—S+X2—X1)Ak A—k —€ ezikzeikl (2—S+X2—X1)Ak A—k

2 1 - 2 1

_€+eik2 e—ikl eikl (2—S+X2—X1)Ak Ak —€ eikg eikl eikl (2—s+x3—x1 )Ak Ak
2 1 - 2 1

_2€+eik1(275+X27X1)Ak Ak _ 2€ eQikl eik1(2*S+X27X1)Ak Ak

1 1 - 1 1

_2€+eik1 (27S+X27X1)Ak1 Akl _ 267621k1 eikl (27S+X27X1)Ak1 Ak1 7 (43 15)
e simplificando, temos que

(8 . 2A + 2€+efik1 + 2€iefik1 )eikl eikl (27S+X27X1)Ak1 Akl
+(E . 2A 4 2€+efik2 + 2€,eik2)eik2 eikg(?*SJrXQfxl)AszkQ
+(£ _ 2A _|_ €+eik1 _|_ €,€ik1 _|_ €+efik2 + €,eik2)eik1 eikl eik2(275+X27X1)Ak1 Ak2

+(e—2A+ere ™2 e et fe et pe eth)etheet@rsalp A —0.(4.3.16)

A relacio acima é automaticamente satisfeita para (Ay,)? = (Ay,)? =0, e para a energia:

£ = 20 —e e —e et g ez ¢ etk

— g(ky) + e(ky). (4.3.17)

Analisando a condicao de colis@o, com x; # 1, xo # L e x3 = x1 + s, ou seja, tomando
as configuragoes que os spins estao lado a lado, ao aplicar o hamiltoniano (4.2.2) e resolver a

equacao (4.2.8), tem-se que

EQTr[EM*lA(S)EsflA(S)EL*M*SQP] — _€+Tr[Ex1f2A(s)ESA(S)ELfmeQP]
—€7TT[EX171A(S)ESA(S)ELi’(l*S*lQP]
FATr[EX TAGES A EL =5 (4.3.18)
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e da mesma forma que anteriormente:

(8 — A){E(Akl + AkQ)E(Akl + AkQ)E} =
—e (A, + Al EX(Ar, + A, )E — e E(Ay, + Ak, ) EX Ay, +Ay,). (4.3.19)

Assim, resolvendo a expressao acima, obtemos

(e —A+e,e ™ fe_er2)ethe?ep AL

+e—A+e e ™ e ef)ete?™MA Ay =0, (4.3.20)
porem, usando (4.3.17) e simplificando os termos,
(—e_e™ —e e F A)e™AL A, = —(—eje ™ —e_ e L A)e™MA AL, (4.3.21)

ou seja

€+ + e_ei(lirkg) . Aeikl

Ak Ak, = e 1 c ettt _ Aotk A, A, (4.3.22)
Basicamente, mostramos que
2
[e- +ere ) —Ae ] ATAY =0, (4.3.23)
j,l=1
e isto nos levou ao seguinte resultado
ASAL) — g k)AIAL) 1 £ (4.3.24)
Kj ki oy N1 ki kj o ) +J.

sendo _ _
€+ + eiel(kj+k1) _ Aelk]‘

S(kj,kl) = _€+ T e etk — Aeikt”

(4.3.25)

Veja a semelhanga com o resultado do Ansatz de Bethe dado por (3.2.48), sendo aqui A = 2,
e, =1l e_=1j=1lel=2
Podemos ainda obter a relagao de comutagao das matrizes A](:) com Qp. Substituindo (4.3.5)
em (4.2.7) obtemos
AVETSQp = e PORAER S, (4.3.26)

agora usando (4.2.6)
e_iP(Q_S)A1(<S)QPE2_S — e—iPQPAl(:)EQ—S’ (4327)
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portanto
AIQp = e PetPEsI0 Al (4.3.28)

e assim, consegue-se uma nova relagao de comutacao

AL Op =ePI0pA. (4.3.29)

4.4 A Equacao de Bethe

Ao analisarmos as condigoes em que os spins estao nas extremidades da rede, no caso de
termos x; = 1 ou x2 = L, olhando (4.3.14)

TT{A]((S[)A]gSj)EL+2725QP} _ efi(L+272s)ijr{A](<Sl)EL+2725A](<S)QP}’ (4.4.1)

j
mas com (4.3.27) e também (4.3.24)

Tr{A]((sl)A]isi)EuzﬂsQP} _ efikjl_e%kj(sfl)TT{A]((SL)EL+272seiP(175)QPA](<Sj)}
_ efikjl_eﬁkj(sfl)efiP(sfl)TT{A](:j)A](:]EL+272SQP}

_ efikjl_e2ikj(sfl)efiP(sfl)Tr{s(kjj kl)Aisl)Ag)EmeszP},

portanto, com P = k; + ki, obtemos a equacao de Bethe

ik L et 7Y
etk = S(kj7k1) (eikl) . (442)

O caso geral para qualquer valor de n é uma extensao de tudo que foi discutido previamente.

Neste caso, de (4.2.8) quando aplicado a amplitude [V, p), lembrando as restri¢oes (4.2.5), serd
enTrl . BT IABIE A s) AIEE T O ]
n
== (e Trl. . Bx o 2AE Al AGEL Q]
i=1

e Trl B A a2 AlS) A SRRt ]
—ATr[. Exi A pxm— 1A () AGIEL=xn () ]y, (4.4.3)

e a solucdo se d4 devido ao fato que escrevemos a matriz A'®) tal qual (4.4.4), sendo uma soma

de n parametros espectrais:

Al =3 APTERE (4.4.4)

j=1
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Desta forma, junto as relagoes de comutagao (4.3.6) e (4.3.29), é possivel obter as solugdes de

momento e energia do sistema

=) elk), P=) k. (4.4.5)

j=1 j=1

Para o caso geral, sempre podemos reescrever qualquer trago do produto de matrizes, fazendo

uso das relagoes algébricas entre as mesmas, na forma:

TriAS AR ARTER 0y = THAL) AL ALAY) L ALTER )

j+1

Sabemos o comportamento da dlgebra das matrizes A'*), dado por (4.3.24). Podemos utilizar
esta condicao e permutar a componente A]-(S) até a primeira posicao do trago. Em seguida, devido
ao fato que tr{ABCD} = Tr{BCDAY}, junto as relagoes (4.3.14) e (4.3.29) teremos que:

A A ALEE 0} =

j—1

[TS0 k) THAL AL AL AL L ARES M1 0p)

Kjt1
1

= e Il DeP U= TS (i k) Tr{AS) A AL ER M D0,), (4.46)
1=1

onde introduzimos S(kj, ki) = —1.

Portanto

n
e—ikj(L—ns+n iP(1—s) | |S k),kl
1=1

ou melhor, escrevendo da seguinte forma

ikj+ky) _ Apikj ik \ (s—1)
ikl _ m € +e_ etl Aetki [ etk .
e H €+ + €__ 61 k +ki) Aeikl eikl J - 17 e 7n' (447)

Note que o sinal de menos vem do fato que temos um sinal negativo dentro de S(k;j, ki), este

que aparecerd devido as n permutacoes das matrizes A(3) dentro do traco.



Capitulo 5

Modelos de Spin 1 de Particulas com Tamanho

5.1 Introducao

Neste capitulo propomos dois modelos de spin 1 integraveis de particulas com tamanho
com uma ou duas leis de conservagao. O modelo com uma lei de conservacao descreve, por
exemplo, um processo de reacao e difusao de um tipo de molécula em uma rede discreta onde o
tamanho da molécula é um multiplo inteiro da distancia entre os sitios da rede. Neste modelo
o spin total do sistema é conservado, ou seja, o niumero total de moléculas é conservado. O
segundo modelo descreve, por exemplo, a difusao de dois tipos de moléculas em uma rede, onde
o tamanho das moléculas também sera um multiplo inteiro da distancia entre os sitios da rede.
Neste modelo, além da conservacao do spin total do sistema, também temos a conservagao do
numero de moléculas de cada um dos dois tipos. Alguns modelos quanticos generalizados por
este estudo sdo, por exemplo, generalizagoes dos modelos de Fateev-Zamolodchikov | ] e

Izergin-Korepin | |, entre outros.

5.2 Modelos de Spin 1 com uma lei de conservacao

Neste modelo consideramos apenas a interagao entre os vizinhos préximos em uma rede
unidimensional com spin total conservado e simetria unitaria U(1). Tais interacoes entre os
sitios vizinhos podem ser bem descritas através das matrizes de Weyl, de dimensao é 3x3. Tais
matrizes possuem todos os elementos nulos, exceto num deles. Escrevemos elas da seguinte

forma
(El’m)i,j = 61,16m,ja L m=0,1,2.

Ao aplicar a matriz de Weyl nos estados:

1
0)=10], (5.2.1)
0

39
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jan)

H=|{1], (5.2.2)

(=)

ou

o

12) =

e

(5.2.3)

—_

obtemos EV™ [m) = 1), (I, m =0,2,1) ou E¥™[k) = 0 se k # m. Em outras palavras, a matriz
de Weyl EV™ transforma um estado |m) em um estado [l1). Cada sitio neste modelo poderd
assumir uma das trés possiveis configuragoes: O vécuo |0), ou seja, nenhuma particula (s, = 1),
uma particula [1) (s, = 0), ou duas particulas |2) (s, = —1) por sitio.

Escrevemos a Hamiltoniana com condicao periédica de contorno da seguinte forma, veja as

figuras no Apéndice:

L 2
i+1 O i+1

Hu(l) — _PS Z Z (r&%E?ﬂEO’“ + FO(OE%O‘E(X’O )

i=1 x=1

2
010,01 o, x01 o, 00,0
+§ (TOXELES S + TSOET EYL))
x=1
1112,10,1 1110,1-2,0 10,1
Hloo BT By + 0By B B
11rl,lel,l 2212,212,2 1212,1¢0,1 0,2
+H BV R+ T ETRS 2571+r21Ei E; E;

20¢1,211,0 021,001,0 0,2
+ BV R H BT R GEY Y

+ T EVER BN

i+s i+ i+2s—1 "~ 1i+s i+s —i+2s—1
12p1,1£2,2 211r2,211,1 00
+r12Ei Ei—!—s + r21Ei Ei+23_1 + I—rog Ps, (524)

de maneira que o numero de particulas total seja conservado. As matrizes de Weyl troca a
posigao de uma configuragao de spins. O parametro 'kl funciona tal como os coeficientes €
e €_ visto no capitulo anterior. Os indices k, 1 representam a configuracao inicial e os m, o
a configuracao final. Por exemplo, se tivermos T'l}, significa que houve a troca da posigao da
particula com um sitio vazio, portanto |1) |0) — |0) [1). Veja o apéndice para uma descri¢ao mais
detalhada. E finalmente, Ps é um projetor que exclui do espaco de Hilbert configuragoes onde
as particulas estao a uma distancia menor que seus tamanhos. Tomamos como bons nimeros
quanticos para o momento do sistema, tal qual no Ansatz de Bethe visto no capitulo anterior,

os seguintes valores

_2n

P
I_ ’

1=0,1,...,L—1, (5.2.5)

pois a condi¢ao de contorno é periédica (Invariancia Translacional) e sendo a dimensao total
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da rede equivalente a L.

Escreveremos o auto-estado do sistema como a seguir

Wap)= D flx,..oxn) i, X)), (5.2.6)

de modo que as coordenadas (xi,...,Xn) representem as posi¢oes das configuracoes de spin
sujeitas a seguinte restricao xi 1 = Xi, Xi4+2 > Xi. Formulamos um ansatz do produto matricial
para as amplitudes da fungao (5.2.6). Para nds, o conjunto de matrizes E representarao os
sitios vazios. As matrizes A representarao os sitios ocupados por uma particula, ou seja a
configuragao [1). Quando houver dupla ocupacao, ou seja, a configuracao [2), aparecera na
equacao da amplitude da autofungao [W,, p) um termo envolvendo as matrizes B, escrito da
forma BE™1B. O sistema como um todo sé serd integravel (solucao exata) para alguns valores

do acoplamento Tl O MPA neste caso, é escrito como sendo
f(X1,...,%n) = TH{EX AR 1A AP X IAEL 1 (5.2.7)

sem ocupacao dupla, e, quando houver dupla ocupacao, por exemplo na posi¢ao Xi; 1 = Xy,

teremos que

(X1, ., Xio1, Xi, Xig1, - -+, Xn)

=Tr{Ex 1A . EX X IBETIBE e it P lAEL T ) (5.2.8)

A inclusao da matriz Qp se da justamente devido ao fato de que é necessario incluir elemen-
tos que nos possibilite fixar os momentos de (5.2.6). Para que isto ocorra, inserimos as seguintes

relacoes algébricas
AQp =e PQpA, BQp=ePQpB, EQp=e TQpE, (5.2.9)

envolvendo todas as matrizes das amplitudes da fungao (5.2.6). Tendo tudo isto em mente,

sabemos que a Hamiltoniana satisfaz uma equacao de auto-valores do tipo
€n |\yn,P> =H "yn,P> . (5210)
Ao considerar o caso mais simples, ou seja, para n = 1, verifica-se que

(e1 — (2Tgg — T1g — To ) TH{EX AR X Qp} = —T{ Tr{EX *AE" 71 Qp)
00 10 01 01
—TOTr{EXAE- 1 Qp) (5.2.11)
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e escrevendo, sem perda de generalidade,

Al = AL B (5.2.12)
junto a relacao
EAy = e A E, (5.2.13)
obtemos a energia
e(k) = —(Tt9e " 4 etk — (—2r%0 + T15 4-T01)). (5.2.14)

Obteremos resultados distintos ao analisar a equacao de auto-valor quando n = 2. Pois as
coordenadas Xo > X1 + S, X9 = X1 + S € Xo = X; irao gerar relagoes distintas. Se nao analisarmos
o caso onde havera colisao, o resultado da andlise das equagoes de auto-valor resultarao em
algo bem similar ao caso em que n = 1. Quando houver duas particulas, escrevemos a matriz
As) como uma composicao de duas novas matrizes dependentes de dois pardmetros espectrais

(Como fizemos para o modelo de Heisenberg).
AG) = (A, + Ay, B>, (5.2.15)
e os valores da energia e do momento serao

elkn) =) elky). P=) k. (5.2.16)
j

j
Olhando para as componentes f(x,x), onde inclui a colisao, teremos:

eaf(x,x) = —Toaf(x —1,x — 1) — T f(x + 1,x + 1)
—Toef(x,x +8) — Thaf(x — 1,x + s — 1) + (2T — g — Ta)f(x, %), (5.2.17)

ja para f(x,x + s), temos que

exf(x,x +8) = =T\ f(x — 1, x +s) — T f(x,x + s+ 1)
—T20f(x,x) = TEF(x + 1,x + 1) + (3750 — 19 — Tor — T f(x, x + s). (5.2.18)

Resolvemos as duas equagoes acima considerando

Al = (A, + A, EXS, (5.2.19)
B(s) = (By, + By,)E? 5, (5.2.20)
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sendo que
EBy, =By E, (By)* =0, (5.2.21)

e vale ressaltar que as matrizes Akj e Bkj possuem o mesmo conjunto de parametros espectrais
complexos k;.

Reescrevendo a equagao (5.2.18) explicitamente em termos dos tragos, vemos que

e Tr{E 'AE AR X Qp) = —TTr{EX *AEAE" 7 °Qp)
—TTr{EX AESAEN 7 1Qp) — THTr{E* 'BE'BE" *Qp)
—TITr{EXBE'BE" " 1Qp)

+(3r90 — T — Tl — TINTr{EX TAES TAER Q5 ), (5.2.22)
e assim obtemos
D N(kq, ke)Ar,Ar, = ) Ci(kq, ks)Bi, By, (5.2.23)
q,r q,r

sendo os coeficientes N(kq, k) dados por
N(kq,kr) _ {r(l)(ll(eikl + e*ikz) + r(l)[l)(eikl + eik2)
_(rgg + rﬂ _ r%g _ rg%)}eikq rlO 2ikq _ rOl 71P621kr’ (5224)

e, ao lado direito C;(kq, k+)
Ci(kq, ky) = M tPetlimslir 4 02eilims)kr, (5.2.25)
O que resulta na seguinte relagao

N(kq, ko) Ay, Ak, + N(Ka, ki) Ay, Ax, = Ci(ky, ko) (B, By, + By, By, ). (5.2.26)
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Ja, da primeira equacao (5.2.17), escrevendo os tragos separadamente, temos que

f(x,x) = Tr{EX'BE'BEF*Qp)
f(x—1,x—1) = Tr{E* 2BE 'BE-*"Qp}

x) 5.2.27
)
f(x+1,x+1) = Tr{EXBE 'BEL"*"1Qp}
)
)

0.2.28
5.2.29
5.2.30
5.2.31

= Tr{E*'AESTAEN 0 Qp)
— TT{EX—2AES—1AEL—X—S+1QP}

f(x,x+s

A~~~ I~
~— ~— ~— ~— ~—

flx—1,x+s—1
e assim, mostra-se que

> Colkq, kt)By, By, = Z Ca(kq, kr)e™ AL Ay, . (5.2.32)
q,r

Tal como anterior,
Colka, o) = {ré?(e—“‘l et e 4 ek
o) arl i - 3 arf -
C2eiPeill=s)krliky _ [02,iPpill=s)kso2iky (5.2.33)
e também
Ca(kq, ki) = T3 + Tape'”. (5.2.34)
Através da expressao (5.2.17) obtemos:
Co(Kk1,k2) (Bi, B, + Bi,Bi, ) = Calki, ko) (€™ Ay, Ak, + e Ay Ay,). (5.2.35)
De (5.2.26) e (5.2.35), verificamos que
Ax, Ax, = S(Kki1, ke) Ay, Ax, (5.2.36)

onde

Colki, k2)N(ka, k1) — Ci(ky, ko) Ca(ky, ko)etk

S(ki, ko) = — — .
(e, ko) Colk, k2)N(kq, ko) — Cq(kq, k) Calkq, ko) etkz

(5.2.37)

Podemos fazer uso da equagao (5.2.26) para eliminar o conjunto de matrizes By, assim o traco

ficara escrito em termos apenas das matrizes Ay. Sendo assim, teremos uma amplitude sempre
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proporcional ao produto das matrizes Ay, Ay, ... Ay, , entao o trago serd do tipo
TT{Akl Ak2 R AknELQP}.

E, das propriedades ciclicas do traco, obtém-se a equacao que fixa os parametros espectrais k;,

dada por
et =S(kj, ki), j=1,2,... j#L (5.2.38)

Para n = 3, diferentes configuragoes das amplitudes (5.2.7) e (5.2.8) poderao ocorrer. Na
situacao em que nao ocorre colisao x3 > x2 + s > X1 + s, obtém-se a energia generalizando o
resultado de n = 2, ou seja, basta adicionar uma particula. Ou entdo, escreve-se a matriz A (%)
representada pelas matrizes Ay, Ay, e Ay,. As componentes f(x, X1, x3) e f(x1,%; +5,x3) com
X3 > Xo + s e as f(Xq,X9,X2) e f(x1,X2,X2 + 8) com x; < X — s nos dard uma generalizacao de
(5.2.26) e (5.2.35), com trés particulas.

Para este caso com trés particulas, as relagoes de colisao nos darao dois conjuntos de ex-

pressoes. Para as compenentes f(x,x,x + 2s — 1) teremos

esf(x,x,x +2s —1) = —Toof(x — 1,x — 1,x + 2s — 1
—T3of(x, %, x +28) — T3 f(x, x 4+ 5,X + s

)
)
—Toaf(x—1,x+s—1,x+2s—1)
)

+(3T00 — T2 — T2l — T10)f(x, %, x + 25 — 1 (5.2.39)
5
e para f(x,x +s,x +s)
esf(x,x +s,x +s) = —Tof(x —1,x + s, x + s)
—TRf(x,x +s+ 1,x+s+ 1) —T2f(x,x,x + 25 — 1)
—Taf(x,x + 5, % + 2s)
+(3190 — T2 — T2 — TN f(x,x + 5, x + 5) (5.2.40)

g

v

Dada as expressoes acima, teremos que

Z D1 (Kq, ke, ke)Bie, By, Ay, + Tyret T atIms)k Ay By By,
q,r,s

—f—ré%ei(qu_kr)AkqurAks =0, (5.2.41)
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sendo:
—kq—sk) 20 ,i(—2kq—(1+s)ks) 01 ,i(—kq—skr+k
Di(kq, ke, ks) = (€ 5 — b)et(Tka—skd) rogel a—(1+s)k;) r10el q—skrtke)
Também, do segundo conjunto, temos

D Dalkq, ke, ko) Ar,Bi, Bi, + Tipe ™ **)By By Ay,

q,r,s

+r%(1)ei(—kq+ks>AkqurAks =0, (5.2.42)

onde

DQ(k k ks) — (63 _,Y)ei(—kq—l—(l—s)ks) + r(l)?ei(—qu—O—(l—s)ks) + rggei(—kq+kr+[2—s)ks).

Tal como no caso n = 2, aqui, em trés particulas, teremos a amplitude [W3 p) proporcional ao
trago do produto das matrizes Ay, Ax,Ax,, € a equagao de Bethe fixa os parametros k'’s. Aqui,
também teremos uma peculiaridade com relacdo a integrabilidade | | do Hamiltoniano. Isto
s6 ird ocorrer (integrabilidade), para valores bem restritos da constante de acoplamento !
COmMo veremos a seguir.

O caso n = 4 nos dard um novo conjunto de expressoes. Quando analisarmos quatro

particulas na situacao de colisao, a amplitude
f(x1, X2, X3, %q) = TH{EM AR ™1 AEE™1(Qp) (5.2.43)
terda que ser analisada na seguinte condicao f(x,x,x +2s —1,x +2s — 1). Assim:

esf(x, %, x +2s —1,x +2s — 1) = —Toof(x — 1,x — 1,x +2s — 1, x +2s — 1
—TRf(x, %, x +25,x +28) —Tiaf(x —1,x +s—1,x +2s — 1,x + 25 — 1

)
)
—To5f(x, %, x +2s — 1,x +3s — 1)
)

+(3r0 —Ta0 — Tos — Toa)f(x,x, x + 25 — 1,x + 25 — 1 (5.2.44)
x
e desta forma, sabemos que:
64 . }\ — _r[]j(l](e—ikl + e—ikg + e—ikg + e—ik4)

_r?é(eikl + eikz + eik3 + eik4)

—(M30 + o2 — Too — T'22), (5.2.45)
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tal que

Z Da(kq, K, Ks, k) By, Bi, B, By, + Tgpet TR FkIB, By Ay Ay,

q,r,s,t

4Tl 2kq—kr+(1—s)kt)AkquersBkt =0, (5.2.46)
onde

D4(kq,kr, ksa k't) — (€4 o )\)e—i(kq+skr—(1—s)kt) 4 r‘QOei—(qu-F(l—S)kr—(1—S)kt)
+r0061Pe—l(2kq+(1+s)kr—(l—s)kt)'
O caso geral surge para valores maiores que quatro. Desta maneira, generalizando toda a
discussao dos casos anteriores, teremos que todo o conjunto de matrizes {A,({s)} e {B](:)} obedeca

as relagoes algébricas a seguir

D Nikp, kp,)Aw, A, = Y Cilkp, kyp,)Bi,, Bue,, (5.2.47)

p2 p2

ZCO i kp B, Biy, = > Calkp, kpyJe™ Ay, Ay, (5.2.48)
p(2)

12 —k 1—s)k
ZD kppkpzakpg)ka kagAk‘P +F21el pot+(1—5) Ps)Akplka2ka3
p(3)

HTgpet v rs AL A AL =0, (5.2.49)

Z D2 kpukpz’ k’PS Akp1BkP2BkP3 + r%%el kp2_5kp3)BkP1BkP2AkP3
P
Tyt T vt A L A A =0, (5.2.50)

D Dalkp,. Kpy, Kps kp,)Bry, Biey, Bicy, Biy, + Thoet T r2 5500 By By Ay Ay,

11 ,i(—2kp,—k —s)k
+Tgpett 2 Ros sl A L AL By By, = 0. (5.2.51)

de modo que tenhamos uma soma sobre todas as permutagoes p™ (m = 2,3,4) do conjunto
{p1,p2,-..,pm}. Para o modelo ser integravel, precisamos que as relagoes (5.2.49), (5.2.50) e
(5.2.51) sejam satisfeitas para qualquer valor dos parametros espectrais. Isto impoe restri¢oes
para os valores dos acoplamentos 'kl . Essa condicao, aliada a associatividade da 4lgebra defi-

nida pelas matrizes Ay, E, garante que o problema de colisao de N corpos se reduz a colisao de
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dois corpos, o que torna o modelo integravel.
Comparando o modelo | | com o que hé de conhecido na literatura envolvendo modelos
de spin-1 conhecidos, tais como | [ [ |, verifica-se as relagoes para os seguintes

valores das constantes de acoplamento, sendo x um parametro livre:

A R L Rt B
M= TR=TH=TE=1 M= =T = T = 2ees(y)
My = Tag=—3+ 4sin*(x), Mo =T = —1+ 4sin*(x)
M = —2+4sin®(x). (5.2.52)
assemelha-se ao que ¢ conhecido pelo modelo de Fateev-Zamalodichikov | ]. Os resultados
I s e N R ) .

02 cosh(x) 11 cosh(2x) 5.

r20 — — r20 =Tl —
02 207 cosh(3x)’ 1 207" cosh(3x)
ST cosh(2x) o, [l _ 2cosh(x) cosh(2x)
02— "M cosh(3x) ' e cosh(3x)
M = Ta=To+2Msinh*(x), T3 =Tg+ e ™
Ml = T +Tae™, a5 = 255 + 2I'2 cosh(4x) (5.2.53)
ao modelo de Izergin-Korepin | ]. J& os valores das constantes de acoplamento
Mo = T =Tiw=0  To=Tj=-1
Mo = My=-t Th=Ti=-b

ry = bt THp=—(2-b)t"

M = Mi=—e iV -1 Ti=T%=befviz—1
1 1

M3 = —5(2-b)t ' —ibVBY = (2-b)t ' +ibV3Y
1
My = Tp=—5(2=b)t"" +bt) (5.2.54)
ao modelo de spin-1 | |, sendo t um parametro livre e b podendo assumir os valores +1 e

—1.

Entao, a escolha da forma para o conjunto de matrizes Ay, e By, dada por

Als) — ZAkjEQ’S, B(s) — Z By, E* S, (5.2.55)
j=1 j=1
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junto aos elementos S(kj, ki), em conjunto com a Equacao de Bethe

. n eiki s—1
S| s(kj,kl)(eik) , (5.2.56)

1=1,1#4j

obtida a partir da amplitude Tr{Ay, Ay, .. .AknELQp}, fixara os parametros necessarios para
que tenhamos o MPA de forma completa, envolvendo o modelo com uma lei de conservacao

dado nesta secao.

5.3 Modelos de Spin 1 e duas leis de conservacgao

Nesta segao estudaremos um modelos de spin 1 com duas leis de conservagao| ]. Este
modelo descreve a difusao de dois tipos de particulas em uma rede. Existem diversos modelos de
spin-1 deste tipo na literatura. Por exemplo, o modelo t—J[’87], os modelos de Sutherland[375]
e Perk-Schultz| |, e diversos problemas estocasticos de difusdo de particulas| ].

Neste caso, teremos dois tipos de particulas (tipo 1 e tipo 2), de modo que o nimero total
de particulas de cada tipo se conserve. Denominamos o tamanho de cada uma delas como s; e
ss. Dada uma rede de dimensao L, composta por j-ésimos sitios tal que, ao introduzirmos uma
varidvel Q;j a mesma possa representar um sitio vazio (Q = 0), a particula do tipo 1 (Q =1) e
a particula do tipo 2 (Q = 2).

O Hamiltoniano que descreve a dinamica de todas as configuragoes possiveis é dado por

2

L
P3| 3 (EE TR
i= =1

(04
2 2
0 0
£33 R B, -
(0.8

2
>
—1p=1

0p=0

2
1+S«

> TERETCERS P4+ 1I (5.3.1)
de modo que tenhamos a mesma representagao das matrizes de Weyl mostradas na se¢ao an-
terior. O projetor Py exclui a possibilidade de considerar nas somas do Hamiltoniano alguma
configuracao que nao obedeca a proibicao envolvendo a dimensao das particulas de cada tipo.
Na pratica isto nos diz que nao havera uma particula nos vizinhos proximos s; —1 e sy — 1,
1,80 = 1,2,.... As constantes de acoplamento I'¥!_ descrevem a dinamica das particulas (Veja
o Apéndice).

Dada uma equagao de auto-valor do tipo

HS1782 Nlnlmz,l’) = €nyny |\yn1,n2,P> (5.3.2)

escreve-se 0 auto-estado como sendo fungao das coordenadas (x1, Q1;...;Xn, Qn) de modo que

represente a posicao de cada particula e seu respectivo tipo. O ntimero total de particulas do
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sistema é uma quantidade que se conserva. Teremos que respeitar as seguintes condigoes:
Xni1 = Xn + 80, S0, SXn—%X1 <L—s0, (5.3.3)

e sendo assim, teremos que

Wiy n,p) = Z Z f(x1, Q1s o3 %n, Qn) Ix1, Q1w o 5%, Qn) - (5.3.4)

Q Xi1,..,Xn

O Ansatz proposto por [ | da amplitude da fungao de onda serd
f(x1, Q5. 1 Xn, Q) = Tr{EXM 7 1YQuExex1-1yQ2  prn—xna—lyQugl—n,1 (5.3.5)

tal que as matrizes Y faca a distincao do tipo de particula na interacdo. Estas matrizes possuem
um cardcter semelhante as matrizes A(®) na secao anterior. Os sitios vazios sdo representados
pelo conjunto de matrizes E, e Qp fixarda o momento. Faremos uso das seguintes relagoes de

comutacao
YRQp = e PQpYR, EQp =e PQpE (5.3.6)

Para uma pequena amostra de particulas, por exemplo, se n = 1 teremos o mesmo resul-
tado para energia e momento tal como no caso anterior, com uma lei de conservagao. Agora,
considerando n = 2, a Hamiltoniana juntos as equagcoes de auto-valor, nos dara dois conjuntos
de expressoes.

Se Q1 e Q2 estao em posicoes tal que x; > X1 + Sq,, ou seja, nao hd colisao, s6 haverd a

interacao de particulas de cada tipo com os sitios vizinhos, logo

e QuRITpE IYQpe - lyQgb>2 )}
= T Tr{E Y@ B YQEE 2 Qp)
T TH{EN YO 2YQEE 2 )
_FOQ(SSTT{Exl—lle EXx2—x1—2yQ:2 EL—X2+1QP}
TR Tr(E Y@ ER i yQER 210}

+(AT — T30 — Tos! — a2y — Fog ) Tr{EX Y@ pe Y@ g2, ) (5.3.7)
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Agora, quando houver colisao x; =x e X9 = X; + 8q,:

e QUITHEX YO B Y@ EL S0 0p) =
oo Tr{E Y@ Ee Y QEE 50 )
TR Tr{E Y ESYQE s 10y}
TS Tr{EN YR E YR EE s 0

+(3T9 — 1820 — 193 — 1@ Tr{Ex YU Ese YR EL s ), (5.3.8)

ou cada uma interage com um sitio vazio, ou elas trocam de posicao na rede.
Sendo as particulas do mesmo tipo, as solucoes serao as mesmas do modelos XXZ de Hei-

senberg ao identificar-mos Y(Q) como sendo

n

YO=) YZE e, (V) =0, (5.3.9)
j=1
e assim, com N = 2, tem-se que:

c(QQ) — Z e@(k), P= ij (5.3.10)

Da condicao de colisao, juntos as expressoes acima, obteremos como se dd a relagao de

comutacio entre as matrizes Y(Q)
Y2 Y =S38(km, k) Y2 Y2, (m#m), (V2)* =0, (5.3.11)

tal que,

Foo + Tagetlntin) — (1 — 183 — rodrdn)et

Mty + Mopetlen o) — (Mg — 13 — Tograpletts

So3 (Km,kn) = (5.3.12)

Se as particulas forem de diferentes espécies, teremos que fazer duas consideragoes. (i) A
primeira consiste no caso em que as matrizes dependem de parametros espectrais independentes.

Neste caso temos:
Yi=Y B YR =Y, B (5.3.13)

de forma que (5.3.7) nos da o valor do momento e da energia, mas de (5.3.8) teremos duas
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equacoes independentes

kqQ, " kqy

g e e v =0 (5.3.14)

[(rgg — T30 —Tog? —Talaz)et @ — (Fgg) + Tils)ettkitka) | yRe v

Para que em (5.3.14) tenhamos os parametros k’s livres, é necessario fazer algumas consi-

deracoes a respeito dos valores das constantes de acoplamento. Por exemplo, ao escolhermos
g+ - T - =0
e também
M =Tl =T, =0
teremos como resultado

YLY2 = S12(ky, ko) V2,V
Yi,Ye, = S3i(ke, ki)Y, Y7, (5.3.15)

ou seja

T+ TOhei et ) — (T30 4 131 — 139 — 19t

Sl2 —
12 r%%elkl

(5.3.16)

O segundo caso (ii) consiste em obter as solugoes de (5.3.7) e (5.3.8) com ambas as matrizes
dependendo de um mesmo conjunto de dois parametros espectrais, tal como (5.3.9), mas isto

s6 sera possivel se

) )

= 07 ] = 172 (Qla Q2 = 172)a (5317)

assim as constantes de acoplamento estardo restritas a condigao M} =T9 e T)) =T29, e desta

forma, a energia e o momento serd

€(Q1, Q) = e (k) + € (ky), P =k +ka. (5.3.18)
=

Junto as equagdes (5.3.7), (5.3.9) e (5.3.18) é possivel obter as seguintes relagoes algébricas:

Y (Dum +v(Q1 Qa)e™ ™) YR YR 4+ 1828l etkn YRyt = (5.3.19)
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e também
D T3l Y22 4 (D +v(Qu, Qo) Vv =0, (5.3.20)
sendo que
Dim = —(Ignl+Tguetri)
v(Q1,Q2) = T +T38id: —Tao — T3 (5.3.21)

Assim, a comutacao do conjunto de matrizes {YIEQ)} sera

Yol Vi = SEL3 VY + S i (5.3.22)

de forma que a primeira serd
Q:Q ettt — et ik Q2Q11Q1Qs ik
Q@ T T {1 — 1 Dum +V(Q1, Q)™ V(Q2, Q) — TG, T s 07 ] }(5.3.23)
ja a segunda

eikl o eikm . .
53191 =~ {1 — (D +V(Q1, Q)™ TGS — T Fv(Q1, Q)™ }(5324)
de modo que
A = (Dym +v(Q1, Q2)e™™ ) (Dym + v(Qz, Qr)e™™) — TFFIrgid2e”™ ™. (5.3.25)

Em todos os casos, tendo particulas equivalentes ou nao, as propriedades ciclicas no traco
farao com que seja possivel resolver todo o conjunto de parametros espectrais para que o
MPA tenha solucao. Para o modelo ser integravel, a dlgebra precisa ser associativa para que
o problema de N corpos se reduza ao problema da colisao de dois corpos. Neste caso, para a
algebra ser associativa, precisamos satisfazer a relagdo de Yang-Baxter| ], como veremos

adiante.

5.4 O caso mais geral

Podemos pensar em um nimero qualquer de moléculas do tipo 1 e 2 se difundindo devido
a acao do Hamiltoniano (5.3.1). Para isso podemos generalizar o que foi mostrado nos casos
anteriores e obter a expressao geral para o sistema envolvendo n particulas. Sendo n = n; +ny

o numero total de particulas dos dois tipos, quantidade esta que se conserva (numero total de
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moléculas na rede), ao considerarmos:

ny
(1) _ ()r2—s;
Y _ZijE
j=1
@) N v2ras
YE =3 Ve, (5.4.1)
j=1

a equagao de auto-valor junto ao auto-vetor mais geral possivel [Wy, n, p) onde nao houver
colisao das particulas teremos uma generalizacao trivial do problema de dois corpos (caso
n=2).

O outro caso, como vimos anteriormente, se escolhermos M} =T9%2 e Th) = T2) as matrizes

YQ serdo escritas como sendo

n=ni;+ns

YO =y yYEre (5.4.2)
j=1

sendo (Q = 1,2) a varidvel que denomina o tipo de cada particula. Em todo o caso, a energia

e momento do sistema serao

e(ny,ny) = Zem(ki)‘i‘ Z €(2)(kj) (5.4.3)
j=1 j=ni+1
P = k;, (5.4.4)
j=1

ou seja, a energia pode ser escrita como sendo a soma da energia total das particulas de cada
tipo.

O conjunto de amplitudes tal que as particulas do tipo 1 (Q;) e do tipo 2 (Q2) estao
localizadas nas posicoes x;j e xj41 tal que X541 = X; + sg, nos dard a seguinte generalizacao

para a comutacao das matrizes YQ:

(Q1)y/(Qz2) (Q2)y/(Q1)

Y = ST 06 0NN (QuQ=12) K £k, (5:4.5)
sendo que

ng,—1 <j <ng, +(Q:1 —1)ng,—:

<
ng,—1 < 1< Ng, + (Q2 — 1)T1Q2,1, (546)
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ou seja, a estrutura algébrica da matriz de espalhamento S(k;, ki) é dada, no caso geral, por:

r(?(g + r%%ei(km+kn) —(r% — FSS — TOQrQ0)gikm

Sk, kn) = — 0Q Q0 (5.4.7)
QQKm, Kn 0 0Q 1 0 0y ik, ’
Foo + Mopettemtin) — (g0 — 133 — redrdo)etkn
sendo
St = Mot + Mge' ™) — (T + 51 — T — TrJe™ (5.4.8)

e

Se quisermos a matriz contraria, basta inverter Si3. Considerando Mj = '3 e ') = T2

mostra-se

YRvE =3 sk, k) YOIYEE Ky # K. (5.4.9)
Q'
O MPA para as amplitudes (5.2.7) e (5.2.8), sé é valido se as relagoes de comutagao para o
conjunto de matrizes YQ apresentados aqui, em ambos os casos mostrados (i) e (ii), nos de
um conjunto n de expressoes que possam ser escritas envolvendo produtos da seguinte forma
Y*YBYY. Portanto, a dlgebra entre as matrizes Y(Q) deve ser comutativa para as amplitudes
da func¢ao de onda serem bem definidas.

Sendo assim ao comutarmos

YOYPYY 5 YRYXYY 5 YRYYYX  yYYPyx
YOYBYY 5 YoyvyB  yyyeyP  yvyPye (5.4.10)

a estrutura da amplitude de espalhamento devera satisfazer

2
Z S.‘o/(,g//(kl,kQ)Swéi//(khk3)SE/E//(k27k’3) -

,Y,,Y/7,y//
2
D SS(ka, k) SSL (K, ks)SE R (ka, ko), (5.4.11)
,y7.Y/7,Y//

sendo todos os o, &, B, B’ e B” assumindo os valores um ou dois no somatério.

Este vinculo para as amplitudes de espalhamento é a conhecida relagao de Yang-Baxter|
e esta condicao é suficiente para a implicacao da associatividade da algebra definida pelas matri-
zes YQ. No caso (ii) , onde impomos uma restricio para as constantes de acoplamento, a matriz
de espalhamento S é nao diagonal e a relacao de Yang-Baxter carrega vinculos que tornam o
problema nao trivial. O outro caso é mais simples, pois a matriz de espalhamento é diagonal

e a relagao de Yang-Baxter satisfaz-se naturalmente. Nao faremos neste trabalho a busca por
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todos os possiveis valores para as constantes de acoplamento envolvendo o Hamiltoniano, nem
encontraremos as solugoes da equacgao de Yang-Baxter, devido sua alta complexidade. Focamos
aqui em obter as relagoes de comutacao de todas as matrizes construidas no MPA. Este, que
¢ independente do tamanho das particulas (moléculas) e seus respectivos tipos. Algumas das

solugoes da equacgao de Yang-Baxter presentes na literatura especializada sao:

Mok = 1, T&& = aqcosh(x)
rsf = sgn(a—pB)sinh(x) (a#p) (5.4.12)
sendo estas as solugoes do modelo anisotrépico de Perk-Schutz| |, onde x é um parametro

livre e a, = £1.
O modelo isotrépico surge quando o parametro livre x é nulo, tal como pode ser visto
no modelo de Sutherland [B75]. Estas solugoes para a equacdo de Yang-Baxter, quando a; =

—as = ag = 1 correspondem ao modelo anisotrépico t—J. Outra solucao conhecida na literatura
¢ [ ]
B _ B _ -
rg(x = rgﬁ = qsng(oc B)

MNa = 0 (¢p=12) (5.4.13)

sendo d > 1 um ndmero real, o que nada mais é que um parametro assimétrico que descreve
as flutuacoes temporais em uma difusao assimétrica de particulas ordenadas hierarquicamente.
Uma generalizagao deste resultado pode ser vista em | ].

Para o caso de duas leis de conservacao e difusao de particulas, as amplitudes do modelo
sao proporcionais ao traco

Tr{YL, YLV

kn1+1 o

Y2 Ll Domale Dy (5.4.14)

e as propriedades ciclicas do traco fixardo os parametros espectrais k’s. Dada as comutagoes

de todas as matrizes conhecidas no MPA, para o caso (i) obtemos

. ni eiki 5171 n eikj 5271 )
e kiL = [H Sﬁ(k),kl) (E) H Sg(kpkl) (E) ) (1 g ) < nl)
1=1 l=n;+1

ng

eiki\ 271 etk st 1
H S2(k;, k1) (eik1> Hs (k;, k1) (e—k) . (ng <j<n)(5.4.15)

l=n;+1

onde S é a matriz dada por (5.4.7). A Hamiltoniana (5.3.1) é exatamente soltivel para a escolha
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das constantes de acoplamento no caso (ii), e pode ser escrita como:

— _P Z F(l)(l)EO e ]H + rg(z)EQ 0E0+1 + rlez 1EL0  §02 r11E1 1gLl

j+s2 )+51 j+s1

r22E2 2E22 rOlEO OEl+1 + rlOEl lEOO rOQEO 0E22

]+52 )+s1 )+s2

r20E2 2E00 _|_ r21E2 2E1 ,1

)+s2 )+s2

+ (M5 +TRESESY | P, (5.4.16)

)J+s1

e mesmo com tais escolhas, considerando T)) = 0, restam muitos parametros livres. Conside-
rando o tamanho de ambos os tipos de particulas como sendo uma unidade da grade, junto as

seguintes escolhas:

Fop = =T =Tor + T
For =To T =To3
My =T%=To =T5%=0, (5.4.17)
nos dard a Hamiltoniana de | ] da difusdo de dois tipos de particulas em um modelo

estocastico exatamente soluvel.

Voltando ao caso geral, reescrevemos o traco
Tr{YR! . YROrEb s el )

2
e~ (L—mni(s1—1)—mz(s2—1)) Z <Q1 Qn|T|Q{ Ql> X
g e ey AR ] mn

o=
TrY 2. .1. oo i L To T3S (5.4.18)
onde usamos
ZSQ QJ,,“ (kj, k) = —1, (5.4.19)
sendo que
Q1.+, QultQy, ..., Q) =
> {SSiattkiIg) . SGah (ki ky) . SIS (kn, Ky )e P (5.4.20)

Q//

¢ a matriz de transferéncia de um modelo de seis vértices, onde os fatores de Boltzmann sao

dados pelas matrizes S em (5.3.12), (5.3.23) e (5.3.24). O modelo de seis vértices possui a
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seguinte condi¢ao de contorno

Sorar (kn, k) = S7 3 (kn, K)ds (5-4.21)
sendo
d(s) = etPls1) (5.4.22)

onde P é o momento do auto-estado [Wy, n, p). Do traco podemos identificar que
Ak, {ky}) = e tolbimomsimmasy) (5.4.23)

de modo que A seja os auto-valores do modelo de seis vértices. A condigao (5.4.23), faz com

que tenhamos que calcular os auto-valores da matriz de transferéncia ndo homogénea (5.4.20).

Olhando para | 1 [ Je] | (caso (ii)), podemos obter
n 322(k~ k(l))

Ak, {ki}) = H (ki ks H YOI (5.4.24)
1= 11 Sarlky k)

de forma que todos os parametros nao conhecidos sao fixados pelo conjunto m de equacoes

(5.4.25)

fixando os parametros espectrais das matrizes Y,?
)



Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Consideracoes Finais e Perspectivas Futuras

Neste trabalho formulamos dois modelos integraveis de spin-1 de particulas com tamanho,
tal como mostrado nos capitulos anteriores. Diferente do Ansatz de Bethe, que baseia-se nas
amplitudes das funcoes de onda como sendo uma combinagao nao linear de ondas planas, no
Ansatz do Produto Matricial, as amplitudes das func¢ées de onda que descrevem o modelo sao
associadas a um produto de matrizes, cada uma carregando uma informagao, como posi¢ao dos
sitios vazios, os sitios que possuem uma particula ou os constituidos por uma dupla ocupacao.
Mostramos como obter toda a algebra envolvendo estas matrizes, e aplicamos todo este desen-
volvimento nos modelos de Spin-1. Introduzimos o tamanho das particulas na algebra destas
matrizes, e logo em seguida comparamos os resultados dos parametros obtidos com modelos ja
conhecidos na literatura. Além disso, fizemos uma revisao dos principais modelos integraveis,
do Ansatz de Bethe em sua formulagao coordenada, e do Ansatz do Produto Matricial.

Existem diversas possibilidades de continuacao do trabalho apresentado nesta dissertacao.
Um exemplo é a inclusao do tamanho nos modelos de Spin% [ |, onde a Hamiltoniana
deste modelo descreve a dinamica dos dois tipos de particulas na rede sendo que o niimero de
particulas de cada tipo se conserva separadamente. Neste modelo, podera haver dupla ocupacao,
em um mesmo sitio, por particulas de tipos diferentes. Alguns destes modelos, sem tamanho,
sao: O modelo anisotrépico de spin% de Perk-Schultz | ], 0 modelo de Essler-Korepin-
Schoutens | ] [ |, o modelo de Hubbard | |, entre outros. Outra possibi-
lidade de continuacao é a obtencao da solucao da equagao de Bethe para cada um dos casos
aqui mostrados. E importante ressaltar que, devido sua alta complexidade, é necessario o uso

de cdlculo numérico. Para alguns casos mais simples, veja | ].
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Apéndice A
Figuras da Lei de Tamanho

A.1 Representando as constantes 'l

Neste apéndice iremos mostrar como se da a lei de tamanho para os modelos de spin-1
com uma e duas leis de conservagao, descritos no capitulo 5 deste trabalho. A Hamiltoniana
de cada modelo nos da o comportamento da dinamica envolvendo os spins dos constituintes da
rede. Portanto, ao aplicarmos a Hamiltoniana, as amplitudes da funcao de onda que descreve
o modelo sofrem uma alteracdo, mostrada pelas constantes de acoplamento T'*! . As posi¢oes
{k,1} sao as configuracoes iniciais de spin, e as reespectivas posicoes finais sao representadas
pelas varidveis {m, o}.

Vamos ilustrar tais interacoes aqui de forma geométrica. Primeiramente, envolvendo a pri-
meira parte do capitulo 5, com uma lei de conservacao, um sitio podera estar vazio, ou ocupado
por uma particula de tamanho s. Ou entao, contendo uma dupla ocupacao. Ou seja, com ta-
manho 2s — 1. Podemos fazer uso de outra notacdo (tamanho das particulas) sem problema
nenhum, porém, devemos reescrever as equacoes de auto-valor, incluindo esta nova notacao.
Vamos representar o estado [0) como sendo um sitio vazio, o estado |1) de uma particula na
posigao x (na cor verde) e o estado [2) como uma dupla ocupagdo (na cor vermelha) numa
posicao qualquer da grade. O que vale para todas as figuras é que a linha de cima representa a
configuracao inicial, e a de baixo a configuracao final do sistema ao aplicarmos o Hamiltoniano.

O termo T'}Y é o responsdvel por mover a particula (verde) para frente na rede.

10
1—\01

Figura A.1: A particula move-se uma casa devido a acao do Hamiltoniano.

J& o termo 'Y é o responsdvel por mover a particula (verde) para trés na rede.

60
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Figura A.2: A particula move-se uma casa para tras devido a acao do Hamiltoniano.

O mesmo ocorre com o estado em que hé dupla ocupacao, ou seja, teremos a agao do termo

29, e também o termo %2, ou seja, um move a dupla ocupagao (vermelho) para frente, e o

20
FOQ

Figura A.3: O estado duplamente ocupado interage com o vacuo, trocando de posicao com o
mesmo.

Figura A.4: Troca do estado [2) com o vdcuo. A dupla ocupagao move-se para tras.

outro para tras na rede.

Porém, teremos que levar em consideracgao a interacao entre os estados duplamente ocupados
e os ocupados por uma particula. Os termos responsaveis por realizar esta troca de posigao serao
os T3 e Tl mostrados pelas figuras abaixo.

Acontece que o modelo também descreve a troca de particulas. Poderemos ter uma dupla
ocupacao interagindo com um sitio vazio, trocando uma particula, ou seja, desmontando a
particula. Ou entao, podemos ter o caso em que duas particulas em sitios vizinhos se unam
em um sitio proximo formando a dupla ocupacgao, montando outra particula. Representamos
isto nas figuras onde teremos as regras de montagem e desmontagem (trocas de posigao) dados

- 20 102 il il
pelos coeficientes 'Y, 577, T35 € T'p-
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Figura A.5: Troca de posi¢ao das configuragoes [2)|1) por [1)[2).

12
F21

Figura A.6: Troca de posicao das configuragoes [1)[2) por [2)[1).

02
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Figura A.7: A dupla ocupacao desmonta-se para tras na rede.

20
Fll

Figura A.8: A dupla ocupacao desmonta-se para frente na rede.

11
FZO

Figura A.9: Duas particulas em sitios vizinhos formam outra particula a esquerda da rede.
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Figura A.10: Duas particulas em sitios vizinhos formam outra particula a direita da rede.

Para a segunda parte do capitulo 5, com duas leis de conservacao, representaremos as
particulas do tipo 1 ou tipo 2 em azul, mudando apenas o seu tamanho. Neste caso é mais
simples, nao havera troca de particulas, apenas a troca da posi¢ao das mesmas devido a dinamica
imposta pelo Hamiltoniano. Ou seja, elas interagem com os sitios vazios, dadas pelos termos
rel, T, 139, T92, podendo mover-se para frente ou para trés na rede. Mas eventualmente elas
podem trocar as posicoes entre si, devido aos termos I'2} e T'32. As figuras abaixo exemplificam

tais interagoes.

Figura A.12: A particula (tipo 1) move-se para tras na grade.
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Figura A.13: A particula (tipo 2) move-se para frente na grade.

Figura A.15: Troca de posicao entre as pariculas na grade.

Figura A.16: Troca de posicao entre as pariculas na grade.
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