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RESUMO

Desde a década de 70 modelos matematicos sao estudados para melhor compreender
a estrutura e o funcionamento do DNA. Neste trabalho faremos a andlise de modelos
de descompactacdo para a molécula de DNA e das informagdes que sdo possiveis de
serem recuperadas sobre o sequenciamento a partir dos sinais obtidos pelos modelos de
descompactacgdo, conhecidos na literatura como o problema inverso da descompactagao.
Basicamente, consiste em determinar informacdes importantes sobre a estrutura original
da molécula de DNA apenas com os dados gerados pelo processo de descompactacao.
A novidade deste trabalho reside no fato de que usaremos informacdes probabilisticas da
distribui¢c@o dos sinais em conexao com o Teorema de Bayes para estabelecermos métodos
de regularizagdo para o problema inverso. Finalmente, descrevemos alguns algoritmos
numéricos para o processo de sequenciamento.

Palavras-chave: Descompactacio do DNA, Regularizagcdo, Inferéncia Bayesiana, Se-
quenciamento.



ABSTRACT

Since the 70’s mathematical models are studied in order to better understand the struc-
ture and function of DNA. In this work we will analyze uncompressing models for the
DNA molecule and the information that is possible to be recovered on the sequencing
from the signals obtained by the models of uncompressing, known in the literature as the
inverse problem of uncompressing. Basically, it consists in determining important infor-
mation about the original structure of the DNA molecule only with the data generated by
the uncompressing process. The innovation of this work lies in the fact that we use prob-
abilistic information of the distribution of signals in connection with the Bayes theorem
to establish regularization methods for the inverse problem. Finally, we describe some
numerical algorithms for the sequencing process.

Keywords: DNA Unzipping, Regularization, Bayesian Inference, Sequencing.
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1 INTRODUCAO

O éacido desoxirribonucleico (ADN), mais conhecido como DNA, sigla de ”deoxyri-
bonucleic acid”, vem sendo estudado por muitos anos. Desde seu descobrimento, vérios
estudos tem sido desenvolvido a fim de caracterizar e entender o seu comportamento, haja
visto que as moléculas de DNA sdo as responsdveis por toda a informac¢do genética. Em
outras palavras, sequéncias especificas, chamadas de genes, sdo os responsaveis por codi-
ficar as proteinas que regulam a maioria das fun¢des vitais, além de formarem a maioria

das estruturas celulares.

Como mostram as descobertas recentes, a maioria das doencas possuem fatores
genéticos associados [17]. Deste modo, caso haja alteracdes na formagdao, composicao
e/ou mutacdo das moléculas que compdem a sequéncia DNA, as proteinas formadoras
desta sequéncia podem ser incapazes de desenvolver suas fun¢des normais, as quais re-

sultam em uma disordem genética, acarretando, por sua vez, doengas associadas.

O conhecimento da sequéncia de DNA, assim, possui um papel de importancia cen-
tral tanto nos diagndsticos como em medidas terapéuticas da deteccdo e tratamento de
doencas. A importincia deste problema despertou o interesse de diversos grupos de pes-
quisa em todas as partes do mundo. Um resultado especial deste esforco € o grande
Projeto Genoma Humano [10]. Atualmente, testes genéticos estao disponiveis para de-
tectar mutacdes na sequéncia de DNA. Alguns destes testes sdo usados tanto para elu-
cidar alguns diagdsticos prévios quanto para direcionar as acdes de tratamento, bem
como ajudar a identificar riscos de doencas que possam ser prevenidas. Um exemplo
classico destes disgndsticos sdo os testes nos recém nacidos. Por outro lado, genes es-
pecificos, codificados a partir de genes conhecidos, podem ser aplicados para tratar cer-
tas doengas, ou ainda, para induzir a secrecao de proteinas especificas que possuem as
funcgdes terapéuticas desejadas [20]. A possibilidade de determinar, detectar e manipular
a sequéncia de DNA passa, sem sombra de duvidas, pelo conhecimento de sua dindmica
fisica, quimica e bioldgica. Para compreender estes processos, necessitamos entender o

processo de descompactagao e também do sequenciamento do DNA.

Neste trabalho nossos objetivos ndo sdo tao ambiciosos quanto os descritos acima,

ou seja, o de descrever os processos fisicos de descompactacdo e sequenciamento mais
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avancados e sim, pretendemos expor uma breve introdu¢do ao assunto. Para tal, fa-
remos uma andlise de alguns modelos de descompactacao discutidos em [1, 2]. De-
vido ao avanco dos estudos nessa drea e, consequentemente, o descobrimento de no-
vas maneiras de explorar as propriedades do DNA desperta-nos o interesse de analisar a
descompactagcdo do mesmo. A descompactagdo do DNA de fita dupla com a aplicagdo de
uma forca, depende diretamente da sequéncia do DNA. No entanto, outros fatores, como
flutuacdes devido as diferentes forcas necessarias para romper as ligagdes devem ser con-
sideradas no modelo. Apresentaremos no Capitulo 4 a modelagem deste problema para o
caso de uma forca constante. A dindmica de descompactacao, levando em consideragao
flutuacdes randomicas serdo fruto de trabalhos futuros.

Uma vez conhecida a dinamica de forgas para descompactar uma sequéncia de DNA,
surge a pergunta: E possivel determinar a sequéncia de proteinas que compdem o DNA
a partir do conhecimento das forcas necessdrias para descompacta-la? A resposta a esta
pergunta pode ser formulada como um problema inverso [14, 21], o do sequenciamento,
relacionado ao problema direto, que neste caso € a dinamica da descompactacdo. Para
resolver tal problema, é necessario construir uma for¢a microscopica diferencial que usa
ambos, o DNA nativo e o de teste, e nos fornece como resultado a for¢a diferencial como
uma fun¢do do comprimento da distancia. Através do sinal da forca diferencial, pretende-
se descrever a natureza da mutagdo. Além disso, utilizaremos técnicas de calibracdo para
determinar a posi¢do da cadeia de DNA a partir das posi¢cdes dos extremos da curva da
forca diferencial. O processo de sequenciamento (problema inverso) sera descrito, para
um caso simples, no Capitulo 5. Neste mesmo capitulo descrevemos o algoritmo que pode
ser usado no sequenciamento, embora ndo apresentamos, neste trabalho, a implementacao
do mesmo. No entanto, apresentamos, para uma cadeia bem curta, o resultado do sequen-
ciamento, feito “por for¢a bruta”.

A originalidade de nossa proposta estd em utilizar a férmula de Bayes associada a
distribui¢do de probabilidade dos dados observados (forcas de rompimento) para deter-
minar possiveis mutacdes na cadeia de formagao de DNA.

A relacdo entre a férmula de Bayes, e a teoria de problemas inversos € feita no
Capitulo 3. Em especial, relacionamos a teoria bayesiana com a regularizacao de Tikho-
nov (Tikhonov iterado), teoria pela qual podemos garantir que as solucdes obtidas nao
sofrem, muito, com os erros na modelagem, bem como com 0s erros nas observacoes,
caracteristicos de problemas mal postos (problemas inversos).

Finalizamos este trabalho no Capitulo 6 onde apresentamos as conclusdes e os traba-
lhos futuros.

Como aplicagdo imediata do problema estudado neste trabalho podemos citar: a
determinacdo de bactérias que infectaram um paciente e a determinacdo da variacao
genética responsavel pela doenca através da detec¢dao das mutacdes da cadeia de DNA.

No entanto, isso sO € possivel se conhecermos um pouco, a0 menos, da estutura quimico-
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fisica do DNA. Logo, reservamos um espaco neste capitulo para apresentarmos um estudo
mais detalhado acerca da molécula de DNA e suas caracteristicas. Com este breve apa-

nhado, conseguiremos avancar em direcao aos objetivos deste trabalho.

1.1 ODNA

Para a compreensdao das caracteristicas do DNA e at¢é mesmo das agdes como,
por exemplo, o processo de descompactacdo, a flexibilidade e o sequenciamento, se
faz necessario um estudo acerca da estrutura dessa molécula, envolvendo propriedades
quimicas, mecanica e a separacdo de cadeias. Neste sentido, faremos um resumo dos

principais conceitos para o entendimento desta estrutura, também disponivel em [1] [27].

1.1.1 Estrutura e propriedades quimicas

O DNA ¢ uma macromolécula feita de deoxiribonucleotideos, onde o acticar e os
grupos fosfatos tem um papel estrutural, enquanto que as bases carregam informacoes
genéticas. A espinha dorsal do DNA € constante, hidroxilas de agticar sdo unidas através
de grupos de fosfatos por meio de reagdes. A parte varidvel do DNA € constituido pelas
bases, ligadas a acticares, que sao de 4 tipos, Adeninda (A), Guanina(G), que sdo as duas
purinas, e Timina (T) e (Citosina), que sdo as duas pirimidinas. Nestas sequéncias de
purinas e piramidinas € que esta contida toda a informacdo do DNA.

Timina
Adenina

5' terminal o ) .
07/— NH2 3' terminal
o H op
o \q
NS

Esqueleto de 5 oz o
fosfato-  °, N
-desoxiribose” " -
o
o
ya
o nz% o\_o

OH

3' terminal Citosina D/"3
Guanina 5' terminal

Figura 1: Estrura da molécula de DNA, destacando as liga¢des entre os pares de bases.
Também disponivel em [1]

A estrutura tridimensional do DNA foi primeiramente estudada por James Watson e
Francis Crick através de uma andlise de difracdes de raio- X das fibras do DNA. De seus
estudos eles concluiram que o DNA € uma dupla Hélice com duas cadeias de polinucle-

otideos, correndo em direcdes opostas enrolados em torno de um eixo comum, as bases
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Adenina  Timina

— )
Guanina  Citosina

Estrutura de fosfato de aglicar

Figura 2: Estrura da molécula de DNA no formato de dupla hélice, destacando principal-
mente a formagao dos pares de bases. Também disponivel em [1]

ocupam o nucleo da hélice enquanto que a espinha dorsal se contorce em seu entorno
formando ondulacdes que permitem os pares de bases interagirem. Watson e Crick tam-
bem descobriram que as purinas e as pirimidinas nao se ligam entre si devido ao espaco
disponivel para as ligacOes. Esta estrutura ¢ denotada por Forma-B, em traducdo livre,
existem ainda outros tipos de formas como a A e a Z, que oferecem algumas vantagens
em relacdo a B, por exemplo, a forma A é bem mais compacta porém em contra partida
oferece menos informagdes, na figura 3, trazemos ilustracdes das formas A, B e Z de uma

molécula de DNA vista superiormente e frontal.

Figura 3: Ilustracdes das formas A, B e Z de uma molécula de DNA vista superiormente
e frontal. Também disponivel em [1]

Uma contrinui¢ao bastante importante desse estudo, € a interacdo no empilhamento
entre as bases adjacentes na mesma cadeia. As investigacdes tém demonstrado que as
bases tém uma tendéncia intrinseca para empilhar-se, que é refor¢cada por um solvente

aquoso. Também cabe salientarmos, que as interacdes de empilhamento sao dependentes
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da sequéncia, ou seja, diferentes conjuntos de bases t€ém energias de empilhamento dife-
rentes. O estudo acerca dos valores de empilhamento, Baldazzi [1] cita que foi feito por
Santa Lucia, como resultado desse estudo destacamos a matriz de empilhamento completa

na figura 4.

A -1,0 | -0.88 | -1.44 | -1.28

T | -058| -1.0 | -1.30 | -1.45

G [[-1.30 | -1.44 | -2.24 | -1.84

Figura 4: Matriz de empilhamento completa. Também disponivel em [1]

1.1.2 Mecanica do DNA

Devido a sua particular estrutura, as propriedades fisicas do DNA sdo diferentes de
qualquer outro polimero e se fazem essenciais em muitos processos celulares. A mecanica
do DNA afeta, por exemplo, a maneira de como o DNA interage com as proteinas. Gragas
aos trabalhos de muitos grupos de estudos ao redor do mundo, as propriedades mecanicas

do DNA sao muito bem conhecidas.

1.1.2.1 Experimentos com moléculas tinicas

Estes experimentos surgiram no inicio da década de 90. Pela primeira vez uma simples
molécula de DNA pode ser manipulada, puxada e até mesmo rotacionada. Esses expe-
rimentos revolucionaram a bioquimica tradicional, que trabalhava com o comportamento
médio de uma série de moléculas. Estes experimentos com moléculas tinicas proporcio-
naram uma série de propriedades sobre o DNA tal como suas reacdes quando submetido

a estresse de torgdes e tensoes.

1.1.2.2 Alongamento do DNA

DNA de cadeia dupla

Em 1992 as propriedades eldsticas do DNA de cadeia Dupla (dsDNA) foram primei-
ramente estudadas na California e em Mildo. O trabalho destes pesquisadores € baseado
em um método de "cut and paste” da biologia molecular que torna a molécula de DNA
maledvel. Neste tipo de experimento o DNA ¢ fixado por uma espécie de alca e nele
sdo aplicadas forcas, primeiramente eram aplicadas forgas através de campos magnéticos,

atualmente sao utilizados diversos tipos de instrumentos como micro agulhas e pingas
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opticas. O comportamento eldstico do DNA esta mostrado na figura 5, mais informacoes

desse processo podem ser encontrados em [1].

Inextensible Overstretch
WLC transition _
o aai

0 05 1 15 2
Fractional extension

Figura 5: O comportamento eldstico do DNA. Também disponivel em [1]

DNA de cadeia simples

A elasticidade de um DNA de cadeia simples (ssDNA) € bastante diferente do de uma
hélice. O ssDNA ¢ mais flexivel que o dsDNA e se mantem muito compactado para
forcas de 6pN. Para essa quantidade de for¢ca o comprimento do ssDNA € menor que o
do dsDNA. Porém uma vez que o ssDNA comeca a esticar, por nao ser limitado por uma
estrutura helicoidal, torna-se duas vezes mais longo que o de dupla hélice. Diferentemente
do dsDNA, o ssDNA ¢ mais vulnerdvel as condicdes de sal e portanto ndo exibe um

comportamento elastico como o dsDNA.

1.1.3 A separacao das cadeias

A duplicagdo celular € um processo natural de todas as células, neste processo uma
célula original se duplica dando origem a outra. No caso do DNA dizemos que esse
processo é semiconservativo, pois a duplicacao gera combinagdes de pares de bases dife-
rentes do original. Infelizmente o processo de replicacao ainda é desconhecido, as tnicas

informagdes que temos € sobre o que temos antes e depois do processo de replicacao.

1.1.3.1 Desnaturacdo do DNA

Uma maneira de quebrar ligacdes de hidrogénio € aquecer o DNA a uma tempera-
tura muito perto do ponto de fervura ou utilizando agentes de desnaturacdo. Nessas
condicoes a estrutura do DNA colapsa, isto €, as duas cadeias se separam e assumem
uma configuragdo aleatéria. Esse processo € acompanhado de uma perda qualitativa das
propriedades fisicas da molécula de DNA, que podem ser usadas para compreender a
desnatura¢do do mesmo. Em analogia ao processo de fusdo dos sélidos, a temperatura do
ponto médio da curva da figura 6 € definida como temperatura de fusdo 7,,,. Esta tempe-
ratura € a necessdria para abrir uma molecula e ela varia dependendo da composicao dos
nucleotideos. Se o houverem mais ligagcdes do tipo G-C a temperatura serd mais elevada

do que as ricas em A-T.
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Figura 6: Representagdo da curva da absorvancia de 260nm do DNA. Também disponivel
em [1]

Quando aquecidas as moléculas de DNA ricas em G-C, por exemplo, teram as regides
ricas em A-T quebradas primeiro, nessas condi¢des, qualquer arrefecimento pode fazer
com que a molécula torne a se ligar. Somente quando aproximadamente % da separacao
ocorrer € que o processo de rompimento se torna irreversivel.

A Cinética da descompatcacdo € um processo muito complexo, as taxas de desen-
rolamento sdo muito lentas porém estudos de 1972 conseguiram aproximar essa taxa de
desenrolamento, que variava ao longo do tempo, por uma constante K,y que € inversa-

mente proporcional ao peso molécular do DNA.

1.1.3.2  Replicagdo do DNA

Nas ultimas décadas os conhecimentos sobre a replicacdo do DNA tem aumentado,
hoje ja existem mecanismos suficientes para reproducgao in vitro. A replicacdo inicia basi-
camente com uma separacao das fitas que é realizada, dentro das células, por uma enzima
denominada DNA-helicase, que “anda” pela dupla hélice e mecanicamente descompacta
as duas fitas. Durante esta replicacdo sdo formadas bolhas, chamadas de 6 estruturas,
que auxiliam o DNA-helicate a descompactar em ambas as dire¢des. Este processo gera
2 problemas, o primeiro seria de a molécula comecar a rotacionar, 0 que naturalmente
ndo acontece devido a uma outra enzima que atua contra este sentido. O segundo seria
uma descompactacdo muito ripida, para este problema uma enzima denominada DNA
topoisomerase controla este problema. A replicacdo € realizada pela enzima DNA poly-
merase, que “anda” sobre a fita simples e usa ela como um modelo para sintetizar seus

complementares. Essa replicacdo € feita em forma de Y como mostra a figura 7.

1.1.3.3 Sequenciamento do DNA

Os conhecimentos a cerca do sequenciamento do DNA sdo de extrema importancia

tanto biologicamente quanto medicamente falando. Dada a importancia do sequenci-
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Figura 7: Replicacdo em forma de y. Também disponivel em [1]

amento falaremos aqui de alguns métodos de sequenciamento enfatizando vantagens e
limitagoes.

Método Eletroforetico

E um método tradicional baseado no método Sanger que utiliza um nucleotideo mo-
dificado de dideoxynucleotides (ddNTP). Neste processo, esse nucleotideo interrompe
o processo de replicacdo e a partir de uma solucdo previamente preparada com DNA-
polymerase comeca completar as fitas ja fechadas, através de uma andlise por cromato-
grafia € possivel construir curvas que analisam a quantidade de nucleotideos utilizados em
determinado momento. Uma das vantagens desse método € que os resultados podem ser
lidos em poucas horas, porém nestes métodos podem haver muitos ruidos fazendo com
que a leitura ndo se torne tdo clara e também devido a estrutura ser do tipo grampo podem
haver problemas de deslocamento dos picos das curvas, fugindo do que seria um traco
ideal.

Pirosequenciamento

Este método baseia-se na liberacdo de pirofosfato, liberado durante a sintese de DNA.
No mesmo molde do anterior, uma mistura € preparada, porém aqui quando o comple-
mento € construido de forma correta € liberada uma quantidade de pirofosfato que deve
ser detectada. Se o caminho é construido de forma errada pouco ou nenhum pirofosfato
deve ser liberado. O problema desta técnica € que ela é pouco eficaz para sequéncias
muito longas, devido as limitacdes da leitura, porém é um método que evita a rotulagem

fluorescente dos nucleotideos o que o torna um método economicamente mais vidvel.

1.1.3.4  Estudos em moléculas simples

Devido aos recentes avangos na manipulacdo de moléculas simples de DNA, tem se
direcionado amplos estudos para esse tipo de molécula em relagdo a mecanismos mo-

leculares e iteragdes entre DNA e proteinas. Esses estudos tem revelado importantes
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detalhes em relac@o a cinética da descompactacio e informagdes a respeito da termo-
dindmica do processo. Em um experimento clédssico, a fita € presa em dois suportes
sOlidos distintos e progressivamente separada. Existem basicamente duas maneiras de se
fazer essa separacao, na primeira possibilidade mantemos a velocidade constante e anali-
samos o sinal da forca, na segunda mantemos a for¢a constante e analisamos a dinamica
da descompactacao.

Descompactacdo com velocidade constante

Neste experimento, um dos lados do conjunto molecular é ligado a superficie da
lamina do microscépio enquanto que o outro € ancorado a um taldo microscopico. Em am-
bos 0s casos o produto quimico fixador € obtido por meio de iteracdes corpo/anti-corpo.
Uma micro agulha de vidro € introduzida através da meia-lua livre e fixada ao corddo.
Esta micro agulha serve como um sensor de for¢a. A amostra € deslocada lateralmente a
uma velocidade constate. A principal fonte de ruidos nesse tipo de experimento advém de
vibragdes mecanicas decorrentes de perturbagdes sismicas e acusticas, este ruido pode ser
parcialmente reduzido pela baixa iteragem e mudanga nos niveis de detec¢do. Na figura

8, temos um aparato para o experimento de descompactacgdo utilizando pingas opticas.

Trapping .
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Figura 8: Aparato para o experimento de descompactagdo utilizando pingas Opticas.
Também disponivel em [1]

Descompactagdo com forca constante

Neste tipo de experimento uma molécula de A — phage DNA € ligada a um capilar
e a uma esfera magnética. A molécula a ser aberta é ligada por um gancho ao capilar
através de trés nucleos de timina da cadeia simples. Este experimento € realizado dentro
de uma microcelula de vidro. Um gradiente de campo magnético permite exercer uma
forca controlada de forma gradual a separar as duas vertentes. Cinco imas sdo colocados
em um estdgio de translagdo, realizada em um lado da microcelula, a consequéncia disso
¢ uma forca praticamente perpendicular ao vidro a qual o DNA esta ligado. A magnitude
da forca é determinada pela distancia entre os imas e a esfera. A for¢a pode variar em
até 20% dependendo do granulo do ferro, mas como muitas medidas podem ser feitas em

paralelo utilizando a mesma molécula, o valor da forca reportado € a media de diferentes



esferas. A figura 9, ilustra o experimento.
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2 PROBLEMAS INVERSOS

De forma grosseira, dizemos que um problema é um problema inverso quando o obje-
tivo € convertermos medidas observadas em informagdes acerca de um objeto ou sistema,
0s quais sdo, neste sentido, “inversos” aos problemas conhecidos como diretos, que, natu-
ralmente buscam determinar as consequéncias ligadas a uma dada causa. A solucao destes
problemas inversos, sao de extrema importancia, porque ela nos fornece informagdes que
ndo podem ser observadas diretamente. Sendo assim, descreveremos neste capitulo um
apanhado da teoria de problemas inversos que nos possibilite realizar um estudo, nos
capitulos subsequentes, principalmente do sequenciamento (reconstru¢ao) da molécula
de DNA, um dos objetivos deste trabalho.

2.1 Sintese historica de problemas inversos

A érea de estudo denominada Problemas Inversos € uma 4rea bastante antiga quando
pensamos nos primeiros problemas que se tem conhecimento, [13]. Se cridssemos uma
linha do tempo para descrever tal historia, partiriamos do problema de reconstrugdo da
realidade a partir da imagem de objetos projetados como sombras no interior de uma ca-
verna, proposto por Platdo. Também o problema de determinar o diametro da terra dado
medicdes feitas em duas cidades distintas, proposto por Eratésthenes, ambos relatados
a.c.. Na continuidade, o problema de determinar a 6rbita de um cometa a partir de sua
orbita anterior, proposto por Gauss em 1800. Mais recente Randon, com a “transformada
de Randon”em 1917, método matematico para a resolu¢c@o de problemas especificos. Es-
tes formam um apanhado, bastante sintetizado, da area de estudo em questdo. Atualmente,
o estudo de problemas inversos vem atraindo muitos pesquisadores e tem se desenvolvido
rapidamemte abrangindo diversas dreas do conhecimento. Além disso, a resolucio desses
problemas envolvem diversos setores da matematica e ciéncias aplicadas, caracterizando

um estudo multidisciplinar.
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2.2 Definindo problema inverso

A palavra problema em certas areas do conhecimento pode ser definida como a difi-
culdade de obtencao de determinado objetivo. J4 nas ci€ncias exatas, podemos interpretar
esta palavra como um desafio, que pode possui ou ndo solugdes e, que por vezes possuem
varias solucdes. Neste sentido, os problemas que possuem uma causa, dado um efeito,
sdo de grande importancia e possuem vdrias aplicagoes.

Para a compreensao destes problemas e para definirmos de forma mais precisa os
conceitos de problema direto e problema inverso, vamos considerar um processo dividido

em trés etapas, como mostra a figura 10.

input x

) Sistema de parametros

Alp)

output y

Figura 10: Modelagem do fendmeno em estudo, [13].

Do ponto de vista matemaética (de modelagem), podemos representar o processo acima

por uma equacao do tipo
Alp)z=y. (2.1)

Neste sentido, o problema direto é definido quando temos conhecimento acerca da
causa (input ”’x’’) e do sistema de parametros (A(p)), procurando determinar o efeito (out-
put ’y”). Ja o problema inverso pode aparecer na equagao 2.1 de duas formas:

1) Temos informagdes acerca do sistema de parametros (A(p)) e os efeitos (output
’y”), desejamos conhecer a causa (input ’x”’). Esse problema € conhecido como problema
de reconstrugao.

2) Temos informacdes acerca da causa (input ’x”) e os efeitos (output ’y”’), desejamos
conhecer o sistema de parametros (A(p)). Esse problema é conhecido como problema de
identificacdo.

Na resolugdo de problemas inversos, devemos levar em consideragdo a existéncia de
ruidos 0", pelo fato do efeito (output ’y”’) ser uma medida e dificilmente obtido de forma

precisa. Com isso, o efeito usado na resolucdo desse tipo de problema é denotado por 7°
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e assumimos que satisfaca:

ly =y’ <6 (2.2)

Outro fato de extrema importancia é que os problemas inversos, ao contrario dos pro-

blemas diretos, sdo mal-postos no sentido de Hadamard, [16].

Definicao 2.1 (Problema bem/mal posto no sentido de Hadamard). Um problema é dito

bem posto, no sentido de Hadamard, se satisfaz as condicoes:

e Existéncia da solugdo;

e Unicidade da solugdo;

e Dependéncia continua da solugdo com rela¢do aos dados.

Caso uma dessas condigcdes ndo seja satisfeita, o problema é dito mal posto.

Um dos efeitos mais presentes nos problemas inversos € a falta da dependéncia
continua com relag@o aos dados. Na proxima subsecao apresentaremos um exemplo sim-
ples que mostra como este efeito aparece. Este exemplo também servird para motivar a
necessidade de consideramos as chamadas estratégias de regularizagdo para problemas

Inversos.

2.2.1 Exemplo: o problema inverso da diferenciacao

Sejam y,° : [0, 1] — R fungdes continuas satisfazendo a desigualdade

1y(t) = 4’ (1)l < 6, V€ [0,1]. (2.3)

7z . /
Gostariamos de reconstruir z = y de y.

Do ponto de vista numérico, a estratégia € considerar aproximagdes por diferencas
simétricas, ou seja, V7 € (0, 1),
5 5
y'(r+h)—y’'(r—h)

(1) = o7 . (2.4)

Gostarfamos de mostrar que quando i — 0, 2%"(7) se aproxima de z. Sendo assim,
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temos:
5 2
la(7) — 2@l = | T Ty
Y (r+h) =y’ (1 —h) +y(r+h) —y(r+ h) +y(r —h) —y(r — h)
= | oF —(7)|]oo
1 4+h)—y(r+h)—y’(r—h)+y(t—h +h)—y(t—h
_ ) — )2hy (r=h)+ylr—h)  y(r )th(T ) ()l
S )T+ h) — (y° —y)(r—h +h)—y(r—h
_ ||(y y) (T )Qh(y y) (7 )+y(T )th(f )—x(r)lloo
)T+ h) = (y° —y)(r—h +h)—y(r—h
< ||(y y)(T )Zh(y y) (7 )||Oo+||y(7 )th(T )—x(f)lloo
Supondo que
|2 ()]0 < B, ¥t € [0,1] 2.5)
Por 2.3, temos que:
1) )
||(y —y)(7+h)2—h(y —y)(T—h)||m<%<%
Por 2.5, temos que:
+h)— —h h +h)— —h /
(UMD ) ¢ T VTR o < o' (). < B
Sendo assim,
||x5’h(7') —2(7)||eo < E.h+ é (2.6)

h

Note que, quando h — 0, |[2%"(7) — 2(7)||s ndo tende para zero. Sendo assim,
ndo podemos simplesmente tomar um h pequeno, pois a desigualdade 2.6 mostra que
25" pode estar longe da solucdo. No entanto, o & deve ser escolhido de tal forma que se
aproximamos da solu¢do exata.

Devido ao fato dos problemas inversos serem mal postos, torna-se indispensdvel os

métodos de regularizacio para garantirmos uma melhor aproximacao da real solucao.

2.3 Metodos de regularizacao

Regularizacao se faz necessario, quando precisamos resolver um problema mal posto.
A maioria dos problemas inversos, pelo fato de apresentarem, principalmente, falta da
depéndencia continua da solucdo em relacdo aos dados, sao mal postos. Logo, para de-
terminar uma solucao que se aproxime da solucdo exata € necessdrio uma estratégia ou

método de regularizag¢io, determinando assim uma solugdo aproximada (2°) de maneira
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estdvel e que convirja, quando o nivel de ruidos converge para zero, para a solucdo z' do

problema inverso, [13].

Definicao 2.2. Sejam A : Hy — Ho um operador linear limitado e oy € (0,+00). Para
todo o € (0, o), seja

RQIJ‘CQ—):}Cl

um operador continuo (ndo necessariamente linear). A familia { R, } é chamada de uma
regularizacdo ou uma familia de operadores de regularizacdo (para Al, a inversa gene-
ralizada de A, veja [13] para definicdo e propriedades) se, para todo y € D(A"), existir

uma regra para escolha do pardmetro o == o(9,y°) tal que

111?851P{HRay5 — Ayl y* € Ho, lly — 9’ <03 =0
—

L 50
é satisfeita para o := a(6,1°) == 0.

Observacao 2.3. Note que ndo estamos requerendo que a familia de aperadores de
regularizacdo {R,} seja de operadores lineares. No caso em que {R,} é linear, entdo

dizemos que o método de regularizacdo é linear.

Definicao 2.4. Uma estratégia de regularizacdo (R,,, ) é dita convergente se x, := R,y

converge para x', onde x' representa uma solugdo generalizada do problema (2.1).

Existem diversos métodos de regularizacao [13]. Destacaremos nas subsecdes seguin-
tes dois destes que se fazem necessarios para o entendimento da discri¢do dos problemas
em questao.

2.3.1 Regularizacao de Tikhonov para problemas lineares

As estratégias ou Métodos de Regularizacdo para problemas inversos, se fazem ne-
cessarios para contornarmos fatores como instabilidade e mal-condicionamento, [13]. A
Regularizacao de Tikhonov tem este compromisso de precisdo e estabilidade, que firma-
remos ao longo deste capitulo.

2.3.1.1 Convergéncia

Estamos interessados em determinar, de forma estdvel, uma aproximagdo para a

solucdo do problema inverso
Az = 1. (2.7)

para medidas conhecidas do erro ||y — °|| < § e um operador A, linear.
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No entanto, determinar uma solu¢do regularizada requer estratégias diferentes do que

tentar resolver equacdes normais
A*Ax = A%, (2.8)

Ou, até mesmo, encontrar um minimo para o problema variacional de quadrados

minimos
1 5112
J(@) = 5llAz = | 29)

Como ponto de partida, queremos inverter o operador A de forma a manter o residuo
|| Az —1°|| controlado. Pelo Teorema da Aplicacdo Espectral [22], é equivalente a calcular
g(A*A), onde g(A\) = 1, X # 0. Logo, uma solugdo aproximada para equagio 2.8 ¢ dada
por

2’ = g(A*A)A*y°. (2.10)

Agora, caso o operador A seja mal condicionado (compacto, por exemplo), sabemos
que o espectro de A* A vai estar muito préximo ou ser igual a zero [22]. Devido a isso, a
estratégia 2.10 ndo é possivel ou é muito instavel. Logo, para determinarmos uma solu¢ao

aproximada para o problema inverso, de maneira estavel, devemos afastar o espectro de
A*A de zero.

Sendo assim, seja 0 < « € [0, o], defina

1
JaA) =g(A+a) = H5—— 2.11)

A fungdo f,(.) é dita ser uma funcdo filtro para o método de regularizagio de Tikho-

nov. Do Teorema da Aplicacao Espectral [22], temos que
fa(A*A) = (A*A+al)™ . (2.12)
Segue que a escolha de #°, da forma
1) = (A*A+ al) A%y (2.13)
¢ uma solucao regularizada, definida via equacdo linear
(A*A+ al)ab = A*y° (2.14)

Esta equagdo 2.14, chamada de Regularizacao de Tikhonov, pode ser pensada como

uma regularizagdo para as equagdes do tipo 2.8
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Vejamos no exemplo abaixo como esta regularizag¢do se pronuncia.
Suponha que A seja um operador linear e compacto entre espagos de Hilbert com um
sistema singular dado por (o5, €;, f;). A solugdo regularizada 2° na equagio 2.13 tem a

forma

5 = 0 5
20 = ——— <y’ fi > e, 2.15
o ;:1 7 ta Y, fi > e (2.15)

Temos ainda, que 7° = g(A*A) A%y’ satisfaz

o0

1
1 § : 19
= — < P> €. 2.16
'y = ; Yy 7.fj €j ( )

Note que, comparando as equagdes 2.15 e 2.16, podemos observar o resultado de

estabilidade da equagdo 2.15, onde o erro < y°, f; > é propagado com um fator de
]
UJ2+01

equacao 2.16. Porém, determinar um sistema de um operador € uma tarefa muito custosa

que € sempre limitado quando 7 — 0. De forma semelhante podemos observar a

e uma alternativa é determinar uma solucao pelo teorema abaixo que trata de uma versao

variacional da regularizacao de Tikhonov.

0

° € o uinico minimizador do funci-

Teorema 2.5. Seja x° como na equagdo 2.13. Entdo ©

onal de Tikhonov
Jo(@) = ||[Az — °[]* + o |z|]? (2.17)

Demonstracao: Disponivel em [13], pagina 78.
Minimizagdo em 2.17 é um compromisso entre minimizar a norma do residuo
||Az — 9°|| e tomar o tamanho do termo de penalizagio ||z|| pequeno e, assim, forcar

a estabilidade. O parametro « no funcional € o parametro de regularizagao.

2.3.1.2 Semi-Convergéncia

A defini¢do da solugao regularizada, pela minimizacao do funcional de Tikhonov 2.17,

nos fornece diretamente resultados de convergéncia e estabilidade, como:

Teorema 2.6. Seja x° como na equagdo 2.13, y € Im(A) com ||y — y°|| < 6. Se
a = «(9) é tal que

2

(1513(1)04(5) =0e (lslir(l] () =0, (2.18)
entao
lim 20, 5 = Ay (2.19)

6—0
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Demonstracao: Disponivel em [13], paginas 79 e 80.

2.3.1.3 Taxas de convergéncia

Segue da definicdo de solucao regularizada pelo método de Tikhonov que

)
5 t 5
zo — 2| < sup [ AfaN)||ly —¥°|| £ —=. (2.20)
el — 'l < sup MaWlly = oIl < =
Assim, se « ~ ¢, obtemos a seguinte ordem de convergéncia
|zt — 23] = 0(V5) (2.21)

Na continuidade, também temos como uma alternativa para a regularizacido de opera-

dores os métodos iterativos de regularizacao, como segue na subsecao seguinte.

2.3.2 Regularizacao por Métodos Iterativos para problemas lineares

Os métodos iterativos de regularizagdo t€m a vantagem de possuirem proprieda-
des auto-regularizantes. Gauss demonstrou que a melhor maneira de determinar um
parametro desconhecido de uma equagao do tipo 2.1, é minimizar a soma dos quadra-
dos dos residuos, isto €,

min || A(z) — y|[2. (2.22)

zeHq 2

Assumindo algumas propriedades do operador A, podemos provar que o minimizador

de 2.22, caso exista, deve satisfazer a condi¢do necessdria de primeira ordem
A(x)"Alx) = A (2)"y (2.23)

Uma possibilidade para encontrar uma solu¢ido de 2.23 € interpretd-la como uma
iterac@o de ponto fixo

Ty = D(ay) (2.24)
para o operador
O(x) =z 4 A(2)*(y — Az)). (2.25)

Muitos métodos iterativos para resolver 2.1 sdo baseados na solu¢ao da equagdo nor-
mal 2.23, via sucessivas iteracdes, partindo de um chute inicial xy. Destacaremos aqui,
o método de Landweber, um dos métodos do tipo gradiente, trazendo alguns teoremas e

lemas que estdo demonstrados de forma clara no capitulo 6 da referéncia [13].
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2.3.2.1 Método de Landweber

Uma maneira de resolvermos a equacao 2.23 consiste em considerarmos que o opera-

dor A ¢ linear e limitado e a iteracdo
Tpy1 = xp + YA (y — Axg), k=0,1,2,... (2.26)

em que ||A||7? > v > 0 é um parAmetro de relaxagdo, de forma que a iteragdo tenha a
propriedade de descida.
No caso de dados com ruidos 4°, denotando as iteragdes por 2%, chegamos a iteragdo

de Landweber
x), =) + A*(y° — Ax)). (2.27)

2.3.2.2 Convergéncia

Nesta subsecao, provaremos que a sequéncia de iterados pelo método de Landeweber
{1} converge para a solu¢do aproximada do problema inverso 2.1.

Comecaremos denotando a solu¢do de quadrados minimos com norma minima para o
problema 2.1 como z' := Afy e também dando condi¢des necessdrias e suficientes para

a iteragdo 2.27 convergir.

Teorema 2.7. Se y € D(A"), entdo a sequéncia x;, gerada pela iteragdo de Landweber
2.26 converge para x' = Aly quando k — oc. Se y ¢ D(A"), entdo ||z1|| — oo quando
k — oo.

Do teorema 2.7, temos que a sequéncia {z}}, gerada pela iteracdo de Landweber,
converge para a solucio de quadrados minimos da equagiio 2.1 quando y € D(AT). Temos
também, que z¢ diverge, pois em geral os dados perturbados y° sdo tais que y° ¢ D(A').

Sendo assim, destacaremos também a propagacao destes erros.

Lema 2.8. Sejam y, y° com ||y — y°|| < & e xy, e 28 obtidos pelas respectivas iteracées
de Landweber 2.26 e 2.27. Entdo,

llzx — 23| < VES, k>0 (2.28)

Logo, se ha a presenca de erro nos dados, temos uma estimativa que € fundamental

para iteracao de Landweber, que segue
14Ty — 23]] < [|ATy — @] + [ — 23] (2.29)

Tal estimativa, mostra que o erro total consiste em um erro de aproximacdo que di-

minui lentamente e um erro dos dados que cresce na ordem de no maximo v/kd. Sendo
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assim, para valores pequenos de k£ o erro nos dados é despresivel e a iteragao parece con-
vergir para a solucdo exata Ay. Porém, quando v/k¢ atinge a magnitude da ordem do erro
de aproximacao, o erro propagado nos dados torna-se grande. Assim, para a resolu¢do de
problemas mal postos, a propriedade de regularizacdo depende de um critério de parada
que detecte a transi¢ao entre convergéncia e divergéncia do método.

Uma alternativa para a escolha do critério de parada € o principio da discrepancia.
Este principio diz que a iteragdo é parada no indice k, = k(6,%°) quando, pela primeira

VezZ,
|y’ — Ay, < 70, T > 2 fixo. (2.30)

E para garantirmos que enquanto a discrepancia ndo € atingida, a aproximacao para a

solucdo nao piore, segue o teorema.

Teorema 2.9 (Monotonia). Sejam y € D(A), x' a solu¢do de norma minima de 2.1 e y°

satisfazendo ||y — y°|| < 6. Se 2.30 é satisfeita, entdo
g — 2| < o — 2. (2.31)

Sendo assim, no caso de dados corrompidos por ruidos, a iteracao de Landweber deve
ser parada apds uma quantidade finita de passos.
Estes métodos apresentados, nos possibilitam determinar uma boa solu¢do para um

problema inverso, uma solucao aproximada com uma taxa de erro aceitavel.



3 PROBLEMAS INVERSOS E MODELOS PROBA-
BILISTICOS

O objetivo deste capitulo € relacionar a teoria de problemas inversos e métodos de
regularizagdo que apresentamos brevemente no capitulo anterior com a teoria de proba-
bilidade. Embora a relagdo que serd feita aqui € bastante superficial, cremos que seja
o suficinte para motivar a utilizagdo de métodos probabilisticos, mais especificamente
da férmula de Bayes para tratar o problema inverso de nosso interesse no restante deste
trabalho.

3.1 Modelos Probabilisticos

As varidveis aleatdrias, relacionadas a grande parte dos experimentos, podem ser
representadas por familias de distribui¢des estatisticas, conhecidas por modelos proba-
bilisticos. Estes modelos possuem propriedades que sdo, basicamente, funcdes de poucos
parametros. Na literatura, existem diversas distribui¢cdes estatisticas, continuas e discre-
tas. Dentre as distribui¢des continuas que apresentam um grande grau de importancia,
destacamos: a Uniforme, a Normal, a Qui-quadrado, a T de Studant, a Gama e a Ex-
ponencial. Ja as distribui¢des discretas, temos: a Bernoulli, a Binomial, a Poisson e a
Geométrica. Estas sdo as distribuicdes que trataremos resumidamente neste capitulo e

maiores detalhes acerca das mesmas podem ser encontradas em [19][24].

Definicao 3.1 (Funcdo de Distribuicdo de Probabilidades). Chama-se fungdo de
distribuicdo de probabilidades de uma varidvel aleatoria X, a uma funcdo F' : R —
[0,1], tal que: Vr € R,F(z) =P(X <z)=PHw e Q: X(w) < zx}).

Propiedades da Func¢ao Distribuicao:
1. lim, o F(z) =1,lim,, o, F(x) =0;

2. F(z) é continua a direita;
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3. F(x) é ndo decrescente Va,b € R,a < b, F'(a) < F(b);
4. Ya,b e Ra<b,Pla< X <b)=F()— Fla);
5.VaeR,P(X =a) = F(a) — lim,—0 F(a — h)(h > 0)

Definicao 3.2 (Fun¢do Densidade de Probabilidade). Chama-se fungdo densidade de pro-
babilidade da varidvel aleatéria discreta X, a funcdo f(x) que atenda as seguintes

condigoes:

1. f(x) >0, paraa < x < b;

2. fab f(z)dz = 1, onde a e b podem ser; respectivamente, —oc e <.

3.1.1 Distribuicoes Continuas
3.1.1.1 Distribuicdo Uniforme

Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢do uniforme continua no intervalo [a, b], a < b,

se sua funcao densidade de probabilidade é dada por:

= a<a <
flx)y=4"" (3.1)

0, caso contrério.

Usaremos a notagdo X ~ Ula,b] para indicar que X segue o modelo uniforme

continuo no intervalo considerado.

3.1.1.2  Distribuicdo Normal

Uma varidvel aleatdria continua X tem distribuicio Normal com parimetros y e o2,

se sua funcao densidade é dada por:
1 _@w?

fx) = e 22 , para — oo < x < 00. (3.2)
ovV2m

Usaremos a notagdo X ~ N (u,o?) para indicar que X tem distribui¢io Normal com

pardmetros /i e 0.

3.1.1.3  Distribuicdo Qui-quadrada

Uma varidvel aleatéria continua X segue uma distribuicao de um Qui-quadrado, com

k graus de libertadade, se a func¢do densidade de probabilidade é:

-z k_,4

e2 x2
flr) =9 oFE

0, outros casos.

> 0:
TV as0keN) (3.3)
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Usaremos a notagdo X ~ X%k) para indicar que X segue uma distribuicao Qui-

quadrada de k graus de libertadade.

3.1.1.4 Distribuicdao T de Studant

Uma varidvel aleatdria continua X segue uma distribuicao T de Studant, com k graus
de libertadade, se a fun¢do densidade de probabilidade é:
I( (k+1) ) o\ k4l

2 k 1 - 2 ) Ra
flz) = AR e (k €N) (3.4)

0, outros casos.

Usaremos a notagdao X ~ ;) para indicar que X segue uma distribui¢do T de Studant
de k graus de libertadade.
3.1.1.5 Distribuicdo Gama

Uma varidvel aleatdria continua X segue uma distribui¢do Gama, de parametros necq,

se tem funcdo densidade de probabilidade da forma:

ale el S ()
f(z) = () (3.5)

0, outros casos.

onde:
e (a>0,n€eN);

o ['(n) = [ e "a" tdur;

e (I'(n)=(n—1)".

Usaremos a notagdo X ~ G(n,«) para indicar que X segue uma distribui¢io Gama

de parametros n e a.

3.1.1.6 Distribuicdo Exponencial

Uma varidvel aleatdria continua X, assumindo valores nao negativos, segue o modelo

Exponencial com parametro o > 0 se sua densidade é€:

ae” Y x> 0;
f(x) = (3.6)

0, outros casos.

Usaremos a notacao X ~ Fxp(«) para indicar que X tem distribui¢ao Exponencial

de parametro a.
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3.1.2 Distribuicoes Discretas
3.1.2.1 Distribuicdo de Bernoulli

Uma varidvel aleatéria discreta X, definida por:

1, se A ocorre;
X =
0, se A nao ocorre.

sendo A um evento qualquer, segue uma distribui¢ao de Bernoulli, se tem fungdo de

probabilidade tal que:

prqtT, sex =0, 1;
f(z) = P[X =a] = ,0<p<Lp+tqg=1). (37
0, outros casos.

Usaremos a notagdo X ~ B(1,p) para indicar que X segue uma distribuicdo de

Bernoulli.

3.1.2.2  Distribuicdo Binomial

Uma varidvel aleatéria discreta X, segue uma distribui¢ao Binomial de parametros n

e p se sua fun¢do de probabilidade é da forma:

(Z)pzqnfx, sex=0,1,2,...,n;

flz) =P[X =2] = ,(O0<p<l,p+q=1).

0, outros casos.

(3.8)

Usaremos a notagdo X ~ B(n,p) para indicar que X segue uma distribui¢do Bino-

mial de parametros n e p.

3.1.2.3 Distribuicdo Poisson

Uma varidvel aleatdria discreta X, segue uma distribui¢ao de Poesson de parametro \

se sua funcao de probabilidade é da forma:

e_“—f, r=1,2 .
flay=¢ " (A >0). (3.9)

0, outros casos.

Usaremos a notagdo X ~ Pois()\) para indicar que X segue uma distribui¢do de

Poesson de pardmetro \.
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3.1.2.4 Distribuicdo Geométrica

Uma varidvel aleatéria discreta X, segue uma distribuicdo Geométrica (ou de Pascal)
de parametro p se sua fung¢do de probabilidade é da forma:

pg" e =1,2,3, .
f(z)=P[X =2] = ,(O0<p<l,p+qg=1). (3.10)
0, outroscasos.

Usaremos a notagdo X ~ BN(1,p) para indicar que X segue uma distribuicdo
Geométrica de parametro p.

Na biologia quantitativa, muitos modelos encontrados s@o melhores descritos por mo-
delos probabilisticos. Os sistemas dindmicos ativados termicamente, por exemplo, sdo
muitos difundidos e por causa disso muitos sistemas biologicos exibem comportamento
estocéstico, comportamentos que ndo conseguimos determinar um padrdo, mas 0s mes-
mos tem origem em eventos aleatdrios, ao realizarmos experimentos de descompactacao
do DNA observaremos tal comportamento [1] [2] [3] [5] [14].

Existem também, muitos sistemas biologicos que apresentam um niimero de varidveis
que podem ser tratadas como aleatdrias, porque elas sao modeladas para um conjunto
possiveis de realizacdes e nao mudam durante o experimento. Um modelo probabilistico
assegurard uma probabilidade para a resposta de um experimento. E com isso, o problema
inverso € de interesse, pois podemos garantir uma probabilidade para um modelo ou um

conjunto de parametros dado a resposta de um experimento.

3.2 Teorema de Bayes

Nesta secdo vamos olhar para o Teorema de Bayes, o qual foi desenvolvido por
Thomas Bayes e publicado em 1763 [23] como uma ferramenta para determinar uma
solucdo regularizada para problemas inversos. Para tal, considere o par de vetores x
e y e represente por P(z), P(y) e P(x,y) as fungdes distribuicdo de probabilidade do
evento x € [x,x + dz| ser P(x)dz, do evento y € [y,y + dy| ser P(y)dy e do evento
(xz,y) € [x,x+dx,y,y+ dy] ser P(z,y)dxdy, respectivamente. Finalmente, assuma que
P(y|x) representa a funcéo de distribuicdo de probilidade para determinar y dado que = é
conhecido.

Assim, P(z,y)dxdy pode ser escrita de forma equivalente &:
P(z,y)dxdy = P(x)dxP(y|z)dy ou P(z,y)dxdy = P(y)dyP(z|y)dz (3.11)
Igualando os dois lados na equacdo (3.11), obtemos o Teorema de Bayes

Pz |y) = % (3.12)
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3.3 Inferéncia Bayesiana

Nesta secdo, destacaremos o que € a Inferéncia Bayesiana, também como ela pode
ser aplicada e suas caracteristicas. A Inferéncia Bayesiana consiste na aplicagdo iterativa
do teorema de Bayes, com a finalidade de atualizar o que conhecemos sobre as variaveis
aleatdrias envolvidas no problema, que podem ser um parametro do modelo em questio,
por exemplo. Essa ndo € a tnica forma de uma inferéncia estatistica, mas ela apresenta
algumas caracteristicas que fazem com que ela seja mais util que outras técnicas, um

exemplo temos a inferéncia frequentista, onde a frequéncia é vista como uma probabili-
dade.

Uma vantagem da inferéncia Bayesiana é que esta retornard uma distribui¢ao de pro-
babilidade, que em geral, contém muito mais informacdo que um valor inferido e um
intervalo de confianca. Em contra partida, esta pode depender fortemente da escolha de
uma distribuicao a priori que nem sempre pode ser uma escolha natural, [2].

Sendo um pouco mais formal. Suponha que o evento x seja uma sucessdo de eventos
mutuamente excludentes (x1,79,23,...,2,), que formam um espaco amostral {2. Conside-

rando y um evento qualquer, podemos reescrever 3.12 como:

P(y | x;).P(;)
> i1 1Py | w).P(a;)

Pl | y) = G.13)

Este teorema, nos permite determinar as probabilidades dos diversos eventos z; que

podem ser a causa da ocorrencia do evento .

Dentre as aplicacdes existentes, destacamos aqui um exemplo bastante classico que é
o célculo do nimero de falsos positivos em testes médicos, maiores detalhes em [2]. Para
tal, vamos supor que hd uma doen¢a muito rara que ocorre em apenas uma pequena fracao

¢ da populacdao. Um teste para a doenga, retorna um resultado falso com probabilidade p.

P(negativo | doente) = P(positivo | sauddvel) =
P(positivo | doente) = P(negativo | sauddvel) = 1—p
P(doente) = €

Pelo teorema de Bayes, temos que:

e
pe+(1—=p)(1—¢

P(falso negativo) = P(doente | negativo) = (3.14)

p(l —¢)

P(falso positivo) = P(sauddvel | positivo) =
( ) = Ploauddvel Lposttive) = o= 5+ - p)e

(3.15)

Note que as probabilidades de falsos negativos 3.14 e falsos positivos 3.15 sao bastante
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diferentes. Acontece que o nimero de falsos positivos é muito elevado devido a raridade
da doenca. Sendo possivel observarmos que mais da metade de falsos positivos sdo a
menos de uma probabilidade p de ter um resultado impreciso € menor que a prevaléncia

da doenca e.

3.4 Formula de Bayes e Problemas Inversos

Nesta sec@o veremos como a formula de Bayes (3.12) se relaciona com os problemas
inversos descritos no Capitulo 2.

Inicialmente, note que P(x) representa a fun¢do densidade de probabilidade do ve-
tor de estados z estimada anteriormente as medidas. Desta forma, P(x) representa a
informacao a priori da fun¢do densidade de probabilidade. Esta desempenha um pa-
pel muito importante na determinacao de solu¢des aproximadas para problemas inversos.
Nao nos deteremos nos detalhes aqui, mas sugerimos [6] e [7]. J4, P(y|z) € a fungdo
densidade de probabilidade de observar y, dado o valor exato x. Assim, P(y|x) estd
intimamente ligado com o modelagem do problema.

Por outro lado, P(x|y) é a funcdo densidade de probabilidade a posteriori para o vetor
de estados = dados as medidas y. Note que este é exatamente o objetivo dos problemas
inversos. Neste contexto, para obtermos as solucdes = para um dado problema inverso
de maneira que a resposta seja a “ melhor possivel” buscamos por um vetor x que maxi-
mize P(z|y). De forma mais precisa, desejamos resolver o problema de maximizagdo a

posteriori (chamada MAP)
max P(z|y) . (3.16)

Observe que como P(y) no denominador de (3.12) independe de z, este é somente

um fator de escala. Por simplicidade, podemos reescalonar o problema de forma que
P(y) = 1.

3.5 Relacao entre MAP e regularizacao de Tikhonov

Nesta secdo, formalmente, apresentaremos a relacdo entre a formula de Bayes e a
regularizacdo de Tikhonov apresentada na Se¢do 2.3. Para tal, assuma que sejam conhe-
cidas informagdes a priori xy para o problema (2.1). Assuma ainda que saibamos uma
variancia do erro cometido no propor x, como a priori, dada por 42, tal que a estimativa
a priori da ||x — xo|| > do. Por fim, suponha que as medidas sejam tomadas com um erro
de variancia §2, que incorpora os erros de modelagem e do aparelho de medidas, de forma

que o problema (2.1) tenha a forma

y’ = A(p)r +6. (3.17)
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Desta forma, temos que
lly — 4’|l = [|A(p)z — °|| < 6.

Por simplicidade, assumiremos que o a relag@o entre y e x ¢ linear, ou seja que A(p)
€ um operador linear.

Suponha que os erros de distribui¢do sejam Gaussianos (ver se¢do 3.1). Assim, temos

que
1 ||z — 20| ”
P - - — 3.18
e
1 ly — A(p)z|?
P(y|z) = Nor exp 552 . (3.19)

Aplicando a férmula de Bayes (3.12) (lembrando que estamos assumindo que P(y) =

1 haja visto que este independe de x), temos que

P(l’|y): ;eXp—Hx_IOHQ 1 exp_w
doV 2T 202 621 9252 520)
_ 1 =A@l e =zl
270y 262 202

Desta forma, o problema de maximizacao (3.16) (ou mais precisamente logMAP) é dado

por
ly — Alp)z[l* _ [lz — woll”
maxlog Pzly) = mfxlog@waao T T
ly = Ap)z|* Iz = zoll”
= max (C’ — 552 i 52 .

Tomando J,(z) = ||y — A(p)z||* + a||r — xo||* o funcional de Tikhonov com /o =
Q (%) e observando que max — J,(x) é equivalente a min J, (x) ([25] e [18]) temos que,
encontrar = que maximize P(z|y) é equivalente a encontrar x que minimize o funcional
de Tikhonov J,, ().

Desta forma, toda a teoria de regularizacao descrita no Capitulo 2 na se¢ao 2.3 pode

ser aplicada, utilizando a férmula de Bayes.

Observacao 3.3. A equivaléncia feita acima entre a hipotese de que a distribuicdo dos
erros nos dados seja Gaussiana e da minimizagdo de um funcional de Tikhonov com erros
quadrdticos pode ser generalizada para outras distribuicoes de probabilidade descritas

anteriormente. NOos nos ateremos a estes casos. Interessados podem consutar [9] e [6].
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Com o exposto acima, podemos anunciar os seguintes teoremas:

Teorema 3.4 (Existéncia). Dada qualquer escolha da distribuicdo de probabilidade a
priori P(x) tal que a esta esteja associada a uma escolha do parametro de regularizacdo

a= a(%) > 0. Entdo existe uma solugdo do problema (3.16).

Demonstracao: Segue diretamente da equivaléncia entre a minimizacdo de .J, (que

exite pela teoria cldssica de otimizacao [15] [25]) e uma solucdo de (3.16) derivada acima.

Teorema 3.5 (Convergéncia e estabilidade). Suponha que escolha da distribuicdo de pro-
babilidade a priori P(z) seja feita de forma que gere uma escolha do pardmetro de
regularizacdo o = a(%) satisfazendo o — 0 e o /6* — 0 para o funciional de Tikhonov,
entdo a solugdo aproximada, aqui denotada por %, de (3.16) é uma solugdo regularizada

para o problema 2.1.

Demonstracao: Segue diretamente das propriedades de regularizacdo dos minimiza-
dores do funcional de Tikhonov com a escolha de o de forma apropriada e da equivaléncia

entre o problema (3.16) e a minimizagao do funcional .J,.

3.5.1 Inferéncia Bayesiana e Tikhonov iterado

Faremos aqui um breve comentério a respeito das propriedades de regularizacdo ao
utilizarmos a inferéncia Bayesiana como um método de identificagdo. Em outras palavras,

suponha dado xj, e considere
Ty = argmazrP(x|y) = argmaxP(zy) P(y|z) (3.21)

onde utilizamos a férmula de Bayes.

As vantages de considerar (3.21) é que a informagdo a priori P(z},) é atualizada a
cada iteragdo.

Fazendo a mesma analise como na se¢do 3.5 obtemos que 2,1 em (3.21) pode ser

Vvisto como
Tpe1 = armindy (T © xy) (3.22)

onde
Jo(z - x) = |[A(p)z — yl|> + oz — i |]?

¢ o funcional de Tikhonov-iterado considerado em [8] e [4]. Como o método de Tikho-
nov iterado € de fato um método iterativo, os resutlados de convergéncia e estabilidade se-
guem, de maneira muito proximas, aos resultados apresentados para o método de Landwe-
ber na Subsecdo 2.3.2. Para detalhes sobre as propriedades de regularizacdao do método

de funcional de Tikhonov iterado, veja [8], [4] e referéncias.



4 MODELAGEM DO PROBLEMA DIRETO:
DESCOMPACTACAO DO DNA

Como ja mencionado anteriormente, é importante e fundamental na biologia o es-
tudo da descompactagdo das cadeias e o sequenciamento da molécula de DNA, 1. Neste
capitulo, nos deteremos em descrever o problema direto de descompactagdo do DNA
aplicando uma forca fixa. A apresentacdo que faremos aqui estd baseada em estudos
anteriores, que podem ser consultados nas referéncias [1, 2, 3].

E importante observar que o trabalho de descompactar as cadeias polimeras que
compdem o DNA dependem, primeiramente, da sequéncia, porque os pares de bases GC
sdo mais estdveis do que os de AT, por exemplo [1, 2, 3]. Segundo, a estrutura de hélice
dupla apresenta empilhamentos de pares de bases e isso acarreta interacdes entre 0s pares
vizinhos. Ambos os fendmenos devem ser considerado na descompactacdo do DNA.

Para descompactar uma molécula de DNA, separar as ligacdes de hidrogénio, exis-
tem diversos experimentos € modelos, mas, neste trabalho vamos nos deter a separacao
por aplicacdo de uma forca mecanica. Para entendermos este processo, iniciaremos defi-
nindo o que podemos chamar de problema direto (descompactacdo) e nas secdes seguintes
caracterizar a descompactacdo utilizando a hipdtese de que ela serd realizada por um pro-

cesso de forca mecanica.

4.1 O problema direto

Nesta secdo, descreveremos de forma mais clara o problema direto que consiste na
descompactacgdo das cadeias polimeras da molécula de DNA. Por sua vez, na modelagem
deste problema deve ser levado em consideragdo caracteristicas como extensao, energia
livre e a elasticidade.

Em uma molécula de DNA, ao se aplicar uma determinada forca, de qualquer na-
tureza, nas cadeias polimeras, cadeias de agucar-fosfato, em condi¢des e intensidade
propicias € possivel romper as ligacoes que sdo formadas pelos pares de bases. A
aplicacao desta tal for¢a, resulta em duas cadeias polimeras, além de poder ser observado

(medido) caracteristicas como: a energia livre resultante do rompimento desses pares de
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bases e a elasticidade de cada cadeia, sinais estes que sdo fundamentais e auxiliardo para

resolucao do problema inverso, o sequenciamento.

4.2 Modelando o problema direto

Nesta se¢do, vamos descrever matematicamente modelos tedricos para a elasticidade
e para o processo de descompactacdo do DNA. Apesar de se conhecer e compreender
a estrutura de uma cadeia polimera e sua elasticidade, existem estudos atuais acerca de
modelos que propiciam uma entendimento maior com relacdo as caracteristicas bastante
especificas, como controle e medi¢des quantitativas, que ndo se conhecia com as técnicas
mais antigas. Descrevemos aqui, modelos padrdo da fisica de polimeros, direcionado a

compreensao biopolimera e elasticidade do DNA.

4.2.1 Modelando a elasticidade

Para obter as propriedades fisicas do polimero, foram construidos diversos mode-
los hipotéticos que quando aplicados, por exemplo, em cadeias curtas apresentam certas
limitagGes. Para este problema, vamos considerar que uma cadeia hipotética consiste em
n ligagdes, que podem ser representadas por vetores ligando ¢z — 1 e <. Um conjunto de
vetores ¢; (vetores que conectam a ligagdo ¢ — 1 a ¢) acerca do mesmo pode ser constituido.
Veja Figura 11. Note que, uma possivel interpretacdo dos vetores ¢; podem ser obtidos
com os vetores tangentes (sob uma certa normaliza¢do) de uma curva suave no espaco,
passando pelos pontos que representam as ligagdes. Assim, a representacdo que vamos
construir aqui pode ser vista como uma aproximagdo discreta de um modelo continuo

para esta dinamica.

Figura 11: Representagdo esquemdtica de modelos de polimero. Também disponivel em

[1]

Para esta modelagem, uma das quantidades mais importante € a distancia entre os

extremos dos polimeros, que pode ser dado pela equagdo abaixo:
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R=> 1t (4.1)

Geralmente, a magnitude da escala do I? que € interessante. Esta pode ser calculada
pelo quadrado da distancia entre extremos, ou seja, o produto escalar de R com R, dado

por:

R* =)t (4.2)
ij
Cadeia livremente articulada (FJC)

E o modelo mais simples para descrever uma cadeia polimera simples. Consiste em
um modelo polimero simples descrito como uma cadeia de N segmentos t; = bt; de com-
primento fixo b. E assumido ainda que as juntas podem se mover livremente em qualquer
direcdo independentemente das demais. Portanto os vetores sao ndo-correlacionados. Por
isso, este modelo pode ser visto como um modelo de um caminho totalmente randomico.

Assim, matematicamente, a distribuicdo de probabilidade € dada pela equacdo abaixo:

1
4rh?

P(t;) = o([t:] = b) 4.3)

1
47h?

a funcdo 9 impdem que o comprimento da ligagao seja exatamente b.

A constante fornece a correcao de normalizacdo em um espaco tridimensional e

Sob estas hipoteses, a média da distancia ponto-a-ponto do polimero deve ser igual a

zero, pois, ndo ha uma direcao preferencial. Ou seja,

Que por sua vez, o quadrado da média da distancia € dada por:

<R*> = <ZZtit]~> 4.5)
i

= ) <tit;> (4.6)
]

= Y B+ <tit;> (4.7)
i i#j

= N. (4.8)



44

Portanto, a distribui¢dao de probabilidade dos extremos da cadeia, R, que é dada por
P(r) = [ TTIPdIsR -3 1), @9)

Note que, a existéncia da distribui¢do ¢ na expressdo acima nos leva a concluir que
temos que avaliar a integral sobre todas as possibilidades de jun¢des e, dentre estas, esco-
lher somente as que possuem distancia entre extremos F.

Calculando a distribui¢do de probabilidade em (4.9), obtemos

P(R) ( 3 ) : S (4.10)

= 202N | .
27N/ €

Ou seja, a distribui¢do de probabilidade (considerando este modelo) é uma gaussiana (ver

secdo 3.1), cuja dependéncia € apenas do mddulo da distincia entre extremos R.

Observacao 4.1. Da equacdo (4.10) podemos deduzir o seguinte: Suponha que a pri-
meira ligacdo esteja localizada na origem do sistema de coordenadas que estamos
usando. Assim, (4.10) determina qual a probabilidade de encontrar o outro extremo da
cadeia que estd a uma distancia R.

Além disso, o mdximo de P(R) acontece quando R é o menor possivel, ou seja,
quando o final da sequéncia estd exatamente na proxima ligacdo. Essa informagdo é
importante, pois nos fornece uma primeira motiva¢do para usar um método iterativo do
tipo proposto na Subsecdo 3.5.1 como um método para usar a maximizacdo da probabi-
lidade.

Esticando uma FJC

Agora estudaremos o que acontece se aplicarmos uma for¢a externa (constante) ao
modelo FJC descrito acima. Neste caso, ao aplicamos uma forca externa a cadeia é esti-
cada, fazendo com que as ligacdes se alinhem ao longo da dire¢ao da for¢ca, como acontece
com um par de particulas carregadas eletricamente, com cargas distintas em um campo
elétrico. A energia liberada desse processo (a uma forca constante) deve ser diretamente

proporcional a forca aplicada. Em outras palavras, é dado pela equacao:
Hpjo=E=—fR=~f> 1 (4.11)

E/kpT

Multiplicando cada fator por e~ , que € fator de Boltzmann, responsavel por

expressar a probabilidade de um estado de energia £/ com relacdo a um estado com energia
zero, e calculando a média, sob uma sequéncia com N juntas, temos
fb

< z>pjo= Nb [coth(—)

kT
kpT/) }

W (4.12)
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Para forcas pequenas, a cadeia comporta-se como uma mola de rigidez 3:;3*3 e com-
primento restante zero, dado por:
NUv?
< zZ>pjc= 4.13
2 >ric= 3 k:BTf (4.13)
Ja para forcas grandes, temos
kgT
<> bN(l . i) (4.14)
fo
e assim, a forgca necessdria para destender a molécula diverge quando o tamanh Nb é
alcangado.
ssDNA

Depois de descrever como algumas cadeias polimeras se comportam, passaremos a
modelar o comportamento de uma fita simples de DNA (single stand DNA, denotado por
ssDNA).

Como o ssDNA € uma cadeia muito fina e flexivel, esta é frequentemente descrito
por um modelo de cadeia livremente articulada FJC. No entanto, para for¢as de grande
intesidade, resultados experimentais mostram que um modelo como em (4.14) ndo € o
suficiente para modelar a cadeia de ssDNA. De fato, numa cadeia como o ssDNA tem que
levar em consideragdo auto-atracoes de algumas de suas ligacOes, bem como repulsdes
causadas pelos elementos consistentes das mesmas ligagdes. Outros fatores que devem
ser levados em conta sdo as concentragdes dos solutos onde a cadeia estd imersa. Veja
figura 2.2 na pagina 32 da Tese de Baldazzi [1]. De qualquer maneira, tipo de paridade
das bases, a iteracdo entre as bases no processo de esticamento e a elasticidade intincica
dos segmentos devem ser levados em consideragao.

Excluindo os efeitos do volume, Zhang et al. [29] propuseram que a energia para

esticar uma cadeia de ssDNA deve ser regida pela equagao:

Np U2 e.jl,’p( —_ | zln'rj‘)
Hyspnva = Hyrjo + Z Ve + m ds;ds; E— (4.15)
i=0 v J

onde:

N 2
o Hrjo = Y; > <|r, —rj| — b) — fzy € uma modificacdo de FJC descrito ante-
i=1

riormente, incorporando segmentos que podem esticar (com mdédulo de Young Ys,

ou contrério da rigides assumida no modelo FJC. O termo

Np

e >V, representa o emparelhamento de base, jd N, € o nimero de nés emparelhados
i=0
e V), € o potencial médio de emparelhamento;
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e O dltimo termo, representa a repulsao eletrostdtica entre o segmento de DNA, onde

v é a densidade de carga eficaz e ey € a constante dielétrica da dgua.

O sistema que descrevemos, pode ser simulado com um procedimento de Monte
Carlo. Devido as caracteristicas ja citadas e as variagdes que as mesmas sofrem, o mFJC
representa um bom modelo para a elasticidade de um DNA de cadeia simples, quando
restrita de 10 a 70 p/N. Assim, descrevemos a distancia entre extremidades da molécula

pela expressao

k];bT> B KﬁT} (

onde, L, representa o comprimento do contorno da molécula e S € o mddulo de

1+ i) (4.16)

< z >mrijc= Lss [coth(
Yss

alongamento de DN A,;.

Modelo Kraty-Porod (KP)

No modelo FJC ndo existe restricdo quanto aos angulos entre duas ligagdes adjacentes
e assim, sdo permitidas curvas acentuadas. Por outro lado, polimeros possuem rigidez
especificas que fazem com que flexdo acentuadas sejam custosas energeticamente. Tal
caracteristica pode ser assumida no modelo, simplesmente incorporando a quantidade de

energia

I]Z; =—a i it (4.17)
para o angulo entre dois segmentos adjacentes na cadeia. Na equacdo anterior, #; é o
versor do vetor ¢; e a € uma constante que descreve a rigidez da molécula, onde a >> 1
(muito rigido) e a < 1 e (muito flexivel).

Devido a existéncia dessa inflexibilidade de direcao entre diferentes ligagcdes implica
que a direcdo de uma dada ligacdo influéncia a ligacdo seguinte, fazendo com que elas
sejam, agora, relacionadas. Para determinar os efeitos nos pares que sao influenciados,
faz-se interessante calcular o alcance efetivo |i — j| no qual as mudancas sdo sentidas.

Para tal, podemos determinar a correlacdo térmica entre os extremos, dada por:

f d2t0...dthlgN.lf()P(tAo...tAN)

<ty tg >= — 4.18
N0 [ dty...d?ty P(fo..Ty) (4.18)
. N-1
onde P(ty...tx)a ] e*iti+r,
1=0
Usando P({...tx) como acima, obtemos que
A~ oA Nin |:coth(a)75:|
<infp>=e (4.19)
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Como resultado da equagdo (4.19) concluimos que, para a > 0 temos que coth(a) —

é < 1, ou seja, a correlacdo cai exponencialmente a uma distancia

_ 1
In [coth(a) - %]

. (4.20)

Logo, dados dois vetores a uma distancia maior ou igual a /.., estes podem ser considerados

como independentes, uma vez que sua correlacdo mutua tende a zero.

Modelo como cadeia de Worm (WLC)

Este modelo consiste no limite continuo do médulo de (KP) quando b — 0. Assim
podemos escrever a flexio de um polimero em fungio do seu vetor tangente #(s), com s

sendo a parametriza¢do, como:

~

al KpTab = /t; — 112
Ewrc = —KgTa g fi.fzurl = —BT E b(%) + constante  (4.21)
=1 i=1

L8 La(y
0

cujo limite é tomado de forma que ab seja constante quando b — 0. Assim, a deve ir
para infinito. As constantes elasticas a e B sdo relacionadas por B = KgTabe, L ¢é
simplesmente ND.

A correlagdo 4.19 pode ser reescrita substituindo [n [coth(a) — %] por simplesmente
—i, quando a — oo, resultando em

N 7KBT\575,|

<i(s),i(s) >=e B =e A (4.22)

onde a constante A = chamada de comprimento de persisténcia. Esta fornece uma

B
kpT’
medida da flexibilidade do polimero. Para sermos um pouco mais claro e entendermos
melhor o significado da constante A, vamos calcular a distancia de dois pontos que estao
a separados um do outro por um comprimento L ao longo da curva (agora continua)

que descreve a cadeia polimera. Em termos do vetor tangente, sabemos que este estd
L

relacionado com a fungdo comprimento de arco, dado por ¢(s) = r(L) —7(0) = [ dst(s).
0

Portanto, a média quadratica € simplesmente
< |r(L) = r(0))? >=2AL + 2A%(e" /4 — 1) (4.23)

Deste modo, dados dois pontos que estdo mais proximos que o comprimento de
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persisténcia A, temos que < |r(L) — r(0)|> >~ L2. Neste limite, a cadeia polimera nio
dobra muito. Como consequéncia, a distancia média dos extremos € aproximadamente
L. Assim, a cadeia se comporta quase como uma haste rigida e a correlacdo entre os
diferentes segmentos ¢ maxima. Note que, neste sentido, a constante de persisténcia de
comprimento A age como uma informacao sobre a distancia na qual a cadeia persiste na
mesma direcdo. Isto nos leva a concluir que a rigidez na cadeia possui um efeito favoravel
para a compreensiao da mesma. No caso em que A >> [, a cadeia polimera age como
se tivesse juntas livres e os pontos podem ser considerados ndo-correlacionados. Para
cadeias longas, i.e. L >> A a distancia média quadratica é 2AL. Portanto, se parece

com um caminho aleatorio de 5% passos, cada um com comprimento 2A.

L
24
Esticando uma cadeia longa modelada por WLC

Veremos aqui que ao esticar um polimero semi-flexivel longo, i.e., com L >> A,
novos termos aparecem na formulacdo do modelo WLC. Este € um dos indicativos de
que, para cadeias longas, as dificuldades de solucdao do problema de sequenciamento que
serd estudado no préximo capitulo € mais dificil. Os termos adicionais sao 0s responsaveis

por acoplar a forca f a distancia entre extremos no modelo WLC, dado por:

L

/ d<d£>2 ML) — r(0)] (4.24)

_ KpTA
N ds
0

BE 5

Podemos ainda reescrever esta tltima equagdo como uma integral sobre ¢

L
se= [
0

Podemos notar que em (4.25) o hamiltoniano € controlado pelo pardmetro SAf. As-

SO

sim, temos dois regimes de for¢as a serem considerados como casos extremos, por esta-

rem acima e abaixo da forca KpT'/A.

e Forcas Pequenas - Neste regime podemos usar uma aproximacado de primeira or-
dem. Uma vez que conhecemos a flutuagdo para as forcas de ordem zero e o média

quadrdtica das distancias extremas (veja 4.23 para L >> A), temos, por simetria,

2AL
>=

3 (4.26)

Usando a aproximagdo de primeira ordem para a forca, isto €, somente o termo de



49

primeria ordem da série de poténcias em 4.23, que possui trés termos, temos:

3kpT
f=50gt 4.27)

e Forcas Grandes - Neste regime podemos usar a expansao \/LT para calcular o com-
portamento ndo linear de um polimero. De fato, suponha que a cadeia polimera
Ja estaja bem esticado. Neste caso, podemos usar a seguinte aproximagao o vetor
tangente (s) = 2t + u, onde u << 1. Como ¢ deve ser unitdrio (versor), temos
que ) = VI-uP =1~ +|ul* + ..., cuja expansdo em Taylor converge. Neste

contexto, podemos escrever as flutuagdes de |u|? como:

e a extensao, na direcdo da forca, é dada por

i=L<t >:L<1—%|u|2+...> —(1- \/LL;—Af> (4.29)

mostrando o comportamento assintdtico da forma \/if

O DNA em hélice dupla (dsDNA)

Usaremos este espaco para comentar alguns pontos de interesse sobre a elasticidade da
hélice dupla do DNA, que denotaremos aqui por dsDNA. Se considerarmos o dsDNA em
um regime de forcas pequenas, entio este € bem descrito como um polimero semi-flexivel,
veja referéncias em [1]. Comparado com o ssDNA, o dsDNA pode ser considerado bas-
tante rigido e assim, pode ser modelado como um polimero rigido. Um dos modelos mais
aceitos para o dsDNA € uma aproximagao do modelo WLC visto acima, onde
1 1 1 =z f

—+

TBA|A(1—z/L? 4L Y 30

f

onde Y, ~ 1000p/N é uma constante de elasticidade da cadeia de dsDNA.

4.2.2 Modelando o processo de descompactacao: Caso Estatico

Nesta subsecdo vamos nos deter ao processo de separacdo da cadeia de DNA. Nesta
modelagem alguns ingredientes devem ser levados em conta. Extensdo, a energia livre
(que é uma quantidade uni-dimensional) e a elasticidade da molécula, cujos modelos
foram descritos brevemente acima.

S6 relembrando, teremos que considerar a energia necessdria para separar uma
molécula de DNA em hélice dupla (dsDNA).
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Assumindo que esta molécula possui NV pares e denotanto por s; = A, C,T,G as
bases ao longo da cadeia de DNA, temos que a energia gasta para abrir os pares de bases,
do primeiro ao n-ésimo (claro que n < N), pode ser expresso pela soma das energias

necessdrias para abrir cada um dos pares de bases, denotado por go(+), isto é,

G(n) = Ggs(n) = Zgg(si, Sit1)- (4.31)

<n

onde go(s;, si11) leva em consideracé@o a paridade, bem como os efeitos de alongamento
entre as bases vizinhas na cadeia. A figura 4, no capitulo 1, espressa 10 valores para
go, dependendo da combinacio entre as bases 7 € 2 + 1. Os valores expressos também
dependem das concentragdes do soluto onde a fita de DNA estiver imersa, entre outros

fatores. Veja [1] e referéncias para maiores detalhes.

Outras quantidades que devem ser levadas em consideracdo para a modelagem sao as
energias potenciais eldsticas que agem em moléculas sob uma dada tensdo. Estas quan-
tidades levam em consideracoes as ligacdes entre o ssSDNA e o dsDNA, que conectam a

molécula a ser aberta a0 mecanismo de abertura usado (ver figura 12).

(1) (2)
14s 2 n 1gse 14g

é

n open bp

ds DNA

Figura 12: Ilustracdo do processo de descompactacao do DNA. Também disponivel em

(2]

Na figura 12 temos uma constante de rigidez K,,, comprimento nlss € energia li-
vre ngss. Segundo [3],[11], [26], kss(n), lss € gss s30 pardmetros obtidos a partir de
uma aproximagd@o harmonica local do modelo de cadeia livremente articulada, conhe-
cido por ser preciso para as propriedades elasticas do ssDNA em torno da forca média
de descompactagdo (f,,). Além disso, temos dois ligantes rigidos de comprimento [,
uma armadilha 6ptica, com rigidez K, constante e L indica a posi¢do desta armadilha.
Tais parametros e componentes deste processo de descompactacdo pode ser visualizado

na figura 12, também disponivel em [3].
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4.2.2.1 Descompactacdo do ssDNA

Para o espectro de forcas de interesse, a elasticidade do ssDNA é bem descrito pelo

modelo FJC (ver subsecao 4.2.1) modificado, dado por (veja a figura 12)

sinh(df /kgT)

Gss(n, [) = ngss(f) = nbolog | kT i

(4.32)

para os parametros d = 0.59A4° e by = 1.15A°.

A energia livre da cadeia de ssDNA a uma distancia fixa x,, entre suas duas extremi-
dades é

Gss(na xss) - f(xss)xss - ngss(f(xss)) . (433)

Nesta equacdo, temos:

e f(xzss) € a forga necessdria para uma cadeia simples com n bases abertas ter uma

extengao ;.

o f(xss)xss que representa a quantidade de “energia” que foi aplicada, suficiente-

mente para romper n pares de bases.

e ngs(f(zss)) representando a quantidade exata necessdria para o rompimento de n

pares de bases.

No ponto de equilibrio, (lembre que a cadeia € elastica e se ndo for esticada ela se com-
prime e assim o caso em que a energia livre Gs4(n, z4) estiver no estado de equilibrio),
podemos a partir das equacdes 4.32 e 4.33 determinar uma expressao para =, dependente
da energia necessdria para romper cada par de base (gss), de forma implicita. De fato,

derivando a equacdo 4.32, em relacdo a f, temos:

aC;ss . dgss(f<xss)) o o dgss(f<x58>)
T = n%ﬁ“)) ~0. (4.35)
Assim, de 4.34, temos z,, dada de forma expicita por:
. aGSS o ngS(f(’:CSS))
Tgs = of (n, f) = n—df (4.36)

Agora, vamos reescrever a expressao 4.36 através de uma expansao em torno da forca

média de descompactagdo (f,,). Para isso, temos que escolher um valor de referéncia
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para f,,, e assim, definir a extensao do ssDNA por pares de bases, dada por:

— dQSS(faU)

lss i (4.37)

Estamos considerando que pequenas variagdes em x5, do valor de equilibrio nlgs cor-
repondam a forga f,, = f(nls), resultardo em pequenas variagdes na forca f aplicada
nas estremidades da cadeia de ssDNA. Linearizando a equac¢do 4.36 em torno dos valores

Tes = Nlgs € [ = fa0, temos

f - fav = Kss(n)(xss - nlss) (438)
onde a constante de rigidez K, é dada por

d? s
df?

-1
Kgs(n) = {n (fav)} . (4.39)
Note que a expressdo para /s dada pela equacdo (4.39) implica que a rigidez diminui

com o numero de pares de base n abertos.

Com esta aproximacao dada pela equacdo (4.38), a energia livre para a cadeia de

ssDNA a uma extensao fixa z,, em (4.33) fica

1
Gss (n7 :Css) = favxss + §Kss (n) (xss - nlss) - ngss (440)

onde Gss = gss(fav)-

4.2.2.2 Descompactacdo do dsDNA

No processo de descompactaciao experimental que estamos analizando, além do mo-
delo de descompactacdo do ssDNA, temos que levar em consideragdo a influéncia da
armadilha Optica que assumiremos possuir uma constante de rigidez K, € as conexodes
entre os elementos que estdo em cada uma das cadeias de ssDNA da élice dupla (veja
figura 12). Consideraremos estas conexoes rigidas para a energia f,, que serd usada. Por

fim, temos que modelar a cadeia de dsDNA.

Consideraremos aqui que a energia gasta para separar OS primeiros n pares

{s1,-++ ,sn} sejadado por (4.31), para gy dado na figura 4, disponivel no 1.

Nosso préximo passo € descrever a energia livre total, que leva em conta as duas
fitas simples de ssDNA que estdo entrelagadas na élice do dsDNA, cujas distancias fixas

serdo denotadas, respectivamente, por x!, e

§8°

a uma posi¢do L da armadilha. Ainda,
consideramos que as bases das duas fitas estdo a uma distancia fixa /45. Supondo que o

centro da armadilha est4 localizado em L — x!, — 22, — I, temos que a energia livre total
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pode ser escrita por,

1
G(Iis, Izs’n|L> - G(”) + GSS(”? xis) + GSS(n’xis) + 5 trap(L - xis - ‘ris - ld$>2
4.41)

Usando o modelo para G dada na equacdo (4.40), para cada uma das fitas simples do

DNA, respectivamente, a equagao (4.41) pode ser reescrita por

1
G(xb, 22, n|L) = G(n) — 2ngss + fao(zly +22) + 5(:6;5 — nlg)’+

1 1
+§(x§3 —nlgs)? + §Ktm,,(L R s ) (4.42)

Para obtermos a expressao para a energia livre dependendo somente do nimero de
pares de bases e distancia L, G(n|L), estimamos a distincia entre x}, e 22, e escrevemos
law = fav/Kirap € K(n) = K Kirap/ (Kss + 2K4qp). Assim, obtemos de (4.42) que

Gn|L) = G(n) — 2ngas + %K(n)(L ly — L — 2mla)?. (4.43)

A rigidez efetiva K (n) ndo varia significantemente quando, para L fixo, o nimero de
pares de bases descompactadas variam em torno do nimero médio de bases descompac-
tadas para o dado L fixo. Assim, passaremos a considerar K (n) como uma fungdo que
depende somente de L, denotado a partir de agora por K (L).

Nosso objetivo aqui € escrever a energia livre total G(n, L), dependendo somente de

L. Para tal, escrevemos

N
Z(L) =Y e b, (4.44)

n=0

Assim, podemos escrever a energia livre como a contribuicao
G(L)=—log Z(L) (4.45)

4.2.3 Algumas evidéncias da ma-coloca¢ao do problema

Nesta subse¢ao daremos uma breve ideia (sem de fato provar rigorosamente), que o
problema que estamos estudando € mal posto no sentido de Hadamard, como descrito na
secdo 2.2.

Dado a energia livre, temos que a o valor da forga, para L fixo é dada por

dG
[ = o= (L) (4.46)

Dado que a energia livre G(L) é medida nos experimentos, a qual denotamos por G?,
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temos que o problema de determinar a forca correspondente, digamos f°.
Como na Subsecdo (2.2.1), temos que este problema € mal posto no sentido de Ha-
damard. Logo, a solu¢ao de qualquer problema inverso que envolva dados experimentais

relacionados a for¢a f deve utilizar algum tipo de regularizagao.

4.3 Modelo dinamico para a descompactacao

A modelagem apresentada anteriormente € independente do tempo. Nesta se¢do apre-
sentaremos uma dindmica alternativa para a modelagem da descompactacdo da cadeia de
DNA. Seguiremos o modelo proposto em [12].

Diferentemente da modelagem apresentada anteriormente, nesta modelagem, dado a
sequéncia de bases {b,--- ,by}, queremos determinar o tempo de descompactacdo em
funcao do nimero de pares.

Neste trabalho, vamos considerar que a energia livre para descompactar os n primeiros

pares de base é dada por

g(n, 1) = go(ii + 1) + 2ngss(f), (4.47)

>n

onde g, representa a for¢a necessaria para separar os pares de bases, enquanto g, repre-
senta a forca necessdria para separar dois pares na mesma base. Como anteriormente, gss
¢ dado pela equacao (4.32).

Cocco e Monasson em [12] propuseram o seguinte modelo dindmico para 0 movi-
mento da interface entre as partes abertas e fechadas da molécula, de acordo com as

seguintes taxas basicas
To(n) = redo(m)/ksT re(fyn) = re29ss(N)/kBT (4.48)

de abertura r, e fechamento ., respectivamente. O parametro r representa a taxa (mi-
croscopica) constante para um par de bases abrir ou fechar na auséncia da aplicacdo de
forgas externas na iteracdo entre os pares de base. Neste sentido, r pode ser considerado
como o inverso de tempo de difusdo entre objetos a alguns nanomilimetros de distancia.

Em particular, r = kgT'/27nl>.



5 MODELAGEM DO PROBLEMA INVERSO: SEQUENCI-
AMENTO

Realizar a modelagem matemdtica do sequenciamento do DNA, que consiste na
resolucdo de um problema inverso, ¢ uma tarefa bastante dificil devido a complexibilidade
do mesmo. Existem diversos pesquisadores que dedicam-se ao conhecimento biolégico
e ao estudo do processo de predi¢do de uma sequéncia de DNA, uns apresentam uma
modelagem mais realistica, abordando um conhecimento avancado no que diz repeito a
estrutura molecular e funcionalidades, outros um pouco mais superficiais.

Nos capitulos que antecedem a este, além de caracterizar a molécula de DNA e realizar
uma abordagem teorica a cerca de problemas inversos, modelos probabilistico, teorema de
Bayes, metodos de regularizacao e relacdes entre esses temas, destacamos também que em
uma experiéncia de descompactacdo da sequéncia de DNA, observando as energias livres
consequentes deste processo ocasionando a abertura/fechamento da cadeia de DNA. Com
i1sso, existem modelos capazes de reproduzir a forca (para experiéncias de velocidade
constante) ou posi¢des (para experiéncias de forgcas constantes) desse processo, tornando
vidvel obter inversamente informagdes sobre a sequéncia.

Nesta secdo, realizaremos um estudo de como a molécula de DNA pode ser recons-
truida a partir de modelos descritos anteriormente. Neste ponto estamos usando algumas
das técnicas desevolvidas em [1], com o diferencial de que, uma vez que construimos
a relacdo entre a distribuicdo de probabilidades e a regularizacdo de Tikhonov, temos a
garantia de que alguns dos processos apresentados neste capitulo sdo, de fato, métodos de
regularizacao.

Como um dos objetivos deste capitulo € de fato caracterizar a sequéncia da molécula
de DNA, cabe ressaltar que a estrutura dessa molécula € composta por duas cadeias
polimeras enroladas, uma em torno da outra, formando uma hélice. Além disso, esta
molécula s6 € estdvel se as duas cadeias transportarem sequéncias complementares, ou
seja, pares de bases AT e GC justapostos. Devido a isso, dado um unico fio (fita) po-
demos reconstruir a molécula de DNA por sintese de uma cadeia complementar, ja que
as mesmas obedecem tal restricdo. Em outras palavras, o método de sequenciamento

depende, primordialmente, do sequenciamento de uma cadeia simples.
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5.1 Predicao: um caso ideal

A resolucao do problema inverso, que consiste na reconstru¢ao da molécula de DNA,
estd apoiada na teoria Bayesiana. Sendo assim, podemos estudar este problema da se-
guinte forma: dado um sinal x do experimento de descompactagdo, podemos olhar a

sequéncia da molécula S para compreendermos como ela foi gerada.

Um caso ideal € aquele em que o experimento nao € afetado por qualquer ruido instru-
mental e os dados sao adquiridos com uma resolucao de espago e tempo perfeita. Mesmo
na auséncia de ruidos instrumentais, o sinal é estocastico devido aos ruidos térmicos € a

repeticao da experi€ncia ndo gerard o mesmo sinal.

A probabilidade da sequéncia de DNA S dado o sinal observado x, no ambito da

inferéncia Bayesiana é dado por

P(xz | S).P(S)
P(x)

P(S | z) = (5.1)

Nesta equacdo 5.1, o valor de S maximizando sua probabilidade consiste na predi¢ao
para sequéncia. Aqui, se considerarmos a priori uma distribui¢do uniforme de sequéncias
P(S), amaximizac¢do de P(S | z) reduz-se ade P(x | 5).

5.1.1 Construindo a P(z | 5)

Inicialmente, vamos considerar a abertura de uma molécula de DNA no intervalo de
tempo, 0 a T". A probabilidade de ter um sinal de descompactacao x dado um sequéncia
S, P(x | S), pode ser construida a partir do modelo dindmico disponivel no capitulo
4. Assim, podemos escrever P(x | S) como um produto de 7' operadores, cada um

correspondendo a um intervalo de tempo, da discretizacdo entre 0 e 7', como segue:

T T
P(z | 8) = [ Us(zesr, z) = [[1 + dt. Ho (41, 20)] (5.2)
t=0 t=0
onde
HS('TH—I; xt) - Tc(smt+1,wt,1 + To(smt+1,wt+1 - (To + TC)5$t+1,l't7 (53)

e .. determina se houve uma abertura ou um fechamento da base, dada a forga e o efeito

das elasticidades.

O sinal x = {t;,u;,d;} é representado através do nimero de intervalos elementares
t;/dt gasto em cada base i, o numero w; (i — i+ 1) e d; (i — i — 1) de transigdes,

respectivamente, para as bases seguintes e anteriores. O produto dependente do tempo
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em 5.2 pode ser reescrito em fungdo dos pares de bases ¢

P(z | 8) = [ — dt(ro+ro)]" " dtry" dtr* (5.4)

(2

onde a probabilidade de descanso/abertura/fechamento de bases ¢ € introduzido com o

nimero de vezes que a transicdo correspondente ocorreu no caminho dindmico r =
{tiy Uy, dz}
No processo de Monte Carlo, o tempo gasto em uma base € continuo de modo que a

P(z | S) pode ser reescrita como um produto de matrizes de transferéncia
P(x | S) =C(f,d) [ ] M(bi, bisrs wit, dy) (5.5)
onde
M (b, big1; usy i, dy) = exp[—t;(ro(bs, big1) + 17e)] X (dtry(bi, big1))™. (5.6)

C(f,d) = (dtr.)? ndo dependem da sequénciae d = Y, d; é o nimero total de transi¢des

para tras.

5.1.2 Verificacao de Normalizacao

Nesta subsec¢do, iremos verificar a normalizacdo correta para a férmula acima, ou seja,

de forma que
Y P|S8) =1, (5.7)

seja de fato uma distribui¢ao de probabilidades.

Observando a equacgdo 5.4, podemos reescrever a expressao acima como

Y Pa|8)= Y N(|{tiu,d})Px|S) (5.8)

{ti,uq,di }

Note que em 5.5, P(z | S) é uma funcdo de {t;, u;,d;}. Logo, N(x | {t;,u;, d;})
representa 0 nimero de caminhos = que correspondem ao mesmo conjunto {t;, u;, d;}.
O > 14: us.a:)» deve ser concebido como uma soma sobre todos os caminhos dinimicos
possiveis que sdo constituido por Ny = Y . u; + d; + t;/dt etapas. A partir da equagdo
dinamica 4.48 cada caminho € fornecido por um produto de /V,;¢ operadores de evolugao

elementar H. Portanto,

Z g Z(]:INMC)U = Z Cm H(Hi,i)ai(Hi,z‘-l-l)ﬁi(Hi,i—l)’ﬂ (5.9)

{tiuidi} J @
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A soma sobre o indice j significa que estamos considerando todas as possibilidades
iniciando em um, independentemente de sua posi¢do final j. O multiplicador N (z |
{t;,U;, d;}) correponde ao coeficiente C,,, dos termos com «; = t;/dt, B; = u; e y; = d;.
Se considerarmos a matriz M = 1+d¢- H, podemos preceber que a probabilidade P(z|S)

em 5.4 € equivalente a0 m-ésimo termo de 5.9 com

Hi; —1—H;; = M;; (5.10)
Hiit1— M (5.11)
Hi; 1 — M;; (5.12)

e com a mesma C,, = N(z | {t;,U;,d;}). Com isso, podemos reescrever a condigdo de

normaliza¢do 5.8 como

J

ST P |8) =Y (MMue),, (5.13)
A matriz M tem a propriedade de que cada linha € normalizada para 1, ou seja,
> My=1 (5.14)
J

Portanto,
STME=>"" My My (5.15)
J j ok

Da mesma maneira para qualquer poténcia de M, até N,;-. Consequentemente,
Y Px]S) =1 (5.16)

como queriamos demonstrar.

5.1.3 Otimizacao

Uma vez conhecida a probabilidade P(z | S), nesta subsecdo vamos explorar o
problema de maximizacdo de (3.16) sobre todas as possiveis sequéncias S. Como vi-
mos no Subsecdo 3.5.1, se utilizarmos um método iterativo, este serd uma estratégia de
regularizagdo, escolhidas as probabilidades adequadas.

Nesta secdo apresentaremos um método iterativo, recursivo para maximizar P(z|S).
De fato, utilizaremos um algoritmo conhecido como algoritmo de Viterbi [28] para o
processo de maximizagdo da equagao 5.5. O algoritmo de Viterbi pode ser descrito como
um algoritmo de programacdo dindmica para encontrar a mais provavel sequéncia de um

estado inobservavel.
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De forma suscinta, o algoritmo de Viterbi traduzido para o problemas que estamos

considerando consiste em:

e Comecando pela primeira base, seleciona-se o valor 6timo para esta base, com
relacdo a todos os possiveis valores da segunda base. Neste sentido, atribuimos

uma probabilidade a cada valor da segunda base como

Pg(bg) = H})&X M(bl, bg) (517)

e Otimiza-se para a segunda base, obtendo-se
P3(bs) = I%?X<P2(b2>M<b2, b3)) (5.18)
e assim por diante.
e Podendo assim, estender para i-€sima base como

Piy1(bin1) = %@X(B(bi)M(bh biy1)) (5.19)

7
até chegarmos na ultima base /N da sequéncia.

Note que, em cada passo o maximo € atingido para alguma base b{***(b;;1) que

depende da escolha da base seguinte b; ;.

e Ao escolhermos o valor b}, que otimiza Py (by), a sequéncia 6tima é obtida utili-

zando a relagdo recursiva b;_; = b"¥*(b}) até a primeira base da cadeia.

5.1.4 Resultado Numérico - Programa de Reconstrucao

Queremos deixar claro desde o inicio desta se¢do que ndo implementamos os al-
goritmos que descreveremos. Estes sdo objetivos de nossos trabalhos futuros. Nesta
subsecdo, s6 daremos mais detalhes sobre os algoritmos que descrevemos anteriormente.

A predicao da molécula de DNA que consiste na resolu¢do de um problema inverso,
foco deste capitulo, estd fundamentada na teoria Bayesiana e apoiada em métodos de
regularizacdo. Para tal predi¢do, destacamos, nesta subsecdo, a descricdo de dois algo-
ritmos que propiciam a reconstru¢do da sequéncia da molécula de DNA, o algoritmo de
Viterbi e o algoritmo de comprimento de banda infinita, disponiveis, respectivamente, em
[1]e [2].

Os programas de predi¢ao de uma sequéncia de DNA que apresentaremos abaixo,
baseia-se em algumas condi¢des experimentais, que sdo: a forca f aplicada, a temperatura
T = 300K, a matriz de empilhamento (figura 4) e a concentragdo do soluto [NaCl] =
150mM.
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5.1.4.1 Algoritmo de Viterbi: Reescrito

Para o problema que estamos considerando, o algoritmo de Viterbi, recebe como en-
trada o sinal de abertura x = {¢;, u;, d;} e constréi as matrizes M (b;, b;11; u;, t;, d;) para
cada par de base 7. Sendo assim, existem N matrizes distintas, onde /N consiste no nimero
de moléculas abertas. E com a finalidade de evitar nimeros grandes, o valor do elemento
maximo ¢ fatorado de tal modo que cada matriz tenha um elemento igual a 1 e todos os ou-
tros menores que 1 (como no procedimento de normalizacio). E importante destacarmos,
que este procedimento de normaliza¢do ndo afeta o resultado final, pois a constante global
ndo depende das bases (b;, b;11). Lembre que, o que queremos encontrar é a sequéncia
S para o qual o maximo P(z | S) é alcangado e ndo o préprio valor de maximo. Este
maximo € calculado usando o algoritmo Viterbi, que foi previamente introduzido.

De maneira a evitar instabilidades numéricas advindas de calculos oriundos de
ndmeros muito pequenos, aplicamos, de forma equivalente, o procedimento resursivo
descrito em 5.19 para o logaritmo da probabilidade m; = In(P;(b;)). Assim, o algoritmo

de Viterbi se traduz em
Ti+1 (bi+1) = H%ax(m(bz) -+ ln]\/[(bz, biJrl)) (520)

Uma representacao grafica deste algoritmo € mostrada na figura 13, retirada de [1].

Neste procedimento, as quatro possibilidades para o valor da base b; € testada e o valor

'L+1)

méaximo b; " ¢ calculado em funcgdo da base b; .

: /%

Figura 13: Representacdo grafica do algoritmo Viterbi: para cada escolha de uma base,
uma liga¢do com o tipo de base mais provavel anterior € desenhado.

Note que, na figura 13, em cada etapa uma ligacdo € estabelecida entre cada possivel
b;+1 e a escolha correspondente b]"**(b;, 1) para a base anterior. Assim, quatro cadeias sdo
construidas. Quando a tdltima base é determinada pela condi¢do max Py (by) o caminho

que descreve a sequéncia correta € selecionada e toda a sequéncia € reconstruida de tras
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para frente.
Podemos também observar na figura 13, que o maximo de 5.19 € atingido para o
mesmo tipo de base, independente da escolha de um lado. Com isso, a previsdo para a

base 7 é exata, ou seja, P(b;) = 1

5.1.5 Aproximacao SP: uma aproximacao para o nimero de pares abertos

Nesta se¢do, vamos nos deter em encontrar uma aproximacao para o nimero de pares
abertos em um processo de descompactacio do DNA. Para determinarmos o numero de
pares abertos (n°F (L) neste processo, minimizamos G(n, L) encontrada em 4.2.2. Essa
aproximagdo SP, consiste em aproximar a soma dos valores de n em 4.44 Z (L), através
de sua contribuigio dominante, 4.45, vindo de n = n°7(L). Sendo assim, a forga de

equilibrio € dado pela equacdo

oG
<f>(L) = fau —a—L(nSP(L),L) (5.21)
~ K(L)(L = lg — lgs — 20T (L)1), (5.22)

onde a energia livre corresponde a G(L) = G(n°F(L)|L).
Como os resultamos da descompactacao, a energia livre do emparelhamento e o em-
pilhamento (dsDNA) é convertida em energia livre eldstica (ssDNA) por pares de bases

descompactadas seguindo o modelo harmonico, descrito na secdo anterior, definida por
9(L) =29 +2(< f > (L) = fav)lss (5.23)

Em 5.23, g(L) é a média dos valores da energia livre dos pares de base, go(Sn, Snt1),
através da distribuicao do niimero de pares de bases descompactadas quando L é fixado.
Agora, de 5.21 e 5.23, temos que o nimero de pares de bases descompactadas € dado

por:

 fenlD) = fun

1
SP
L—lp—1
n ( av ds K(L

T al,

), (5.24)

que quando em equilibrio, a energia livre dos pares de bases, também na posicao L

corresponde
9" (L) = 2555 + 2(ferp(L) = far)lss: (5.25)

Sendo assim, o comportamento da energia livre dos pares de bases da molécula de
DNA, pode ser obervada representando (n°? (L), g°¥' (L)) para varios valores de L.

A aproximacdo S P, como mostrado nesta se¢do, é facil e rapido de ser implemen-
tada, porém ela ndo leva em consideracdo as flutuagdes do niimero de pares de bases

descompactadas, ela deixa em torno de um valor mais provavel. Pensando neste fator,
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apresentaremos na se¢ao a seguir um outro esquema de aproximagao.

5.1.6 Aproximacao Box: uma outra aproximacao para o nimero de pares abertos

A aproximag¢do Box também € calculada através da soma de todos os valores possiveis
de n em 4.45, porém considera a energia livre dos pares de bases acumulativas, Gzs em
4.31, dependendo de um numero limitado de pardmetros a qual pode ser otimizada para
obter um sinal de forca experimental. Para tal consideracdo, a energia livre acumulada é

reescrita como uma soma de funcdes de caixas de largura b, como

parte inteira de n/b

Gi(n) =1b > e (5.26)

k=0

onde g, representa a média do box de energias livres dos pares de bases no intervalo
i=kb+1,.. (k+1)b.

O valor b, da equagdo 5.26, pode ser escolhido de acordo com a conveniéncia, € a
ordem de grandeza coincide com as flutuagdes tipicas sobre a posi¢do do par aberto na

armadilha 6tica na posicdo L fixa, em unidades de /. O mesmo é dado por

kgT

) =\ ik,

(5.27)

Agora, b deve ser esolhido de forma a se adaptar as flutuacdes existentes e as carac-
teristicas do aparelho, ou seja, escolhido de forma que a precisdo esteja de acordo com
a rigidez da instalacdo. Neste trabalho, utilizaremos b = bp(L)/2, mostrado no material
complementar da tese de Baldazzi [1], que se trata de uma valor 6timo para este tipo de

problema.

A resolugdo do problema inverso, tem por objetivo inferir os parametros
9o, g1, ---» gn/p—1 @ partir da curva experimental de descompactagéo ( fexp(L)). Como re-
sultado de flutuagdes térmicas do nimero de pares de bases descompactadas em L fixo,

esperamos que as medidas de forgas f.,,(L) e fep(L') para serem correlacionadas, en-

quanto |L' — L| < \/kgT /K ~ bls.

Agora, para reduzir a redudancia nos dados, consideramos o conjunto de for¢as medi-
das (fesp(Lk)) em posigdes discretas Ly = Lo + k x 2bl,,, com k inteiro. Aqui, estamos
também considerando que a posicdo de deslocamento L, estd englobando o comprimento
dos ligantes 45 € o deslocamento médio da conta [,,. Assumimos ainda, que o erro ex-
perimental para medir a forca ¢ uma varidvel normal com média igual a zero e variancia

€2, onde € = 0, IpN. Assim, o logaritmo da probabilidade de um conjunto de medidas de
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forcas em posicoes Ly € dado por

N/b—1 N/b—1
t08 P({fuap (D)} H0)) =~ D (l(Ta) = < F > (L) = 1z D (6~ 9)°

onde, no primeiro termo desta equacdo < f >"°"(L;) é a forca de equilibrio na posicio
Ly da armadilha, com a verdadeira energia livre por pares de base acumulada G, substi-

tuida por GZo*

e no segundo termo, representa a contribui¢do, a priori, para o log da pro-
babilidade. Este segundo termo, regulariza o problema de inferéncia através da imposi¢ao
dos parametros de energias livres que sao inseridos.

Podemos ainda, maximizar o log P em torno dos coeficientes gy, utilizando um pro-

cedimento de gradiente de subida.

5.1.7 Algoritmo de Comprimento de Banda Infinita

O algoritmo comprimento de banda infinita, ou ainda, infinite bandwidth algorithm,
leva em consideracao que ha o conhecimento de varidveis resultantes ou envolvidas no
processo de descompactagao, disponivel para nds na descricdo matematica do problema
direto no capitulo 4. Neste algoritmo, é suposto que conhecemos a posicao da forquilha
em todos os momentos, ou seja, € conhecida a informacao acerca do niimero de pares
de bases abertas. Uma aproximacao para esta informacdo € dada na Se¢do 5.1.5. Isto,
caracteriza uma situacdo idealizada, devida as mensuracdes que deverdo ser feitas e a
escala a qual se trabalha.

Inicialmente, descreveremos as probabilidades de transicdo do estado de abertura

(ro(n)) e taxa de fechamento (r.( f)), para intervalos de tempo pequenos (At), como:

Atr,(n(t)) para n(t+ At) =n(t) +1

- Atr.(f) para n(t+At)=n(t) — 1
Pt + At)in(t)) = 1 — Atr,(n(t)) — Atr.(f)  para n(t + At) = n(t) (5:28)
0(At) para outroscasos.

Esta equacgdo pode ser utilizada para definir a probabilidade de um resultado de uma
experi€éncia. De fato, este pode ser visto como uma versdo discreta da modelagem

dindmica apresentada na secdo 4.3, onde
e {,: tempo gasto com n bases abertas;
e 1u,: numero de transicdes de n paran + 1;
e n4: numero de transi¢des de n paran — 1.

E escrevemos que a probabilidade de um trago experimental (7"), condicionado a



64

sequéncia B, sobre a for¢a externa F por:

P(T|B) = [ [(Atro(n(t))" (Atre(f))™ (1 = Atro(n(t)) — Atr(f)™/2" (5.29)

n

= C(T) [ M(bu b 1) (5.30)

Nesta equacgdo, podemos separar a parte que depende da sequéncia da que nao de-

pende, definindo entdo:

C(T) = (At)" eap(—tiore(f)); (5.31)
M (by, byt Un, ) = exp(Go(bn, by )ty — redoCrboritn); (5.32)
onde:
o U= Up;
o d=> dy;
o Lt =1, tn.

Agora, definido o traco, podemos utilizar o teorema de Bayes para calcular a probabi-

lidade de uma sequéncia dado um tragco, como na equacao 5.33.

p(BIT) = “HBILE) (Tﬁ;}; B

(5.33)
Para obtermos uma primeira estimativa aproximada da sequéncia dada, podemos su-
por que todas as sequéncias sdo equiprovaveis e que P(B) é uniforme, embora geralmente
nao seja verdade.
Na continuidade, podemos maximizar a expressdo que temos para P(7T|B) sobre
Jo(bn, byi1), sem impor que a energia livre pode ter dez valores distintos (veja a tabela de
energia livre na figura 4), para obter uma estimativa mixima da probabilidade, dada por:

Unp,

Go(bn, bns1) = log(—) (5.34)

i,

Este é um célculo bom para uma primeira estimativa, pois equivale a busca em um
espaco continuo quando efetivamente tém apenas quatro valores possiveis para base.

Agora, a fim de determinarmos uma sequéncia mais provavel, podemos utilizar o
algoritmo de Viterbi, disponivel em [2] e [1]. Este algoritmo, consiste no seguinte proce-

dimento:

e Vamos considerar as duas primeiras bases e definir P(by) =
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maxy, M (b1, bo;ui,t1), apds, 07" (be) = argmazy, M(by,by;uy,ty), para

n # 1, temos:

P11 (bni1) = mazy, M(by, byt Un, t) Po(by);
b (byy1) = argy, maxM (b, byy1; tn, ty) P (by).

Isso significa que o valor 6timo para uma base depende da escolha para base se-

guinte.

Resolvendo estas equacdes até o dltimo Py (by), que € maximizada para obtermos
N = argmaxy, Py (by), sendo possivel retornar ao primeiro valor de ajuste b}, =

bmaac (b*
n

¥ +1). Como mostra o diagrama da figura 14.

Figura 14: Tlustragc@o do processo de predi¢cdo da molécula de DNA.

Podemos observar, na figura 14, que ao escolher um b]"**(bs) equivale a escolher o

melhor b; para cada uma escolha de b,, que estd sendo representado com uma seta de b,

para b;. Apds, iterando o procedimento até chegarmos ao by (no nosso exemplo figura

14, N = 4), podemos calcular a by 6tima, neste caso A, e propagar para tras obtendo a

sequéncia 6tima TT AA.

Este algoritmo € relevante, pois a sua complexidade cresce linearmente em NN e € pre-

ciso explorar somente um subconjunto pequeno de 4"V sequéncias possiveis. Outro ponto

relevante, é que as experiéncias de descompactagdo podem ser repetidas varias vezes, ob-

tendo diferentes tragos que podem ser combinados pelo produto das probabilidades, como

segue:

N
P(Ty, Ty, ..., Tu|B) = | [ P(T:|B) (5.35)

=1
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onde:
e 7T, é o trago do i-ésimo experimento de uma série de M.

Portanto, podemos realizar diversos experimentos e combina-los para a construgao da
sequéncia.

Estes, sd@o apenas dois dos algoritmos existentes na bibliografia, que resolvem
casos idealizados. A existéncia de casos mais realisticos e informacdes acerca da

implementag¢do dos mesmos serd comentada no préximo capitulo.



6 CONSIDERACOS FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Pesquisas recentes demonstram que o DNA regula diversos mecanismos que sao os
responsdaveis por codificar as proteinas que regulam a maioria das funcdes vitais. Além
de formarem a maioria das estruturas celulares. Assim, a existéncia de alteracdes na
formacdo, composi¢cdo e/ou mutagdo das moléculas que compdem a sequéncia de DNA,
as proteinas formadoras desta sequéncia podem ser incapazes de desenvolverem suas
fun¢des normais, as quais resultam em uma desordem genética, acarretando, por sua vez,
doengas associadas. Portanto, o conhecimento da sequéncia de DNA, possui um papel
de importancia central tanto nos diagndsticos como em medidas terapéuticas da detec¢ao
e tratamento de doencas. Hoje em dia ha diversas técnicas, inclusive comerciais, para o
sequenciamento do DNA, que sdo, caras, demoradas além de ndo apresentar garantia de

precisdo nos resultados.

Desda maneira, surge a necessidade de estudos mais aprofundados sobre a modela-
gem da descompactacdo da molécula de DNA, a qual € responsédvel pelo fornecimento
e comparacao de dados sobre o processo fisico da cadeia, dos quais procura-se estrair
informacdes para determinar o sequénciamento. Este tltimo se traduz na determinacdo da
sequéncia de DNA, que carrega a informacao genética vital para a vida. H4 uma enormi-
dade de modelos que prevéem a modelagem dos processos fisicos de descompactagdo do
DNA. Neste trabalho nds apresentamos alguns dos modelos, assumindo que a cadeia de
DNA seja um polimero elédstico. Esta modelagem possui suas proprias limitagdes. Dentre
elas estdo a resolug@o espaciais sub-atdmicas e a precisdo da ordem de piconewton para
a medida das for¢cas que atuam no processo de descompactacdo. Embora estes pontos
possam ser superados por aparelhos modernos, a existéncia de instabilidade térmicas da
armadilha Optica que opera na descompactagdo, faz com que os dados para o sequencia-
mento sejam corrumpidos por ruidos. Como o sequenciamento €, de fato, um problema
inverso e assim, mal posto no sentido de Hadamard, faz-se necessério a introducdo de
técnicas de regularizagdo para resolver o problema, de maneira estdvel, com relagdo ao

nivel de ruido nos dados.

A principal contribui¢do e originalidade de nossa proposta estd em utilizar a férmula

de Bayes associada a distribui¢do de probabilidade dos dados observados (for¢as de rom-
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pimento) para determinar possiveis mutacdes na cadeia de formagcdo de DNA. Prova-
mos que, existe uma relacdo intrinseca entre a teoria Bayesiana e a regularizacdo de
Tikhonov (Tikhonov iterado). Com isso podemos garantir que as solugdes obtidas ndao
sofrem, muito, com os erros na modelagem, bem como com os erros nas observacoes,
caracteristicas de problemas mal postos (problemas inversos). Com base na férmula de
Bayes, propusemos um algoritmo iterativo, que pode ser considerado como um método
de Tikhonov-iterado, para o processo de sequenciamento.

No entanto, gostariamos de deixar claro que o estudo apresentado aqui é apenas o
principio de um grande estudo necessario para entender todo o processo complexo en-
volvendo a descompactacdo e sequenciamento de uma cadeia de DNA. Assim, deixamos

diversos pontos a serem estudados nos trabalhos futuros, os quais listamos logo abaixo.

6.1 Trabalhos Futuros
Dentre os trabalhos futuros que temos em mente, apontamos

e Modelar o processo de descompactagdo como um sistema dindmico (parecido com
o apresentado na Secao 4.3) que incorpore os erros térmicos associados a armadilha

optica.

e Como a cadeia de DNA pode ser considerada como um polimero elastico, e as-
sim o processo de abertura e fechamento da cadeia € influenciada por elementos de
memoria propria dos efeitos eldsticos, pretendemos modelar os processos associa-

dos com a descompactacao com derivadas de ordem fraciondria [13].

e Implementar o algoritmo iterativo para o processo de descompactacao apresentado

neste trabalho, para cadeias longas.

e Estudar os processos apresentados neste trabalho sob distribui¢des de probabilida-
des mais complexas que a distribui¢ao Gaussiana, de forma a ser mais preciso na
modelagem. Uma vez identificada esta distribui¢do de probabilidade, derivar, via
formula de Bayes, um método de regularizacao associado a um funcional de Tikho-
nov generalizado, de forma a garantir propriedades de regularizacdo da solucao
associada. Bem como implementar o algoritmo de sequenciamento inerente ao

processo.
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