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Matemética Basica para Ciéncias Sociais I

UNIDADE 1 - FUNCOES
PARTE B
1. FUNCAO DO SEGUNDO GRAU - FUNCAO QUADRATICA

(. Definigdo:

Uma equacéo da forma y =f(x)=ax®*+bx+c com x € R e a#0 é chamada de

funcdo quadratica em x. Dependendo do valor de a, a parabola podera ter uma

das formas mostradas abaixo:

¥k : W ,T.

=

O gréfico da funcdo quadratica f(x)= ax?+bx+c é representado por uma curva

aberta, chamada parabola. Se o coeficiente “a” da funcdo for maior do que
zero, a >0, a parabola apresenta concavidade voltada para cima, se a <0 a
parabola apresenta concavidade voltada para baixo. Em ambos os casos a
parabola é simeétrica em torno de uma reta vertical paralela ao eixo y. Essa reta

de simetria corta a pardbola em um ponto chamado de vértice (V).

Exemplos de funcéo do segundo grau:
f(x)=x?+25,0nde a=1, b=0 e c = 25.
f(x)=3x?+2x-1,0onde a=3,b=2e c=-1.
f(x)=x?, onde a=1, b=0e c =0.
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1.2. Vértice

O Veértice € um ponto de ordenada maxima ou um ponto de ordenada minima

(Ponto de Maximo ou Ponto de Minimo), sendo a abscissa do vértice dada por

Xy :—% e a ordenada dada por vy, :_4Aa' Logo o vértice da parébola

f(x)=ax?+bx+c é dado pelo ponto V(—E,—Aj.
2a 4a

LY ¥a

Na? = \¢

Se a>0 entdo para Se a<O0 entdo para

b L

bl = —2£ a fungdo tem seu = e funcdo tem seu

a r .

valor minimo dado por valor maximo dado por
A

y = —A yV: —

P 4a 4a
1.3. Raizes

Os zeros ou raizes de uma funcdo quadratica sdo os valores de x que anulam
a funcdo, ou seja, sdo os pontos onde a ordenada € nula, f(x)=y = 0.

Para se obter as raizes de uma fungéo quadratica f(x)=ax?+bx+c resolve-

se a equagdo ax’+bx+c=0, aplicando a formula de Bhaskara

—b++b? —4ac . ) _
X = > . Assim obtemos as raizes x; e x,. Lembramos que:
a

A =b? — 4ac é chamado de discriminante da equacao (A delta).
e Se A >0 — afuncao apresenta duas raizes reais e diferentes, x; € X,.
e Se A =0 — afuncao apresenta duas raizes reais e iguais, X1=Xo.

e Se A <0 — afuncao ndo tem zero real.

|
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1.4. Estudo do sinal da funcao

Estudar o sinal de uma funcgéo y = f(x) significa determinar os valores reais de x
que tornam a funcgéo: positiva (y> 0), negativa (y <0) ou nula (y = 0). Devemos

considerar trés casos, de acordo com o valor do coeficiente “a” e do

discriminante A:

A>0 A=0 A<(
f ?'4’!.:.44 \‘ v1
\\/ 1\/
a>0 . | = B s e
0 > T o x 0| X oay < T ‘0 ¥
7 e " y

lsmatrig

a<(

Valor de A=h’~4ac | Conclusio

[a>0 Positivo no Exterior das Raizes

= < - . - -
A=0 la= 0 Posittvo no Interior das Raizes

[a=0 0no Vertice e Positivo nos demais x \ / ——T
A=0D 1 <0 _b--Lh {

0 no Vertice e Negativo nos demais x f \

a>0 Sempre Positivo \ —_—tb
J ] .
A<0 |a<0 Sempre Negativo \ /

Podemos seguir a regra: entre as raizes sinal contrario ao de “a”, fora das

raizes o mesmo sinal de “a”.
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Exemplo:

Estudar o sinal da fungo f(x)=3x? —4x+1.

Aplicando Bhaskara em 3x? —4x+1=0 temos:

—b ++b? - 4ac N —(~4)£(-4Y-431

X = =
2a 2.3
A++16-12 4+./4
R N =
6 6
4+2
= =1
17 6
%= 808
X2 S s — = —
6 6 3

: , : 1
Logo a parabola corta o eixo das abscissas em 1 e 3 e como a=3>0 a

concavidade da parabola é voltada para cima.

v

Estudando o sinal da funcéo através do método pratico de esboco do grafico

temos:

Quando x<% oux>1=y>0
Quando x=% oux=1=y=0

Quando %<x<1:>y<0

Exemplo:

Dada a fungéo f(x)=x?—2x—3. Calcule o vértice e construa o gréfico.

Calculando o vértice:

f(x)=x*-2x-3,temos a=1,b=-2 e c=-3




y, = —43, sabendo que A =p®—4ac:
a

A (®-4ac) |2P-41(3)] (4+12)

Yy =

Portanto o vértice sera V(1-4).

Construindo o gréfico:

Atribuindo valores para x:
f(x)=x?-2x-3

e (0 "2 2)-3=4+4-3=5
N 2 1)-3=1+2-3=0
x=0=y=(0f-2.0-3=-3
x=1=>y=(1f-21-3=1-2-3=-4
Xx=2=y=(f-22-3=4-4-3=-3

Para

da 4a 4.1 4
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_16 _
4

—4

(=25)
(-10)
(0-3)
(1-4)
(2-3)

modificado de acordo com a demanda do produto.

2. FUNCAO RECEITA E LUCRO QUADRATICAS:

Na parte A de Funcdes, vimos como obter a funcéo receita quando o preco era

constante. Agora vamos obter a funcdo receita quando o pre¢co pode ser
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Exemplo : A funcdo demanda de um produto é P=10—x e afuncao custo &
C=20+x.

a) Obtenha a funcéo receita e 0 preco que a maximiza.

B) Obtenha a funcéo lucro e o preco que a maximiza.

Solucéo:
a) a funcdo receita € dada por R=Px, se P=10-x, substituindo em R,

obtemos:
R =(10—x)x =10x —x* =—x? +10x, assim a receita é uma funcdo quadratica
de x e seu grafico € uma pardbola de concavidade voltada para baixo (a<0).

Portanto o valor de x que maximiza a receita é dado pela abscissa do vértice

x:—£:—£:5. Consequentemente, o preco é dado pela funcéo

78 2(-1)

procura ou de demanda P=10-x=10-5=5.

b) A fungéo lucro é dada por L(x) =R(x)-C(x),
logo L(x)=—x*+10x—(20+Xx)=-x?+9x—20, 0 que mostra que o funcdo

lucro também é uma funcdo quadratica. Assim, o valor de x que maximiza o

lucro é dado por x = 1 = _ad =45
2a 2(-1

O correspondente preco € P=10-x=10-45=55.

Exemplo: Uma companhia de televisdo a cabo estima que com x milhares de

assinaturas, o faturamento e o custo mensais(em milhdes de dolares) séo:
R(X)=32x-021x* e C(x)=195+12x. Encontre o nimero de assinantes

para o qual o faturamento € igual ao custo, ou seja, o ponto de lucro zero.
Solucgéo:

Seja L(x) = R(x) — C(x) a funcéo lucro , entao,

L(x) = (32-0,21x?) — (195 + 12x),
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L(x) = —0,21x* + 20x —195 (o gréfico da funcdo quadratica sera uma parabola
de concavidade voltada para baixo). Os pontos nos quais o faturamento

(receita) se iguala aos custos correspondem ao lucro zero. Desta forma,

precisamos resolver 0,21x* + 20x —195 = 0. Determinando as raizes ou zeros:

— 20+ /202 — 4(- = 1l
_ —20+/20° —4(-021)(-195) _ -20+.2362 ~ 47,62+3659, logo

N 2(-0,21) ’ 042
x=1103 e x =284,21 (sdo os pontos onde a parabola intercepta o eixo x). Os
pontos nos quais o faturamento se iguala ao custo ocorrem quando a

companhia tem 11030 ou 84210 assinantes. Entre estes dois valores a

companhia sera rentavel (lucro positivo), conforme mostra o grafico abaixo.

?
|Perda
\d

Lucro

R(z)

Milhares de ddlares

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|
I
1

Milhares de assinaturas

Retirado do livro Economia, Administracdo e Contabilidade Matematica

aplicada, Larry Goldstein et al.

Exemplo: As fungbes custo e receita

y= R(x)

(faturamento) sdo dadas pelo grafico abaixo. -~ v )

O custo para se produzir x unidades de um

determinado produto é C(x) dolares e o (30, 1200)

faturamento obtido pela venda de x unidades

|
|
|
|
|
|
1

€ R(x) dolares.
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a) Qual o valor do faturamento e do custo de producédo e venda de 30 unidades
do produto? R(30)=1800 e C(30)=1200, logo a receita ou faturamento é de U$
1800,00 e o custo é de U$ 1200,00.

b) Para que nivel de producéo o custo é de $1400? Para quando séo

produzidas 40 unidades

c) Em que intervalo de producdo apresenta lucro? L=R-C, entdo ha lucro

gquando sao produzidas de 10 a 60 unidades do produto.

3. FUNCAO EXPONENCIAL
Relembrando algumas propriedades das poténcias de base positiva e

expoente racional:

Xa Xb _ Jath Xa Xb i Xa—b
a
X xa
et (2%
y e
(Xa)) e Xa b Xl =X

O U O

Uma funcao exponencial € qualquer funcdo na qual a regra especifica a

variavel independente como um expoente. Uma funcdo exponencial tem a

forma f(x)=a*, onde a>0 e a 1, sendo f: R — %,. Essas restrigdes sdo

importantes, pois para a=0 e X negativo, g* nao existiria, ou seja, nado

teriamos uma funcdo em R.

2 ¢

a|
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3.1. Equacdes e Inequacdes Exponenciais

A seguir alguns exemplos de resolucdo de equacbes e inequacles

exponenciais:

i
1) Resolva as equagdes 3* =9, +/3 =27%, 9* = (3] ]
a) 3*=9

32=9:>3X=32:>X=2

mesma base
Logo a solugdo da equagdo é S = {2}.

b) 43 = 27
J3=3Y2e 27=33, entdo 31’2:(33T:>31’2=33X:>3x:%:>x:%

mesma base

Logo a solucdo da equacéo € S = {%}

X _ 1 XZ_X
00-(3)

9=3%¢ 1=3‘l logo
3
2l . !
(32)<=(3—1))< X:>32X=3X_X2:>2X=X—x2:>x2+X:0:x =0ex =-1
mesma base
Logo a solugéo da equagéo é S = {~10}.

x-1
2) Resolva as inequacdes 10* > 1000, @j < <3 X< g*l,

»N|©
w| R~

a) 10° > 1000
1000=10% = 10* > 10°

Como as bases séo iguais e maiores que 1, x > 3. Logo o conjunto solugéo é
S={xeR/x> 3.

10
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2 2 -2 x—1 -2
g=3—= 3 = A , Se £ < B , entdo x—1>-2 = x> -1, pois as
Eac L2 3 8 3

bases sdo iguais, positivas e menores que 1. Logo o conjunto solucao &
S={xeR/x)-1.

) Lesxges
|_|_| \W_}
| 1
Analisando | temos:

% <3X¥X=31<3X= -1<-x= x<1 (pois as bases sio iguais e maiores que

1).
Agora analisando Il temos:

2X+2 2

3—X <9X+l — 3—)( < (32)<+1 — 3—X<3 = —X<2X +2= 3X> == X> i g

(pois as bases séo iguais e maiores que 1).

Nesse caso a solugéo sera | N Il. Vejamos no esboc¢o do grafico:

_2 :
3
| PY > Logo o conjunto solucao é
Il o} N 2
> S:{XESR/—§<XS1}
Al : . %
2 Solugdo 1

3

11
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3.2. Grafico da Funcéo Exponencial

y ,T
X

\\

\}'k\ 1

e e
0 X ) >
Funcao Decrescente quando Funcao Crescente quando

O<axl a>1

O grafico de uma funcéo exponencial € chamado de curva exponencial e, como

pode ser observado acima, passa pelo ponto (0,1). Além disso, o grafico ndo
‘toca” 0 eixo x e ndo tem pontos no 3° e 4° quadrantes. O dominio dessa
fungdo € R, ou seja: D(f)=R e aimagem é R’ , ou seja, Im(f)= 9%’ . Podemos
observar que para todo x € R temos g* >0, logo o grafico da funcéo fica acima

do eixo x.

Exempilo:
1. Construa o gréfico das funcgdes:

a) f(x)=23"

Atribuindo valores para x

12
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1 X
b) f(ix)=|=
) fx) (2)
Atribuindo valores para x:
,\ ;
.I'\I
-L‘\\\;
b2 _‘__‘_\

13
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—X
2. Verifique se as fungdes f(x)= 4%, f(x)=(0,84) e f(x)= [?j s#o crescentes
ou decrescentes.

a) f(x)=4* é crescente, pois a base ¢ maior do que 1, 4 > 1.

b) f(x)=(0,84) é decrescente, pois a base € maior do que zero e menor do
quel, 0<084<1.

S e o . N 7
= = o logo a funcéo é crescente, pois e >1.

3.3. Modelo de crescimento e decrescimento exponencial:

O modelo matematico que deu origem a funcdo exponencial € conhecido como
modelo de crescimento exponencial. De modo geral, se tivermos uma grandeza
com valor inicial yo € que cres¢a a uma taxa igual a k por unidade de tempo,

entdo, apés um tempo X, medido na mesma unidade de K, o valor dessa

grandeza y sera dado por: y =y, (1+k)*

Se k>0 caracteriza crescimento, e k<0 caracteriza decrescimento.

Exemplo: Uma pessoa deposita R$ 500,00 na caderneta de poupanca,
mensalmente, sado creditados juros de 2% sobre o saldo. Sabendo que a
formula do montante (capital+rendimento), apés x meses é M(x)=500(1+0,02)"

calcule:
a) o montante apds 1 ano (12meses): M=500(1,02)**=634,12

b) o rendimento no primeiro ano: Rendimento=montante-capital =634,12-
500=134,12

Exemplo : O numero de habitantes de uma cidade é hoje igual a 7000 e cresce
a uma taxa de 3% ao ano. a) Qual o numero de habitantes daqui a 8 anos? b)
gual o nimero de habitantes daqui a 30 anos?

£

_uf
=

14
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Yy =Yo(1+k)¢ Yo=7000 k=taxa=3%=0,03

a) y=7000(1+0,03)®=7000(1,03)°=8867 habitantes.

b) y=7000(1,03)3°=16990 habitantes.
Exemplo: Um automoével novo vale R$20.000,00. Sabendo-se que ele sofre

uma desvalorizagao de 3% ao ano. Qual seu valor daqui a 5 anos?
Desvalorizacdo = taxa negativa k=-0,03
y=20000(1-0,03)°=20000(0,97)°=17.174,68.

Se 0 mesmo automoével sofresse uma desvalorizacdo de 15% ao ano, qual seu
valor daqui a 5 anos?
K=-0,15 y=20000(1-0,15)°=20000(0,85)°=8874,10

4. FUNCAO LOGARITMICA

Relembrando a seguir algumas propriedades dos logaritmos:

log,b=c<a°=b log,1=0
log,a=1 log,a" =n
alo%" =b log,a=log,c < a=c
A
log,(A.B)=log, A +log,B Iogb(g] =log,A -log,B
1 n
Iogox=—logoA Iogb(A )=n.|ogbA
1 log. A
log,¥B = ~log,B log, A =—=
% A % log. B
log, A = ou log,A.log,b=1
gﬂ |OgAb % gA
15

|
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A funcdo f(x)=log,x, onde bew,—{l} e bx1 é chamada de fungéo

logaritmica de f:9%_, —>%R. Essas restricdes sdo importantes, pois somente

valores positivos poderao ser atribuidos a Xx.

4.1. Equacdes logaritmicas

Veremos a seguir exemplos de resolucédo de equacgdes logaritmicas:
Exemplos:

1. Resolva as seguintes equacoes:

a) log, (5x —1)=2

Sabemos que 5x—-1>0. Temos:

Iog4(5x—1):2:>5x—1=42:>5x:17:>x=%

Verificamos que 5x-1>0= 5.% -1>0=16>0, logo asolugéo é S = {%}

b) log, (x? - 2x —16)=3

Sabemos que x?—2x-16>0. Temos:
log,(x2—2x—16)=3 = x2—2x 16 =2° = x2—2x —24=0=> X =4 ou X =6
(aplicando Bhaskara).

Verificamos que

x> —2X-16>0=> (-4f -2(-4)-16>=16+8-16>0=8>0, logo —4 é uma
raiz.

X°—2x-16>0=6°-26-16>0=36+12-16>0=32>0, logo 6 € outra
raiz. O conjunto solucéo é S = {— 4,6}.

C) Iog(x_2)4=2

Sabemos que x—-2>0 e x—2 = 1. Temos:
Iog(x_2)4=2:>(x—2)2=4:>x2—4x+4=4:>x2—4x:0:>x(x—4):0:>x:o
ou x=4.

Verificamos que

Para x=0=x-2>0=0-2>0=-2>0 é falso.

Para x=4—=x-2>0=24-2>0=2>0e x-2#1=4-2#1=>2=%1¢

verdadeiro. Logo 4 é raiz da equaco e o conjunto solugéo é S = {4}.

2 ¢

a|

16
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15.2) Grafico da Funcéao Logaritmica

yé ﬂX) = lOng \
(1, 0)
/ ol ¢ X
0 /(1, 0) \

Funcéo Crescente b>1 Funcado Decrescente 0<b <1

¥

O grafico de uma funcao logaritmica passa sempre pelo ponto (1 ) Além

disso, o gréafico ndo “toca” o eixo y e ndo tem pontos no 1° e 3° quadrantes.

OBS.: Podemos observar que a funcéo logaritmica € o inverso da exponencial.

X
Exemplo: Construa o grafico das fungées f(x)=2" e f(x)= (%) :

a) f(x)=2*

Atribuindo valores para x:

x | f(x)=2%

1 =0,25
4

17




b) 1(x) - @

Atribuindo valores para x:

Matemética Basica para Ciéncias Sociais I

18




