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UNIDADE 3 — INTERPOLACAO

1. INTRODUCAO

A interpolacdo € uma técnica de aproximacdo de dados ou funcdes
bastante utilizada e se aplica as seguintes situacoes:

a) quando a expressao (lei de associacédo) da funcdo ndo € conhecida,
porém possuimos um conjunto de valores obtido, por exemplo, através de
dados experimentais;

b) quando € dificil calcular o valor da funcéo, devido a complexidade da
lei que a define.

Nesta unidade estudaremos a interpolacdo de fungbes focando o
interesse na primeira situacao, citada anteriormente.

Considere um conjunto com n+1 elementos relacionados, da seguinte forma
(XOIf(Xo))1 (Xlrf(x ))1 (XZIf(X ))1 2 (anf(xn))
onde a lei que define a funcéo f(x) ndo é conhecida.

Queremos obter, por exemplo, f(x) onde X =x,, X #X; X#Xy,..., X #X,, tal que

X e [xo,X,] . Podemos representar f(x) por meio de um polindmio p,(x) tal que
pn(x;)=f(x;), paratodo i=031.2,...,n.

Desta forma podemos estimar f(x) através de p,(x), ou seja,
f(x) = pa (%)
Observacao: o simbolo = indica que se trata de um valor aproximado.

Graficamente

Xn X
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2. INTERPOLACAO POLINOMIAL

O objetivo na interpolacéo polinomial € determinar um polinbmio da forma
Pn(X)=ag +a;x +a,x% +...+a,x"

tal que p,(x;)=f(x;), para todo i=0,2,.,n. O polindmio p,(x) é chamado
polindmio interpolador. A seguir vamos obter o polinémio interpolador através

da resolucéao de um sistema linear.

2.1 INTERPOLACAO LINEAR A PARTIR DA SOLUCAO DE UM SISTEMA
LINEAR

Para obter um polindbmio p,(x) que interpola n+1 pontos conhecidos (x;,f(x;)),

paratodo i=01,2,...,n, devemos ter:
p,(x;)=f(x;), para todo i=0,2,..,n.
Como p,(x)=ag +a;x+ayx? +...+a,x" entdo

g +81Xg +8,X3 +...+a x5 = f(xg)

ag +a;X; +ayx? +...+a,x] =f(x;)

g + 81Xy +aX2 +..+apxh =f(x,)

Resolvendo-se o sistema obtém-se os coeficientes a,,a;,...,a, do polindmio

Pn(X).

Observacéo: Quando o polinémio interpolador tem a forma p,(x)=a;x +a, (grau

um) a interpolagéo é dita interpolacao linear.

Exemplo 1. Seja a fungdo y=f(x) definida pelos pontos (0,-1) e (4,11).

Determinar, por interpolagéo linear, o valor aproximado de f(1).

Como a interpolacéo é linear, o polindmio interpolador € de grau um e tem a

2 f

forma:
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p;(X)=a;x+ag.
Como p;(0)=f(0)=-1 e p;(4)=f(4)=11 tem-se que
p1(0)=2a;.0+a, =-1
pi(4)=a;.4+a, =11.
Desta forma precisamos resolver o seguinte sistema

O-al +a0 =—1

Da primeira equagao do sistema temos que a, =-1. Da segunda equagéo

resulta que
4a,-1=11 = 4a,=11+1 = 4a,=-12 = a; =3.
Logo
p;(x)=3x-1.
Como queremos calcular f(t), vamos calcular p,(1).
p;(1)=3.1-1=3-1=2.

Portanto 2 é um valor aproximado para f(1). Lembre-se que € um valor

aproximado em razéao de que a lei que define a funcao f € desconhecida.

Além do método de interpolagédo através da resolugcdo de um sistema linear
(citado anteriormente), existem outras formas para obter o polinbmio
interpolador, conhecidas como formas de Lagrange e de Newton. Na seqiiéncia

do texto estudaremos a forma de Newton para interpolacéo polinomial.
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2.2. FORMA DE NEWTON

Considere xg,Xy,..,X,, pontos distintos. A forma de Newton consiste em
determinar o polindmio p,(x) que interpola f(x) através dos pontos xgq,Xy ..., X,

tal que

Pn(x): f[x0]+f[x0,x1] (X—X0)+f[X0,X1,X2] (X—Xo)-(X—X1)+
+f[Xg, X1, X5, X3 Hx =X WX = X3 WX = %5 )+ +
+f[XOIX11X21X3l'"IXn]'(X_XO)'(X_Xl)'(X_XZ)'"(X_Xn—l)

onde flxo] , flxo,x1], flXo,x1,%5] ,ooer fXo,X1,%5,%,1] S&O constantes obtidas a
partir dos pontos conhecidos, chamadas operadores diferencas divididas. A

seguir vejamos como determinar essas constantes.

2.2.1 DIFERENCAS DIVIDIDAS

Considere o conjunto de pontos distintos  (xq,f(xg)),  (xq,f(x1)),
(x5,f(x5)),-.., (xn,f(x,)), 0s operadores diferencas divididas sdo definidos da

seguinte forma:

flxo] =flxo) ordem zero

flxy - flxo ]

flxq, %1 ]= ordem 1

flxo, x1,x,]= f[xl'x)z(i__f)[:;o’xl] ordem 2

f[X1rX2,X3]—f[Xo:X1rX2]
X3 —Xp

ordem 3

f[XOIX1IXZIX3]=

| R B | — £x g, X1 ,eeer Xy | e N

f[xo,xl,xz,...,xn]
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De forma genérica podemos escrever:

f[Xl] =f(Xi), i=0,1,2,...,n

M, 1= 0,1/21"'In_1 '

f[XilXi+1]= 7 iy
i1 — X

i1 iz ] i, X1 i=01,2,..,n-2.

f
f[Xi: Xi+llxi+2] o
Xis2 — X

f[Xi+1lXi+21Xi+3]_ f[XiIXi+1lXi+2]
Xi3 —Xj

,1=01,2,..,n-3.

f[XiIXi+1IXi+21Xi+3] =

f[x- X; X; ]—f[x- X; X; ]

i+1 7 N2 707 Ni4n ir il e Aivn-1 :

f[XilXi+11Xi+21"'lXi+n]: 7 i=0.
Xitn —Xp

flxo,X1,Xc] € chamada de diferenca dividida de ordem k da fung&o f(x) sobre

0S k+1 pontos distintos xq, Xy, ..., X -

Portanto, dada uma fungéo f(x) tal que sdo conhecidos os valores (x;,f(x;)) para

i=01,23,...,n, pode-se organizar as diferencas divididas na seguinte tabela:

X |ordemO ordem1 ordem 2 ordem 3 ordem n

X f[Xz] f[X1rX2rX3]
f[X2:X3] f[X1:X2,X3,X4]

f[X2,X3,X4]
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f[xn—3rxn—21Xn—1 ! Xn]

f[xn—zrxn—llxn]
f[Xn—llxn]

Xn f[Xn]

Observe que os elementos circulados na tabela sdo aqueles que aparecem na

X — X MX =% WX = X5 JedX = X4 )

expressao

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2: Considere a fungdo f(x), tabelada a seguir. Usando a forma de

Newton, determine o polinémio que interpola f(x) nos pontos dados e o valor

aproximado de f(gj .

f(x) 3 ISR -11

A tabela de diferencas divididas é:

X ordem O ordem 1 ordem 2
/ N\
1 3

19-3 _16
5-1 4
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/N
-10-4 (14 _
8-1 7
S0
8-5 3
O polinémio interpolador tem a forma:
P2 (%) = flxo ]+ fxg, X1 ] (x—xo)+flxo, %1, %] (x—xo Nx—x;)
Portanto o polindmio que interpola f(x) é:
s 3)+(« Jx-3( ) x-2x-9)
ou seja,
po(x)= 3 + 4 (x-1) — 2 (x-1)x-5). polindmio interpolador

O valor aproximado de f@j é pz(gj. Assim tem-se que:

A EEE B B R R G e
oo(5)-+43)-43-3)

P2 LA 23(-5) EER g, > 18+ 3
2.2 2 2 2 2
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Exemplo 3: Considere a fungdo f(x), tabelada a seguir. Usando a forma de
Newton, determine o polinémio que interpola f(x) nos pontos dados e o valor

aproximado de f(0,1).

fix) | 1 11 | 137 | -269 | 254

A tabela de diferencas divididas é:

2 ordem O ordem 1 ordem 2 ordem 3 ordem 4

2 (1 )
11-1
- <
0 21-5
3 6=(-2 @

137-11 _28-2
o 8—1—2)@
6 |37 a2l 30-(-3
8-0 9-(-
e 242-(-28) _ 5,
8-6 9-0
8 -269 M: 242
9-6
254 — (- 269) e
9-8
9 254

O polinémio interpolador tem a forma:

Pa(x) = fxo ]+ fxo, X ] (x=xo )+ fxo, X1, %2 ] (x=x0 Jx =% )+
+f[Xg, X1, X5, X3 [X = Xg X = X1 (X = X5 )+
+ o, X1, X2, X3, %4 Jx =0 X = X1 Jx =%, Jx —x3)

Portanto o polindmio que interpola f(x) é:




L
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po ()€ 1 X(5 Yx— (-2 + 23— (- 2)lx - 0)+
Co 3] (x-2)(x—0)x - 6) &_3 Ix— (- 2))(x—0)x—6)x -8)

R B 2) o+ 2 (c+2)x+ : polinémio interpolador
-3. (x+2).x. (x—6)+ B (x+2).x.(x—6).(x—8)
O valor aproximado de f(0,1) € p4(0,1). Assim tem-se que:

p4(0,1)= 1 +5.001+2) +2.(0,1+2)0,1)+
-3.(01+2)(01101-6)+3.0,1+2)0,1)0,1-6)0,1-8)

p4(0,1)= 1+ ﬂ%i) +2.(21)0,1)-3.211(0,11(-5,9) + 3.(2,1}(0,1}(-5,9)(-7,9)

p,(01)=1+105+0,42+3,717+ 29,3643
p,(0,1) = 45,0013.
Ou ainda

f(0,2) = 45,0013.

Observacao: Se 0s pontos xg,Xq,...,X, €stdo igualmente espacgados significa

gue estamos em presenca de um caso particular. Vejamos um exemplo.

Exemplo 4: Considere a funcdo f(x), tabelada a seguir. Usando diferencas
divididas, determine o polinémio que interpola f(x) nos pontos dados e o valor

aproximado de f(85).

X 50 70 90
f(x) | 60 | 100 | 940
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A tabela de diferencas divididas é:

X | ordem O ordem 1 ordem 2

A N
50\.60
100-60 4
70-50 2
90-50

940-100 840 _
90-70 20

42

90 | 940

O polinémio interpolador tem a forma:
P, (X) = fxo ]+ f[xo, X1 | (x=xg)+Ff[Xq, X1, %5 ] (X =Xo )X —X;)
Portanto o polinémio que interpola f(x) é:
pz(x@ @—50)@0)@—70) polinémio interpolador
O valor aproximado de f(85) é p,(85). Assim tem-se que:
p,(x)=60 +2.(85 - 50) +1.(85 — 50 (85 — 70)
P, (x) =60 +2.(35)+1.(35)(15)
P, (X) =60 + 70 + 525 = 655 .
Ou ainda
f(85)= 655 .
3. ERRO NA INTERPOLACAO

Além dos erros de arredondamento, ao se aproximar uma funcdo f(x) por um

polinémio interpolador de grau <n, comete-se um erro E,(x) tal que ;‘%ﬁ
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En(x) i f(X)— Pn (X)
para todo x no intervalo [xq,x,] -

Neste momento, ndo sera feito um estudo detalhado sobre erros, tendo em
vista a necessidade do conhecimento de alguns conceitos matematicos ainda

nao estudados.
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