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RESUMO

GARCIA, Luciano Garim. Agrupamento Espectral Aglomerativo:
Uma Proposta de Algoritmo. 2017. 61 f. Dissertacdo (Mestrado) — Programa de
P6s-Graduagao em Computagdo. Universidade Federal do Rio Grande, Rio Grande.

Neste trabalho € apresentado o método de agrupamento espectral baseado em uma
etapa de aglomeragcao dos k-menores autovetores da matriz Laplaciana, que representa
o conjunto de dados a partir do grafo de similaridade. O algoritmo proposto € aplicado
em diversos conjuntos de dados de formatos geométricos distintos. Os resultados sdao
comparados aos agrupamentos obtidos pelo método k-médias e o método de agrupa-
mento espectral via k-médias. Para medir a performance dos algoritmos € utilizada a
medida-F e os resultados sdo apresentados em forma de tabela e grafico. Apds estudar as
perfomances dos trés algoritmos utilizados, conclui-se que o método apresentado neste
trabalho € uma alternativa promissora ao método espectral via k-médias.

Palavras-chave: Agrupamento, Espectral, Particionamento, Aglomerativo.



ABSTRACT

GARCIA, Luciano Garim. Agglomerative Spectral Clustering: A Proposed Al-
gorithm. 2017. 61 f. Dissertacdo (Mestrado) — Programa de Pds-Graduagdo em
Computagdo. Universidade Federal do Rio Grande, Rio Grande.

In this work we present the spectral clustering based on an agglomeration step in
the k-smallest eigenvectors in the Laplacian matrix, that represents the dataset from
the similarity graph. The proposed algorithm is applied in many datasets of different
geometric formats and the results are compared to the k-means method clustering and the
k-means spectral clustering method. To measure the performance of the algorithms, the
F-measure is used and the results are presented in table and graph form. After look at the
performances from the three methods used, it is concluded that the presented method is
an alternative approach to the k-means spectral clustering method.

Keywords: Clustering, Spectral, Partitioning, Agglomerative.
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1 INTRODUCAO

A andlise de agrupamento, ou clustering, ¢ o nome dado para o grupo de técnicas
computacionais cujo propdsito consiste em separar objetos ou individuos em grupos,
baseando-se nas caracteristicas que estes possuem. Um grupo (cluster) é uma colecao
de objetos de dados que sdo similares dentro de um mesmo grupo e sdo dissimilares entre

clusters distintos.

O agrupamento € a forma mais comum de aprendizado ndo supervisionado, ou seja, 0s
grupos sao inferidos a partir da proximidade de dados, sem indicacao humana ou externa.
O objetivo inicial € selecionar e extrair caracteristicas dos dados e, isso muitas vezes
ocorre por medidas de similaridade entre eles. A partir disso, sdo observados padrdes de
relacionamento em certos volumes, e assim, sdo formados agrupamentos. Os dados que
possuem alto grau de dissimilaridade com os demais serdo agrupados em grupos distintos.
E possivel verificar que a avaliacio exaustiva de todas as configuracdes de agrupamentos
possiveis é computacionalmente invidvel, restringindo com isso o uso de métodos exatos
para a sua solucdo. Dessa forma, métodos heuristicos ou aproximados t€m sido propos-
tos com frequéncia, os quais fornecem solucdes sub-6timas com significativa reducao
da complexidade na solu¢do do problema. Entretanto, devido a grande heterogeneidade
das aplicagdes de problemas de agrupamento, as heuristicas sdo normalmente desenvol-
vidas para determinadas classes de problemas, ou seja, ndo existe uma heuristica que seja
genérica a tal ponto que possa obter bons resultados em todas as aplicacdes de agrupa-

mento.

O reconhecimento de padroes em Matemdtica sempre foi alvo de estudo de varios
pesquisadores. Nas ultimas décadas diversos métodos de exploracdo de dados foram de-
senvolvidos com a finalidade de extrair informagdes tuteis que antes estavam implicitas
em numeros e tabelas. Sendo assim, pode-se dizer que estudo de agrupamento torna-se
uma ferramenta util para a andlise de dados em muitas situagdes diferentes. A andlise de
agrupamento tem aplicagdes em situacdes simples do dia-a-dia (desde o inicio da infancia,
aprende-se a distinguir entre gatos e cachorros, ou plantas e animais, melhorando continu-
amente esquemas de classificacdo subconscientes) assim como em diversas areas, como

Biologia, Pesquisa de Mercado, Processamento de Imagens, Reconhecimento de Padrdes,
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Geografia, e muitas outras [4].

A tarefa de agrupar dados de acordo com a sua estrutura organizacional tem impulsio-
nado diversas pesquisas na area de Aprendizagem de Mdquina. Os métodos mais utiliza-
dos s3o os métodos de andlises de componentes principais (PCA), modelos baseados em

distancias como k-médias e modelos de agrupamentos hierarquicos [12].

Neste trabalho, utiliza-se o0 método de agrupamento espectral baseado em particio-
namento de grafos para descobrir os grupos existentes em conjuntos de dados artifici-
ais. Como alternativa de melhorar o método, € proposta uma etapa de agrupamento
hierarquico aglomerativo aplicado ao mapeamento dos autovetores provenientes do po-

lindbmio caracteristico da matriz Laplaciana do grafo de representacdo do conjunto.

1.1 Contextualizacao e Motivacao

Diversos métodos de agrupamento de dados buscam encontrar agrupamentos coeren-
tes com a sua estrutura, porém surgem limitagdes correspondentes a cada algoritmo utili-
zado. Encontrar grupos em um conjunto de dados, especialmente em dados de dimensao
muito alta, € um desafio, principalmente quando os grupos possuem diferentes forma-
tos, tamanhos e densidades, assim como dados que possuem ruido e valores de outliers
(ver secao 5.6). Com isto, existe uma grande necessidade de elaborar métodos eficien-
tes que realizem a tarefa de agrupar dados de maneira generalizada, independente das

caracteristicas do conjunto.

Um dos principais desafios € propor uma metodologia deterministica ou heuristica
que seja capaz descobrir grupos em um conjunto de dados de modo automatico. Neste
sentido, métodos de agrupamento espectral vém sendo utilizados com frequéncia devido
a sua facil implementagdo e a caracteristica de obter um estudo global das propriedades
dos dados. Esta visdo global dos algoritmos baseados no método espectral é justificada
pelo fato de que a similaridade entre os dados € medida par a par, desse modo, ¢ gerada

uma matriz de similaridade que contém as informagdes de todo conjunto.

A metodologia de agrupamento espectral proposta por [1] utiliza o algoritmo k-médias
para estabelecer um agrupamento nos k-menores autovetores da matriz Laplaciana. Com
isto, ao invés de agrupar um conjunto de pontos no R" o método permite agrupar os
dados em um conjunto no R* onde k é o niimero de grupos correspondente aos k-menores
autovetores € k < n. Um problema decorrente neste mapeamento ¢ que nem sempre 0s
autovetores possuem uma geometria simples tal que o método k-médias possa identificar
facilmente os grupos corretos. Neste sentido, a utilizagdo de um algoritmo baseado em

aglomeracao surge como proposta de contornar o problema em estudo.
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1.2 Objetivos

Um dos propésitos deste trabalho € proporcionar ao leitor um referencial conceitual
sobre o método de particionamento espectral via k-médias, além de apontar alguns pro-
blemas relacionados a esta metodologia. Problemas referentes a aleatoriedade do método
e robustez quanto a parametros de vizinhanga sdo os principais fatores que motivaram a
escrita deste trabalho. Como contribui¢do de pesquisa, propde-se adicionar ao método
de agrupamento espectral um passo de agrupamento por aglomerac¢ao nos autovetores da
matriz Laplaciana.

Para testar o funcionamento da metodologia com a substituicao do k-médias por um
algoritmo elaborado via aglomeragdo, objetiva-se utilizar conjuntos de dados artificiais
disponiveis na literatura. A fim de medir o quao melhor uma metodologia estd em relagao
a outra, ou vice-versa, este trabalho traz varios comparativos em forma de tabelas para
esclarecer ao leitor os resultados obtidos por cada metodologia quando aplicada a algum
determinado conjunto de dados.

Por fim, pretende-se que ap0s a leitura deste trabalho, alunos, professores e pesquisa-
dores possam utilizd-lo como referencial para futuras contribui¢cdes no estudo de métodos

de particionamento espectral de grafos.

1.3 Trabalhos relacionados

Para selecionar trabalhos referentes a temética desta dissertacdo optou-se pela busca
de artigos na literatura referente as palavras-chaves Spectral Clustering K-means. As ba-
ses de dados utilizadas foram IEEE Xplorer e Springer, locais onde ocorreram publicacdes
relevantes nesta drea. Em uma primeira busca ocorreram mais de 2500 resultados de ar-
tigos encontrados com as palavras-chaves informadas. Houve um processo de minerac¢ao
de informacao no sentido de selecionar apenas trabalhos relacionados ao tema em estudo.
Foram adotados critérios de inclusdo e exclusdo de artigos, sendo analisados o idioma
de publicagdo, publicacdes recentes, referéncia a Aprendizagem de Mdéquina, duplici-
dade de artigos e, principalmente, foco no objeto de pesquisa. Desse modo, o nimero
de trabalhos estritamente relacionados foi menor do que dez, evidenciando apenas o mau
funcionamento e/ou aprimoramento do algoritmo k-médias quanto utilizado pelo método
espectral.

A estrutura de alguns conjuntos de dados em funcdo de sua escala de tamanho ou
densidade ndo permite obter um resultado satisfatério do método espectral via k-médias
como cita [16]. Diversos trabalhos encontrados na literatura utilizam o k-médias como
algoritmo de agrupamento no método espectral [5], [10], [3], [22], porém o método ndo
funciona bem em conjuntos com outliers ou de formatos nao-esféricos [9]. Para contornar
o problema de escalabilidade do conjunto € proposto em [13] o célculo de um parametro

de escala local na medida de similaridade entre pontos vizinhos do conjunto. Além disso,
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em [18] surge a proposta de uma medida de similaridade que leva em consideracdo a sen-
sitividade de densidade de uma determinada regido, ou seja, estabelecendo uma medida
distinta da funcao de similaridade Gaussiana que até entdo era utilizada na literatura. Por
fim, em [15] é apresentada uma proposta de compressao do método espectral utilizando

bandlimited graph-signals, que tem por objetivo diminuir a complexidade do k-médias.

1.4 Organizacao do Trabalho

O trabalho estd dividido basicamente em trés partes, sendo elas, teoria, algoritmos e
experimentos. O primeiro capitulo é destinado a temas introdutdrios desta dissertacdo.
No capitulo dois sdo apresentados ao leitor alguns conceitos tedricos de particionamento
de grafos, além de uma explicacdo detalhada da metodologia espectral e um exemplo
de aplicacdo. O capitulo trés trata da abordagem do método de agrupamento espectral
via k-médias, apresentando os algoritmos utilizados e sua complexidade computacional.
De maneira similar, no capitulo quatro, € apresentado o método de agrupamento espec-
tral aglomerativo, proposto neste trabalho. Além disso, um estudo sobre a complexidade
computacional também € feito. O capitulo cinco destina-se a submeter os métodos abor-
dados neste trabalho a diversos experimentos com conjuntos de dados artificiais, além de
apresentar resultados de performance via medida-F. Por fim, no capitulo seis, é feita a

conclusdo deste trabalho e sdo apresentadas algumas sugestdes de trabalhos futuros.



2 PRELIMINARES EM PARTICIONAMENTO ESPEC-
TRAL DE GRAFOS

No que diz respeito a Teoria Espectral dos Grafos, o método de particionamento via
espectro € vastamente utilizado, isto se deve ao fato de que algoritmos baseados neste
contexto sao de facil implementagdo, além de serem razoavelmente rdpidos para dados
esparsos. Para compreender o funcionamento do método sdo apresentadas, neste capitulo,
as defini¢cdes e proposi¢cdes referentes 4 Teoria de Grafos que sd@o fundamentais para en-
tender o funcionamento dos algoritmos espectrais utilizados neste trabalho. Ressalta-se
também que ndo sdo apresentadas as demonstracOes das afirmagdes aqui apresentadas.
Porém, se o leitor julgar necessario, pode consultar todas as demonstragdes disponiveis
em [11].

2.1 Grafos

Para se trabalhar com agrupamento de dados via particionamento de grafos é
necessdrio que o conceito de grafo esteja bem definido. Sendo assim, a Defini¢ao 2.1.1

tem o objetivo de esclarecer ao leitor tal conceito que serd usado ao longo do texto.

Definicao 2.1.1 Um grafo G = (V, E) é definido por um conjunto finito e ndo-vazio
V', cujos os elementos sdo denominados vértices, e um conjunto E cujos elementos sdo
chamados arestas. O niimero de vértices é indicado por |V| = n e o niimero de arestas
por |E| = m. Cada aresta E é definida por uma dupla e = {u, v}, tal que u,v € V, e

diz-se que e incide em u e v.

O conceito de Grafo com pesos € utilizado para descrever o qudo conectado um
vértice estd em relacdo ao demais, isto permite descrever sua relacdo com os vértices

vizinhos.
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Definicao 2.1.2 (Grafo com Pesos) Considere o grafo G' = (V,E'), tal que E' é
trocado por E = E' x RY, que considera cada aresta e € E' carregando um valor
w;; > 0. Entdo, G = (V, E) é chamado de grafo de pesos e w;; é chamado de peso de

cada aresta conectando v; e v;.

Para estudar certas propriedades relacionadas ao grafo, de maneira geral, é possivel
fazer tal tarefa por meio de matrizes que os representem. Um tipo de matriz que traz
informagdes a respeito de um determinado grafo é a chamada matriz de adjacéncia, que

refere-se as ligacdes entre os vértices do grafo.

Definicao 2.1.3 (Matriz de Adjacéncia) Considere um grafo G = (V, E) ndo-orientado

de pesos w;;. Se (v;,v;) € E define-se w;; := 0. Entdo a matriz W = (w;;)i j=1,..n €

chamada de matriz de adjacéncia de G.

Uma maneira interessante de detectar grupos em um grafo pode ser feito a partir
da anédlise de componentes conexos. Isto faz sentido pois se houver componentes ndo
conectados em um grafo isto € um bom indicativo de que tais componentes ndo pertencem

a0 mesmo grupo.

Definicao 2.1.4 (Componentes Conexos) Considere um grafo G = (V,E) ndo-
orientado de pesos w;; com A C V. Diz-se que é conexo se existe um caminho entre
qualquer vértice de A que estd completamente em A, isto é, todos os pontos do caminho
estdo em A, também. Além disso, diz-se que A é um componente conectado se ele é

conectado e ndo existe nenhuma conexdo com seu complementar A° =V — A.

Para analisar as relacdes entre cada vértice do grafo e sua ligacdo com os demais, a
Defini¢do 2.1.6 insere o contexto de peso de um vértice. Quanto mais peso possui um
vértice dentro de um grupo, mais ele possui outros vértices relacionados consigo ou mais

relac@o de similaridade possui com vértices préximos.

Definicao 2.1.5 (Matriz de Pesos) Define-se o peso d; de cada vértice i como a soma

dos pesos das arestas incidentes nele:

di = wy (1)
j=1
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A matriz de pesos do grafo G é caracterizada como uma matriz que possui todos

elementos que estdo fora da diagonal iguais a zero, sua forma é: D = diag{dy, ..., d,}.

Outro conceito a ser discutido neste trabalho € o de vetor indicador. Basicamente, sua
func¢do € indicar se dado um vértice v; pertence ou nao a um determinado grupo. Além
disso, este vetor € utilizado como um dos parametros para estabelecer um particiona-

mento no grafo por meio de func¢des de corte.

Definicao 2.1.6 (Vetor Indicador) Considere A C V um grafo G = (V,E) ndo-
orientado de pesos w;;. Define-se o vetor orientagio de A por 14 = (f1,..., fn) € R”

com.

I = 1 se 1€A @)

0 caso contrario.

Definicao 2.1.7 (Grafo de Similaridade) Considere um conjunto de dados X =
{x1,...,x,} e assuma que existem valores si; > 0 que descrevem a similaridade de x;
e x; para todos os pares {1, j}. Entdo, um grafo G = (V, E) é construido considerando
pontos (x;,x;) como vértices e as arestas representando a similaridade correspondente
par a par, isto é, w;; = s;;. Assim, G é chamado de grafo de similaridade do conjunto de

dados.

Na Secdo 2.2 s@o apresentados conceitos, defini¢des e propriedades sobre as matrizes
Laplacianas, as quais s@o objetos importantes de estudo neste trabalho, pois desempenham

um papel fundamental no processo de agrupamento.

2.2 Matrizes Laplacianas

As matrizes Laplacianas representam os grafos de uma maneira especifica. A Teo-
ria Espectral de Grafos ¢ uma drea de estudo que procura extrair informacoes relevan-
tes destas matrizes com o proposito de estudar algumas propriedades dos grafos. Uma
informacao relevante desse tipo de matriz esta relacionada ao particionamento espectral
de grafos, que tem por objetivo a deteccao de comunidades dentro de um grafo.

Para estabelecer algumas defini¢des importantes, considere como objeto de estudo

um grafo G = (V, E') ndo-orientado com matriz de adjacéncia W e matriz de pesos D.
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Definicao 2.2.1 Uma matriz Laplaciana é definida como:

L=D-W 3)
A Proposicao 2.2.1 enfatiza alguns propriedades da matriz Laplaciana. Tais proprie-

dades sao uteis quando se deseja estudar os autovalores e autovetores desta matriz.

Proposicao 2.2.1 Considere L a matriz Laplaciana associada com um grafo G com n

vértices. Entdo as seguintes propriedades sdo vdlidas:

Para cada vetor (f1, ..., [n) = [ € R, tem-se

f'Lf= % Z wi;(fi — fj)2- “4)

ij=1

e [ ¢ simétrica e positiva semi-definida.

e O menor autovalor de L é 0, um autovetor correspondente é o vetor constante 1.

L possui n autovalores reais ndo-negativos 0 = \; < Ay < ... < A\,

A partir da Proposicdo 2.2.2 é possivel relacionar o nimero de autovetores 0 de L
com o nimero de componentes conexos no grafo. Este nimero de componentes conexos

no grafo pode descrever um k — particionamento, a ser obtido via métodos heuristicos.

Proposicao 2.2.2 Considere G um grafo de pesos ndo orientado. Entdo a multiplicidade
geométrica k de autovalores 0 de L igual ao niimero de componentes conectados no grafo.

O auto-espago desse autovalor é gerado pelo vetor orientacdo destes componentes.

Em diversas aplicacdoes dos métodos de particionamento espectral a utilizacdo da
matriz Laplaciana normalizada pode trazer informagdes mais relevantes sobre o grafo.
A Definicao 2.2.2 e as Proposi¢Oes 2.2.3 e 2.2.4 trazem as principais propriedades
relacionadas as matrizes Laplacianas normalizadas e suas implicagdes referentes a

componentes conexos no grafo.

Definicao 2.2.2 Definem-se as matrizes Laplacianas normalizadas de acordo com as
Equacoes (5) e (6):
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Lyym = D2LD? (5)
Ly,=D7'L. (6)

Proposicao 2.2.3 Considere as matrizes definidas pelas Equagées (5) e (6). Entdo as

seguintes propriedades sdo vdlidas:

e Para cada vetor (fi, ..., f,) = [ € R", tem-se:

n 2

/ 1 7 j
fLsymfZEZwij %_\./fii—]

ij=1

(7

e )\ é um autovalor de L,,, com autovetor u se, e somente se, \ é um autovalor de

1
L., com autovalor w = Dz u.

e )\ é um autovalor de L,,, com autovetor u se, e somente se, \ e u sdo solucées

generalizadas da Equacdo (8) abaixo:

Lu = ADu. )

e 0 ¢ um autovalor de L,,, com o vetor constante 1 como o seu autovetor correspon-

1
dente. 0 é um autovalor de L, com autovetor correspondente D21

Lsym e Ly, sdo matrizes positivas semi-definidas e possuem n autovalores reais

ndo-negativos 0 = Ay < Ay < ... < A\,

Proposicao 2.2.4 Considere G um grafo de pesos ndo orientado. Entdo a multiplicidade
geométrica k de autovalores 0 de ambas Ly, e L,., é igual ao niimero de componentes
conexos Ay, ..., Ay no grafo. Para L,,,, o auto-espago 0 é gerado pelos vetores 1 4, destes

. 1
componentes. Para Ly,,, o auto-espago 0 é gerado pelos vetores D21 .

Na sec¢ao seguinte é definido o conceito de particionamento de um grafo em k-grupos.

2.3 Particionamento de Grafos

A Defini¢cao (2.3.1) estabele o conceito de particionamento de um grafo ndo ori-

entado, o qual € utilizado para a representagcdo do conjunto de dados, conforme a Figura 1.
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Definicao 2.3.1 Considere um grafo ndo orientado G(V, E), com um conjunto de vértices
V = {1, 09, ...,0,} e um conjunto de arestas E = {ey, ey, ..., e, }. O k-particionamento
consiste em dividir o conjunto de vértices em k subconjuntos disjuntos Vi, Vs, ..., V. tal
que Vi U Vo U ... UV, = V. No caso particular em que se tem k = 2 acontece um

bi-particionamento.

Figura 1: Grafo Particionado em 4 Grupos

Para estabelecer um particionamento no grafo que seja coerente com a sua estrutura
necessita-se de métodos que facam o corte no grafo retirando os vértices que possuem
menor peso, ou seja, que possuem pequena relagdo de similaridade. Na secdo seguinte

sao apresentados os métodos mais comuns que executam esta tarefa.

2.4 Metodologia

Para introduzir ao leitor os passos da metodologia de agrupamento espectral, a Figura
2 apresenta um fluxograma mostrando como o método funciona pela visdao do problema
de particionamento de grafos. Apds, € introduzido ao leitor os detalhes de cada passo
que € utilizado no método, buscando fornecer aspectos praticos do funcionamento da

metodologia.

DADOS FUNCAO DE GRAFO DE PROBLEMA DE FUNGOES DE

[ SIMILARIDADE — ™| SIMILARIDADE | PARTICIONAMENTO ~“|PARTICIGNAMENTO
I
CORTE NO
METRICA DE GRAFO
QUALIDADE DE
AGRUPAMENTO
MEDIDA Rgéﬁ%‘g _|eruros GERADOS PELO
EsTATISTICA [ DADOS CORTE NO GRAFO

Figura 2: Fluxograma da Metodologia de Agrupamento Espectral

Considere os elementos de um conjunto de dados como os vértices de um grafo nao
dirigido G = (V, E). O peso de cada aresta representa a similaridade entre os elementos

de acordo com alguma medida [19]. O objetivo geral € particionar o grafo em dois ou
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mais conjuntos disjuntos, removendo as suas arestas. Para tal tarefa, a ideia proposta € o
mapeamento dos dados originais para os k£ menores autovetores da matriz Laplaciana ob-
tida em funcao do grafo de representacao dos dados, em seguida, aplica-se um algoritmo
de agrupamento padrdo, como o k-médias sobre estas novas coordenadas [21].

De acordo com [14] o segundo menor autovalor do Laplaciano de um grafo G, 1,1,
¢ chamado conectividade algébrica do grafo (G, sendo assim, diz-se também que um grafo
¢ conexo se, e somente se, o seu segundo menor autovalor Laplaciano € positivo. Desse
modo, o agrupamento feito pelo k-médias serd elaborado de acordo com o segundo me-
nor autovetor da matriz de autovetores, ou sobre os k menores autovetores. Assim, um
conjunto de dados com dimensao n € reduzido para uma dimensao menor na qual serad
feito o agrupamento, reduzindo o nimero de iteragdes do k-médias se comparado a sua
aplicacao no conjunto original.

Para entender melhor o funcionamento da metodologia, considere um conjunto de

pontos (dados) no R" de acordo com a Equagdo (9):

X = {$1, ...,ﬂfn|$i S Rn}, (9)

onde ¢ = 1, ..., n. Partindo da hipdtese de que cada ponto pertencente a este conjunto pos-
sui algum grau de similaridade em relagdo aos demais, define-se uma medida em funcado

de distancias entre dois pontos e um parametro de similaridade, conforme a Equacao (10):

Wi = f(d(wi ;). 5): (10)

Este parametro s pode, por exemplo, ser obtido via distribui¢do Gaussiana, a qual é
amplamente utilizada neste contexto.
! ?(zi,2;)
———=d*(x;,x;
Wi =e 207 ’ (11)
Apesar do extenso uso da Equacdo (11) € possivel optar por outras medidas de simi-
laridade, e consequentemente utilizd-las na metodologia. Algumas medidas encontradas
na literatura podem ser citadas. Sejam z e y coordenadas de um ponto qualquer no R",
entdo pode-se utilizar como medidas de similaridade as Equacdes (12), (13), (14) e (15).
Cosseno:
Ty >oiTi Y

R R 7 RV S EN RV A -

Exponencial:

s(z,y) = e 4=V, (13)

tal que d € a distancia entre os pontos x € y.
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Tanimoto:
IT . y
s(x,y) = (14)
Sl P LI o e
Fu:
d2(‘ruy)
=1 22 15

tal que d, € a distancia Euclidiana.

Ja analisando a construcao do grafo que ird representar os dados e a relagdo entre eles,
existem procedimentos bem variados para tal finalidade. O objetivo principal do grafo de
similaridade € estabelecer uma relagdo de vizinhanca local entre os dados. Neste trabalho
sdo apresentados quatro metodologias.

k-nearest: Neste tipo de construgdo cada vértice € ligado ao seu vizinho mais proximo
dependo do valor de k, que € o controle de relacdo local entre os vizinhos. Quando maior
o valor de £, maior provavelmente serd o nimero de vizinhos associado a um vértice.
Pode-se observar um exemplo desta metodologia na Figura 3, que representa o grafo
de similaridade de um conjunto de dados qualquer. Exemplos de fun¢des que calculam

distancias entre os pontos considerando este método sao:

(16)

k
>l = wil, 17)
=1

1

k
q
< (\xi—yil)q> ; (18)
i=1

onde as Equacdes (16), (17) e (18) representam respectivamente as distancias Euclidiana,
Manhattan e Minkowski.

~
f{ﬂz v~ 7

Figura 3: k-nearest
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r-neighborhood: Nesta construcio cada vértice estd conectado aos vértices pertencen-
tes a um circulo de raio 7, tal que r € um valor real. Este raio deve ser definido de acordo
com a vizinhanga local e a quantidade de dados presentes neste local. Uma ilustragdo esta

representada na Figura 4.

Figura 4: r-neighborhood

Fully-connected: Esta construcdo nao € muito utilizada, devido ao grande nimero
de conexdes entre os vértices conforme pode ser visto na Figura 5. Neste caso, todos os

vértices que possuem semelhancas ndo nulas sdo ligados uns aos outros.

Figura 5: Fully-connected

k-nearest e r-neighborhood: E a combinacio dos dois métodos de construcio do
grafo. Uma ilustracdo estd representada na Figura 6. Tem sido amplamente utilizado.

Ap06s obtengdo do grafo que estd representando os dados, € feito o seu biparticiona-
mento. Nesta situacido € possivel determinar uma funcdo objetivo para modelar o pro-
blema de particionamento que ird posteriormente sugerir um corte no grafo. Os proximos
passos podem ser generalizados para o caso de um particionamento em k-grupos disjun-
tos, basta seguir analogamente a metodologia.

O objetivo geral das fungdes de corte é particionar um grafo G = (V| E) em dois

conjuntos disjuntos A e B, removendo as suas arestas. Sendo assim, a unido de dois
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Figura 6: k-nearest e r-neighborhood

subconjuntos deve formar o conjunto global e a intersecc@o entre ambos deve ser vazia,

conforme as Equacgdes (19) e (20) respectivamente:

AuB=V 19)

ANB=0 (20)

Dados dois conjuntos disjuntos A e B de um grafo GG define-se:

e O somatoério dos pesos das arestas dos dois conjuntos de acordo com a Equacao
(21):

i€A,jeB

e O somatdrio dos pesos das arestas dentro do grupo A na Equagido (22):

Cut(A, A)= Y wy (22)

i€A,jEA

e O total dos pesos provenientes do grupo A conforme as Equagdes (1) e (23):

Vol(A) = d;, (23)

icA
Com estas informagdes a respeito do grafo, é possivel fazer o corte em G gerando
dois grupos A e B. O problema estd em saber se este corte realmente exclui as arestas que
possuem menor peso entre os grupos, ou seja, se Cut(A, B) é o menor valor considerando
todas as possibilidades. Para resolver este problema utiliza-se o Método do Corte Minimo.
O principal objetivo deste método é encontrar dois grupos A e B tal que a soma dos pesos

das arestas entre eles seja 0 menor possivel. Assim, a funcdo objetivo é dada pela Equagao
(24):
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MinCut = Cut(A, B) (24)

Reescrevendo a Equagao(24) em funcao da matriz de pesos e matriz de similaridade

obtém-se a Equacao (25):

MinCut = i ff(D-wW)f, (25)

onde f é um vetor de orientagdo dado pela Defini¢do 2.1.6.

A Equacao (25) pode ser reescrita como:

(D—W)f =X, (26)

onde D € a matriz de pesos € W a matriz de similaridade. A partir do calculo dos au-
tovetores dessa matriz L, o corte no grafo € feito com base no segundo autovetor de L,

também conhecido como vetor de Fiedler.

Outro método de corte amplamente utilizado é o Método de Corte por Razdo. Muito
similar ao Método do Corte Minimo, a fun¢do objetivo é multiplicada por um novo termo,

de acordo com a Equagdo(27):

RatioCut(A, B) = Cut(A, B) (lja + %) . (27)

Assim, a resolucao do problema € equivalente a resolver a Equacdo (28) :

Lf = \Df. (28)

Neste caso, esta abordagem ¢é util visto que os agrupamentos ficam de forma balance-
ada. Porém, nesses métodos ndo sdo abordados as conexdes dentro do grupo. Para fazer
o corte no grafo é necessario que as arestas a serem cortadas tenham um valor muito pe-
queno, € as arestas pertencentes ao seu respectivo grupo possuam altos valores entre os
vértices. Dessa maneira € feito um bom agrupamento, tratando-se em termos de simila-
ridade, quanto mais similaridade os dados tiverem entre si melhor serd o agrupamento, e
quanto menos similaridade tiverem indica que os dados pertencem a grupo distintos. Para
resolver este problema € necessario trabalhar-se com métodos que levem em consideragao
tanto as conexdes fora do grupo quanto dentro do mesmo. Neste contexto, o Método do

Corte Normalizado e o MinMaxCut sdo os mais utilizados.

Para os Métodos do Corte Normalizado e o MinMaxCut as Equagdes (29) e (30)

modelam o problema de particionamento:

NCut(A, B) = Cut(A, B) (vozl( ik vozl( B)) ; (29)
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1 1
MinMaxCut(A, B) = Cut(A, B) (Out(A ) + Cut(B B)) . (30)

A minimizacdo de NCut pode ser obtida resolvendo as Equagdes (31) e (32). Estas
equacdes sdo provenientes de uma técnica de aproximacgdo para o minimo de NCut,
considerando a utilizacdo do teorema de Rayleigh-Ritz que afirma que a solugdo é dada
pelo segundo menor autovetor de L, também chamado de vetor de Fiedler. O teorema de

Rayleigh-Ritz e as técnicas de aproximacdo para N Cut podem ser encontradas em [11].

(D —W)y = ADy (31)

1
NCut=D 2(D-W)D_

DO | —

(32)

Desse modo, serd possivel obter o particionamento do grafo e separar os dados em
grupos distintos. Variagdes destes métodos apresentados ndo serdo abordadas neste tra-

balho por nao serem métodos cléssicos.

2.5 Aplicacao da Metodologia

Para compreender melhor o funcionamento do agrupamento espectral considere o se-
guinte exemplo.
Dado um conjunto de dados qualquer, a primeira tarefa ¢ montar o grafo de

representacdo dos dados a partir da similaridade entre eles.

0,2
— @
01' 14 16 | \L6
) — 0,0
1,4

04

Figura 7: Grafo de Representacao dos Dados

A partir da andlise da Figura 7 € possivel inferir que existem dois possiveis grupos, tal
que seus vértices possuem um alto grau de similaridade entre si. Porém, em conjunto de
dados muito grandes estes possiveis agrupamentos nao ficam tao claros comparados a este
exemplo. Assim, é necessdrio utilizar o algoritmo de agrupamento espectral, extraindo a

matriz de similaridade a partir do grafo criado.
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Matriz de Similaridade

Vértices | a b c d e f
a 0O |1,6(1,2] 0 |02] O
b 1,6 0 |1,6] O 0 0
c 12/16] 0 (04 O 0
d 0 0 104] 0 |1,6]14
e 02| 0 0 |16 0 | 1,6
f 0 0 0 |14]16] 0

ApOs a obtengdo da matriz de similaridade, € calculada a matriz de pesos com a fi-
nalidade de definir a matriz Laplaciana a ser utilizada para efetuar o agrupamento. A
montagem da matriz de pesos € proveniente das Equacdes (23) e (2.1.5), fazendo com

que os elementos da diagonal principal sejam os Unicos a serem nao nulos.

Matriz de Pesos
317001107010
032 0| 0| 010
0| 0 [32] 0] 010
0| 0|0 [34] 010
0] O 0 3410
0| 0| O] O] 03

Obtidas as matrizes W e D, é feita a diferenca L = D — IV e, com isso, sdo calculados

os autovalores desta matriz L.

Matriz Laplaciana
3 |-1,6/-12] 0 [-02] O
-16 132 |-16| 0 0 0
-12]-1,6 | 32 (04| O 0
0 0 |-04|34]|-16|-14
021 0 0 |-1,6| 34 |-1,6
0 0 0 |-14|-16| 3

Calculando as aproximacoes para os autovalores desta matriz, obtém-se:

0,6
4.4
4,6
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ApO6s obtém-se os respectivos autovetores de L:

Matriz de Autovetores
0804102108 |-04]-1,8
0804 ]02] 0 | 08106
08104 |-04] 0 |-04] 1,2
08]-08| 1,8 | 04 |-08]-1,2
08 |-1,41]-081|-1,6|-1,2|-04
08]-141]-04] 1 1,6 | 1,8

O critéro para escolher o autovetor em que serd feito o agrupamento é baseado na Teoria
de Fiedler, que sugere que a particdo seja estabelecida considerando o segundo menor

autovetor. Desse modo, o autovetor é extraido da matriz e usado para gerar os grupos:

Vetor de Fidler
a 0,4
b 0,4
c 0,4
d -0,8
e -14
f -1,4

O que este autovetor sugere € uma parti¢cao do grafo em dois grupos:

*Grupo A- Formado pelos vértices a, b e ¢, provenientes do mapeamento do segundo
autovetor de valores 0, 4.

*Grupo B- Formado pelos vértices d, e e f, provenientes do mapemento do segundo

autovetor de valores —0,8 , —1,4e —1, 4.

Desse modo, o novo grafo € representado pela Figura 8 :

Figura 8: Grafo Particionado
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Uma vantagem desta metodologia € a aplicacdo de um algoritmo de agrupamento
diretamente nos autovetores provenientes da matriz Laplaciana. A vantagem computa-
cional esta relacionada a diminuicdo da dimensdao de um conjunto de dados em 1 ou k
coordenadas, dependendo da abordagem utilizada. Na prética, um algoritmo como o k-
médias, amplamente usado, pode diminuir o ndmero de iteracdes necessdrias para a sua
convergéncia quando aplicado apenas ao conjunto de autovetores. Esta eficiéncia tende a
aumentar dependendo diretamente da dimensao dos autovetores, ou seja, no caso em que
0 agrupamento ocorre apenas no segundo autovetor existe somente uma coordenada para

o k-médias atualizar os centros dos grupos.



3 ABORDAGEM DE AGRUPAMENTO ESPECTRAL VIA
K-MEDIAS

Neste capitulo sdo apresentados os algoritmos k-médias e espectral via k-médias e
suas respectivas caracteristicas. A secao final trata da analise de complexidade computa-

cional de tempo da metodologia espectral.

3.1 Algoritmo K-médias

O algoritmo k-médias baseia-se na minimiza¢do de uma medida de custo, a distancia
interna entre os padrdes de um agrupamento. A minimiza¢ao do custo garante encontrar
um minimo local da funcdo objetivo, que dependeréd do ponto inicial do algoritmo. Esse
tipo de algoritmo € chamado de 'ndo-convexo’, pois, a cada iteracao diminui o valor da

distor¢do, visto que o resultado final depende do ponto inicial usado pelo algoritmo.

Algoritmo 1: Algoritmo K-médias
Entrada: Conjunto de exemplos contendo vetores de atributos d-dimensionais
e k= numero de clusters
Saida : k vetores de média e afiliacdo para os N vetores de atributos de D

1. Escolha estimativas iniciais arbitrdrias 6;(0) para os 6,5, 7 = 1, ..., m (i.e.
para os centréides dos £ clusters);
2. Repita:
fori: < 1to N do
Determine o representante mais proximo, isto é, 6; (centréide mais
L proximo) de z;. Faca b(i) = 7j;
for: <— 1to k do
Atualizac@o dos parametros: Determinar 6; como a média dos vetores
L z; € X com b(i) = 7;
3. Repetir passo 2 até que ndo ocorram mudangas em 6; entre duas iteragdes
sucessivas.

A principal vantagem do Algoritmo 1 € a convergéncia da solu¢do em poucas
iteragdes, sendo esta convergéncia dependente da inicializacdo dos centros dos grupos

e da geometria dos dados. Outro fator importante para o funcionamento do algoritmo € a
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informacao preliminar da suposta quantidade de grupos contidos na distribuicdo dos da-
dos. Ou seja, o numero de k grupos deve também ser informado pelo usudrio, acarretando
uma dependéncia no resultado dos agrupamentos. Além disso, o k-médias pode ndo fun-
cionar de maneira esperada dependendo da curvatura da distribui¢cao dos dados no plano
bidimensional. Geralmente, o método funciona bem em conjuntos onde os grupos estao

bem separados, ou seja, em distribui¢cOes gaussianas.

[oR e}
a%0, 0

O oo o
OOOOOOO
Oogd)O
OOOO o]

o] OOOO

000,

12 aplicagéo 2% aplicagao

Figura 9: Aplicagdo do Algoritmo K-médias Direto no Conjunto de Dados

Na Figura 9 estd um exemplo de aplicagdo do algoritmo k-médias no conjunto de
dados Compound proveniente do repositorio de Aprendizagem de Maquina UCI. Este
exemplo ressalta a dificuldade do método em trabalhar com conjunto de dados de formato
nao esférico. Além disso, nota-se que os resultados de agrupamento do mesmo conjunto
de dados com o k-médias nao foram os mesmos, evidenciando a necessidade de uma boa
inicializa¢do do método.

Na secao seguinte € apresentado o algoritmo de agrupamento espectral via k-médias.
Visto que apenas a utilizacdo do Algoritmo 1 ndo é o ideal em vérios casos, entdo o
algoritmo espectral tem por objetivo apresentar um novo conjunto de dados que represente

0 anterior e seja mais simples para a aplicacao do k-médias.

3.2 Algoritmo Espectral via K-médias

O algoritmo pioneiro desta metodologia surgiu gragas ao trabalho de [1] que apre-
sentou sua metodologia no artigo intitulado ”On spectral clustering: Analysis and an
Algorithm”. Os passos do Algoritmo 2 basicamente desempenham a tarefa de obter a
matriz Laplaciana do grafo de similaridade e calcular os seus autovetores para agrupa-los
via k-médias.

O parametro de escala 0% (desvio padrdo) no Algoritmo 2 controla a rapidez com que a
matriz de similaridade W decresce levando em consideragdo a distincia entre x; e x; [1].
A matriz D € obtida calculando-se o peso de cada aresta incidente em um determinado

vértice, desse modo, forma-se uma matriz diagonal, a qual € utilizada na obtencio da
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Algoritmo 2: Agrupamento Espectral via K-médias [1]

Entrada: Conjunto de pontos X = {x1, ..., x,}, desvio padrdo o, nimero de
grupos k e nimero de vizinhos num_neighbour.
Saida : Grupos Aq, ..., A

1.Formar a matriz de similaridade W definida por: W;; = e(~ar @),

2.Construir a matriz Laplaciana normalizada simétrica:
L=D":(D—-W)D 2.

3.Encontrar os k autovetores de L(escolhidos para serem ortogonais entre si no
caso de autovalores repetidos), e forme matriz U colocando os autovetores em

colunas: U {ulf---fuk e Rnxk

4.Formar a matriz Y a partir de U normalizando cada linha de U para ter
valores unitdrios.
5.Considerar cada linha de Y como um ponto em R e classifique-os em k
grupos via k-médias. Y;; = SR E—
Ui | |
6.Colocar os pontos originais x; no grupo j, se € somente se, a linha ¢ da matriz
Y for colocada no cluster j.

matriz Laplaciana.

Calculando-se os k autovetores de L, obtém-se as matrizes U e logo apds Y, onde no
passo 5 ocorre a aplicagdo do Algoritmo 1. Ressalta-se que, nesta dissertacao, o passo 5
nao seja mais utilizado, ou seja, propde-se a sua substitui¢ao por outra metodologia que
possa ser alternativa a esta utilizada pelo Algoritmo 2.

Na sec¢do seguinte € feito um estudo sobre a complexidade computacional, principal-

mente, do Algoritmo 2, analisando sua complexidade de tempo.

3.3 Complexidade Computacional

Para medir o custo de execu¢do de um algoritmo € comum definir uma fun¢do de
custo ou fungdo de complexidade f. A fungdo de complexidade de tempo: f(n) mede
0 tempo necessdrio para executar um algoritmo para um problema de tamanho n. Na
realidade, a complexidade de tempo ndo representa tempo diretamente, mas 0 ndmero
de vezes que determinada operacdo considerada relevante € executada. Para testar os
limites do algoritmo quanto a sua complexidade computacional € interessante estudar o
seu comportamento no pior caso, ou seja, f(n) = O(f(n)). Quando a notagdo O ¢é usada
para expressar o tempo de execucdo de um algoritmo no pior caso, estd se definindo
também o limite (superior) do tempo de execucdo desse algoritmo para todas as entradas.

Para estudar a complexidade de tempo do Algoritmo 2 € necessario definir o nimero
de operacdes que sdo executadas em cada etapa do método. Para estudar o pior
caso considera-se que o algoritmo execute todas as operacdes possiveis levando em

consideragcdo o numero total de entradas. Além disso, vale ressaltar que a complexidade
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de tempo deste método estd diretamente ligada ao nimero de elementos e a dimensdo do
conjunto de dados utilizado como entrada no algoritmo.

A construcdo da matriz de similaridade do grafo de representacdo dos dados € con-
siderada uma das tarefas com maior custo dentro do algoritmo. Para elemento de W;; €
calculado no minimo um produto de z; por x;, podendo esta operagdo se estender devido

a dimensdo d do conjunto. Ou seja, para esta etapa o custo de tempo é:

O (n?d) . (33)

Para fazer WW;; uma matriz esparsa, emprega-se a abordagem dos k-vizinhos mais
proximos e retem-se somente IV;; onde ¢ (ou j) estd entre os k-vizinhos mais proximos
de j (ou 7). Escaneando uma vez W;; para j = 1, ..., n e mantendo um montante maximo
com tamanho £, inserimos sequencialmente a similaridade que € menor do que o valor
maximo do montante. Assim, a complexidade para um ponto z; é O(nlogk) uma vez
que a reestruturacdo de um montante maximo estd na ordem de log k. Segundo [24] a

complexidade para tornar W uma matriz esparsa é:

O(n*logk). (34)

Para calcular os autovetores da matriz Laplaciana utiliza-se, geralmente, um solver ja
implementado. Para tal procedimento a complexidade estd também relacionada a quan-
tidade de elementos do conjunto de dados. Neste caso, a complexidade de tempo € dada

por:

O(n?). (35)

A aplicacdo do k-médias nos resultados de custos de decomposi¢ao de autovalores é:
O(nldk), (36)

onde n é o nimero de pontos de dados de entrada, [ é o nimero de iteracdes de k-médias, d
¢ a dimensionalidade dos dados de entrada e k& é o nimero de grupos finais. Segundo [23],
apesar da importancia dos algoritmos de agrupamento espectral, eles ndo sao amplamente
vistos como um concorrente para algoritmos cldssicos como agrupamento hierarquico e
k-médias para problemas de mineracdo de dados em larga escala. A complexidade com-
putacional geral do algoritmo de agrupamento espectral é O(n?). Isso torna os métodos
de agrupamento espectral invidveis para problemas com n na ordem de milhares. Além
disso, problemas com n na ordem de milhdes (ou bilhdes) estdo inteiramente fora de

alcance.



4 ABORDAGEM DE AGRUPAMENTO ESPECTRAL
AGLOMERATIVO

A proposta de elaboracido de um algoritmo de agrupamento espectral sem a etapa de
mapeamento dos autovetores utilizando o k-médias € motivada pelos resultados aleatorios
que o método produz. Apesar da convergéncia do k-médias ocorrer em poucas iteragdes,
uma ma4 inicializa¢@o dos centroides é um problema que afeta o resultado do agrupamento.
Isto ocorre porque os centroides sao inicializados em posi¢des aleatorias no espaco dimen-
sional dos dados, influenciando no resultado final do agrupamento. Se existem k grupos
reais, entdo a probabilidade de selecionar um centroide para cada grupo € relativamente
pequena [20].

Para o método k-médias € possivel utilizar uma equaca@o que calcula erros em fun¢do

das distancias entre os elementos e seus grupos, dada pela Equacao (4):

E(z) =d(z,¢q), (37)

onde F(z) representa a distincia de x até o centrdide ¢; de seu grupo C;.

O principal objetivo do k-médias € minimizar a soma dos erros (SSE = sum of square

errors), dada pela Equagao

k
SSE =YY d(z,Ci)*. (38)
i xeC;

Nem sempre o k-médias consegue encontrar o minimo para o SSE, visto que, a
minimizacao deste erro depende muito da escolha dos centroides iniciais. Para uma esco-
lha aleatéria t€ém-se diversas execucdes do k-médias até encontrar a escolha que produz o
menor SSE. Vale lembrar também que nem sempre a execucdo do algoritmo de agrupa-
mento € suficiente para obter bons resultados, pois a qualidade do agrupamento depende
da distribui¢ao dos dados e do niimero k de grupos que se quer encontrar. Sendo assim,
o método espectral pode gerar autovetores que correspondem corretamente com a estru-
tura organizacional dos dados, porém se o algoritmo que for utilizado para agrupar os

autovetores nao for eficaz, entdo o método falha.
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Além disso, a metodologia espectral via k-médias € sensivel ao parametro de
vizinhanga que € estabelecido na constru¢do do grafo de similaridade. Na Figura 10
¢ possivel identificar trés configura¢des distintas do grafo de similaridade, onde cada
representacdo indica a criagdo do grafo de acordo uma vizinhanca fixa. Desse modo,
o método espectral pode “enxergar’o mesmo conjunto de dados com uma “visdo’mais
local ou mais global, influenciando diretamente no resultado dos autovetores, onde € feito

0 agrupamento.

Ria 17
P . Lo - a4
2 vizinhos mais préximos 10 vizinhos mais préximos 50 vizinhos mais proximos

Figura 10: Representacdo do Grafo de Similaridade para um Conjunto de Dados Consi-
derando Variacdes no Numero de Vizinhos

Na secao 5.3 do capitulo 5 € descrito tal caracteristica associada a um exemplo, onde
o nimero de vizinhos mais préximos informado aos algoritmos ndo é o mais apropriado
para a criacdo do grafo de similaridade. Desse modo, a distribui¢do dos elementos dos
autovetores no plano ndo possui uma geometria simples para a aplicagdo do k-médias.
Sendo assim, neste trabalho buscou-se uma abordagem por aglomeragao na etapa de ma-
peamento dos autovetores para que possa se tornar um método alternativo para contornar
os problemas existentes com a abordagem via k-médias. Uma das vantagens do método
proposto € que o resultado de agrupamento ndo possui variagao, ou seja, nao € necessario
executar o algoritmo diversas vezes para se obter um bom resultado. Além disso, o
método consegue convergir, em muitos casos, com apenas uma ou duas iteragdes em
casos de biparticionamento. Na proxima secao, sdo descritos alguns conceitos de algorit-
mos aglomerativos € como funcionam. Apds, o conceito de aglomeracdo € incorporado

ao método espectral na etapa de mapeamentos dos autovetores.

4.1 Algoritmo Aglomerativo

Na classe de algoritmos hierdrquicos existem duas categorias:

Algoritmos Divisivos- Nesta categoria a abordagem de agrupamento é chamada de
top-down, ou seja, de cima para baixo. Dado um conjunto de dados pode-se estabele-
cer um agrupamento com relagdo ao conjunto global levando em consideragdo toda a
informacdo de similaridade proveniente do conjunto. De maneira recursiva pode-se esta-
belecer quantos grupos se queira até a convergéncia do método. Em conjuntos de dados

de formato hiperesférico e bem separados esta abordagem € interessante, como pode-se
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ver na Figura 11:

W ammb

Figura 11: Abordagem Top-Down

Algoritmos Aglomerativos- Quando é necessdrio agrupar dados que ndo possuam
uma geometria simples, entdo os métodos divisivos ndo sdo uma boa escolha. Para obter
informacdes locais na vizinhanga de cada elemento de um conjunto a abordagem botton-
up € uma alternativa. Nesta categoria, os métodos aglomerativos destacam-se por esta-
belecerem agrupamentos locais até obter apenas um ou mais conjuntos globais. Assim,
optou-se neste trabalho por utilizar o método de agrupamento aglomerativo, pois este €
capaz de obter informagdes organizacionais do conjunto de maneira local, obedecendo a

geometria dos dados.

15 20
|

10

Figura 12: Arvore Hierarquica Aglomerativa

Basicamente, o método pode ser representado por meio de uma arvore de hierarquias
conforme Figura 12. Inicialmente o algoritmo considera cada elemento do conjunto como
um grupo isolado. Por iteracdo cada grupo vai se unindo a outros de acordo com a sua

distancia em relacdo a eles. Sendo assim, € indispensavel a utilizagdo de uma medida
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de distancia que calcule a dissimilaridade entre cada grupo. Neste caso, existem quatro

métodos muito utilizados para calcular distancia entre os grupos, conforme Tabela 1:

Tabela 1: Distancia entre Grupos Usados em Diferentes Algoritmos Aglomerativos

Método Distancia entre Grupos
Single-link d(Cy, Cy) = mingjd(xz; € Cy, x5 € Cp)
Complete-link d(Cy, Cy) = max;jd(z; € Co, x5 € Ch)
Average-link | d(C,,Cy) = m ineca_zﬁecb d(z;, x;)
Centroid-link d(Cy, Cy) = d(Cy, Cy)

No método Single-link os elementos mais préximos sdo agrupados juntos, ou seja,
neste caso o algoritmo ndo utiliza nenhum critério global para estabelecer os grupos.
Neste tipo de abordagem pode ocorrer a formagao de grupos muito grandes, em outras
palavras significa dizer que a distancia dentro de conjuntos com baixa densidade pode ser
maior do a distancia entre dois grupos reais, causando um agrupamento equivocado. Uma
maneira de contornar tal problema pode ser a partir da utilizacdo do método Complete-
link, que basea-se na informacgao global do conjunto, assim, ndo havendo a preocupagao
com a formacdo de grupos grandes conforme o método de conexao unica. Apesar de tal
funcionalidade este método pode apresentar sensibilidade a outliers, desconfigurando a
formacao correta dos grupos. No método Average-link que calcula a média entre os gru-
pos, os problemas com outliers e grupos grandes sdo desconsiderados, pois este critério
estuda tanto o comportamento local quanto global do conjunto de dados. Por fim, o
método Centroid-link € promissor quando os grupos sao globulares e de mesma densi-
dade, ou seja, tal critério funciona bem apenas em um conjunto limitado de problemas.

O Algoritmo 3 abaixo foi escrito de maneira autoral, podendo ser encontrado na lite-
ratura com variagdes em seus passos. Se a matriz Y for a matriz de distancias do conjunto
de dados original, entdo o método pode ser aplicado puramente, sem a necessidade do uso
dos autovetores. Porém, neste trabalho, os autovetores sdo utilizados como informagao
prévia para a aplicacdo do método aglomerativo, desse modo, o método espectral € indis-
pensavel para obter bons resultados com o Algoritmo 3.

A busca pelo niimero de grupos que acontece nos autovetores € feita de maneira aglo-
merativa dentro desse novo conjunto . A informagdo que os autovetores carregam do con-
junto de dados € utilizada como um rétulo de agrupamento, ou seja, cada elemento de um
autovetor possui um nimero associado a ele, que € utilizado no processo de aglomeragao.

Uma matriz de distancias € gerada de acordo com as coordenadas dos autovetores, €
logo apds € determinada a média das distancias. Sdo inicializados trés vetores, o primeiro
contendo o niimero inicial de rétulos de acordo com o tamanho dos autovetores, o vetor
distancia obtido de acordo com a média das distancias e o vetor nimero de vizinhos

inicializado com todas posi¢des iguais a um. Sao selecionadas duas posi¢Oes aleatdrias
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Algoritmo 3: Algoritmo Aglomerativo
Entrada: k-menores autovetores normalizados: Matriz Y
Saida : Grupos rotulados Ay, ..., Ay

1.Construir a matriz de distancia Euclidiana dos elementos de Y,
dist(yi, yj) = /2 i1 (Vi — ¥j)%
2.Calcular a média das distincias da matriz Y nas posi¢des a e b, ou seja,
d(Yw }/b) = m ZyiEYa ZyjeYb diSt(yzﬁ yj) .
3.Inicializar os vetores rotulos, nimeros de vizinhos e distancia entre os
vizinhos;
rot + (1,2,...,n)
numviz < (1,...,1)
dviz < d(Y,,Y,).(1,....,1)"
4. Tomar duas posicdes quaisquer a e b dos vetores inicializados em 3 e
atualizar seus itens de acordo com a distancia média entre os grupos(rétulos);
if rot(a) # 0 and dist(a, b) - numviz(a) <= dviz(a) then
dviz(b)+ = dist(a,b);
numuiz(b)+ = 1;
| rot(b) =rot(a);
if numuviz(b) >= viz then
rot(b) = 0;
numviz(b) = 1,
L dviz(b) = d(Ya, Y3);
5.Parar o processo de aglomeracao quando todas as posi¢cdes dos vetores de 3
forem submetidos aos testes em 4.

t

do conjunto dos autovetores, onde cada posi¢do passard por um teste de distancia no
grupo de acordo com o seu rétulo, o nimero de vizinhos proximos e distancia entre a
outra posicao aleatoria.

Se o rétulo da posicdo a for diferente de zero e o nimero de vizinhos multiplicados
pela distancia entre as posicdes a e b forem menores que a média da distancia da posi¢do
a, entdo o rétulo da posicdo b torna-se 0 mesmo da posi¢@o a, o nimero de vizinhos de b
incrementa em uma unidade assim como a média da distancia da posi¢ao b incrementa de
acordo com a distancia entre a e b.

Como opg¢do parar o processo de aglomeracdao em um posicdo € utilizada uma
comparacao entre o numero de vizinhos desta posicio e o nimero de vizinhos do
conjunto de dados atual (autovetores) representado pela varidvel viz. Se a quantia de
vizinhos da posicdo extrapolar o nimero de vizinhos do conjunto de dados, entdo o
processo de aglomeragdo naquela posi¢do termina. A parada total do método ocorre

quando os testes do passo 4 sdo executados para todas as posi¢oes dos vetores em 3.

Ap6s o processo de aglomeragdo cada elemento de um determinado grupo possui um
rotulo, que € a sua caracteristica em relacdo a todo o conjunto. Na Figura 13 € apresentado

um exemplo no grafo da distribui¢do dos rétulos em trés grupos distintos. Espera-se
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Figura 13: Grupos rotulados

que ao final da execu¢do do Algoritmo 3, a quantidade de rétulos com um determinado
valor seja igual ao nimero de grupos do conjunto. Assim, cada rétulo € associado as

coordenadas correspondentes de cada elemento formando os grupos.

Na préxima secdo, o Algoritmo 3 € acoplado ao método espectral com a intengdo de

substituir o passo 5 do Algoritmo 2.

4.2 Algoritmo Espectral Aglomerativo

Na constru¢@o do Algoritmo 4 foi utilizado uma parte do Algoritmo 2 proposto por
[1]. Agora, nesta versao, os autovetores nao sao mais agrupados de acordo com me-
todologia baseada em centroides. Propde-se, o conceito de aglomeracdo de grupos via
distancia média entre si. Vale ressaltar que a distincia entre grupos também pode ser
medida de acordo com outras métricas, como por exemplo, as métricas apresentadas na
Tabela 1. Como a forma de medir distancias entre grupos pode variar os resultados de
agrupamento, optou-se, neste trabalho, apenas por utilizar a distancia média, desse modo,

todos os experimentos e testes mostrados aqui foram feitos com esta medida.

Os passos 6 até 10 no Algoritmo 4 possuem a tarefa de formar os grupos de acordo
com as informagdes de rétulo, vizinhancga e distancia dos pontos (grupos). Este pro-
cesso pode-se repetir iterativamente até, por exemplo, existir apenas um tnico grupo. Isto
ocorre devido a natureza do método hierdrquico aglomerativo, porém, para se obter um
agrupamento coerente com a sua estrutura apenas uma iteracdo do método aglomerativo
¢ o suficiente. Em conjunto de dados que possuem varios grupos, mais que dez, € interes-

sante fazer duas ou trés iteracdes do método.

Na secdo seguinte € apresentado a complexidade computacional de tempo referente

ao Algoritmo 4.



40

Algoritmo 4: Algoritmo Espectral Aglomerativo

Entrada: Conjunto de pontos X = {z1, ..., z,}, desvio padréo o, nimero de
grupos k e nimero de vizinhos num_neighbour.
Saida : Grupos rotulados Ay, ..., A

1.Formar a matriz de similaridade W definida por: W;; = e(*&%de(xi,xj));

2.Construir a matriz Laplaciana normalizada simétrica:
L=D"=:D—-W)Dz;

3.Encontrar os k autovetores de L(escolhidos para serem ortogonais entre si no
caso de autovalores repetidos), e forme matriz U colocando os autovetores em

colunas: U ulf-'-fuk} e R<k.

4.Formar a matriz Y a partir de U normalizando cada linha de U para ter
valores unitdrios;

5.Considerar cada linha de Y como um ponto em R*, isto é, Yij = Yij

703

ST

6.Construir a matriz de distancia Euclidiana dos elementos de Y,
dist(yi,y;) = /21 (vi — ;)%
7.Calcular a média das distancias da matriz Y para as posi¢des a e b, ou seja,
d(Ym }/b) = m ZyieYa ZyjeYb diSt(yiy yj) .
8.Inicializar os vetores rétulos, nimeros de vizinhos e distancia entre os
vizinhos;
rot + (1,2,...,n)
numuviz < (1,...,1)
dviz < d(Y,,Y,).(1,....,1)"
9.Tomar duas posicdes quaisquer a e b dos vetores inicializados em 8 e
atualizar seus itens de acordo com a distancia média entre os grupos(rétulos);
if rot(a) # 0 and dist(a, b) - numviz(a) <= dviz(a) then
dviz(b)+ = dist(a,b);
numuiz(b)+ = 1;
| rot(b) =rot(a);
if numuviz(b) >= viz then
rot(b) = 0;
numuviz(b) = 1,
L dviz(b) = d(Ya, Yp);
10.Parar o processo de aglomeracao quando todas as posi¢cdes dos vetores de 8
forem submetidos aos testes em 9.

t
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4.3 Complexidade de Computacional

Para estudar a complexidade de tempo do algoritmo espectral aglomerativo é ne-
cessario apenas considerar as medidas de complexidade obtidas pelo Algoritmo 2 até
a etapa de obtenc¢do dos autovetores da matriz Laplaciana e soma-las as medidas obtidas
pela etapa de aglomeracao.

Sabe-se da andlise feita anteriormente que o processo que exige mais tempo compu-
tacional € dado pelo célculo dos autovetores, gerando uma complexidade de tempo na
ordem de O(n?). Apés esta etapa ocorre a aplicagdo do algoritmo de aglomeragio apli-
cado ao conjunto de autovetores de tamanho n x k, onde n € a quantidade de elementos do
conjunto original de dados e k£ é o nimero de menores autovetores da matriz Laplaciana.
Quando o agrupamento ocorre apenas no segundo menor autovetor (Vetor de Fiedler) o
conjunto de autovetores ird medir n x 1.

A complexidade de tempo do agrupamento aglomerativo é:
O(n*logn). (39)

Primeiro calcula-se todas as distincias n? para os grupos iniciais, e aglomera os ele-
mentos em grupos (tempo: O(n*logn)). Em cada uma das O(n) iteragdes, identifica-se
o par de grupos com a coesao mais alta em O(n); Agrupa-se o par; e atualiza-se as médias
dos grupos. Para cada grupo, também atualiza-se a lista ordenada de elementos, excluindo
os dois grupos jd aglomerados. Assim, cada iteragdo toma O(nlogn). A complexidade
do tempo neste caso é O(n?logn).

Estudando o nimero de operacdes executadas no passo de aglomeracdo conclui-se
que no geral a complexidade do método ainda continua sendo O(n?), devido ao esfor¢o
computacional exigido no cdlculo dos autovetores de matriz Laplaciana. Em geral,
para aplicacdo do método em grandes bancos de dados o algoritmo necessitaria de uma

otimizacao nas etapas que possuem alto custo de execugao.



5 EXPERIMENTOS E TESTES

Neste capitulo sdo apresentados uma série de experimentos feitos com a aplicacdo de
trés algoritmos de agrupamentos em diversos conjuntos de dados. Além dos algoritmos
espectrais abordados neste texto, a utilizacao do k-médias tem por objetivo obter uma
comparacao de resultados em relacdo aos outros dois. A escolha da utilizagdo do k-médias
nos experimentos foi feita de acordo com a sua popularidade em diversas aplicagdes,
sendo relevante sua comparacdo de resultados em relagdo aos métodos espectrais. Para
medir a qualidade dos agrupamentos obtidos, optou-se pelo uso da medida-F, sendo que

em todos os conjuntos utilizados € possivel obter o seu ”ground truth’na literatura.

5.1 Medida de Qualidade de Agrupamento

Com o intuito de medir a performance dos algoritmos utilizados em cada conjunto de
dados foi utilizado a medida-F. Dada uma predi¢do h(z) = (hy(z), ..., hn(x)) € Y de

um vetor de rétulo binéario y = (y1, ..., Ym ), a medida-F € definida a seguir:

)Y ()
Bl o) = s o ST )

onde % = 1. Esta medida essencialmente corresponde a uma média harmdnica ponderada

e [0,1], (40)

de precisao e exaustividade [8]. Para utilizar esta medida foram considerados os resulta-
dos corretos dos agrupamentos encontrados na literatura. Para cada teste foram definidas
as varidaveis TrueCluster e PredictedCluster, ou seja, a informacdo dos grupos corretos e

dos grupos formados pelos algoritmos respectivamente.

O principal objetivo de utilizar a medida-F € relacionar os resultados obtidos pelo
agrupamento espectral aglomerativo com um parametro estatistico. Os resultados de per-
formance obtidos pelos outros dois algoritmos servem apenas para comparagdo, enfati-

zando em qual situacao sdo mais eficazes ou ndo.
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5.2 Experimentos 1

Para a aplicacdo dos métodos de agrupamento discutidos aqui, foram escolhidos al-
guns conjuntos de dados disponiveis em [6], [7] e [2]. Houve a preocupagdo em trabalhar
com conjuntos de dados de diferentes formatos geométricos, sendo especificos para a
finalidade de analisar os resultados de cada algoritmo aplicado. Em cada teste sdo pre-
viamente informados pelo usudrio a quantidade de grupos a serem formados, uma tabela
contendo as coordenadas z e y de cada elemento do conjunto, o desvio padrdao geral dos
dados e o numero desejado de vizinhos mais proximos para a constru¢do do grafo de

similaridade.

No primeiro teste foi utilizado o conjunto de dados Jain que possui o formato de duas
meia luas conforme a Figura 14. Pode-se inferir visualmente que o conjunto possui dois
grupos bem definidos e bem separados no plano bidimensional. A principal dificuldade
em agrupar corretamente estes conjuntos esté relacionado diretamente a curvatura em que
os mesmos se dispdem no plano. Sendo assim, € interessante ressaltar que metodologias
que obtenham um particionamento linear no conjunto provavelmente irdo falhar ao tentar

descobrir corretamente 0s grupos.

No segundo experimento foi utilizado o conjunto de dados Flame, que por sua vez
possui caracteristicas geométricas interessantes, composta por uma distribuicdo esférica

de elementos e outra concentra¢do no formato de meia lua conforme Figura 14.

Por fim, € utilizado o conjunto de dados Spiral que também possui um formato de
curva, neste caso é possivel identificar que o nimero de grupos existentes no conjunto é
trés, conforme € possivel analisar na Figura 14. Para montar o grafo de similaridade deste
conjunto € interessante que se estabeleca uma vizinhanga pequena, na qual possa repre-

sentar de maneira adequada a vizinhancga local, facilitando a aplicagdo dos algoritmos.

Conforme a visualiza¢io da Figura 14 € possivel notar que o algoritmo k-médias ndo
obteve um agrupamento coerente de acordo com a estrutura do conjunto Jain. Isto se deve
ao fato de que a utilizag@o de centroides como parametro de agrupamento ndo funciona de
maneira eficaz em conjuntos de dados que possuem uma determinada curvatura. Como a
distribui¢ao dos dados no plano nao acompanha uma distribuicdo Gaussiana, entao o uso
do k-médias neste caso nao € o mais recomendado. Ja os grupos formados pelo algoritmo
espectral via k-médias gerou um resultado melhor que o seu antecessor. Apesar disso,
a informacdo proveniente da matriz Laplaciana nao foi suficiente para estabelecer um
agrupamento coerente com a geometria do conjunto. Os pardmetros informados aos
métodos foram os seguintes: desvio padrdo com o = 10.3649, nlimero de grupos k = 2
e ndmero de vizinhos num_neighbour = 10. Pode-se notar que os resultados do dltimo
algoritmo de agrupamento foram satisfatdrios, respeitando a estrutura organizacional
dos dados. A explicagdo para este fato estd relacionada ao método utilizado, visto que,

o mesmo busca obter localmente uma relagdo entre os elementos de acordo com a sua
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Figura 14: Resultados dos Experimentos Referentes aos Conjuntos de Dados Jain, Flame
e Spiral para os Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Espectral/Aglomerativo.

média dentro do conjunto de autovetores.

No agrupamento do conjunto Flame estabelecido pela metodologia k-médias, os
grupos se formaram de maneira incorreta, agrupando parte da meia lua juntamente com
a concentracdo superior acima dela. Considerando a concentracao circular de elementos
neste conjunto, conclui-se que o k-médias consegue eficientemente colocar um centroide
correto nesta regido. Porém, em relacio a meia lua este acerto do método torna-se
impossivel. Os parametros utilizados foram: desvio padrdo com o = 7.5630, nimero
de grupos £ = 2 e nimero de vizinhos num_neighbour = 5. No segundo algoritmo o
resultado coerente, pois visualmente os grupos formaram-se corretamente respeitando
a distribui¢iio dos elementos no plano. E interessante ressaltar que o desvio padrio
dos dados é moderadamente diferente entre os dois grupos, o que pode dificultar a
resposta de vdrios algoritmos baseados neste pardmetro. No processo de aglomeracao
dos autovetores o resultado obtido foi bom, enfatizando em boa parte a distin¢cdo entre o

grupo de formato esférico e a meia lua.

Novamente o numero de grupos informado como entrada em ambos os algoritmos € o
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mesmo, desse modo, serd possivel estabelecer uma relacao entre os resultados obtidos por
cada um deles. No experimento com o uso do k-médias o agrupamento do conjunto Spiral
nao foi satisfatério, novamente o problema ocorre devido a curvatura da distribuicao dos
elementos no plano. Diferente de muitos casos, neste conjunto nem uma boa inicializa¢ao
do centroide ird estabelecer corretamente os grupos, sendo assim, o algoritmo € ineficaz
neste caso. Em contrapartida, os algoritmos baseados na metodologia de particionamento
espectral apresentaram bons resultados. As entradas dos algorimtos foram de acordo com
as seguintes informagdes: desvio padrdo com ¢ = 7.1561, nimero de grupos k = 3 e
nimero de vizinhos num_neitghbour = 2. Pode-se notar na Figura 14 o agrupamento nos
autovetores ocorreu de maneira esperada, onde o0 mapeamento no conjunto de dados foi o
melhor possivel. Neste teste ndo houve diferenca entre o método espectral via k-médias
e o método espectral aglomerativo, pois a estrutura organizacional dos autovetores estava
bem definida.

Tabela 2: Resultados da Medida-F em Rela¢do aos Conjuntos de Dados Jain, Flame e
Spiral para os Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Espectral/Aglomerativo.

Resultados da Medida-F

Conjunto de dados | K-médias | Espectral/K-médias | Espectral/Aglomerativo
Jain 0.8288 0.9446 1
Flame 0.806 0.9825 0.8731
Spiral 0.2695 1 1

A aplicacdo da métrica referente ao conjunto de dados Jain mostrou que o melhor
desempenho foi obtido pelo algoritmo aglomerativo, obtendo o valor méaximo da medida
conforme a Tabela 2. Os resultados obtidos pelos outros dois algoritmos foram razodveis,
ficando com valores acima de 0.8 da medida. Em relacdo ao conjunto de dados Flame
nenhum dos algoritmos alcangou 100%, porém o melhor resultado foi obtido pelo algo-
ritmo espectral. Finalmente, no ultimo conjunto de dados tanto o método espectral via
k-médias quanto o aglomerativo obtiveram o valor mdximo, em contrapartida, o0 método

k-médias ficou com valor abaixo de 0.3, o qual foi o pior resultado obtido.

Pode-se analisar o desempenho dos algoritmos a partir Figura 15, que apresenta
cada resultado em forma de gréfico de barras. E possivel notar que algoritmo k-médias
mostrou-se inferior em relagdo aos demais nos trés conjuntos em estudo. O método espec-
tral tradicional alcancgou valores satisfatérios quando utilizado, obtendo o seu menor valor
no conjunto de dados Jain. Ja o método aglomerativo obteve resultados 6timos em dois

conjunto de dados, ficando com valor abaixo de 1 apenas no conjunto de dados Flame.
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Figura 15: Grafico dos Resultados de Medida-F para os Algoritmos K-médias,
Espectral/K-médias e Espectral/Aglomerativo Utilizados em Experimentos 1

5.3 Discussao

No método espectral o conjunto de dados pode ser visualizado na forma de um grafo,
onde cada elemento do conjunto pode ser representado por um vértice e a sua similaridade
entre os demais por arestas incidentes nele. Cada valor de uma aresta entre um vértice e
outro pode ser calculado por uma fun¢do de similaridade, assim, € possivel obter um grafo
que represente todo o conjunto de dados. Porém, existem alguns métodos que estabelecem
como este grafo pode ser construido. O mais geral € o grafo completo, que estabelece uma
relacdo de similaridade entre todos os individuos do conjunto gerando um grande ndmero
de arestas, o que pode deixar grande a matriz de distancias a ser calculada. Uma maneira
alternativa é construir o grafo utilizando um raio de similaridade entre um elemento em
relacdo ao demais, desse modo, € possivel estudar a semelhanca entre um conjunto de
elementos menor do que o conjunto global. Esta abordagem traz algumas dificuldades de
interpretacdo quando utilizada para representar conjuntos de dados com formato de curva,
um exemplo seria o conjunto de dados Spiral visto anteriormente. Outra possibilidade
a ser considerada € de construir o grafo a partir de um elemento e seus k-vizinhos mais
proximos, assim como a abordagem anterior esta possibilidade ajuda a estudar localmente

a similaridade em um conjunto menor do que o global.

Quando utilizada a abordagem de constru¢do do grafo usando o método dos k-
vizinhos mais proximos ocorre a possibilidade de alternar o niimero de vizinhos de um
elemento. Com esta alternancia, o algoritmo espectral pode ser aplicado ao conjunto de
dados com a possibilidade de estudar a similaridade localmente ou expandir sua visdao
dentro do conjunto. Consequentemente, o resultado do agrupamento sera sensivel a este
parametro, podendo gerar diferentes grupos para determinados valores de k. Deste modo,
o numero de k-vizinhos estd diretamente relacionado ao conjunto dos k-menores autove-
tores da matriz Laplaciana, onde ocorre a execugdo de outro algoritmo de agrupamento,

no caso geral, do k-médias.

O que muitas vezes pode gerar um resultado ruim no agrupamento € quando os k-

menores autovetores possuem uma curvatura, nesse caso, aplicagdo do k-médias nao é
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recomendavel. No experimento realizado com o conjunto de dados Jain tomou-se os dez
vizinhos mais préximos para a construcao do grafo de similaridade, gerando como resul-
tado intermedidrio a representacdo dos autovetores conforme na Figura 15(a). Nota-se que
os autovetores ndo tém um comportamento linear, assim, o k-médias ndo ird obter bom
resultado quando aplicado neste conjunto. Ja na Figura 15(b) pode-se inferir que existem
dois grupos bem definidos, isto porque o nimero de vizinhos mais proximos estabele-
cido foi de 5. Isto mostra a sensibilidade do método espectral em relacdo a vizinhanga de
elementos de um conjunto, ficando a trabalho do usudrio acertar uma vizinhanga correta
para a constru¢do do grafo. Todavia, o método de agrupamento por aglomeracao torna-se
uma opg¢do para contornar o problema com a geometria dos autovetores, obtendo uma

sensibilidade menor em relacdo a vizinhanga do que o método proposto por [1].

L L L L L r L L L ' L L L
50 100 150 200 250 300 350 400 o 50 100 150 200 250 300 350 400

(a) 10 vizinhos mais préximos (b) 5 vizinhos mais préximos
Figura 16: K Menores Autovetores do Conjunto de Dados Jain

Assim, uma das vantagens do método por aglomeracdo ¢ a menor sensibilidade ao
nimero de k-vizinhos escolhidos para montar o grafo de similaridade. Conforme o cres-
cimento do nimero de vizinhos o método por aglomeracao também pode variar os re-
sultados do agrupamento, visto que a dependéncia da geometria do conjunto de dados

influencia muito neste contexto.

5.4 Experimentos 2

Nesta segunda secdo de experimentos foram escolhidos conjuntos de dados dis-
poniveis em [17]. Cada conjunto foi obtido de acordo com funcdes utilizadas para criacao
de dados artificiais no software Matlab. Em cada experimento a seguir existe um deter-
minado problema de agrupamento relacionado a sua estrutura. O primeiro conjunto cha-
mado Two Spirals possui curvaturas acentuadas que dificultam a aplicag¢do dos algoritmos,
além disso, cada elemento (x;,x;) possui visivelmente dois vizinhos mais proximos. No
contexto de métodos que utilizam k-nearest neighbour algorithm, se o usudario informar
o numero incorreto de k-vizinhos, entdo a “visdo”’do algoritmo no conjunto serd maior,
podendo causar um agrupamento equivocado.

No segundo conjunto de dados ClusterinCluster existem dois grupos formados por

duas concentracdes circulares de pontos, uma pequena e outra maior. Neste caso, o de-
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safio estd em agrupar corretamente um grupo que estd dentro de outro. Tal dificuldade é
evidente, pois os conjuntos nao sdo linearmente separaveis, além de possuirem variancias
distintas.

Por fim, no conjunto Corners existem quatro concentracdes de pontos distribuidos em
forma de esquinas. Os grupos deste conjunto possuem a caracteristica de serem cons-
truidos de maneira bem simétrica, enfatizando claramente a sua divisdao. Igualmente
espacados, os retangulos que formam as esquinas possuem a mesma distancia em relagdo
aos retangulos dos outros grupos adjacentes. Devido a esta caracteristica, a dificuldade
em agrupar as esquinas corretamente consiste em nao levar apenas em consideracdo o

fator distancia entre grupos, mas também o fator vizinhanca de cada elemento.

K-médias Espectral/K-médias Espectral/ Aglomerativo

e ’M«umm. ’M“MM*
- P e Ny
o { o ( .. ( ..
(=] . S s Py, oo ) N
E ~ T
"~ hd
M._—-/ e v s SR
Tt st B 20 SR ~. e
t =
B
o
=
2 Py 5
E t O}’ {k}},
2 N’ N/
=
=
O
B8 I
P | & 0%
E : o
w g ‘{0 % § t;;» gfﬁ
5 I R saxnnssd  REsTR
[=]
—
3 % R W PN
s & W R
i ¢ b #
# W R w3

Figura 17: Resultados dos Experimentos Referentes aos Conjuntos de Dados Two Spirals,
ClusterinCluster e Corners para os Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Espec-
tral/Aglomerativo.

A partir da Figura 17 pode-se obter uma visao geral da aplicacdo dos algoritmos nos
conjuntos de dados em estudo. O experimento referente ao conjunto de dados Two Spi-
rals mostrou a eficacia dos métodos espectrais em agrupar corretamente os grupos. Ja a
aplicacdo do k-médias resultou em uma parti¢ao linear no grafo, gerando também dois
grupos, porém com resultados nio satisfatorios. Neste experimento os valores de entrada

informados foram: desvio padrdao com o = 6.0369, niimero de grupos £ = 2 e niimero
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de vizinhos num_neighbour = 3. Neste caso, o parametro de maior influéncia para o
bom funcionamento dos algoritmos espectrais € o nimero de vizinhos que € informado
pelo usudrio para a construg¢ao do grafo de similaridade. Se a vizinhanga informada fosse
um valor maior do que 10 vizinhos, entdo o método gera um conjunto de autovetores que
nao representam um padrdo nos dados, sendo assim o agrupamento a ser gerado ndo ird
corresponder a estrutura correta dos grupos.

No experimento referente ao conjunto ClusterinCluster, os resultados obtidos pelo
k-médias foram similares aos resultados do conjunto anterior. Uma parti¢do linear des-
creve os dois grupos gerados de acordo com os centroides inicializados e posicionados
iterativamente entre os dois grupos reais. Os parametros repassados aos métodos espec-
trais foram: desvio padrdao com o = 2.5569, ndmero de grupos £ = 2 e numero de
vizinhos num_neighbour = 10. O desvio-padrio, neste caso, pode até ser um fator des-
considerado, pois ndo representa exatamente os desvios de cada grupo corretamente. Este
valor informado é uma média do desvio-padrao dos dois grupos do conjunto, sem a sua
utilizagdo, o grafo de similaridade seria construido apenas em fun¢do da distancia entre
os elementos do conjunto. Incluindo o valor de desvio padrdao informado os métodos
espectrais obtiveram resultados satisfatérios, tanto a abordagem via k-médias quanto via
aglomeracgdo geraram 0s grupos corretos.

No ultimo conjunto de dados Corners apenas o método espectral via k-médias
obteve corretamente os grupos. Os parametros utilizados neste experimento foram:
desvio padrio com ¢ = 5.6805, nimero de grupos £k = 4 e nimero de vizinhos
num-_neighbour = 10. Em especial, neste conjunto, todos os pardmetros sao relevan-
tes, pois 0s grupos estdo simetricamente posicionados no plano, ou seja, nao € dificil
obter uma parti¢do incorreta no conjunto. Devido a simetria dos dados, o algoritmo k-
médias agrupou os retangulos de acordo com os centroides posicionados ao norte, sul,
leste e oeste do conjunto. J4 o algoritmo aglomerativo agrupou equivocadamente um dos

grupos devido a distribuicao dos autovetores no plano bidimensional, ver se¢ao (5.5).

Tabela 3: Resultados da Medida-F em Relacdo aos Conjuntos de Dados Two Spirals,
ClusterinCluster e Corners para os Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Espec-
tral/Aglomerativo.

Resultados da Medida-F

Conjunto de dados | K-médias | Espectral/K-médias | Espectral/Aglomerativo
Two Spirals 0.4797 1 1
ClusterinCluster 0.4138 1 1
Corners 0.2813 1 0.6667

A aplicacdo da medida-F referente ao conjunto TwoSpirals mostrou bons resultados

em relacdo aos métodos espectrais conforme Tabela 3. A respeito da performance obtida
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pelo k-médias era de se esperar um resultado em torno de 50% de medida-F, visto que,
em parte o algoritmo coloca elementos em um grupo correto na mesma propor¢ao em
que coloca elementos em um grupo errado. Em rela¢do ao conjunto ClusterinCluster, a
metodologia de agrupamento espectral obtém 100% de medida-F em ambos algoritmos,
porém, de modo similar ao resultado do conjunto anterior o k-médias ndo mostra eficicia
na sua utilizacdo. Os resultados referentes ao conjunto Corners torna evidente o resultado
6timo do método espectral via k-médias, respectivamente, seguidos pelos resultados obti-
dos via aglomeracgdo e k-médias puro. Vale ressaltar que o percentual de acerto de método
por aglomerag@o fica em torno de 75%, ja o percentual de erro é de 25%, gerando o valor
de medida-F de 0.66.

1z

B K-means
W Spectral/Aglomerativo

Spectral/K-means

Two Spirals  ClusterinCluster Corners

Figura 18: Grifico dos Resultados de Medida-F para os Algoritmos K-médias,
Espectral/K-médias e Espectral/Aglomerativo Utilizados em Experimentos 2

De modo geral, € possivel observar na Figura 18 que nesta secdo de experimentos
os métodos espectrais obtiveram bons resultados, enfatizando a utilizagcdo dos algoritmos
em conjuntos que possuam uma determinada curvatura no plano. Como pode-se notar,
o caso em que o método por aglomeracdo nao se mostrou 100% eficiente foi em relagéo
ao conjunto Corners. Em relacdo ao k-médias, todos os resultados de medida-F ficaram

abaixo de 50%, como pode-se verificar na Figura 18.

5.5 Discussao

Nesta secdo, uma atencao especial é dada ao experimento com o conjunto de dados
Corners. Como foi possivel ver, os resultados de agrupamento deste conjunto foram
insatisfatorios em relacdo aos métodos k-médias e espectral aglomerativo. Porém, um
fato a ser levado em consideragao € de que o método espectral via k-médias nem sempre
ird estabelecer o melhor resultado de agrupamento, mesmo neste conjunto em estudo. A
explicagdo para este fato decorre da execucdo do k-médias, uma vez que este método €
utilizado entdo os centroides sdo postos de maneira aleatdria no conjunto de autovetores,
podendo resultar em um agrupamento incorreto. A Figura 5.5 mostra a configuracdo dos
autovetores no plano bidimensional, sendo este o conjunto em que os algoritmos k-médias

e aglomerativo sdo aplicados.
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Figura 19: K Menores Autovetores do Conjunto de Dados Corners

E fécil ver que na Figura 19 existem cinco concentragdes de pontos ao invés de quatro
como se gostaria. Ou seja, ndo € uma tarefa trivial agrupar corretamente os dados consi-
derando este conjunto de autovetores. Na Figura 20 sdo apresentados mais dois resultados

obtidos pelo método espectral via k-médias.
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Figura 20: Resultados de Agrupamento Distintos com o Uso do K-médias

A Figura 20 apresenta apenas mais duas execugdes distintas do método k-médias,
porém estes resultados podem variar ainda mais, dependendo como o método inicializa
seus centroides. Na Figura 17 foi apresentado o melhor resultado de agrupamento possivel
para este conjunto de dados, ou seja, o usudrio do algoritmo pode ter que executar o
codigo diversas vezes até obter o resultado que se espera. Logicamente, isto nao € o ideal
para uma metodologia, principalmente, se utilizada em conjuntos de dados nao artificiais,
onde ndo se sabe nada a respeito de possiveis grupos. J4 o método aglomerativo, apesar
de ndo ter acertado corretamente todos os grupos, é mais estavel. Nao ha possibilidade de

variacdo nos seus resultados quando utilizado mais de uma vez.
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5.6 Experimentos 3

Dando continuidade a utilizacdo dos conjuntos de dados provenientes de [17], nesta
secao sdo descritos mais trés experimentos. No primeiro conjunto, chamado Crescentfull-
moon, existem dois grupos formados por duas meia luas, uma pequena e outra maior, con-
forme Figura 21. A possibilidade de ocorrer um agrupamento que respeite a distribui¢ao
dos elementos no plano depende, neste caso, do uso de algoritmos que ndo estabelecem

grupos apenas de forma linear.

O segundo conjunto de dados Qutlier possui visualmente quatro grupos, sendo
duas concentracdes de elementos em formato de meio circulo e outras duas menores
concentracdes de formato circular. Este conjunto trata de um dos importantes proble-
mas relacionados ao agrupamento, o problema com outliers. Um outlier € um valor ou
um conjunto de valores que diferem do restante de uma distribui¢dao, podendo ter valo-
res considerados muito elevados ou muito pequenos. No caso do conjunto de dados em
estudo, os outliers fazem com que o conjunto fique “desbalanceado”, dificultando o agru-
pamento correto. Neste tipo de problema nao € ideal fixar um nimero & de vizinhos mais

proximos, isto porque este valor pode variar em relagio a cada grupo.

O ultimo conjunto de dados Halfkernel possui uma concentragdo de pontos em forma
de circulo e outra mais abaixo em forma de meia lua conforme Figura 21. Sua principal
dificuldade esta relacionado a curvatura da meia lua e a proximidade de seus elementos
em relagdo ao circulo na parte superior. E notdvel que os vdrios elementos do grupo
formado pelo circulo possuem uma distancia menor em relacdo a alguns elementos da
meia lua, neste caso, € possivel que ocorra um agrupamento dos elementos que estao nas

bordas dos dois grupos.

Observando a Figura 21 pode-se concluir que o unico algoritmo que agrupou equi-
vocadamento o conjunto de dados Crescenfullmoon foi o k-médias. Os parametros in-
dicados aos algoritmos foram: desvio padrdo ¢ = 7.6481, nimero de grupos k£ = 2 e
num_neighbour = 10. Em ambos os métodos espectrais os resultados de agrupamento

foram satisfatorios, evidenciando corretamente a geometria do conjunto.

O pior resultado de agrupamento dos métodos em estudo pode-se ver na Figura 21
no conjunto de dados Outlier. Em ambos os algoritmos ndo houve 100% de eficacia,
apesar disso, o método que melhor identificou os grupos foi o aglomerativo, que agrupou
corretamente 3 subconjuntos. Para a execuc¢do dos métodos foram informados: desvio

padrdao o = 17.6600, nimero de grupos k£ = 4 e num_neighbour = 10.

No dltimo conjunto de dados desta sequéncia de experimentos, os métodos espectrais
obtiveram corretamente os grupos formados pelas duas meia luas do conjunto Halfker-
nel. Com os parametros de desvio padrio ¢ = 11.2024, nimero de grupos k = 2 e
num_neighbour = 10 os autovetores representaram corretamente a estrutura dos dados,

sendo possivel um bom agrupamento baseado no método espectral. No caso do algo-
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K-médias Espectral/K-médias Espectral/ Aglomerativo

Outlier Crescentfullmoon

Halkernel

Figura 21: Resultados dos Experimentos Referentes aos Conjuntos de Dados Crescent-
Sfullmoon, Outlier e Halfkernel para os Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Es-
pectral/Aglomerativo.

ritmo k-médias, o resultado de agrupamento gerou dois grupos, de maneira que ambos

ndo correspondem a geometria correta dos dados.

Analisando os resultados da Tabela 4 pode-se concluir que, no geral, o algoritmo
espectral aglomerativo obteve melhores resultados de medida-F. Em referéncia aos trés
conjuntos de dados, o método por aglomeracdo obteve seu menor resultado no conjunto
Outlier, ficando em torno de 95%. Em relagdo ao método espectral via k-médias os va-
lores de medida-F foram satisfatdrios, evidenciando apenas uma porcentagem de erro
ao agrupar de maneira equivocada os grupos do conjunto Qutlier. No que se refere ao
algoritmo k-médias, os resultados ndo representaram que o método foi eficiente na sua
utilizacdo nestes experimentos. No geral, os resultados obtidos pelo k-médias foram in-
satisfatorios.

De acordo com a Figura 22 € possivel evidenciar os 6timos resultados do método
aglomerativo nos conjuntos Halfkernel e Crescentfullmoon. Além disso, fica claro que
em relac@o ao conjunto Outlier, nenhum método foi totalmente eficaz em descobrir corre-
tamente os grupos deste conjunto. De fato, ¢ um desafio interessante para trabalhar-se com

este conjunto de dados e utilizar uma metodologia que seja capaz de inferir na obtengdo
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Tabela 4: Resultados da Medida-F em Relagdo aos Conjuntos de Dados Crescentfull-
moon, Outlier e Halfkernel para os Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Espec-
tral/Aglomerativo.

Resultados da Medida-F

Conjunto de dados | K-médias | Espectral/K-médias | Espectral/Aglomerativo
Crescentfullmoon 0.4138 1 1
Outlier 0.6309 0.772 0.9583
Halfkernel 0.4026 1 1
et
D o & &
& &(:5‘*

Figura 22: Grifico dos Resultados de Medida-F para os Algoritmos K-médias,
Espectral/K-médias e Espectral/Aglomerativo Utilizados em Experimentos 3

correta dos grupos.

5.7 Experimentos 4

Nesta 4% secao de experimentos os conjuntos de dados foram escolhidos de acordo
com a sua dimensao. Em experimentos anteriores os conjuntos utilizados eram bidimen-
sionais, porém, propde-se nesta se¢do a aplicagcdo dos algoritmos em elementos com co-
ordenadas (x;, x;, z;). A escolha dos dois primeiros bancos de dados foi de acordo com o
”The Fundamental Clustering Problems Suite (FCPS)”. Cada conjunto possui uma deter-
minada caracteristica que dificulta o processo de agrupamento. Problemas relacionados a
densidade, distancia, variancia e ndo linearidade sao abordados. No ultimo experimento
desta secdo, € utilizado o conjunto de dados Iris, proveniente do repositério de Aprendi-
zagem de Maquina UCL.

O conjunto de dados Chainlink é composto por dois anéis tridimensionais, tal que sua
principal caracteristica de agrupamento é a separacdo ndo linear dos grupos. Devido a
proximidade entre os elementos dos dois grupos o fator distancia nao torna-se suficiente
para a determinag¢do correta do agrupamento.

Analisando a Figura 23 nota-se, primeiramente, que o resultado de agrupamento pelo
método k-médias ndo obtém corretamente os grupos formados pelos dois anéis. Esta

configuracdo do conjunto ndo permite que as posi¢oes dos centroides se ajustem de acordo
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K-médias Espectral/K-médias Espectral/Aglomerativo

Chainlink

Figura 23: Resultados dos Experimentos Referente ao Conjunto de Dados Chainlink para
os Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Espectral/Aglomerativo.

com a curvatura dos dados, desse modo, ocorre uma parti¢ao linear do conjunto gerando
dois grupos que nao correspondem a geometria correta dos dados. Os parametros utiliza-
dos pelos algoritmos foram definidos de acordo com: desvio padrao o = 0.6768, nimero
de grupos k = 2 e num_neighbour = 5. Para os métodos de particionamento espec-
tral, a criacdo do grafo de similaridade considerando os 5 vizinhos mais préximos auxilia
diretamente no resultado de agrupamento obtido pelos autovetores da matriz Laplaciana.
Se o grafo de similaridade fosse construido com um nimero de vizinhanga muito grande,
a geometria dos autovetores seria muito aleatdria, nao representando de fato o formato
do conjunto original. Sendo assim, os métodos espectrais obtiveram um resultado de
agrupamento satisfatorio considerando um nimero de vizinhanca pequeno.

Um problema interessante muito abordado em técnicas de agrupamento esta relacio-
nado a diferenca de desvio-padrdo e variancia entre diferentes grupos. No caso do con-
junto Atom, na Figura 24, existem dois grupos que possuem valores bem distintos de
desvio-padrdo, além de que existe o fato de um grupo menor estar contido dentro de outro
maior. A caracteristica do conjunto também ndo ser linearmente separdvel torna-se um

agravante para o agrupamento correto dos elementos.

K-médias Espectral/K-médias Espectral/Aglomerativo

Atom

) -60
100 10

Figura 24: Resultados dos Experimentos Referente ao Conjunto de Dados Atom para os
Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Espectral/Aglomerativo.
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Considerando os parametros de desvio padrdao o = 20.5545, nimero de grupos k = 2
e num_neighbour = 10 informados aos algoritmos, os resultados de agrupamento sdo
apresentados na Figura 24. Como pode-se notar o resultado de agrupamento dos métodos
espectrais foram 6timos, permitindo a descoberta correta dos dois grupos do conjunto
Atom. Em relagdo ao algoritmo k-médias, o agrupamento novamente ocorreu de forma
equivocada, ndo evidenciando as duas concentracdes esféricas de dados.

O conjunto Iris ¢ um dos mais conhecidos nas dreas de classificacdo e agrupamento
de dados. Introduzido por Ronald Fisher em 1936 no artigo "The use of multiple mea-
surements in taxonomic problems”o seu uso traz importantes avancos na drea de andlise
discriminante linear. O conjunto de dados consiste em 50 amostras de cada uma das
trés espécies de Iris (Iris setosa, Iris virginica e Iris versicolor). Foram medidas qua-
tro caracteristicas de cada amostra: o comprimento e a largura das sépalas e pétalas, em
centimetros. Com base na combinag¢do dessas quatro caracteristicas, Fisher desenvolveu

um modelo discriminante linear para distinguir as espécies umas das outras.

K-médias Espectral/K-médias Espectral/Aglomerativo

Iris

Figura 25: Resultados dos Experimentos Referente ao Conjunto de Dados Iris para os
Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Espectral/Aglomerativo.

Para executar os algoritmos de agrupamento foram informados os seguintes
parametros: desvio padrdo o = 1.9755, ndmero de grupos k = 3 e num_neighbour = 5.
Na Figura 25 nota-se que os algoritmos k-médias e espectral via k-medias apresentam
resultados bem similares. J4 o método espectral aglomerativo difere dos outros dois,
ressaltando elementos que ndo pertencem diretamente a uma determinada concentracao.
Também pode-se notar que grupo mais abaixo do conjunto é 0 mesmo em ambos 0s re-
sultados de agrupamento dos algoritmos, neste caso, este grupo ¢é referente a Iris setosa.
Desse modo, os trés métodos diferem apenas na parte superior do conjunto /ris, onde
concetram-se os grupos Iris virginica e as Iris versicolor, 0s quais apresentam uma maior
concentracdao de pontos e proximidade entre si.

A partir da andlise da Tabela 5 pode-se concluir que nos dois primeiros conjuntos
de dados os algoritmos espectrais foram 100% eficazes, evidenciando corretamente a

configuracdo dos grupos no espaco tridimensional. Um fato interessante nos resultados
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Tabela 5: Resultados da Medida-F em Relagdo aos Conjuntos de Dados Chainlink, Atom
e Iris para os Algoritmos K-médias, Espectral/K-médias e Espectral/Aglomerativo.

Resultados da Medida-F

Conjunto de dados | K-médias | Espectral/K-médias | Espectral/Aglomerativo
Chainlink 0.348 1 1
Atom 0.6146 1 1
Iris 0.8085 0.8148 0.8718

do conjunto Iris foi o melhor desempenho do algoritmo k-médias em relacdo ao método

de particionamento espectral tradicional. Porém, o método espectral por aglomeragao

mostrou-se melhor em relagdo aos outros dois, obtendo uma resultado em torno de 87%

de medida-F, além disso, melhorando cerca de 6% o resultado em relacdo ao método

espectral via k-médias.



6 CONSIDERAGCOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foram apresentados conceitos basicos de particionamento espectral de
grafos, juntamente com a apresentag¢do do principal algoritmo de agrupamento utilizado
para agrupamento espectral de dados. Foi possivel notar que o algoritmo k-médias nem
sempre € uma boa alternativa a ser usado no agrupamento dos autovetores. A sua sensi-
bilidade a parametros de inicializacdo e de vizinhanca sdo fatores que impulsionaram o
desenvolvimento desta pesquisa.

Sendo assim, a principal contribui¢do foi inserir ao método de agrupamento espectral
um algoritmo baseado em aglomeragdo para agrupar os k-menores autovetores da matriz
Laplaciana. Como pode ser visto no capitulo de experimentos, o uso do método aglomera-
tivo obteve bons resultados, superando sempre o algoritmo k-médias, e em alguns casos, o
algoritmo espectral via k-médias. As medidas de desempenho obtidas via medida-F mos-
traram que, em uma visao geral, o método por aglomeracao obteve resultados coerentes
ficando sempre acima de 87% de acerto, excluindo o caso do conjunto de dados Corners
com 66% de acerto.

No que se refere a medida de qualidade de agrupamento, nem sempre serd possivel
utilizar a medida-F, visto que, em conjunto de dados reais ndo se sabe previamente a
distribui¢do correta dos grupos. Seria interessante, para trabalhos futuros, estabelecer
uma medida que permita ao algoritmo obter um feedback quanto a detec¢ao do ndimero
correto de grupos reais. Algumas medidas ja possuem tal propdsito, como por exemplo,
a medida Silhouette, que € amplamente utilizada nos algoritmos baseados no k-médias.
Para o método espectral aglomerativo seria util o estudo de outras métricas e analisar suas
implicagoes.

Referente ao método proposto, este ainda pode ser melhorado, principalmente, em ter-
mos de complexidade computacional, assim possibilitaria a sua utilizagdo em bancos de
dados de grande volume. A etapa de maior custo para a metologia refere-se ao calculo dos
autovetores da matriz Laplaciana, que geralmente, € calculado via solver dentro do soft-
ware utilizado. Isto € um problema que pode ser contornado, mas seria uma contribui¢ao

a parte deste trabalho.

Além disso, para trabalhos futuros seria util investigar a relacdo entre a geometria dos
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autovetores e os parametros utilizados para montar o grafo de similaridade. Conforme foi
visto na se¢do (5.3), na medida em que se varia o numero de vizinhos para a construgao
do grafo, também varia a distribui¢do dos autovetores no plano. Um caso onde ndo ocorre
esta variagc@o ocorre quando utiliza-se o grafo de similaridade completo, porém, computa-
cionalmente o custo para execugdo desta tarefa pode ser alta, e ainda, o método espectral
teria apenas uma visao global do conjunto de dados.

Por fim, este trabalho apresentou um algoritmo de agrupamento espectral baseado em
aglomeracdo que pode ser utilizado como uma alternativa ao algoritmo espectral tradicio-
nal. Enfatizando os bons resultados, conclui-se que a metodolgia € promissora e pode ser

aprimorada em trabalhos futuros.
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