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Preficio

Os topicos relacionados a Transformada de Laplace que frequentemente sdo
estudados em cursos de Célculo Diferencial e Integral podem variar em diferentes
instituigdes de ensino superior. Nos cursos de Célculo sua abordagem tem como
objetivo principal introduzir uma técnica alternativa para resolver Equagdes Di-
ferenciais Ordindrias e Parciais, quando os métodos tradicionalmente estudados
nos cursos de Equagdes Diferenciais ndo se aplicam de forma direta. Este livro
apresenta, na opinido dos autores, as principais defini¢des, regras e procedimen-
tos envolvidos no estudo da Transformada de Laplace. Observa-se que, em sua
esséncia, o entendimento de tais procedimentos permitira ao leitor associar as
semelhancgas com outros tipos de transformadas, como por exemplo, a Transfor-
mada de Fourier. Assim como pode ser observado em outras obras dos autores
deste livro, a abordagem do tema destaca a presenga de gréficos e ilustragdes
associadas, a fim de proporcionar ao leitor uma melhor compreensio da teo-
ria e, consequentemente, mais autonomia para avangar nos estudos aplicados a

Matematica, Fisica e Engenharias.

Conteudo do Livro

No Capitulo 1 é apresentada a definicdo de Transformada de Laplace e a
deducdo das Transformadas Elementares. Essa denominagao é atribuida a Trans-
formada de Laplace de algumas fung¢des, como por exemplo, as polinomiais e
trigonométricas. A partir das Transformadas Elementares é possivel determinar
a transformacdo de outras fungdes. A seguir, define-se a Transformada Inversa
de Laplace e a Transformada de uma Derivada.

No Capitulo 2 ¢ ilustrada a técnica de resolugdo de Equagdes Diferenciais
Ordindrias (EDOs) e Sistemas de EDOs utilizando a Transformada de Laplace por

meio de exemplos. Para auxiliar a compreensdo dessa técnica sdo apresentados



um diagrama e orientag¢des ao leitor.

Os Teoremas de Translagdo permitem a transformacdo de fun¢des mais com-
plexas e sdo enunciados e demonstrados no Capitulo 3. Uma secdo sobre a Fungao
de Heaviside ou Fung¢do Degrau Unitario complementa este capitulo.

O Capitulo 4 discute a Derivada da Transformada de Laplace, Convolugédo e
a forma inversa da Transformada da Convoluc¢do. A Convolucdo auxilia a trans-
formacdo de produtos de fung¢des, uma vez que por tratar-se de uma integral,
transformar um produto de fun¢des nado é equivalente ao produto de suas trans-
formacgdes. Para finalizar, apresenta-se a transformada de uma Fungao Periddica.

Principais Caracteristicas do Livro

O texto que compde esse livro surgiu a partir de notas de aula dos autores,
0s quais ministram disciplinas que envolvem esse contetido ha cerca de 15 anos.
O primeiro autor é bacharel em Matemética Aplicada, mestre em Matemaética
Pura e doutor em Engenharia Mecanica na drea de Fenomenos de Transporte. A
segunda autora é licenciada em Matemadtica, possui mestrado e doutorado em
Matematica Pura na drea da Geometria Diferencial. Ambos autores possuem a
preocupagdo de que exemplos e ilustragdes acompanhem cada um dos novos
conceitos introduzidos, para que o leitor consiga acompanhar a técnica por meio
de diferentes representacdes, tanto algébricas quanto geométricas. A combinagao
entre a formagdo dos autores permite uma visdo ampla, técnica e aplicada do
contetido.

Uma vez que a inspiragdo inicial foi compor um material destinado a estudan-
tes de diferentes cursos de Ciéncias Exatas e Engenharias, buscou-se equilibrar o
formalismo e rigor matematico que as defini¢des envolvidas possuem com exem-
plos. Para aqueles que desejam aprofundar a teoria (demonstragdes) ou ainda a
prética (exercicios) recomenda-se buscar uma bibliografia auxiliar, de acordo com
0s objetivos de cada um.

Para encaminhar sugestdes, os leitores podem contatar os autores por email
(andremeneghetti@furg.br e cinthyaschneider@furg.br) ou ainda por meio dos
canais do Youtube: @andremeneghetti e @cinthyameneghetti. Bons estudos!

André Meneghetti
Cinthya Maria Schneider Meneghetti



Capitulo 1

Transformada de Laplace

Em matematica, uma transformada integral & é uma transformacao linear que
associa uma funcdo f a uma nova fung¢ao, chamada de funcao transformada. Uma

transformada integral geralmente tem a forma da Equacéo 1.1.

T F(t)(u) = ft 2 F(OK(t, u)dt. (1.1)

No integrando, a funcdo K(t, ) é chamada de ntcleo ou kernel. Diferentes
transformadas integrais podem ser definidas dependendo da escolha do nticleo
e dos limites de integracdo. E importante notar que a varidvel independente é
alterada: se a fungdo f inicialmente depende da varidvel independente ¢, a trans-
formada integral elimina a varidvel t e constr6i uma nova func¢do que depende da
varidvel u.

Neste texto, utilizaremos apenas a transformada integral de Laplace. Por
simplicidade, a chamaremos apenas de Transformada de Laplace. O simbolo

utilizado para esta transformada serd £, conforme a Definicdo 1.1.

Definic¢do 1.1. Seja f : [0,00) — R. Quando a integral existir, definimos a

Transformada de Laplace da fungdo f conforme a Equagdo 1.2.
2(f0) = [ s 12)
0

A Transformada de Laplace da fungdo f também pode ser representada por F(s).
Isto &,

F(s) = 2£{f(D}.

Letra mintsculas serdo utilizadas para referenciar fung¢des originais e letras maits-

culas para referenciar as respectivas transformadas de Laplace.
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Nem toda fung¢do possui Transformada de Laplace. Dizemos que uma funcéo f

tem Transformada de Laplace se a integral imprépria f f(t)e *'dt converge para
0

algum valor de s. O Teorema 1.1 enuncia condi¢Oes necessarias e suficientes para
que uma funcdo f tenha Transformada de Laplace. Antes disso, é introduzida a
defini¢do de ordem exponencial, Defini¢do 1.2.

Definic¢ao 1.2. Uma funcéo f é dita de ordem exponencial c se existe uma

constante positiva M tal que
If(t)] < Me™

paratodot > T, onde T > 0.

Exemplo 1.1. A fungdo 2 cos(t) é de ordem exponencial c = 1, pois tomando M = 2,
tem-se |2 cos(t)| < 2¢' para todo t > T, onde T > 0. Observe que

12 cos(t)| < 2¢' =

—2¢' < cos(t) < 2¢'

2 cos(t)
2¢!
2
2 cos(t)
\/ ¢
-2
—2et

Figura 1. A funcdo f é limitada por 2¢' para todo t > T, sendo T um ntmero real
positivo qualquer.
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Teorema 1.1. Se f for continua no intervalo [0, ) e de ordem exponencial
¢, entdo a Transformada de Laplace de f, £ {f(t)}, existe para s > c.

Prova: Como f é de ordem exponencial ¢, existem constantes positivas M, T tais
que | f (t)| < Me* para todo t > T. Considere b > T. Por definigdo

00 T o
LifD}) = fo f(t)e™'dt = fo f(t)e'dt + fT f(t)e'dt
N e’

Limitado (=1

b
=L+ lim f f(t)e™dt.
T

b— o0

b b b
T T T

Me—(s—c)t b Me—(s—c)b Me—(s—c)T
T -0t —(s—¢) =(G-o0 °
—— ——

—05€ (s-0>0  Valor fixo.

Para garantir a convergéncia quando b — oo basta considerar s — ¢ > 0.

Sabemos que

b
| f f(t)e™dt
T

Teorema 1.2 (Propriedade da Linearidade). Sejam f e g fun¢des que pos-
suem Transformada de Laplace e ¢, f € R. Entdo a Equacdo 1.3 é satisfeita.

Liaf(t) +g(t)} = aL {f(1)} + <L {g(D)} (1.3)

Prova: A verificacdo desta propriedade pode ser feita utilizando a defini¢do da
Transformada de Laplace.

L laf(t) + Bg(t)) = f [af(t) + Bg(t)] e dt

:oz‘f0 e’ f(f)dt+,8‘fO g(t)e ™ dt

L{f1)} 2{s(h}
=aZ{f(H)} + BL{gt)}.

10
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1.1 Transformadas Elementares

Na Tabela 1, sdo exibidas algumas fun¢des e suas respectivas Transformadas de
Laplace. Iremos nomea-las de Transformadas Elementares, pois sdo as primeiras
a serem determinadas e, além disso, auxiliam a obter as transformadas de outras
funcdes.

Tabela 1 — Transformadas Elementares

Transformadas Elementares

f(t) L{f(t)} Restricdo

1
1 - s>0
S
n!
" s>0
Sn+1
1
et — s>a
s—a
@ >
sen(a _ s>a
s2 + g2
cos(at) i s>a
s +a?
nh 4
senh(at) o s > |a|
h S
COS (Elt) m S > |El|

Prova: Agora, cada transformada apresentada na Tabela 1 é demonstrada.

= Seja f(t) = 1. De acordo com a definic¢do (1.2) tem-se que

L1} = f ) e=l(1)dt = le_—;l :
0 0

Supondo que s > 0 a integral imprépria converge:

sm=0-(4)-1

11
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I Seja f(t) = tn. Portanto,

LAt"} = j:o e~ dt
— (tn) ((e_s)) _ (ntn—l) ((i_s)z) 4 ...

o e ; €_St o

+ 7’1(7’1 — 1)t 2 (_—53) -t ((_1) n!to) ((—S)"+1) ‘0
_ [e_st (_ﬂ _ nt*1 _ n(n — 1)t"2 o n! )r
0

S SZ s3 Sn+1

Supondo que s > 0 a integral imprépria converge:

.f{t”}:(O)—(— n! ): n!

Sl’l+1 Si’l+1 :

= Seja f(t) = ¢". Entdo,

,%{e‘”}: f et dt = f e~ D,
0 0

Supondo que s > a a integral imprépria converge:

at o)t ” 1 1
2le)= |55 =0 (H)- 5

= Seja f(t) = sen(at).

& {sen(at)} = f ) e~*'sen(at)dt
0

oSt &0 st
= (sen(at) (_S))O - ﬁ (_S)a cos(at)dt

= (sen(at) (e_‘:) )0 + g fo ) e~ cos(at)dt.

Observe que

L ) e~ cos(at)dt = (cos(at) (e_‘:)) - f(; ) (e__:)(—a) sen(at)dt

= (cos(at) (e_‘:) )0 - LS—I ‘fo ) e~ sen(at)dt .

P{sen(at)}

12
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Logo,
% {sen(at)} = |sen(at) e\ 42 —(COS(LZt) e ) — —.££ {sen(at)}]
(=)}, s (=9)
et o0 a e—st
% {sen(at)} = |sen(at) + - cos(at) ) % {sen(at)}
(_S) 0 5
a2 o5t e a o5t
% {sen(at)} + S—Z,,% {sen(at)} = sen(at)(_s) 0 + S cos(at) )
(1 + f).% {sen(at)} = |sen(at) e + ¢ )
s? (=9) (=)o
Supondo que s > 0 a integral imprépria converge:
52 + ﬂz . e_Sb a e—sb
( 2 ).§£ {sen(at)} = %1_{?0 (sen(ab)(_s) + gcos(ab)(_s))
0
e a e
—|sen(0)— + - cos(0)—— | =
( )(_S) 5 cos( )(_S)
0 a/(=s?)
s% + az) a
£ {sen(at)} = = =
= ;
_a
< {sen(at)} = m
= De forma equivalente, mostra-se que £ {cos(at)} = 27
eut _ e—ﬂt

= Seja f(t) = senh(at). Por defini¢do, senh(at) =

2

£ {senh(at)} = £ {eat ;eat} - %gg {eat} _ %gg {e—at}
101 1\ 1 Za  a
E(E - m) T 12— (s2-a?)

Para garantir as transformadas das exponenciais, precisamos supor que s > |a|.

. s
= Equivalentemente, mostra-se que £ {senh(at)} = -7

13



TOPICOS DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

Exemplo 1.2. Calcule £ {sen?(t)}.

Resolucao: Neste exemplo é preciso utilizar uma identidade trigonométrica ini-

1 — cos(2t)

cialmente, a saber, sen?(t) = . Desta forma,

£ {senz(t)} =% {FCTOS(%)}
1

1
= E.yg {1} - E.?i {cos(2t)}

11 1 s

T 25 252422

B 2

~ s(s2+4)
Exemplo 1.3. Calcule £ {t* + 6t — 3}.

Resoluc¢do: Utilizando a linearidade, Equagédo (1.3), temos:

5£{t2+6t—3}:.se{t2}+6s£{t}—3.5£{1}

20 1 1
E e
_2 6 3
T8 g2 g

Exemplo 1.4. Calcule £ {f(t)}, sendo que

f(b) = { sen(t) ,se te]0,m],

0 ,se te(m,00).

Resolugao: Para determinar essa transformada nao sera possivel usar as Trans-
formadas Elementares. Como a fungdo f(t) é definida por partes, no momento, a
Unica maneira de determinar sua transformada é utilizando a defini¢do da Trans-

formada de Laplace.

L{f(h)} = fo i e f(t)dt

:f e‘Stsen(t)dt+W.
0

14
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Na integral ndo nula, aplica-se integracdo por partes.

e=s e—st o T st
L{f(H)} = M— [(cos tm)o + \fo o sen(t)dtl
- _ (cost(e__:;z) — slz j: e~ sen(t)dt .
0

L{fn}

Resulta em:

201+ 52 F0) = - (cost ) =

—STT —s0
( ! ).% f(h} = (cosne —cosOe )=>
s? s? S

( +1)$ ()} = e‘S”_l):>

2 g2
(52;1)&6 f) = —SW+1:>
‘5”+1
LUfO) = 1

15
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1.2 Transformada Inversa de Laplace

A Transformada Inversa é definida por £ e possui a propriedade

e ML)} = o).

Tabela 2 — Transformadas Inversas Elementares

Transformadas Inversas Elementares

ey = 2 N .53-1{1} -
S S
" n! I "
g{t} = gn+1 - £1{5n+1} =t
L") = S .%‘1{—1 } = &
S—a S—a
a [ a
% {sen(at)} = 2oz ¥ {sz+a2} = sen(at)
E [ s
Licos@t) = —— o & {32+a2} e
a a
£ {senh(at)} = Tz i‘l{sz_az} = senh(at)
< {cosh(at)} = ﬁ 5 se—l{szfaz} = i)

Teorema 1.3 (Linearidade). Sejam «, € R. Valem as identidades.

e a2 (fO)+pLig®)} = aL YL {f®)]+pL{Lis0)]

af(t) +pg(t)

L aL {f(t)} +BL {3()} }

Observagdo. Lembre-se que é possivel usar a notagdo £ {f(t)} = F(s). Com essa

notagdo, o Teorema 1.3 poderia escrito como:

£ aF(@s) + pGe)} = aLFs)| + pL7G(s)) = af®) + Bs(t).

16



TOPICOS DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

1

Exemplo 1.5. Calcule £7! {—5}
s

Resolugdo: Antes de aplicar a transformada inversa, deve-se corrigir a expressao,

conforme desenvolvido abaixo.

Exemplo 1.6. Calcule £ {35 i 5}

s2+7)

Resolugdo: Inicia-se separando a fragao.

%‘1{3§+5}=$‘1{3—S +i—\/7 }
s¢+7 2+ V72 752+ 72

R ETT A Al P

cos(V7t) sen(V7¢)

= 3 cos( \/715) + % sen( Wt).

1
(s—1(G+2)(s+4)

Exemplo 1.7. Calcule £~ {F(s)}, onde F(s) =

Resolugdo: Com a finalidade de simplificar a expressdo, este cilculo deve ser

iniciado aplicando fra¢ées parciais.

E(s) = 1 A B C

®) = (s—1)(s+2)(s+4) _s—1+s+2+s+4 =

1 _A(s+2)(s+4)+B(s—1)(s+4)+C(s—1)(s +2)
(s—1 s+4)_ (s—-1 S+4) '

Entao,
1=A(+2)(s+4)+B(s—1)(s+4)+C(s—1)(s + 2).

17
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1
+ Ses=1 = 1=A@B3)(b) = A:ﬁ'

-1
+ Ses=-2 = 1=B(-3)2) = B:?.

1
+ Ses=—4 = 1=C(-5)(-2) = C:E'

Portanto,

1 -1 1
‘%—l {F(S)} — '%—1{ 15 + 6 + 10 }

s—1 s+2 s+4

-2 o s s =)
=57 {s—l} 62 2/t 107 st

et o2t o4t
1 t 1 —2t 1 —4t

= —_— — — + —_—
1;5° 76 T10°

3s—-2
=
Exemplo 1.8. Calcule &£ {53 T 4)}.

Resolugdo: Inicia-se utilizando frag¢des parciais.
3s—2 _é+E+E+Ds+E
$3(s2+4) s 2 3 244
_ As*(s> +4) + Bs(s* + 4) + C(s* + 4)s>(Ds + E)
- s3(s2 + 4) '

Logo,

35—2  (A+D)s*+ (B+E)s’+(C+4A)s*> + (4B)s + 4C

e, portanto,

35 —2 = (A + D)s* + (B + E)s® + (C + 4A)s* + (4B)s + 4C.

Igualando os coeficientes se obtém o seguinte sistema.

18
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A+D =
B+E =
C+4A =
4B =
4C = 2

W o O O

Ap6s resolver, verifica-se que

b S
Il

~

os]
Il
=W | —

~

(@)
I
|

~

-
I
|

™
1
|
»p.lwoou—\ N =

Assim,

IR PE T DRV IS WY
_8${s}+4$ {52} aan? \F

S 3 ., 2
) +22} - 4(2)"% {52 +22}

I
| =
\S
AN
—_——

+ %t - 1f2 - %cos(2t) - %sen(Zt).

L
8 4

19
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1.3 Transformada de uma Derivada

A Transformada de Laplace é frequentemente utilizada para resolver equagdes
diferenciais. Um dos principais teoremas relacionados a isso é a transformagéao
de termos derivados.

Teorema 1.4. Seja f uma fungdo n-vezes diferencial com f™ de ordem

exponencial param =0,1,2,...,n. Entdo,

L) = SEE) =" f0) =S 2F(0) =+ = sf20) - F0(0).

Prova: Como a funcdo f™(t) é de ordem exponencial, entdo

}im e~ Fm(t) < }im e Me® = M1lim e+ = 0,

t—o0

desde que —s + ¢ < 0.
= Determinando £ {f’(t)}: De acordo com a defini¢do (1.2):
g ’ — —st g7 d
o= [ et
- [e‘“f(t‘)]0 — f) —se " f(t)dt
=0- (0 = F(b)dt
fO+s [ e o

N———
L{f(O}=F()

Portanto,

LA{f'(t)} = sF(s) — f(0).
= Determinando £ {f”(t)}:
() = f e f7 (Dt
=[er o], - fo —se” f (bt
—0-fO+s [ e
0
—_—

L{f(t)}=sF(s)-£(0)

20
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Portanto,

LAf (B} = —f(0) +s[sF(s) — £(0)]
= s2F(s) — sf(0) — f'(0).

= Determinando &£ {f"'(t)}:

i) = [ e
= [ o) - fo —se (1)t
— 0_ ’7 0 —st 1 d .
f()+sf0 e (bt

| ——
L{f®}

Portanto,

L (B)} = —f(0) +5 [*F(s) = s£(0) - £(0)]
= s°F(s) — s*f(0) — sf’(0) — f”(0).

Pelo principio da inducgdo, verifica-se que

L{FOB) = 5"F(s) = " £(0) = " 2f/(0) = -+ = s f"2(0) — F(0).
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Capitulo 2

Transformada de Laplace em EDO’s

Neste capitulo, sera discutido como resolver equagdes diferenciais ordindrias
lineares com coeficientes constante utilizando a Transformada de Laplace. O

diagrama abaixo ilustra as etapas do procedimento.

Equacdo W < > Equacao
diferencial. J algébrica.
Solucao da ( Solucado da

equacao « - — equacao
diferencial. £ L algébrica.

Figura 2. Processo de resolugdo de EDO'’s utilizando Transformada de Laplace.

2.1 Processo de resolucao de EDQO’s utilizando TL

Os exemplos a seguir seguem a seguinte ordem para a resolucdo das Equa-
¢des Diferenciais Ordindrias (EDOs): inicialmente, aplica-se a Transformada de
Laplace em todos os termos da equacdo, tanto do lado esquerdo quanto do lado
direito; em seguida, utiliza-se a propriedade de linearidade para isolar a Trans-
formada Y(s) da solugdo desconhecida; por fim, aplica-se a Transformada Inversa
de Laplace para obter a expressao de y(t). Geralmente, este tltimo passo é o
mais desafiador, requerendo cuidado e aplicagdo das regras estudadas nas se¢des

anteriores.



TOPICOS DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

Exemplo 2.1. Resolva o seguinte problema de valor inicial (PVI) utilizando a

transformada de Laplace.

y,(t) - y(t) = 1/
y(0) = 0.

Resolugdo: A resolugdo inicia aplicando a Transformada de Laplace na equagdo
diferencial.

Ly () -y} =L {1}.
Utilizamos a propriedade da linearidade
Lyt =L {yM} =L {1},
As transformadas sdo calculadas em cada termo.

sY(s)—0—-Y(s) = %,

(s—1)Y(s) = %

A funcao transformada Y(s) é isolada.

1
Y(s) = .
®) (s—1)s
A técnica de fragdes parciais é utilizada.
1 _é+ B A(s-1)+Bs
ss—=1) s (s=1)  s(s=1) ~

consequentemente,
1=A(s—1)+Bs.
Quandos=1,B =1. Quando s = 0, A = —1. Portanto,
1 -1 1
Y(s) = =—+—,
©) s(s—1) s (s—=1)
ou seja,
-1 1
Y(s) = — + .
%) s  (s—1)

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace, obtemos:

55—1{1/(5)}=g£—1{_—1+ : }

s  (s—1)

- —58‘1{%}+$‘1{(Si1)} =

y=-1+¢.

23
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Exemplo 2.2. Resolva o seguinte problema de valor inicial (PVI) utilizando a

transformada de Laplace.

y'(H) —9y(t) =0,
y(0) =5,
y'(0) = -3.

Resolucdo: A resolugdo inicia aplicando a Transformada de Laplace na equagao

diferencial.
L{y"(#t) -9y} = £ {0}.

Utilizamos a propriedade da linearidade
L{y" (B} = 9L {y(B)} = £ {0}
Em cada termo, sdo efetuadas as transformadas.
s?Y(s) — y(0)s + v (0) = 9Y(s) = 0 =
s?°Y(s) =55 +3-9Y(s) =0 =
(s—=9)Y(s) =5s - 3.

A fungao transformada Y(s) é isolada.

55 -3 55-3

YO = @29 T Goa)e+3)

A técnica de fragoes parciais é utilizada.

55-3 A B
G-3)5+3) 5-3 (+3)

Efetuando os calculos obtemos que A = 2 e B = 3. Portanto,

3
(s+3)

2
Y(s) = ——=+
(5) = -—3

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace, obtemos:

) (1 (1
L)) = 2% 1{m}+3ge 1{(S+3)}.

Por fim,
y(t) = 2¢* + 3¢,
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Exemplo 2.3. Resolva o seguinte problema de valor inicial (PVI) utilizando a
transformada de Laplace.

y'(t) =3y (t) + 2y(t) = e,
y(0) =1,
y'(0) = 5.

Resolugao: Aplicamos a Transformada de Laplace na equagao diferencial.
Ly -3y +2y()} = L {e '} =

Ly ) - 3L [y () + 22 {y®) = L e *) =
[°Y(s) —s y(0) — v/ (0)] = 3[sY(s) — y(0) ] +2Y(s) = ; -|1- 1
SN—— SN—— .

Isolamos a fungdo transformada Y(s).

[2Y(5) = s - 5] - 3[sY(s) - 1] + 2Y(s) = S%} N

1
2 — —_— —_— - —_—,—,——
s°Y(s) —s —5—-3sY(s) + 3+ 2Y(s) = . =

(sz—3s+2)Y(s)—s—2:ﬁ:>

(-1 -2)Y() = (s+2) + ﬁ =

. (5+2) 1
O - D6-2  c-De-26+8
Y(s) = s> +6s+9

(s—1(s-2)(s+4)
A fungdo racional, expressdo a direita da ultima equagdo, é reescrita utilizando
fragdes parciais. Este é um processo trabalhoso.

_16 25 1

Y(s) = —2 4 —6_ 4 30
(5) s—1 s—2 s+4

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace, obtemos:

_1e 25 1
=il _ -1 5 6 30
2= {s—l +s—2+s+4}

_ 16,0 1\ 25 —1{L} 1 —1{L}
==5 {s—l}+6$ 2/ 307 G7a)”

6. 25 1
)= ——= t+ PV 4+ — —4t'
Y =-ge+ g +35¢
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Exemplo 2.4. Resolva o PVI usando a Transformada de Laplace.

y’(H) — 4y'(t) = 6> — 3e”",
y(0) =1,
y'(0)=-1

Resolugao:

${V%ﬂ}—4&%yxﬂ}=6${éq_3gng::

Y6 =5 y(0) - ¥(0) ~4IsYE) - y(0) 1= 6
—_——  —— ——
1 -1 1

1
- 33— =
3s+1

6 3
2Y(s)—s+1—-4sY(s)+4= — — —
s°Y(s) —s + sY(s) + 3 S+1=>

6 3
2 _ — o
(s"—4s)Y(s)=s—-5+ o3 331 =

Com a func¢do transformada Y isolada, devemos manipular (ajustar) a expressao

para que seja possivel obter a inversa.

_(8=5)(s=3)(s+1)+6(s+1)—3(s—3)
Bl (s2—4s)(s—3)(s+1)

s> —7s% +10s + 30
(s2—4s)(s—3)(s+1)

:%(Si4)_2(si3)+g(%)_%(s—ll-l)

S et A e R o B ARy
=107 {5—4} 2o oY SR U Gl b g

Aplicando a inversa, obtemos a funcao y.

_ 11 4t 3t 5 3 1
y(t)—loe 2e +2 5e .
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2.2 Resolvendo um Sistema de EDO’s com TL

Para resolver um sistema de Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDOs) utili-
zando a Transformada de Laplace, o procedimento segue uma abordagem seme-
lhante & se¢do anterior: inicialmente, aplica-se a Transformada de Laplace em
todos os termos das equacgdes, tanto do lado esquerdo quanto do lado direito;
em seguida, é necessario resolver o sistema resultante, isto é, isolar uma das
Transformadas, seja Y(s) ou X(s), das solu¢des desconhecidas; por fim, aplica-se a
Transformada Inversa de Laplace para obter a expressdo de y(t) ou x(t).

E importante notar que ao escolher isolar Y(s), por exemplo, obtém-se a solugio
y(t). O processo de resolucdo do sistema s6 estd completo quando ambas as
fung¢des incégnitas sdo encontradas. Ndo hd uma tnica maneira de determinar
x(t). Por exemplo, é possivel retornar ao sistema original, substituindo a solugao
y(t) e suas derivadas, e, em seguida, resolver para x(t); ou resolver diretamente
para X(s) erepetir o procedimento descrito no pardgrafo anterior. Veja os exemplos
a seguir para uma melhor compreensao.

Exemplo 2.5. Resolva o PVI

X' = 2x-2y
© = Bx+y
com as condigdes iniciais
x(0) = 5
y0 = 0

Resolugdo: Iniciamos aplicando a transformada de Laplace.

Modificando a notagao.

sX —x(0) =2X -2Y,
sY —y(0) =-3X+Y.

Substituimos as respectivas condic¢des iniciais.
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sX—-5=2X-2Y,
sY =-3X+Y.
Agora, isolamos as fungdes transformadas X e Y.

(s —2)X = —2Y +5,

(s—1)Y =-3X,
_ -2Y+5
S -2
X
R
_2Y
= % 2.1)
y=-32 (2.2)

(s=1)
Substituindo Equacédo 2.2 na Equagédo 2.1, obtemos

. 2Y+5 BB 66X +5(s—1)

-2 -2 (-D16-2)

X

Xis—1)(s—2)=6X+5(s-1)=[s—-1)(s—2)—-6]X=5(-1) =

B 56s-1) X = 56s-1)
T (s-1(s-2)-6 s+ 1)(s—4)
Aplicando fra¢des parciais obtemos que

X

3 2
T4 s+

X

Por fim, aplicamos a inversa:

_ _ 3 _ 2
e 1{m}+$ 1{(s+1)}’

x(t) = 3e + 2¢7".

e obtemos

Para descobrir y(f) usaremos a primeira equacao do sistema, isto é, x" = 2x — 2y.
1,
yo) = x =
1 ;
— At —t _ 2 (n A ~t
=3e™ + 2e 2(36 + 2e )

=3¢t — 3¢*.
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Exemplo 2.6. Resolve o PVI

2x" = —6bx+2y
Yy’ = 2x-2y+40sen(3t)

com as condigdes iniciais

x(0)
x'(0)
y(0) =
y'(0) =

Il
oo oo

~

~

Resolugdo: Primeiramente, aplicando a Transformada de Laplace no sistema.

L{2x"} = L {-6x+ 2y},
L{y"} = £L{2x — 2y + 40sen(3t)}.

Aplicamos a linearidade e substituimos as derivadas transformadas.

2(s2X = sx(0) — ¥'(0)) = —6X +2Y,
3

$2Y —sy(0) — y'(0) = 2X — 2Y + 40m.

Substitimos as condig¢des iniciais.

2s’°X = —6X +2Y,

$7Y =2X -2Y + zlﬂ,
s +9

(25> + 6)X = 2,

120
2 —
(S +2)Y—2X+ m,
2
=—— Y 2.
(2s2+6) " 23)
X 120 o

T+ @198 +2)
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Substituimos Y da Equacdo 2.4 em X da Equacao 2.3.

2
X=——Y
(252 + 6) =

2

2X 120
X =
(2s? + 6)

@2+2)  E+92+2) |

o _ 2 2X 2 120
T (2246)(s2+2)  (252+6)(s2+9)(s2+2

)ﬁ

. 4 . 240 .
( 22+ 6)(2+2)] 7 T (252 +6)(2 + 9)(s2 + 2)

((252 +6)(s2+2) - 4) % 240

22+6)02+2) )0 2P+ 6FE+9NE+2)

< 240(2s2+6)(s2+2) -
T [(252 + 6)(s? + 2) — 4](252+6)(s? + 9)(s2+2)

240 B 120
[(2s2 +6)(s2 +2) —4](s2+9) [(s>+3)(s2+2)—2](s2+9)’

Usando fragdes parciais

_ 5 8 N 3
S s2+12 st 422 §243%
Aplicando a Transformada Inversa de Laplace,

1 2 3
-1 | _ acp-1 -1
LX) =54 {52+12} 4L {s4+22}+°% {52+33}'

isto é,
x(t) = 5sen(t) — 4 sen(2t) + sen(3t).
Para encontrar a funcdo y podemos utilizar a primeira equagdo do sistema, ou

seja, a equagdo 2x” = —6x + 2y. Isolando y, temos

y(t) =x" +3x
= (5sen(t) — 4sen(2t) + sen(3t))” + 3 (5sen(t) — 4 sen(2t) + sen(3t))
= 10sen(t) + 4 sen(2t) — 6 sen(3t).
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2.3 Resolvendo uma EDP Linear com TL

E possivel utilizar a Transformada de Laplace para resolver Equagdes Diferen-
ciais Parciais (EDPs) Lineares. Seja u uma func¢do que depende das varidveis x e

t; sua Transformada de Laplace é definida por

LAu(x, b)) = f‘” e u(x, t)dt.
0

Ja vimos que ao resolver uma EDO utilizando Transformada de Laplace, o
problema se ruduz a resolver uma equacdo algébrica. No caso das EDPs Lineares,
ao aplicar a Transformada de Laplace na equagdo, reduzimos o problema ao de
resolver uma EDOQO. Para isso, é necessario conhecer como fica a Transformada de
Laplace das derivadas parciais de uma fungéo.

Aplicando a Transformada da Derivada em relagdo a variavel ¢, utilizamos a
mesma ideia do Teorema 1.4 para transformar as derivadas parciais de ordem .

Escrevendo & {u(x, t)} = U(x,s), temos:

n n—2 n—1
% {8u } = s"U(x,s) —s" 1u(x, 0) — s”‘zaa—zz(x,O) - - su _ 9w

ot"

Assim, em particular, temos:

£ {3—?} =sU(x,s) — u(x,0)
0? d
£ {8_:} = s2U(x, s) — su(x,0) — a—?(x, 0)

Por outro lado, com relagdo a varidvel x a transformacado é mais simples, pois
como a Transformada de Laplace é definida em relagdo a varidvel t, a ordem entre

derivar em relagdo a x ou calcular a Transformada ndo importa.
"u "
‘££ {axn} - axn (U(X,S))

J"u _ ® _St(?”u _ J" - —st
'f{axn}_ﬁ e (9x”(x’t)dt_ BT (j(: e u(x,t)dt).

Prova:
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Exemplo 2.7. Resolva a EDP 327”2‘ = ‘?;Tﬁ‘, parat > 0eo < x < 1segundo as condicdes

de contorno u(x,0) = 0, u(0,t) = 0, u(1,t) = 0 e uy(x, 0) = sen(mx).

Resoluc¢do: Primeiramente, transformamos ambos os lados da equacéo:

J%u %u
5=\ =
L (U(x,s)) = s*U(x, s) — su(x, 0) — 8_u(x, 0) =

ox? ot

2
;—xzuz s°U -5 -0 — sen(mx) =

2
wu — s°U = —sen(nx).

Assim, precisamos resolver a EDO (considerando x como varavel independente):

U” —s*U = —sen(mx).

A solugao da equagdo homogénea associada é encontrada resolvendo a equagao
caracteristica associada, uma vez que trata-se de uma EDO de segunda ordem,
linear, com coeficientes constantes. A equagao caracteristica associada fica A>—s* =

0, de onde vém que A = +s. Entdo, temos
Up(x,s) = Cie™ + Cre™.

Para encontrar a solugao particular, podemos utilizar o método dos coeficientes a

determinar.

U, = Asen(mx) + B cos(mx),
U, = mA cos(mx) — B sen(mx),
u, = —(m)*A sen(mx) — (1)*B cos(mx),

Substituindo na EDO U” — s’U = — sen(mx), temos:

(=Am? — sA) sen(ntx) + (—Bn? — s2B) cos(mx) = — sen(mx).
Comparando os coeficientes dos termos semelhantes temos
—An? — ?A = -1,
~Br® —s’B = 0.

A solucdo desse sistemaéB=0e A = ——.
s% + m?
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Portanto,

1
Up(x, S) = m sen(nx).

A solugéo geral da EDO U” — s*U = —sen(mnx) é

U(x,s) = Cre™ + Cre™ + —— sen(nx).

2+ T
Como as condic¢des de contorno sdo fungdes de t, temos

&£ {u(0,t)} = U(,s) =0,
L {u(1,t)} =U(,s) =0.

Substituindo na solugdo, podemos determinar que as constantes C; e C, sdo nulas

e a solugdo particular sera

1
U(x, S) = m sen(nx).

Para determinar a fungédo u(x, t), solugdo da EDO proposta, aplicaremos a Trans-
formada Inversa de Laplace:

u(x, t) = L HU(x, s)}

=% {—712 sen(nx)}

:sen(nx).EB‘l{ L }

% + 12

_ 1., Tt
B sen(nx)nif {52 + 7'(2}

1
= sen(7tx) sen(7it).
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Capitulo 3

Teoremas de Translacao

A Transformada de Laplace, por defini¢do, é expressa como uma integral. No
entanto, calcular a integral de um produto de fun¢des ndo é uma tarefa trivial e
ndo hd uma regra geral que permita fazer isso diretamente. Em disciplinas de
Célculo, costumamos recorrer a técnicas como integracdo por partes para facilitar
esse célculo.

Nas proximas se¢des, serdo apresentadas técnicas que auxiliam nesse processo.
Essas técnicas sdo ferramentas valiosas para resolver uma variedade de problemas

em engenharia, fisica e outras dreas da matematica aplicada.

3.1 Teorema de Translagao no Eixo s

Quando se deseja transformar o produto de uma funcao arbitrdria f por uma
exponencial ¥, o proximo teorema oferece uma ferramenta para realizar essa

transformacgdo sem recorrer a definicdo da Transformada de Laplace.
Teorema 3.1 (Translacdo no eixo s). Se £ {f(t)} = F(s) e a € R. Entéo,

& {e" f(t)} = F(s—a). (3.1)

Prova:

e f(t) = fo Ooe‘“e”tf(t)dt: fo we‘(s‘”)tf(t)dt:F(s—a)
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Exemplo 3.1. Calcule £ {eStt3}.

Resolucio: Observe que & {£*} = % Entdo, usando o Teorema 3.1,

t 3!
'% {65 t3} = (5_5)4'

Exemplo 3.2. Calcule £ {e‘Zt cos(4t)}.

Resolugao: Como &£ {cos(4t)} = 52+;42’ entdo usando o Teorema 3.1
o _ s+2
£ {e Cos(4t)} = —(s+2)2 T

Teorema 3.2. Pelo teorema 3.1 sabemos que &£ {e” f(t)} = F(s—a). Aplicando
a Transformada Inversa de Laplace obtemos,

L7 {E(s-a)} = ¢ (1) (32)

2s+5
-1
Exemplo 3.3. Calcule &£ { G- 3)2}.

Resolugdo: Usando fragdes parciais, verifica-se que

25+ 5 2 11

G-3F (5-3) (-3¢

A seguir, aplicando a Transformada Inversa temos que

(2545 (2 11
* 1{(5—3)2}:‘% 1{(5_3)+(S_3)2}

af 1 . 1
=2 1{(8_3)}+11§£ 1{(5_3)2}.

S S—
&3t

Para resolver £7'{ —-1 lembre que £ {t} = 5 se, e somentese, £~ 111t = t. Além
(s-3) q s s

disto, utilizamos os Teoremas 3.1 e 3.2.

t 1 = 1 t
.%{6315}: 5-3)° — £ 1{(5—3)2} = ¢t
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Portanto,

34{éi2;}:2%4{@13Jw412*{®jsy}:2ék+né%

Exemplo 3.4. Calcule £ {1
xemplo 3.4. Calcule £ P

Resolu¢do: Iniciamos reescrevendo o denominador.

SS+45+6=(s+2)*+2

Ou seja,

1 s oo s
* {52+4s+6} * {(s+2)2+2}'

Lembramos que

¢ {m} = cos ((V2)t)

e, além disso, vamos utilizar o Teorema 3.1. Obtemos

- (s+2) _ ot
@1 {(S+2)2 N (\/5)2} = ¢ * cos (( \/E)t).

Retornando ao problema original
_ s o1 ] (5+2) =2
££1{(s+2)2+2}_$1{(5+2)2+2}
_ (s+2) _ 2
‘%1{(5+2)2+2}_$1{(s+2)2+2}
s 2e) 5 il
s+22+(V22) V27 \Gs+27+ (V22

e cos(( \/E)t) e sen(( \/E)t)
=e % cos (( \/Et) — V2¢ % sen (( \/E)t) .

Exemplo 3.5. Resolva o PVI

y"(t) + 4y (t) + 6y(H) = 1 —e™".
y(0) =0,
y'(0) =0.
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Resolugdo: Iniciamos aplicando a Transformada de Laplace na EDO:

Ly O} + 42 {y O} + 62 [y} = L (1} - L {7} =

[s*Y(s) =5 y(0) — y'(0)]+4[sY(s) — y(0) ] +6Y(s) = % ~ 3 i 17
—_——  —— ~——
0 0 0

s2Y(s) +4sY(s) + 6Y(s) = % N N

s+1
) _g+1-4
(s"+4s+6)Y(s) = G 1) =
Y(s) !

- (s2+4s+6)s(s+1)

Note que (s> + 4s + 6) é irredutivel (A < 0). Utilizando fracdes parciais

1 __As+B C_D
(s2+45+6)s(s+1) s2+45+6 s s+1

Resolvendo, obtemos A = , B =1, C = 1 e D = —1 (Verifique!). Portanto,

—
15+ E 1 1
g 3 6 3
Y — 2
%) s2+4s5+6 s+s+1
_1 S+2 +1(1) 1( 1 )
6| (+22+2 6\s) 3\s+1)

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace,

q _1 -1 s+2 1 -1 1 _1 -1 1
Lo YE) = {(s+2)2+2}+6‘5£ {s} 3 {s+1}

e, portanto,

e ) I —1{1}_1 1{L}
y(t)_6$ {(5+2)2+ \/52} 658 s 3‘% s+1
1 11,
=ze cos(\/§1?)+6 3¢
11,1,
£ 3¢ tgt cos( V2t).
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3.2 Funcao de Heaviside ou Degrau Unitario

A funcado de Heaviside ou degrau unitario, denotado por % (t), é definida por

0 , se te(—00,0);
U (t) =
1 , se te]0,0).

O gréfico da fungao de Heaviside % (t) é apresntado na Figura 3.

U ()

Figura 3. Gréfico da fun¢do de Heaviside.

No contexto da transformada de Laplace, essencialmente utilizamos fungdes
cujo o dominio é ndo negativo. A fun¢do de Heaviside serd ttil quando o centro
estiver deslocada para direita. Isto é, paraa > 0 a funcdo % (t — a), Figura 3.3, sera

de grande importancia.

0, se tel0,a);
WU (t—a) = (3.3)
1 , se tela ).

Veja a Figura 4.

AU (t —a)

Figura 4. Gréfico da fungdo de Heaviside deslocada a > 0 unidades para a direita.

= A funcao de Heaviside serd utilizada para reescrever func¢des por partes.
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Exemplo 3.6. Usando a fun¢do de Heaviside, reescrever a fungao

0 , se te][0,3)

f) = .
T3 se te(3,00)

1
Resoluc¢do: Vamos analisar os gréficos das fungdes U (t — 3) e —3 Respectiva-
mente, eles sdo exibidos pela Figura 5 e pela Figura 6.

U (t - 3)

o t
3

Figura 5. Gréfico de U (t — 3).

L
£-3

Figura 6. Grafico de ;.

Com base nos gréficos acima, conclui-se que a multiplicagdo entre as fung¢des

1
aU(t—3)e Py resulta na fun¢do cujo o grafico pode ser observado pela Figura
7.

39



TOPICOS DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

1
U =3) =5

o t
3

Figura 7. Gréfico de f(t).

Essa funcéo é a funcdo f. Portanto, f(t) = U (t - 3) .

Exemplo 3.7. Usando a fun¢ao de Heaviside, reescrever a fungdo

t
-, se tel0,4)

f(t) =
0 , se te[4, ).

Resolugdo: Pela definicdo, no intervalo t € [0,4) a fungdo f vale t/2, enquanto
que no intervalo t € [4, o0) a fungdo f vale zero.

Para reescrever a fungdo devemos realizar o produto da funcao t/2 pela fungao
1-9 (t — 4). A Figura 8 mostra o grafico de % (t — 4), enquanto a Figura 9 mostra
o graficode 1 — U (t — 4).

U (t — 4)

Figura 8. Gréfico de U (t — 4).
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19 (t - 4)

> t
4

Figura 9. Gréfico de U (t — 4).

A multiplicacdo da fungdo t/2 pela fungdo [1 — U (t — 4)] é, exatamente, a fungdo

f,istoé,
£ = S[1-u -],
2
Veja a Figura 10.

f®

Figura 10. Gréfico de U (t — 4).
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3.3 Teorema de Translagao no Eixo t

Quando desejamos transformar o produto de uma fungéo arbitréria f por uma
funcdo degrau unitdrio ou funcdo de Heaviside, o proximo teorema fornece um
método para realizar essa transformagdo sem recorrer a definicdo para obter a

Transformada de Laplace do produto dessas duas fungdes.

Teorema 3.3 (Translacdo em ¢). Seja F(s) = £ {f(t)} ea € R*. Entdo

LUt —a) f(t —a)} = e ™F(s).

Prova: Vamos utilizar a defini¢do de Transformada de Laplace.

t— 00 t—00

LAU(t—a) f(t—a)} = f e (t —a) f(t —a)dt = f e f(t — a)dt

t=0 t=a

Com a mudanga de varidvel u = t —a, temos que, t = u +a e que du = dt.
Substituindo:

U+a—>00 1U—> 00
f e f(ura=a)du = e f e~ f(u)du.

+a=a u=0

Renomeando por t a varidvel muda u, segue que

e f - e f(hdt = e L{f(H)} = e F(s).

Exemplo 3.8. Calcule £ {oU (t — ) sen(t)}.

Resolugdo: Iniciamos observando que sen(t—m) = f(t—m). Portanto, f(t) = sen(t)

e consequentemente F(s) = . Assim, utilizando o Teorema 3.3, temos

s2+1

L AU (t — t)sen(t)} = =L {U (t — 1t) sen(t — Tr)}
1
s2+1

—Tis

= —¢€

42



TOPICOS DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

Exemplo 3.9. Calcule &£ {¢*~"U (t — 2)}.

Resolugdo: Note que se e™™? = f(t — 2), entdo f(t) = e’ e consequentemente

1
F(s) = a1 Assim, temos que

el -2)} = £ {e DU t-2)) = e—ZSS i -
s L
s+1

Exemplo 3.10. Calcule £ {(3t + 1)U (t — 1)}.

Resolucao: Note que

f(t-1)=3(t-1)+4=

f(t) =3t +4.
Portanto,
F(s) =2 {f(t)}
=% {3t +4}
1 1
= 38_2 + 4:g
Por fim, -
LB+ 1)U (E=1)} = &= (5—2 + g)-
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Teorema 3.4. Pelo Teorema 3.3
LAf(t—a)U (t —a)} = eF(s).
Aplicando a Transformada Inversa de Laplace, obtemos:

LHe ™ F(s)} = f(t —a)U (t —a).

Exemplo 3.11. Resolva a Transformada Inversa de Laplace

1
-1 -2s
* {e 5= 4} )

Resolu¢io: Como e™ = ¢, entdo a = 2. Agora, como

1
s—4

F(s) =

temos que
fH) =%,
e, além disso,

f(t—a) = f(t—2) = 42,

Portanto,

e {e-ZSS_%} — Dy (r 9.

Exemplo 3.12. Resolva a Transformada Inversa de Laplace

n S
.55—1{—-5 }
¢’ s249

Resolucio: Como e™ = ¢~ 2%, entdoa = £. Agora, como
D

F©) = 5 i 5 = f(t)=cos(3n
e
e e
ft— E) = Cos (3(t - E))'
Portanto,
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Exemplo 3.13. Resolva o PVI

{ y () + y(t) = f(t),
y(0) =5,

no qual

0, se tel0,m),
-]

3sen(t) , se te€[m, ).
Resolucdo: Observe que a fungdo f(t) pode ser reescrita como
f(t) =3sen(t)U (t — m).

Logo,
Yy +y=3sen(t)U (t —m),

no qual y(0) = 5. Aplicando a transformada de Laplace, temos:

L{y O+ L {yt)} = £ {3sen(®)U (t - M)} =

sY(s) — y(0) + Y(s) = 3% {sen(t)U (t — m)}.
Agora, substituimos a condigao inicial.
sY(s) =5+ Y(s) = 3% {sen(t)°U (t — T)} .

No exemplo dado em (3.8), foi verificado que

£ {sen(t)?U (t — 1)} = —e_”ss2 i_ T
Substituindo na Equagéao 3.4, temos
sY(s) =5+ Y(s) = —33_”5%
s¢+1
Y(s)(s +1) =5 = —355 —
Y(s) = -3¢ L >

Usando fragoes parciais se estabelece que

1 1
1 —25t3

5
@+)e+1)  £2+1  G+D)

45

@+DE+D) s+l

(3.4)



TOPICOS DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

Assim,

Y(s) =-3e™

—Sts s 5
s2+1  (s+1)| s+1

3 .. s 3 1 3 _.1

—Tis —Tis

2° Z+1 2° Z+1 2°

L5
s+1 s+1°

Aplicando a transformada inversa, temos:
_§ 1) -ns S }_% —1{—ns 1 }_§ —1{—ns 1 } —1{ 1 }
¥ = 2§£ {e s2+1 2'% e+ 2°% © s +5%

+1 s+1

> cos(t — m)U (t — 1) — ; sen(t — ) (t — 1) — %et_”all (t—m)+5e!

3 3 3
B -2 — ) = 2 (t-m) _ —t
[2 cos(t — ) > sen(t — 1) 26 ]621 (t—m)+5e".
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Capitulo I

Outras propriedades

Neste capitulo, iremos explorar algumas transformadas especiais. Estas trans-
formadas sdo mais elaboradas e tém o objetivo de ampliar a variedade de proble-

mas que podem ser resolvidos utilizando a Transformada de Laplace.

4.1 Derivada da Transformada de Laplace

Quando se pretende transformar o produto de uma fung¢do qualquer f por
uma fungdo polinomial do tipo t", o proximo teorema fornece um método para
realizar isso sem recorrer a defini¢do para obter a Transformada de Laplace do

produto dessas duas fungdes.

Teorema 4.1. Seja F(s) = £ {f(t)}. Para todon € {1,2,3,...} vale a equacéo

dn n n
SE6) = ("L ().

Prova: Conseguimos obter a demostragado utilizando a definic¢éo.
ar L
- dn —st
= f (=t)"e™ f(t)dt
0

— (—=1)" —st (yn d
v [ e @
= (=1)"£{t"f(H)}.
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Exemplo 4.1. Calcule a transformada de Laplace &£ {t2 sen(7t)}.

Resolugdo: Pelo Teorema (4.1),

L {10} = (1" FG).

Consideramos o caso particular n = 2.

L {tz sen(7t)} = (_1)25_:2 (52 Z 72)

1432 - 73)
T @+ 7R

Exemplo 4.2. Calcule a transformada de Laplace £~! {;}

(s2 + 422

Resolug¢ao: Do Teorema 4.1, comn =1,

4| d
<L 1{d—SF(s)} = —tf(t).

Por comparagao, identificamos que

d S
i O = Gy

isto é,
F(s) = f;ds
B (s? + 42)?

_ 1
- 2(s2 + 42

E, além disso, como

-1
—_— =
2(s? + 4?)

1 4
o=~ {=)
= —% sen(4tf).

F(s) =

48
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Substituindo na Equagao 4.1, obtemos

$4&§f@?}:4ﬂﬂ
= —i (—% sen(4t))

t
=3 sen(4t).

Exemplo 4.3. Resolva o seguinte PVI:

Yy’ + 16y = cos(4t),
y(0) =0,
y(0)=1

Resolugdo: Seja Y = £ {y}. Aplicando a transformada de Laplace na EDO, temos:

Ly} +16%L {y} = £ {cos(4t)} =

S

2 ’ _
sY —s y(0) — y'(0) +16Y—m:
=0 =1
2 _ S
SY—1+16Y—m$
5
(52+16)Y:—52+42+1:>
S 1

= + :
(s2+42)% s2+42

Aplicando a transformada inversa de Laplace

_ S _ 1
=% 1{(52+42)2}+$ 1{52+42}

_ S 1 4
=< {m} +32 o)

exercicio anterior

y(t) = ésen(élt) + %sen(élt).
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4.2 Convolucao

Vamos comegar esta se¢do definindo o operador de convolucgdo. Este ope-
rador possui propriedades importantes e contribui para alcancarmos resultados
significativos.

Defini¢ao 4.1. Sejam f e g fung¢des continuas por partes em [0, o). Definimos
a convolucao f(t) = g(t) por

f(t) = g(t) = fo f(t)g(t — 1)dr.

" Propriedade: Uma propriedade importante da convolugdo é a comutatividade,
ou seja, é verdade que

f(#) = g(t) = g(t) = £(b).

Prova: Pela definicdo,

ft)=g(t) = j: f(r)g(t — T)d.
Fazendo 7 = t — 7 temos d7 = —dt. Além disso, decorrem as seguintes mudangas:
> set=0entdo T = ¢,
= set =tentdo T = 0;

D comoT=t—tentdior=t—-T =1

Logo,

0 t
£+ g() = f £t - Dgl)(-d7) = fo G(Of(t— DT = g(1) * £,
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4.3 Transformada da Convolucao

O seguinte teorema mostra uma propriedade que é extremamente ttil na reso-
lugdo de equagdes diferenciais lineares. Permite que as técnicas da transformada
de Laplace sejam aplicadas para resolver problemas complexos de forma mais
simples e direta.

Teorema 4.2. Sejam f e g fung¢des definidas em [0, o) e que possuam trans-
formada de Laplace. Entéo,

L {f()* gD} = F(5)G(s)-

Prova:

P60 = [ e [ eTeipp

0
Podemos juntar as integrais conforme ilustrado a seguir.

F(S)G(s) = fo ( fo gS(T+h) f(T)g(ﬁ)dﬁ)dT.

Na integral interior, que estd em destaque, faremos a seguinte substitui¢do de
variaveis:
t=1+p.

O objetivo é reescrever § em fungdo de t. Obtemos:
Dt=1+p=>p=t—-1;
= dt =dp
D> p=0=t=1
> pf—> 00 =1t 0.

Obtemos o seguinte resultado ao substituindo na integral.

F(s)G(s):f0 (f E_Stf(T)g(t—T)dt)dT.

Observacao: Como a funcao g estd definida apenas na parte positiva, entdo g(t—1)
implica que t — 7 > 0, ou seja, que t > 7. Se observarmos o plano t X T veremos
que a area referente a regido de integracdo é a seguinte (Figura 11):
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s
s
’
s
s
/
’
7
’
7
7 ;
7
p
p
p
p
p
p
4
4
p
4
4
4
p
p
4
4

t

Figura 11. Area referente a regido de integragéo.

O que acontece aqui é que estamos integrando a fungao e f(7)g(t — 7) na drea em
destaque. Na maneira que estdo dispostas as integrais, podemos pensar que para
cada altura fixa 7 temos a variacdo em f no intervalo (7, o). Entretanto, para obter
o resultado que queremos, serd necessario modificar a maneira de obter essa drea
de integracdo. Pelas condi¢des do problema, o Teorema de Fubini assegura ser
possivel a troca de ordem de integragao. Observe Figura 12:

T

4
.
p
.
4
.
.
.
4
)
.
.
.
.
¥
.
.
- t

Figura 12. Area referente a regido de integragio aplicando o Teorema de Fubini.

Trocando a ordem de integracdo, agora por fora teremos a integral em t.

Observe que a variacdo de t agora serd de 0 ao oo, e que para cada f fixado a
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varidvel 7 tem que partir de 0 e chegar em t. Assim,

fom ([me_Stf(T)g(t— T)dt) dr = fom (fote_“f(r)g(t _ T)d’[) dt.

A expreessdo e~ é constante com relagdo a 7, podendo sair da integral em .

Lm e (j:f(T)g(t— T)d’l’) dt.

f(D=g(H)
Analisando com atencdo, percebemos que essa é a definicdo de Transformada de

Laplace aplicada a convolugao f(t) = g(t). Isto é,

[ e st =2 15001

t
Exemplo 4.4. Calcule &£ { f e' sen(t — T)dT}.
0

Resolugdo: Veja que
t
f e"sen(t — 7)dt = e’ = sen(t).
0

Portanto,

<L {I)t e’ sen(t — T)dT} =< {et * sen(t)}

& {e'} £ (sen(t))

(=)

1
G-DE2+1)
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4.4 Forma Inversa da Transformada de Convolucao

A Transformada de Laplace da convolugdo também pode ser revertida apli-
cando a Transformada Inversa de Laplace.

Teorema 4.3. Aplicando a Transformada Inversa de Laplace no resultado

obtido no Teorema (4.2), obtemos

LTHEE)GE) = f() = 8(8).

1
i
Exemplo 4.5. Calcule &£ {52 G- 1)}.

Resolucdo: Identificamos as fungdes F(s) e G(s) do Teorema 4.3. Neste problema,
temos F(s) = 1/s?> e G(s) = 1/(s — 1). Assim,

(3=

= el %t

= fOtBT(t—T)dT

= [(t —1)e Ty + [T
—0=H+(C -1

=—t+e —1.

1
=
Exemplo 4.6. Calcule &£ { e 1)2}.

Resolucdo: Neste problema temos que F(s) = G(s) = 1/(s* + 1). Assim,

[ {(52 i_ 1) (s2 1 1)} = sen(t) * sen(t) = fo sen(t) sen(t — 7)dt

Para resolver essa integral, vamos modificar o integrando utilizando relagdes

trigonométricas. Como

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(A) sen(B), 4.2)
cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sen(A) sen(B), (4.3)
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subtraindo Equacao 4.2 da Equacéo 4.3, obtemos

cos(A — B) — cos(A + B)
5 .

sen(A) sen(B) = (4.4)

Identificando A = T e B =t — 7, reescreve-se a Equagdo 4.4 como

cos(t +t+ 1) —cos(t+t—1)
> :

sen(t)sen(t — 1) =

Integrando de 0 a t, temos

£ t
f sen(t)sen(t — 7)dt = f cos(T — £+ 1) — cos(t + ¢ T)dT
0 0

2

t
f cos(t —t+ 1) —cos(t +t —1)dt
0

2

t t
f cos(2t — t)dt — f cos(t)dt
0 0

2

t t
f cos(2t — t)dt — cos(t) f dt
0 0

2

b cos(t)
2

@),

Il
I
(72}
(¢}
=]
~
N
IS
|
~—
—

cos(t)

(- 0]

[sen(t) — sen(—t)] —

[sen(t) + sen(t)] — % cos(t)

sen(t) — t cos(t)
> )

NI = =

sen(t) — %cos(t) =

Portanto,

_ 1 _sen(t) — tcos(t)
= 1{(52+1)2}" 2 '
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4.5 Transformada de uma Integral

Na secdo anterior vimos que

0+ g(t) = fo F()g(t - D,

e que
L {f(1) = g()} = F(5)G(s)-

Podemos, portanto, concluir que é valida a Equacéo 4.5.

¢ { f F(r)g(t - T)dT} = F(5)G(s) (4.5)
0

Ao considerar o caso particular em que g(f) = 1, obtemos g(t — ) = 1 e que G(s) =

1/s. Substituindo em (4.5) obtemos a Equagdo 4.6 que representa a transformada

{ f fydr } i (4.6)

Aplicando a inversa, obtemos também a Equacéo 4.7.

NGOG
1{7}—f0f(7)d’c 4.7)

de uma integral.
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3
E lo 4.7. =
xemplo Calcule £ {s = 32)}

Resolugdo: Vamos utilizar a Equacdo 4.7. Para identificar a fungdo F(s), reescre-
vemos a funcgdo.

$4£@3 }:gl(ﬁéﬁ)

+ 32) S

Isto é,
3

82+ 32

E(s)
o que implica que

f(t) = sen(3t).
Utilizando a Equagao (4.7)

‘%_1{5(52%32)}:]0‘%“(3”[)’17

_ | cos(3t) :
= 5|,
B _cos(3t) N cos(0)
-3 3
_ 1 —cos(3t)
=—

Exemplo 4.8. Calcule £ _

pro=a Bs—1)[
Resolucdo: Note que
1

_ 1 1] 81
$l{s3(s—1)}_'§£1 s '

Comparando com o lado esquerdo de (4.7),

1
=56
11
T 2(-1)
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Aplicando a inversa e a Equacéo 4.3, obtemos

L1 1
f(t):‘%l{s_Z(s—n}

:t*et

= fot e (t — T)dt

=[(t—-1)e" + ET]B

=—t+e —1.

Utilizando a identidade (4.7),

1

2 _ t
7 S(Ss—l) :f(—r+ef—1)dT
0

Il
|
N
+
(9™
),
|
IS
S5—=

t2
(—E+eﬁ4)—m+1—0)

2

=——+e-t-1
5 te
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4.6 Transformada de uma Funcéao Periddica

Teorema 4.4. Seja f uma funcéo periddica, de periodo T, que possui trans-
formada de Laplace. Entéo,

T

L{fO) = oy |

Prova: Pela definicdo
()= [ e s
oT .
= f e f(t)dt + f e f(H)dt (4.8)
0 T

S —
(%)

Fazendo a mudanga de varidvel 6 = t — T, temos, consequentemente, que d6 = dt.
Além disso, quando t = T entdo 6 = 0, quando t — oo temos que 6 — oo e também
sabemos que t = 0 + T. Todas essas modifica¢des serdo utilizadas na integral (x),
que é um termo da Equacéo 4.8. Obtemos:

f ) et f(t)dt = f ) e~0+T) f(6+T)do
T 0
— —sT —50 6 dé
e j; e f(0)
=T | e f(0)do.
e fo e f(0)

| S——
(x%)

Em (*%) temos que 6 é uma varidvel muda. Vamos substitui-la por t.

- —st _ ,—=sT - —st
fT eV f(tdt=e L e f(t)dt.

Observe que a integral a esquerda é aquela que pretendemos reescrever, conforme

acabamos de fazer. Portanto, substituindo em (4.8), obtemos

00 T 00
—st — —st —sT —st
fo e~ f(H)dt = fo e f(H)dt +e fo e~ f(£)dt
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Essa equagdo possui duas integrais idénticas. Vamos colocar em evidéncia.

00 T 00
—st — —st —sT —st
fo e F(dt = fo e F(H)dt + e fo e F(Hdt =

00 T
(1-¢T) fo e f(Hdt = fo e f(t)dt =

h —st — 1 ' —st

Por fim, basta observar que o lado esquerdo da tltima equacdo é a defini¢cdo da
Transformada de Laplace, conforme a Equagédo 1.1.

T
L{f)} = 1_1€_ST fo e f(t)dt.

Exemplo 4.9. Considere a funcdo f, cujo o grafico é apresentado na Figura 13.

f®

Figura 13. Gréfico da fungéo f.

Calcule £ {f(t)}.

Resolugdo: A funcao f é periédica, com periodo fundamental T = 2. Pelo Teorema
4.4, temos:

2
L{f(H)} = 1_1e_ZS j; e f(t)dt

1 [ 1 2
=— f etdt +M
1 — e | 0 1

1 'e—st ]1
= —_p2s|
1—e=|-s 0

B 1 [1—e7°

T 1l-e2] s ]

_ 1 (=)
S (l+ed(l=e7) s

B 1

Cs(14e)
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Exemplo 4.10. Calcule iﬁ{ |sen(t)] }

Resolugdo: A funcao [sen(t)| é periddico de periodo T = 7. Veja a Figura 14.

Figura 14. Gréfico de |sen(?)|.

Pelo Teorema 4.4, temos

%{ |sen(t)|} - fo‘ ' e~ sen(t)dt.

1—e—m

Fica como exercicio ao leitor verificar que

" |
f e~ sen(t)dt = ¢ .
0

s2+1

Com essa identidade, obtemos que

1 e+ 1
SE{lsen(t)l} T 1—em ( s2+1 )

Uma alternativa mais elegante de apresentar a solucdo pode ser feita da seguinte

maneira:

-1 (e +1
'%{ Isen(t)l} S s2+1 (6‘5“ - 1)
~————

tanh(—s7t/2)

-1 STt
s2+1 tanh (_7)

Como tanh é uma funcdo impar, entdo
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